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Motivácia - okruºná dopravná úloha

Figure 1: Okruºné trasy 5-tich vozidiel z troch zdrojov z kapacitou 90
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Priradenie £ísel zdrojov k obsluhovaným uzlom

Figure 2: Trasy: 14→ 11→ 20→ 9→ 14, 14→ 8→ 7→ 14,

15→ 1→ 4→ 3→ 15, 15→ 12→ 6→ 2→ 15,16→ 13→ 5→ 16
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Redukcia xijk → xij

Uvaºujme úlohu MIP trasovania vozidiel, v ktorej rozhodovacie
premenné xijk interpretujeme takto:

xijk =

{
1, ak je do trasy vozidla k vybraná jazda i → j

0, inak,

Trojindexové premenné by sme chceli nahradi´ dvojindexovými xij

xij =

{
1, ak je do niektorej trasy vozidla vybraná jazda i → j

0, inak,

Na identi�káciu vozidla potrebujeme pre kaºdý obsluhovaný uzol i
premennú zi , ktorá udáva £íslo vozidla resp. zdroja. Potom nám
priradenie uzlov k vozidlám zabezpe£í podmienka pre v²etky i → j

M (xij − 1) ≤ zi − zj ≤ M (1− xij)

kde M je penaliza£ná kon²tanta.

Ak xij = 1, potom zi = zj , t.j. uzly i a j so obsluhované zo
spolo£ného zdroja t.j. teda môºu aj tým istým vozidlom.
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Okruºná dopravná úloha s viacerými depami

• n zákazníkov s istými poºiadavkami,
• m dep,
• v vozidiel s rovnakou kapacitou Q v kaºdom depe.

Cie©:

Ur£i´ trasy vozidiel, ktoré obslúºia v²etkých zákazníkov, pri£om:

1) trasa kaºdého vozidla musí za£ína´ aj kon£i´ v tom istom depe,

2) kaºdý zákazník bude obslúºený jediným vozidlom,

3) na ºiadnej trase nebude prekro£ená kapacita vozidla,

4) celkové prepravné náklady budú minimálne.
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Reprezentácia

Nech ~G = (V , ~H, c) je digraf, pri£om

V : mnoºina vrcholov, V = Z ∪ D ∧ Z ∩ D = ∅,
Z : mnoºina zákazníkov,

D: mnoºina dep,
~H: mnoºina hrán, ~H = {(i , j) : i , j ∈ V , i 6= j} − D × D,

K : mnoºina vozidiel,

cij : cena prepravy z vrcholu i do vrcholu j ,

di : poºiadavka zákazníka i ,

Q: kapacita vozidla,

xijk =

{
1, ak je do trasy vozidla k vybraná hrana (i , j) ∈ ~H

0, inak,

yik ∈ 〈di ,Q〉 udáva náklad vozidla k , ke¤ odchádza od zákazníka i ,
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Trojindexový model

∑
(i,j)∈~H

∑
k∈K

cijxijk → minimum, (1)

∑
i∈V ,i 6=j

∑
k∈K

xijk = 1, ∀j ∈ Z , (2)

∑
j∈Z

∑
k∈K

xijk ≥ 1, ∀i ∈ D, (3)

∑
i∈V ,i 6=j

xijk −
∑

i∈V ,i 6=j

xjik = 0, ∀k ∈ K ; j ∈ Z , (4)

∑
i∈D

∑
j∈Z ,i 6=j

xijk ≤ 1, ∀k ∈ K , (5)

∑
i∈D

∑
j∈Z ,i 6=j

xjik ≤ 1, ∀k ∈ K , (6)

yik + dj − yjk ≤ (1− xijk)Q, ∀i ∈ Z ; j ∈ Z , i 6= j ; k ∈ K , (7)

xijk ∈ {0, 1}, ∀(i , j) ∈ ~H; k ∈ K , (8)

di ≤ yik ≤ Q, ∀i ∈ Z ; k ∈ K . (9)
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Dvojindexový model

∑
(i,j)∈~H

cijxij , (10)

∑
j∈V :(i,j)∈~H

xij = 1, ∀i ∈ Z , (11)

∑
j∈V :(i,j)∈~H

xji = 1, ∀i ∈ Z , (12)

∑
i∈Z

xij ≤ v , ∀j ∈ D, (13)

M (xij − 1) ≤ zi − zj ≤ M (1− xij), ∀(i , j) ∈ ~H, (14)

yi + dj xij − yj ≤ (1− xij)Q, ∀i ∈ Z , j ∈ Z , i 6= j (15)

xij ∈ {0, 1}, ∀(i , j) ∈ ~H, (16)

di ≤ yi ≤ Q, ∀i ∈ Z , (17)

zi = i , ∀i ∈ D, (18)

min(D) ≤ zi ≤ max(D), ∀i ∈ Z . (19)

�tefan PE�KO, Zuzana BOR�INOVÁ



Po£íta£ové experimenty

�as výpo£tu (s)
In²tancia n m v Q Trojindexový Dvojindexový

1. 20 2 1 160 6,73 1,62
2. 20 2 2 80 970,15 106,28
3. 20 2 3 80 3 279,06 25,47
4. 20 3 1 100 954,08 184,33
5. 20 3 2 80 101,68 6,54
6. 20 3 3 80 460,61 3,37
7. 20 4 1 80 1 508,49 313,83
8. 20 4 2 80 360,81 9,34
9. 20 4 3 80 325,54 3,95
10. 25 2 1 240 2 325,33 5,35
11. 25 2 2 160 26 456,81 199,33
12. 25 3 1 160 5 906,80 11,53
13. 25 3 2 80 813,99
14. 25 3 3 80 1 198,31
15. 25 4 1 100 9 871,87 26,96
16. 25 4 2 80 23 030,76 59,04
18. 25 4 3 50 2 023,23
19. 25 1 4 160 2 323,73

n � po£et zákazníkov, m � po£et dep, v � po£et vozidiel v depe, Q � kapacita vozidla
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Problém poradia zákaziek na kaliacich strojoch

Sú dané
• mnoºina strojov S ,
• mnoºina zákaziek Z ,
• Ti doba potrebná na spracovanie zákazky i ,
• τij £as potrebný k nastaveniu teploty pre spracovanie zákazky j
po spracovaní zákazky i .
• di £as najskôr moºného za£iatku spracovania zákazky i ,
• hi £as nejneskôr prípustného konca spracovania zákazky i ,

Cie©: Nájs´ také prípustné poradie zakázok pri ktorom je celková
doba na prestavovanie teploty na kaliacich strojoch minimálna.
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Reprezentácia

• V = S ∪ Z je mnoºina vrcholov digrafu ~G ,
• SxZ ⊂ S × Z je mnoºina prípustných hrán (stroj,zákazka).
• ZxZ ⊂ Z × Z je mnoºina prípustných hrán (zákazka,zákazka).
• ZxS ⊂ S × Z je mnoºina prípustných hrán (zákazka,stroj),
• ~H = SxZ ∪ ZxZ ∪ ZxS je mnoºina vrcholov digrafu ~G ,
• M = 7 · 1440 je penaliza£ná kon²tanta � po£et minút za
týºde¬.

Rie²enie reprezentujem prípustnými cyklami Ci , ktoré obsahujú
práve jeden stroj i a sú rozkladom mnoºiny vrcholov digrafu
~G = (V , ~H), kde
• V je mnoºina vrcholov tvorená strojmi (záporné £ísla) a
zákazkami (kladné £ísla),
• ~H je mnoºina hrán tvorená usporiadanými dvojicami
(stroj, zákazka), (zákazka,zákazka), (zákazka,stroj).
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Priradenie strojov k zákazkám

Figure 3: Cykly dvoch strojov: C−1 = −1→ 2→ 6→ 9→ 5→ 1→ −1,
C−2 = −2→ 4→ 8→ 7→ 3→ −2.
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Dvojindexový model

∑
(i,j)∈Z×Z∩~H

τijxij → min (20)

∑
i∈Z :(i,j)∈~H

xij = 1 ∀j ∈ S (21)

∑
i∈V :(i,j)∈~H

xij = 1 ∀j ∈ Z (22)

∑
j∈V :(i,j)∈~H

xij = 1 ∀i ∈ Z (23)

M(xij − 1) ≤ zi − zj ≤ M(1− xij) ∀(i , j) ∈ ~H (24)

ti + Ti + τij ≤ tj +M(1− xij) ∀(i , j) ∈ ~H : i /∈ S ∧ j /∈ S
(25)

di ≤ ti ≤ hi + Ti ∀i ∈ Z (26)

xij ∈ {0, 1} ∀(i , j) ∈ ~H (27)

zi = i ∀i ∈ S , min(S) ≤ zi ≤ max(S) ∀i ∈ Z (28)

zi ≥ 0 ∀i ∈ Z (29)
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Po£íta£ové experimenty

�as výpo£tu (s)
In²tancia n m Trojindexový Dvojindexový

1. 50 4 123,67 1,76
2. 75 5 2153,81 5,44
3. 80 2 438,23 31,68
4. 100 2 21 613,10 174,58
5. 100 3 16 645,75 93,35
6. 100 4 NA 100,83
7. 160 4 NA 292,66
8. 240 6 NA 775,24

n � po£et zákaziek, m � po£et strojov, NA � nedopo£ítal
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Viacdepové rozvrhy autobusov s návratnos´ou

V tomto modeli sa rie²i jeden z problémov rie²enými autormi
systému KASTOR len heuristicky. Jedná sa o prípad, ke¤ okrem
vodi£ov z nocovní ostatní vodi£i za£ínajú a kon£ia svoj turnus v
centrálnom depa, garáºe autobusov. V základnom viacdepovom
obehovom rozvrhu autobusov sa rie²i také priradenie q autobusov k
spojom, ºe

1 Kaºdý spoj je priradený práve jednému autobusu.

2 Kaºdý autobus musí za£ína´ a kon£i´ svoj turnus v tom istom
depe (v centrálnej garáºi alebo nocovni).

3 V kaºdej z h nocovni je disponibilný jeden autobus,
q ostatných garáºuje v centrálnom depe.

4 Celková doba neproduktívnych prejazdov autobusov, ktorá
obsahuje prístavné a odstavné jazdy, jazdy medzi kone£nými
spojmi, je minimálna.
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Spoje a turnusy

Daná mnoºina spojov S je tvorená ²tvoricami Si = (md
i , t

d
i ,m

a
i , t

a
i ),

i ∈ N = {1, 2, .., n} kde
• md

i je miesto (zastávka) odchodu spoja,
• tdi je £as odchodu spoja,
• ma

i je miesto (zastávka) príchodu spoja,
• tai je £as príchodu spoja.

Sú dané doby prejazdov medzi uzlami autobusovej siete τ(A,B),
kde sú A,B bu¤ zastávky spojov alebo depá. To umoº¬uje
de�nova´ turnus autobusu z depa d ako sled

d ≺ Si1 ≺ . . . Su ≺ Sv ≺ · · · ≺ Sim ≺ d ,

kde
• Su ≺ Sv ak autobus po spoji Su pokra£uje spojom Sv ,
• d ≺ Si1 prístavná jazda z depa,
• Sim ≺ d odstavná jazda do depa.
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Reprezentácia

Sie´ rozvrhu autobusov modelujeme digrafom G = (V ,A), kde
• V = {−h, . . . ,−1, 0, 1, . . . , n} je mnoºina vrcholov pri£om
kladé £ísla zodpovedajú indexom spojov, 0 je centrálna garáº a
záporné indexy ozna£ujú indexy nocovní; K = {0, 1, . . . , h}.
• ~H = {(i , j) : Si ≺ Sj} ∪ {(i , j), (j , i) : i ∈ S , j ∈ N} je mnoºina
hrán (neproduktívnych prejazdov),

Rozhodovacia premená xij , (i , j) ∈ H tu nadobúda hodnotu 1, ak je
hrana (i , j) vybraná do turnusu niektorého vozidla, iná£ 0.

Premenná zi ∈ S udáva index domovského depa autobusu, pri£om
zi = i , i ∈ S .
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Dvojindexový model

∑
(i,j)∈A

cijxij → min (30)

s.t.∑
j :(i,j)∈A

xij −
∑

j :(j,i)∈A

xji = 0 ∀i ∈ V , (31)

∑
(−k,j)∈A

x−kj = 1, ∀k ∈ K − {0}, (32)

∑
(0,j)∈A

x0j = q, (33)

∑
j :(i,j)∈A

xij = 1, ∀i ∈ V : i > 0, (34)

h(xij − 1) ≤ zi − zj ≤ h(1− xij) ∀(i , j) ∈ A, (35)

z−k = k ∀k ∈ K , (36)

xij ∈ {0, 1} ∀(i , j) ∈ A, (37)

zk ≥ 0, ∀k ∈ V . (38)
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Po£íta£ové experimenty s trojindexovým modelom

Sie´ MHD Martin s 726 spojmi.

Spoje Depá Doba prejazdov [min.] Doba výpo£tu [sec.]

666 24; 1 1 303 914.0
666 24; 1, 17 1 269 877.33
666 24; 1, 17, 15 1 232 865.13
666 24; 1, 17, 15, 4 1 228 843.34
180 24; 1 1 209 1.80
180 24; 1, 17 1 084 1.78
180 24; 1, 17, 15 1 054 2.92
180 24; 1, 17, 15, 4 1 050 4.74

Table 1: Vo vrchole 24 je centrálna garáº ostatné sú nocovne v sieti

MHD Martin
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Spoje Depá Doba prejazdov [min.] Doba výpo£tu [sec.]

726 24; 1 1 356 65.15
726 24; 1, 17 1 319 84.97
726 24; 1, 17, 15 1 299 76.33
726 24; 1, 17, 15, 4 1 295 85.52
720 24; 1 1 925 60.29
720 24; 1, 17 1 304 65.86
720 24; 1, 17, 15 1 299 76.94
720 24; 1, 17, 15, 4 1 295 74.57
666 24; 1 1 303 64.29
666 24; 1, 17 1 269 60.81
666 24; 1, 17, 15 1 232 74.44
666 24; 1, 17, 15, 4 1 228 60.61
180 24; 1 1 209 2.86
180 24; 1, 17 1 084 2.14
180 24; 1, 17, 15 1 054 1.93
180 24; 1, 17, 15, 4 1 050 2.36

Table 2: Po£íta£ové charakteristiky pre dvojindexový model.
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�akujem za pozornos´ a trpezlivos´
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