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Uvod

Existuju dva pristupy k chapaniu vedného odboru logistika:

e anglosasky pristup — logistika v uzSom zmysle, kedy sa do logistickych
procesov zahfniaja len procesy obstardvania a distribtcie

e kontinentalny pristup — logistika v SirSom zmysle — rozsiruje chapanie
logistickych procesov aj o vyrobnii oblast

Eurépska logisticka asocidcia definuje logistiku ako ,,Organizovanie, pldno-
vanie, Tiadenie a vykon tokov zacinajuc vyvojom a ndkupom, konciac vyrobou
a distribiciou podla objedndvky findlneho zdkaznika tak, aby boli splnené vietky
poZiadavky trhu pri minimdlnych ndkladoch a minimdlnych kapitdalovych vydav-
koch.“

Minimalizacia ndkladov a minimalizacia kapitalovych vydavkov ma vyrazny
kvantitativny charakter, kde sa priam nika pouzitie optimaliza¢nych metod
operacnej analyzy, pokial existuji praktické moZnosti na dostatocne presny
kvantitativny popis prislusnych logistickych procesov.

V zmysle definicie Eurépskej logistickej asocidcie mozno rozélenit logistiku
na

e vyrobnu logistiku
e distribu¢nu a dopravnu logistiku a
e skladovi a obstaravaciu logistiku.

Ako dlhoro¢ni pracovnici Vyskumného tistavu dopravného v Ziline a ne-
skor Zilinskej univerzity sme sa dlhodobo zaoberali rieSenim kvantitativnych
problémov vsetkych vymenovanych oblasti logistiky. Za ten Cas sme zozbierali,
vyvinuli, implementovali, overili a v praxi aplikovali mnozstvo pristupov, metod
a algoritmov pre rieSenie kvantitativnych problémov v logistike.



V ramci grantovej tlohy VEGA 1/0490/03 sme dostali priestor na zozbiera-
nie, utriedenie, klasifikdciu, dalsi rozvoj a vytvorenie uceleného systému kvan-
titativnych metdd v logistike, ktory teraz v tejto publikacii predkladame.

Kvantitativne metédy v tejto publikacii su rozdelené podla spominaného
Clenenia do troch rovnomennych kapitol. Pri spracovani latky sme zvolili pri-
stup s dorazom na tvorbu modelov riesenych problémov so snahou vytvorit taki
formuléciu vicsiny problémov, ktord umozni pouzit standardné metédy operac-
nej analyzy, ako je linedrne programovanie, klasické algoritmy tedrie grafov,
¢ priblizné itera¢né metddy, z ktorych mnohé su stcastou bezne dostupnych
programov, ako st napriklad tabulkové procesory.

Pre tie problémy, pre ktoré nie je mozné pouzit Standardné algoritmy, uvé-
a ktoré povedil podla nasich skiisenosti k dobrym praktickym vysledkom. Pri-
tom sme sa snazili vyberat algoritmy, ktoré st ¢o najjednoduchsie implemento-
vatelné.

Dakujeme grantovej agentire VEGA a grantu ¢ 1/0490/03, ktory nam
umoznil vypracovat tito publikaciu.

Dakujeme tiez prof. RNDr. Jaroslavovi Janackovi, CSc. a recenzentom prof.
RNDr. Janovi Cernému, DrSc. a doc. Bohdanovi Lindovi, CSc. za mnohé cenné
rady, pripomienky odborného i forméalneho charakteru. Obzvlast dakujeme Ing.
Petrovi Paluchovi, ktory cely rukopis pozorne precital a opravil mnozstvo vec-
nych, forméalnych, pravopisnych, Stylistickych a inych chyb.

V Ziline 30.11.2006 Autori
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Kapitola 1

Prerekvizity

1.1 Zakladné pojmy z tedrie grafov

Tato cast uvddzame preto, lebo terminoldgia tedrie grafov nie je ustélena. Nie-
ktori autori davaja prednost takej terminoldgii, v ktorej sa pod pojmom graf
rozumie najvsSeobecnejsia Struktura a ostatné Struktary ako digraf, neoriento-
vany graf, atd. sa chdpu ako Specidlne pripady grafu. Autori tejto publikacie st
vSak silne ovplyvneni vynikajicou knihou [43] J. Plesnika a preto jeho termino-
16giu prijali za svoju.

1.1.1 Digraf a graf

Digrafom nazveme usporiadani dvojicu G = (V,H), kde V je neprazdna
kone¢nd mnozina vrcholov digrafu a H je mnozina usporiadanych dvojic typu
(u,v), kde u # v, t. j.

HC {(u,v) |u#v, u,veV}CVxV,

kde symbolom V x V' znac¢ime karteziansky stc¢in mnozin V a V —t. j. mnozinu
vSetkych usporiadanych dvojic prvkov z V.
Prvky mnoziny H nazyvame orientovanymi hranami digrafu G.

Grafom nazveme usporiadani dvojicu G = (V,H), kde V je neprazdna
kone¢nd mnozina vrcholov grafu a H je mnoZina neusporiadanych dvojic typu
{u, v}, kde u # v, t. j.

HC {{u,v} |u#v, y,v eV} C VoV,
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kde symbolom V o V' zna¢ime mnozinu vSetkych neusporiadanych dvojic prvkov
z mnoziny V.
Prvky mnoziny H nazyvame hranami grafu G.

Vsimnime si, Ze definicie grafu a digrafu neuvazuja tzv. slucky — t. j. hrany
typu {u, u}, resp. (u,u), ¢o vSak nie je vazny nedostatok, pretoZe v praxi je tsek
spajajaci uzol so sebou samym ojedinelym javom.

Na modelovanie dopravnej siete s Ciselnymi charakteristikami hran, resp.
uzlov zavedieme pojmy hranovo ohodnoteného, resp. vrcholovo ohodnoteného
grafu alebo digrafu.

Graf (resp. digraf) G = (V, H) nazveme hranovo ohodnotengm, ak kazdej
hrane (resp. orientovanej hrane) h € H je priradené reédlne ¢islo c(h). Za
hranovo ohodnoteny graf (resp. digraf) budeme teda pokladat usporiadant
trojicu G = (V,H,c), kde V je mnozina vrcholov, H mnoZina hran (resp.
orientovanych hran) a ¢ : H — R je redlna funkcia definovand na mnozine
H.

Podobne mozno definovat vrcholovo ohodnoteny graf (digraf) ako usporia-
dant trojicu G = (V, H,w), kde V' je mnoZina vrcholov, H mnozina hran (resp.
orientovanych hran) a w : V' — R je redlna funkcia definovand na mnozine V.

Graf, resp. digraf st vhodné na modelovanie takych situacii, kedy z uzla u
do iného uzla v vedie nanajvy$ jedna hrana {u,v}, resp. medzi uzlami v a v
existuje nanajvys jedna orientovand hrana (u,v) a jedna opacne orientovand
hrana (v,u). V tychto pripadoch je totiz hrana jednoznacne uréend svojimi
koncovymi vrcholmi.

Pre pripady so zakazanymi sluckami, kedy medzi vrcholmi u, v existuje viac
hran mame multigraf, resp. multidigraf. Pre modelovanie situdcii so sluckami
(napriklad slucka na kone¢nej stanici elektricky) méme pseudograf, resp. pse-
udodigraf, v ktorych st okrem viacnasobnych hran dovolené i slucky.

Najv8eobecnejsou grafovou strukttarou je pseudomigraf obsahujici oriento-
vané i neorientované viacnasobné hrany a slucky. Presné matematické definicie
v8etkych spominanych Struktir s uz zlozitejsie a Citatel ich moze néajst v [43].
V tejto publikdcii sa vyskytnu iba ojedinele a vtedy ich budeme chépat intu-
itivne.

1.1.2 Cesty v digrafoch a grafoch

V digrafoch, resp. grafoch mézeme definovat niekolko spoésobov cestovania po
grafe. Su to orientovany sled, tah, cesta a cyklus.

Orientovany sled z vrchola v; do vrchola v, alebo tieZ v;—v, sled v digrafe G
je lubovolna alternujica (striedava) postupnost vrcholov a orientovanych hran
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tvaru

m(vla vn) = V1, (v17v2)a V2, (’02,’03), U3y ...y (vnflvvn); Un, (11)

kde v, € Vprei=1,2,...,na (v;,v;41) € H prei =1,2,...,n — 1. Vrchol v
je pociatoény vrchol, vrchol v, koncovy vrchol sledu (1.1). Sled (1.1) nazveme
uzavrety, ak v1 = vy,.

Orientovany tah v digrafe G je taky orientovany sled v digrafe G, v ktorom sa
ziadna hrana neopakuje.

Orientovand cesta v digrafe G je taky orientovany sled v digrafe G, v ktorom
sa ziaden vrchol neopakuje. Orientovany cyklus je uzavrety orientovany tah,
v ktorom sa okrem prvého a posledného vrchola ziaden vrchol nevyskytuje viac
nez raz.

DIZkou orientovaného sledu m(u, v) nazveme sticet ohodnoteni jeho hran, pri¢om
ohodnotenie kazdej hrany zapocitavame tolkokrat, kolkokrat sa tdto hrana
v slede vyskytuje. Dlzku sledu m(u,v) budeme znacit d(m(u,v)).

Pre grafy definujeme analogicky sled, tah, cestu a cyklus.

Ak v digrafe nezélezi na orientdcii hran — t. j. ak hrana moze byt v slede
pouZitd aj v protismere, dostaneme polosled, polotah, polocestu a polocyklus.

Presnejsie polosled definujeme ako alternujicu postupnost vrcholov a orien-
tovanych hran digrafu tvaru

m(Ul,'Un) = U17h17v25 h?a s 7Un—17hn—lavna

kde h; = (vi,vi11), v tom pripade hovorime, Ze orientovana hrana h; je pouZitd
v poloslede v smere orientdcie, alebo h; = (viy1,v;), v tom pripade hovorime,
Ze orientovanda hrana h; je pouZitd v poloslede proti smeru orientdcie.

V grafoch a digrafoch sta¢i na urcenie sledu aj postupnost vrcholov z (1.1).
Uvedenim hran vSak dostavame definiciu vhodnt aj pre multigrafy. Naviac ma
vyznam hovorit, Ze hrana {4, j} patri, resp. nepatri do sledu m(u,v).

Ak graf, resp. digraf G neobsahuje cyklus, resp. orientovany cyklus, hovo-
rime, ze G je acyklicky graf, resp. digraf. . Hovorime, ze graf G je suwvisly, , ak pre
Tubovolné dva jeho vrcholy u, v existuje u—v cesta. Strom je stvisly acyklicky
digraf.
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1.2 Algoritmy a ich zloZitost

1.2.1 Algoritmy

Pod pojmom algoritmus rozumieme postupnost krokov, resp. pravidiel, ktora
nés dovedie k Ziadanému rieSeniu daného problému. Ziada sa, aby algoritmus
mal tieto vlastnosti:

e determinovanost — mé byt zadany koneénym poctom jednoznacnych pra-
vidiel

e efektivnost — mé zarucit vyriesenie tilohy po konecénom pocte krokov

e hromadnost — ma byt pouzitelny na celt triedu pripadov tlohy svojho
typu

Pravidl4 v algoritme musia byt rozhodnutelné v okamihu vypoctu. Priklad
v sti¢asnosti nerozhodnutelného pravidla je nasledujtci: ,, Ak existuje parne ¢islo
inak sko¢ na krok B.“ PretoZe nevieme, ¢i mozno vsetky parne ¢isla vicsie nez
2 vyjadrit ako stcet dvoch prvodéisel, nevieme, ako dalej vo vypocte pokracovat.

Jednym z najznamejsich algoritmov je Euklidov algoritmus na hladanie
najvicsieho spolo¢ného delitela NSD(a, b) dvoch prirodzenych ¢isel a, b.

Algoritmus mozno zapisat napriklad postupnostou krokov, blokovou sché-
mou, prikazmi programovacieho jazyka a iste mnohymi dalsimi spésobmi. Exis-
tuje vSak aj niekolko presnych matematickych formalizacii pojmu algoritmu —
Turingove pocitace, Markovove algoritmy a RAM pocéitace. Tieto formalizacie
umoznili dokdzat, Ze neexistuje algoritmus, ktory by dokazoval vSetky vety ele-
mentarnej aritmetiky (Godel 1931). Postupom ¢asu sa nasla celd trieda algorit-
micky nerozhodnutelnych problémov. Na téely tejto publikdcie vsak vystac¢ime
s intuitivnym chapanim pojmu algoritmus.

1.2.2 Zlozitost algoritmov a problémov

Neodmyslitelnou stéastou moderného pristupu k stidiu problémov a algoritmov
je rozbor obtaznosti rieSeného problému a stanovenie vypoctovej zlozitosti navr-
hnutého algoritmu. Pojmy ako ,,0btaZnost, ,vijpoctovd zloZitost* treba najprv

11de o tzv. Goldbachovu domnienku z roku 1742, ze kazdé péarne &islo vicsie nez 2 mozno
vyjadrit ako sticéet dvoch prvocisel. Goldbachova domnienka patri medzi najstarsie nevyriesené
problémy matematiky.
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korektne matematicky definovat a potom na zdklade tychto definicii ukézat
vlastnosti skimanych problémov. Tymito zalezitostami sa zaoberd tedria vypoc-
tovej zlozitosti, ktora dnes dospela do znac¢nej dokonalosti. Zistila, Ze existuji
,lahké* a ,tazké“ problémy a zostavila celt hierarchiu obtaZnosti problémov.
Vdaka nej mame dnes celé zoznamy ,tazkych“ problémov.

Na nase ucely vSak bude podstatné rozoznat zékladny rozdiel medzi ,lah-
kymi* a ,fazkymi“ problémami. Preto cielom tejto kapitoly je podat zaklady
vypoctovej zlozitosti algoritmov v najjednoduch$ej moznej forme.

Ukézalo sa rozumné posudzovat algoritmy podla pocdtu elementédrnych kro-
kov, ktoré potrebuje na vyrieSenie daného problému. Tieto elementarne kroky
mozu byt séitanie, od¢itanie, ndsobenie, delenie, porovnavanie s vetvenim atd.
Jednotlivé elementarne kroky povazujeme za rovnako ¢asovo naroc¢né.

Definicia 1.1. Budeme hovorit, ze algoritmus vyriesi dani konkrétnu ulohu U
v ¢ase T, ak na jej vyriesenie potrebuje T elementarnych krokov.

Je evidentné, ze ¢as T zavisi od mnozstva tdajov tlohy U. Tak napriklad
usporiadanie postupnosti ¢isel podla velkosti (tzv. triedenie) bude zavisiet od
poctu ¢lenov tejto postupnosti. Celkovy pocet dat potrebnych na zadanie tlohy
U budeme volat dizka tilohy U.

Pocet elementarnych krokov 7" potrebnych na vyriesenie lohy U bude zavi-
sief aj od vnitornej Struktury tlohy. Tak napriklad niektoré triediace algoritmy
skondia skor, ked dostant ako vstup utriedent postupnost. Z uvedenych dévodov
sa presné pocty elementarnych operacii tazko ziskavaj, a preto sa uspokojujeme
s odhadmi éasu T pre velké dlzky tloh n.

Definicia 1.2. Nech g(n), h(n) st dve kladné funkcie definované na mnozine
prirodzenych ¢isiel. Budeme pisat g(n) = O(h(n)) a h(n) = Q(g(n)) a hovorit,
Ze funkcia h(n) asymptoticky dominuje funkcii g(n), ak existuje konstanta K
a prirodzené ¢islo ng také, ze

g(n) < Kh(n) pre kazdé n > nyg.

Hovorime, Ze algoritmus A md zloZitost O(f(n)), resp. A je O(f(n)) algoritmus,
ak pre kazdé dostatocne velké n vyriesi tilohu dizky n v éase O(f(n)). Analogicky
hovorime, Ze algoritmus A md zloZitost Q(f(n)), resp. A je Q(f(n)) algoritmus,
ak pre kazdé ng existuje priklad tlohy dizky n > ng, na vyrieSenie ktorého
potrebuje ¢as Q(f(n)).

Speciélne ak A je O(f(n)) algoritmus, kde za f(n) mozeme zobrat polyném,
hovorime, ze A je polynomidlny algoritmus.
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Hovorime, ze problém md zloZitost O(f(n)), ak pren existuje O(f(n)) algoritmus.
Problém mé zloZitost Q(f(n)), ak kazdy algoritmus preii je Q(f(n)) algoritmus.

1.2.3 Uloha linearneho programovania

Definicia 1.3. Uloha linedrneho programovania je najst také realne déisla
T1,T3,...,T,, pre ktoré je

f(x) = ' x= c1x1 + caxs + - -+ + cpx,  minimélne

za predpokladov:

a1171 + a1aTs + -+ + a1pTn = by
G211 + agexs + - -+ a2nTy, = b2
Am1Z1 + AmaZ2 + - + Gmn®n, = by,
T1,22,...,Zn >0

Skratene pomocou maticovych zapisov mozno tlohu linearneho programo-
vania formulovat ako: Minimalizovat ¢”.x za predpokladov A.x = b, x > 0.
Na riesenie tlohy linearneho programovania mame napriklad slavnu simplexovi
metédu, ktorou (alebo jej modifikdciami) zvlddneme s dnesnou vypoctovou tech-
nikou aj tlohy s tisickami premennych.

Dalsie praktické poziadavky mézu pozadovaf, aby premenné xi,xs,...,2x
predstavovali pocty realnych objektov. V tomto pripade musia byt vSetky pre-
menné 1, Ta, ..., T, celé éisla. Specidlnym pripadom je pripad, ked pozadujeme,
aby vSetky premenné nadobudali len hodnoty 0 alebo 1.

Definicia 1.4. Uloha celociselného linedrneho programovania (tloha CLP) je
néjst takt n—ticu celjch &isiel x, pre ktort je ¢”.x minimélne za predpokladov
Ax=Db,x>0.

Uloha bivalentného (alebo bindrneho) linedrneho programovania (tiloha BLP) je
néjst takt n—ticu celjch éisiel x, pre ktort je ¢’ .x minimélne za predpokladov
Ax=b,z;,€{0,1} prei=1,2,...,n.

Uloha celoéiselného linearneho programovania je uz podstatne fazsia ako
tloha linearneho programovania. Uloha bivalentného programovania je $pe-
cidlnym pripadom tulohy celociselného linedrneho programovania, avsak rov-
nako patri medzi najfazsie tlohy kombinatoricke] matematiky. Existuji me-
tédy a programy na rieSenie oboch typov tloh, rozsah rieSenych prikladov je
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vSak podstatne mensi nez prikladov linedrneho programovania, pri ktorom sa
neziada celodiselnost, resp. bivalentnost rieSenia.

1.2.4 Polynomialne transformacie

Castym postupom pri rieseni nejakého problému je previest ho na jedno alebo
viac rieSeni iného problému. Tak napriklad nasobenie dvoch celych ¢isiel vieme
previest na sériu séitani. Hladanie najvicsieho spolo¢ného delitela dvoch éisiel
prevedieme na postupnost deleni so zvySkom.

Nech je dany problém P; so vstupnymi ddtami D;. Problém P; moZeme riesit
aj tak, ze ho pretransformujeme na iny problém P, tak, ze data D prevedieme
na data Do problému Ps. Ak rieSenie Ry problému Ps vieme previest na rieSenie
Ry problému P, transformécia je hotova. Ak prevod dat D; na Dy a rieSenia
Ry na Ry vyzaduje len polynomidlny pocet elementarnych operacii, nazveme
tuto transformaciu polynomidlnou transformdciou.

Problém P; Problém P,

Prevod polynomidlnym
poctom krokov

Data D2
problému Po

Data D,
problému Py

¥

Algoritmus rieSenia
problému Po

Prevod polynomialnym \1/
poctom krokov

RieSenie problému P; | << RieSenie problému Py

Obr. 1.1: Polynomialna transformécia problému 7P; na problém P,

Ak problém P; mozno polynomidlne transformovat na problém P5 a problém
P2 ma polynomialny algoritmus rieSenia, potom aj problém P; ma polynomialny
algoritmus rieSenia, pretoze prevod dat D; na data D, ziskanie riesenia Rs
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problému P, s datami Ds a prevod rieSenia Rs na rieSenie R; problému P;
mozno urobif polynomidlnym pocétom krokov.

V niektorych pripadoch vyrieSenie problému P; vyZaduje vyriesit niekolko
pripadov problému P2 (napr. ndsobenie prevadzame na niekolko s¢itani). Ak
prevody dat a rieSeni vyzaduju len polynomialny pocet elementarnych opera-
cii a vypocet vyzaduje polynomidlny pocet vypoctov problému Ps, hovorime,
ze sme problém P; polynomidlne redukovali na problém Ps. Ak problém P,
moZno polynomiélne redukovat na problém P a naopak, problém Py mozno
polynomiélne redukovat na P; hovorime, ze problémy P, P st polynomidlne
ekvivalentné.

1.2.5 NP-tazké tilohy a NP—ekvivalentné tilohy

Mnohé optimalizac¢né tilohy kvantitativnej logistiky mozno zaradif k tlohdm
diskrétnej optimalizacie. RieSenie takychto tloh spociva vo vybere jedného z ko-
necného pocétu kombinatorickych objektov. Najjednoduchsim spésobom riesenia
takychto tloh je uplné prehladanie vSetkych objektov (full search, brute force).
Klasickd matematika takéto problémy skutoc¢ne riesi takto — prehladanim ko-
nec¢ného pocétu prvkov ndjdeme ten hladany.

Rozsah Gplného prehladévania v8ak moze byt obrovsky — pocet vSetkych
podmnozin n-prvkovej mnoziny je 2", pocet permutacii n-prvkovej mnoziny je
n!, pocet vSetkych zobrazeni n-prvkovej mnoziny do seba je n'. Vsetky uvedené
funkcie rasti ovela rychlejsie nez akykolvek polyném premennej n.

Edmons (1965) bol prvy, kto si uvedomil rozdiel medzi polynomidlnymi
algoritmami (t. j. algoritmami so zlozitostou typu O(n*)) a nepolynomidlnymi
algoritmami, ktorych pocet krokov mevieme ohranic¢it polynémom. Tie prvé
nazyva ,dobré“. Podla neho aj problémy moZno rozdelif na také, pre ktoré
existuje polynomidlny algoritmus a tie ostatné — ,beznadejné“, pre ktoré takyto
algoritmus neexistuje. Tato ideu sa zatial nepodarilo plne realizovat, pretoze
neexistenciu polynomialneho algoritmu sa pre vicsinu problémov povazovanych
za ,beznadejné“ nepodarilo dokézat.

Ak tlohu P; moZno polynomidlne redukovat na tdlohu Ps, znamené to
toto: Ak existuje polynomidlny algoritmus rieSenia tlohy Ps, potom existuje
aj polynomiélny algoritmus pre lohu P;. Naopak to vSak nemusi platit — ak
existuje polynomidlny algoritmus pre P;, polynomidlna redukovatelnost P; na
P2 este ni¢ nehovori o zlozitosti problému Ps.

Ak st vSak problémy P;, P, polynomialne ekvivalentné, existencia polyno-
mialneho algoritmu pre jeden implikuje existenciu polynomialneho algoritmu
pre druhy.
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Ako etalén fazkych tloh bola vybrata tiloha bindrneho linedrneho programo-
vania (BLP). Problém, ktory mozno polynomialne redukovat na tlohu BLP, je
lahsi ako tlloha BLP. Problém, na ktory mozno polynomialne redukovat tilohu
BLP je tazsi ako iloha BLP.

Definicia 1.5. Hovorime, Ze problém P je NP—tazkyj, ak ilohu binarneho line-
arneho programovania mozno polynomidlne redukovat na P.

Hovorime, ze problém P je NP-lahky, ak problém P moZno polynomidlne redu-
kovat na tlohu bindrneho linedrneho programovania.

Hovorime, ze problém P je NP-ekvivalentny, ak je problém P polynomidlne
ekvivalentny s tllohou bivalentného linearneho programovania.

Doteraz sa podarilo pre stovky tloh dokazat, Ze st NP—ekvivalentné. Pre
dalsie sa podarilo dokdzat, Ze s NP-tazké. Pre ziadnu NP—tazki tilohu sa dote-
raz nepodarilo ndjst polynomiélny algoritmus. Nepodarilo sa vSak ani dokdzat,
Ze polynomialny algoritmus pre ne neexistuje. Najdenie takého algoritmu pre
jedint zo stoviek NP—ekvivalentnych tiloh by znamenalo existenciu polynomial-
neho algoritmu pre vSetky ostatné. VSeobecne sa neveri, ze by sa to mohlo
niekomu podarit, preto st na NP-zloZitosti niektorych tiloh zaloZené napr. aj
niektoré kryptografické systémy.






Kapitola 2

Vyrobna logistika

2.1 Zakladné pojmy tedrie vyrobnych rozvrhov

Vo svetovej literattre existuje niekolko pristupov k tedrii rozvrhovania. Vse-
obecnd tedria rozvrhovania zahftia okrem rozvrhov vyrobnych aj zlozitejsie roz-
vrhy ako st rozvrhy skolské, dopravné, osobné a mnohé iné. VSeobecnému pri-
stupu k rozvrhovacej problematike je potom podriadena aj terminolégia, v kto-
rej sa pouzivaju pojmy actor, transformation, resp. object namiesto pojmov
machine, operation, resp. job. KedZe sa v tejto kapitole obmedzime na vyrobné
rozvrhy, priklonime sa k terminolégii vyrobného rozvrhovania, ako je pouzivana
v [5), [42].

2.1.1 Operacia, aloha, stroj

Zakladnymi pojmami tedrie vyrobnych rozvrhov su stroj, operdcia a tloha.

Definicia 2.1. Operdcia o (anglicky operation) je zdkladny technologicky tkon,
ktory uz dalej nie je delitelny na ¢iastocné ukony.

Aj ked je operacia nedeliteln4, niektoré modely priptstaju prerusenie operéacie
a po nejakom case pokracovanie v jej vykonavani. Vo vic¢sine modelov sa pri
dalsom pokracovani prerusenej operacie pokracuje tam, kde bola dand operacia
prerusena.

Definicia 2.2. Uloha J (anglicky job) je mnozina operdcii {o1,02...,0m},
z ktorych ziadne dve sa nesmt vykondvat v tom istom case. (Toto obmedze-
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nie vyplyva zrejme z toho, Ze tlohou modelujeme mnozinu operacii s jednym
objektom.)

Definicia 2.3. Stroj M je zariadenie schopné vykonat jeden alebo niekolko
druhov operacii. Anglicky termin pre stroj je machine, v ¢eskej terminoldgii sa
pouziva tiez termin procesor.

Pri rozvrhovacom probléme treba pre kazda operaciu o;; kazdej tlohy J;
z danej mnoziny dloh J = {Ji,J2,...,Jp} urcit stroj M; z danej mnoziny
strojov M = {Mi, My, ..., My}, na ktorom sa operéacia o;; vykona, a ¢asovy
interval jej vykondvania (resp. niekolko ¢asovych intervalov v pripade, ked je
dovolené preruSenie operacii).

Vo viicsine rozvrhovacich modelov platia dva zakladné predpoklady:

1. Kazdy stroj v jednom ¢asovom okamihu mozZe vykonavat nanajvys jednu
operaciu.

2. V jednom ¢asovom okamihu sa nemézu vykonavat dve alebo viac operacii
jednej tlohy.

Stroje z mnoziny M mozu byt univerzélne alebo Specializované. Univerzdlne
stroje mozu spracovavat lubovolnii operéaciu fubovolnej tlohy. Jednotlivé stroje
z mnoziny M sa moézu lisit dobou spracovania operacii. Stucastou rieSenia
rozvrhovacieho problému je v takom pripade i priradenie strojov jednotlivym
operaciam.

Specializované stroje st uréené len na spracovanie niektorych operacii — kazda
operacia uz mé priradeny stroj, na ktorom sa bude spracovivat.

Majme tlohu J = {01, 02, ..., 0 }. Pri niektorych tlohach nezélezi na poradi
vykonavania tychto operacii. Pri inych z technoldgie vyplyva, Ze niektoré ope-
racie mozno robif az po vykonani inych (napr. najprv je nutné postavit zaklady
domu, potom je mozné stavat miry a az potom strechu). Tato skuto¢nost mode-
lujeme tak, ze v ramci jednotlivej tilohy alebo i celého rozvrhovacieho problému
moze byt dand precedencnd reldcia < medzi jednotlivymi operdciami. Ak ope-
raciu y mozno zacat vykondvat aZ po skonceni operdcie x, budeme hovorit, Ze
operacia x predchadza operédciu y a pisat < y. Reldcia < je tranzitivna, t. j.

ak r<y a y<z potom z<z2

Budeme hovorit, Ze operdcia x bezprostredne predchddza operdciu y, ak x < y
a neexistuje operécia z takd, ze x < z < y. Tato skutoénost budeme oznacovaft
ako x << y.
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Casto byva vhodné vyjadrif si naslednost operécii jednej tilohy vo forme
digrafu G~ = (V, H), ktorého mnozinou vrcholov je mnozina vSetkych operacii
danej ulohy a mnoZinou orientovanych hran je H = {(z,y) | = < y}. Digraf
G < nazveme precedencnym digrafom alebo digrafom precedencie < na prislusnej
mnozine operécii. (Inym — podobngm, ale nie totoZnym — spésobom je vytvorenie
siefového digrafu danej tlohy, tam sa vSak operdcie — elementarne ¢innosti
modeluji hranami).

Analogicky moze byt definované reldcia precedencie < i bezprostrednej
precedencie << na mnozine tloh [J. Ak je nutné pred zadiatkom vykonania
tlohy J, ukon¢it vykondvanie tlohy J;, budeme hovorit, Ze tloha J; predchddza
dlohu Jy, apisat J; < Ji. Uloha J; bezprostredne predchddza dlohu Jy,, ak J; < Jy
a neexistuje aloha J,, taka, ze J; < J,, a J,, < Ji. Potom budeme pisat J; <<
Ji. Digraf G4 = (J, H), kde H = {(J;, Ji) | Ji < Jr}, nazveme precedencnym
digrafom precedencie < na mnoZine J. MoZno tiez definovat graf bezprostrednej
precedencie na mnoZine J ako G = (J,H), kde H = {(J;, Ji.) | Ji << Ji}.

2.1.2 Rozvrhovaci problém

Pri rozvrhovacom probléme mame dantt mnozinu tloh J pozostavajicu z tloh
Ji, 2y I, teda T = {J1, Ja, ... Jp}. Kazda tloha J; pozostava z vykonania
niekolkych operacii 0;1,0i2 ..., 0im,, t. . Ji = {0i1,0i2 .. ., Oim, }

Dalej méame dant mnozinu strojov M = { My, My, ..., M,,}. Pre kazdt operéciu
0;; Tubovolnej tlohy i je dané jej ¢asova dlzka p;; jej spracovania (processing
time) a pripadne aj stroj u;; € M, na ktorom sa moze této operacia vykonat
(ak ide o $pecializované stroje).

Rozvrhovaci problém povazujeme za dany, ak st dané:

1. Mnozina strojov M = {My, Ms,..., M,,} a Specifikicia, ¢i ide o stroje
univerzalne, kedy je kazdy stroj schopny spracovat vsetky operacie, alebo
o stroje Specializované, kedy je jeden stroj schopny spracovat len operacie
jedného typu.

2. MnozZina tloh J = {Ji, Jo, ..., J,} a pre kazd tlohu J; prislusnd postup-
nost operacii 0;1,0:2 . . ., 0im,. V pripade $pecializovanych strojov musi byt
naviac dané postupnost strojov i1, fli2 . . . , him, urcujica, ze operacia o;;
sa spracuje na stroji ;. Posledne menovanej postupnosti sa niekedy ho-
vori poradie prechodu tlohy J; strojmi.

3. Precedencn4 reldcia < na mnozine operéaciil.

1Relacia < moze byt aj prazdna, t. j. na poradie operacii nie st kladené ziadne poziadavky.
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4. Kriteridlna funkcia rozvrhu.

2.1.3 Rozvrh

Definicia 2.4. Zostavit rozurh pre mnoZinu uloh J = {J1,Ja,...,Jn}, kde
uloha J; pozostéva z operécii 01,042 ..., 0im,, znamend pre kazdt operéciu oy
uréit Casovy okamih b;; — zaciatok vykondvania operdcie o;; (beginning time)
a Casovy okamih ¢;; — koniec vykondvania operdcie o;; (completion time), tak,
ze

1. (¢ij — bij) = pij — v rozvrhu vyhradeny ¢as na spracovanie operacie 0;; je
rovny ¢asu p;;, ktory operacia o;; vyzaduje.

2. Ak 0;j, ok su dve operacie, pre ktoré je 0;; < op, potom c¢;; < by —

ak operdcia o;; predchddza operéciu oy, potom sa vykondvanie operécie
or; nezacne skor, nez sa ukonci vykondvanie operécie o;;.

2.1.4 Vstupné data rozvrhovacieho problému
Pre kazda dlohu J; mozu byt Specifikované tieto data:
— pocet m; a mnozina operécii {01,042, ..., 0im, } Ulohy J;.

— v pripade, Ze ide o $pecializované stroje, m; strojov {1, fiz, - - ., fim, }
takych, Ze operécia o;; sa mé vykonat na stroji ;.

— m; Casov na spracovanie p;i,pi2,-. - -, Pim;, Ktoré po rade potrebuji ope-
racie 0;1, 042, . .., 0im,; Na spracovanie na prislusnych strojoch, na ktorych
maji byt vykonané.

Ak tloha J; pozostiva z jedinej operacie, sta¢i jediny ¢as p;.

— 7; najskor mozny zaciatok spracovania tlohy .J;. Tento idaj moZno chapat
ako ¢as vstupu tlohy J; do systému (release date).

— d; pozadovany ¢as ukoncenia ulohy J; (due date).
— a; = d; — r; maximalna pripustnd doba pobytu tlohy J; v systéme.

— w; véha tlohy J;. Vyjadruje jej relativnu dolezitost.
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2.1.5 Vystupné data rozvrhovacieho problému

Vysledkom rieSenia rozvrhovacieho problému je rozvrh — mnozina c¢asovych
intervalov (b, ¢;j), v ktorych sa maju operécie o;; vykonat. Z tychto udajov
mozno pre kazdu tlohu J; vypodéitat nasledujice veli¢iny:

C; ¢as ukoncenia ulohy J; (completion time)

— F; doba pobytu tlohy J; v systéme

W, celkova doba ¢akania tlohy J; v systéme
— L; = C; — d; ¢asova odchylka od planovaného ¢asu ukoncenia tulohy J;

— T; = max{0, L; = C; — d;} oneskorenie tlohy .J;

E; = max{0,—L;} predstih tlohy J;
— U; =0, ak C; < d;, inak U; = 1 penaliza¢na jednotka tlohy J;

Vidime, ze veli¢iny L;, T;, E;, U; st definované ako funkcie ¢asu ukoncenia
C;. Dobu pobytu F; tlohy J; v systéme mozno vyjadrit ako F; = C;—r;, kde r; je
¢as vstupu ulohy J; do systému. Ak p; je ¢ista doba spracovania ulohy J;, potom
pre jej celkovii dobu ¢akania v systéme plati W; = F; —p; = C; —r; — p;. Vsetky
vySSie spomenuté vystupné data rozvrhovacieho problému st teda funkciami
zakladnej veli¢iny C;.

2.1.6 Kritéria optimality rozvrhovacieho problému

V literattire sa pre hodnotenie rozvrhov pouzivaju relativne jednoduché mini-
malizaéné kritérid optimality. Najlepsie bude teda to rieSenie, ktoré bude mat
minimalnu hodnotu prislusného kritéria.

Jednou skupinou kritérii si maximé z ¢asov ukoncenia jednotlivych tloh
(resp. ich ¢asovych diferencii, oneskoreni, doby pobytu v systéme atd.) Najcas-
tejSie pouzivané kritéria tohto typu su

Cmax - max{Cl} Lmax - maX{L'L} (21)
Tmax - maX{Tz} Fmax - maX{Fl} (22)

a ich analdgie s pouzitim vah tloh
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(Cw)max = rniaX{C’iwi} (Lw)max = miaX{Liwi} (2.3)
(Tw)max = mzaX{Tisz} (Fw)max = mzaX{szz} . (2.4)

Zvlastnu pozornost si zasluhuje veli¢ina Cpax = max; {C;} — této predstavuje
¢as ukoncenia poslednej tlohy, a teda dobu spracovania celej vstupnej mnoziny
tloh, preto ju budeme volat aj dizka rozvrhu. V anglickej literatire sa pre Cpax
pouziva termin makespan.

Kritérium Cp,.x pouZijeme v pripade, ked odberatel zad4 isttt mnoZinu tloh 7,
vykonané tilohy odoberie (a zaplati) az po ukonceni poslednej z nich. Analogicky
mozno najst prakticklt motivéciu i pre ostatné kritérid z tejto skupiny.

Druhou skupinou kritérii tvoria sucty casov ukoncenia jednotlivych tloh
(resp. ich Casovych diferencii, oneskoreni, pobytu v systéme atd.)

Zci:znjci ZLi:iLi (2.5)
i=1 i=1

ZTi:iTi ZUi:zn:Ui (2.6)
i=1 i=1

V pripade nerovnakého vyznamu jednotlivych tloh mozeme pouzit ako kri-
téria vazené sumy predchadzajucich veli¢in:

ZwiCi = zn:wzCz ZwiLi = zn:wi[/i (27)
=1 i=1

i=1 i=1

Praktickou motivaciou na pouZitie tychto kritérii je snaha zniZovat naklady
spojené s pobytom tloh v systéme (prvé dve kritérid), pokat za oneskorené
dodéavky, ¢i pocet omeskanych tloh.

V niektorej literatire sa ako kritérium objavuje priemerna hodnota casov
ukoncenia tloh Ji,Js,...,J, oznafovand ako C, & priemerné hodnoty ich
dasovej diferencie, omeskania, doby pobytu v systéme, ¢akania atd. oznacované
ako L, T, F, W poditané ako
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W;

SN

o 1 _ 1 o 1 o
C=32C I=0) L T=03 T W=

KedZe pocet uloh n je konstanta, je kritérium ) | C; n—nésobkom kritéria C,
a preto s obe kritéria ekvivalentné. Analogicky st ekvivalentné > L; s L, > T;
s T atd.

Poznamenajme esSte, ze

zn:wiLi = zn:wi(ci — dl) = En:wici - Zwidi;
=1 =1 =1

¢ize > w;Cy a Y w;L; sa lisia konstantou, a teda st ekvivalentné.
Dalej vidime, Ze vSetky doteraz spomenuté funkcie pouzivané ako kritéria
optimality boli v kone¢nom dosledku funkciami ¢asovych okamihov ukoncenia

C1,Cs,...,C,. Tedria rozvrhov pracuje i so zlozitejSimi kritériami tvaru Z =
f(C1,Co,...,Cp). Medzi nimi zaujimaju zvla$tne postavenie tzv. reguldrne
kritérid.

Definicia 2.5. Kritérium Z = f(Ci,Cs,...,C,) nazveme regularnym, ked je
minimalizacné a ked je neklesajucou funkciou kazdej svojej premennej
C1,Cs,...,Ch.

Ak je teda kritérium f reguldrne a plati Z = f(Cy,Cy,...,Ch),
Z' = f(C,Ch,....Cl) a Z < Z', potom musi existoval aspoli jedno 4,
1 <4 < n, pre ktoré je C; < C!. Naopak, ak C| < Cy, C, < Cs,...,C, < Cy ,
potom Z' = f(C1{,C%,...,Cl) < Z = f(C1,C4,...,Cy).

Lahko mozno ukazaf, e Cmax, Cy W, Lmax, L, Tmax, 1 patria k triede
regularnych kritérii.

Praktické ulohy vSak casto vyzaduju i zlozitejsie kritéria optimality stvisiace
s minimalizdciou celkovej ceny spracovania, ktort mozno pocitat ako sudet
cien spracovania jednotlivych operacii na jednotlivych strojoch plus stcet cien
prestavovania strojov medzi jednotlivymi operdciami a do ktorej mozu byt
zahrnuté i pokuty za neskoré spracovanie dodavky stvisiace s vymenovanymi
kritériami. Takéto praktické tilohy st velmi Specifické, je tazké pre ne formulovat
vSeobecny model, a preto sa musia prislusné matematické modely a algoritmy
rieSenia vypracovavat priamo na mieru daného problému.
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2.2 Klasifikacia rozvrhovacich systémov

Citatel oboznameny so zakladmi teérie hromadnej obsluhy pozna trojmiestnu
Kendallovu klasifikdciu systémov hromadnej obsluhy, v ktorej napr. symbolom
M|M|1 ozna¢ujeme systém s poissonovskym pridom poziadaviek, exponen-
cialne rozdelenou dobou obsluhy a jednou linkou obsluhy. Podobné klasifikicie
existuju aj pre rozvrhovacie problémy. Prvym pokusom bola Conwayova klasi-
fikdcia, ktora sa vsak prili§ neujala. Vsetky stcasné klasifika¢né systémy roz-
vrhovacich problémov vychadzaja z klasifikacie, ktortt navrhli Lawler, Lenstra
a Rinoy Kan a budeme ju oznacovat ako klasifikdcia LLRK.

Téato klasifikicia mé tri polozky «|8|y.

Polozka a charakterizuje mnozinu strojov M = {M;, M, ..., M,,}. Druhd
polozka [ charakterizuje mnozinu uloh J = {J1, Ja,..., J,}. Tretia polozka ~
vyjadruje optimalizacné kritérium.

2.2.1 Prostredie strojov «

Prostredie strojov popisuje prva polozka « notacie «|8|y. Tato moze maf tvar
Pm, @m, Rm, Om, Fm, Jm,

kde m je parameter oznacujici pocet strojov. Na jeho mieste moze byt konkrétne
¢islo (napriklad 1,2,3,...), 700” vyjadrujice dostatoéne velky pocet strojov,
alebo samotny symbol ”m” vyjadrujtci Tubovolny vSeobecny podet strojov.
V posledne menovanom pripade sa niekedy symbol ”m” vynechéva.

Univerzalne stroje

Prvé tri mozné hodnoty Pm, @Qm, Rm prvého parametra « trojpolozkovej
klasifikicie «|B|y oznafujl, Ze ide o systém s m-prvkovou mnoZinu M =
{Mi1,M>,...,M,} strojov, z ktorych kazdy moze vykonavaf kazda operaciu.
Kazda tloha J; pozostdva v tychto pripadoch z jedinej operacie, (t. j. J; =
{0i1} = {0i}), ktord moéze byt vykonana na lubovolnom stroji M, pri¢om ¢as
spracovania tlohy J; (€o je to isté ako ¢as spracovania operacie o;) na stroji M;
oznacime symbolom p;;. Hovorime, Ze ide o pripad paralelnych univerzélnych
strojov.

Pm — méme m identickych paralelnych strojov p;; = p;1 = p;. Vtedy Cas spra-
covania kazdej operacie nezavisi od toho, na ktorom stroji je vykonana.
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@m — mame m uniformnych paralelnych strojov. Uniformita tu znamena,
ze vietky stroje st rovnaké az na rychlost. Preto existuju ¢isla p;, ¢j,

i=1,...,n, 7 =1,...,m také, Ze p;; = p;.q;. Cislo g; sa vola faktor
1
rychlosti stroja Mj. V niektorej literatire sa pouziva veli¢ina v; = —
4
a vyjadruje rychlost stroja M;. Potom p;; = pi
Uj

Rm — méame m Iubovolnych paralelnych strojov a hodnoty p;; st lubovolné.

Ak pocet strojovm = 1, systémy P1, @1, R1 st ekvivalentné, a vtedy namiesto
P1, resp. Q1 ¢ R1 piseme iba symbol 1.

Priklad

Vo vypoctovom laboratdriu je m identickych pocitacov rovnakého typu — maji
rovnaky procesor, rovnaku taktovaciu frekvenciu, rovnakt paméit, rovnaké pe-
riférie. Pre tieto pocitace treba rozvrhnuf spracovanie n programov. V tomto
pripade pojde o identické paralelné stroje Pm|3|y.

Ak by sa pocitace 1isili len taktovacou frekvenciou (a teda rychlostou), islo by
o uniformné paralelné stroje @m/|gG|y.

Ak by naviac pocitace neboli rovnaké (napriklad niektoré by mali koprocesor na
spracovanie ¢iselnych operécii v pohyblivej ¢iarke a iné nie), iSlo by o lubovolné
paralelné stroje Rm/|g|7y.

Specializované stroje

Dalsie tri hodnoty parametra a — Om, Fm, Jm st uréené pre situdcie, kedy
m-prvkovd mnozina strojov M = {My, M, ..., M,,} obsahuje $pecializované
stroje, z ktorych kazdy je schopny spracovat iba jeden typ operacii. Kazda
uloha J; = {01,042, ...,0im} pozostava z prave m operacii a kazda z tychto
operacii vyzaduje préve jeden stroj z mnoziny M. Symbolom p;; oznacime Cas
spracovania operacie o;; na prisluSnom stroji.

Nasledujuce tri hodnoty parametra o znamenaja

Om - méame Open Shop s m strojmi, kde kazdd tuloha je tvaru
Ji = {0i1,0i2...,0im}, a kde kazdéd operdcia o;; ma byt vykonana na
stroji u; € M za p;; Casovych jednotiek, pricom na poradi spracovania
operacii v rdmci tlohy J; nezélezi. Vhodnou indexéciou operécii v ramci
kazdej z tloh J; mozno dosiahnut, ze vSetky operacie 0;; sa spracuji na
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stroji Mj, operdcie 0;2 na stroji Mo, atd., vSetky operacie o;,, na stroji
M,

Fm - médme Flow Shop s m strojmi, v ktorom kazda tdloha je tvaru J; =
{0i1,0i2 ..., 0im}, prifom 0;1 < 0;2 < -+ < 0im, a kde operacia o;1 sa
spracuje na stroji M, operacia o;2 na stroji My, atd. az operécia o0;,, na
stroji M,,, priCom trvanie spracovania operacie 0;; na stroji M; je p;;.
Inymi slovami, pri flow shope ma kazda tloha uréené poradie spracovania
operacii, pricom vsetky tlohy prechadzaja strojmi v rovnakom poradi.

Jm - mame Job Shop s m strojmi, v ktorom kazda tloha je tvaru J; =
{0i1,0i2 . .., 0im }, operacie maju byt vykonané v poradi 0;1 < 0;2 < -+ <
0im a kazda operacia o;; méa byt vykonand na pridelenom stroji p;; za p;;
casovych jednotiek.

Ak m =1, systémy O1, F1, J1 st ekvivalentné a vtedy namiesto O1, resp.
F1 ¢ J1 piseme iba symbol 1.

Priklady

Vyroba loziskovych krizkov. S kazdym loziskovym krizkom sa musia vykonaft
nasledujiice operacie: kovanie, ststruzenie, kalenie a brusenie. Tieto operacie sa
robia na strojoch zapustkovy kovaci stroj, sustruh, kaliaren a braska. Mnozina
operacii s jednym krazkom predstavuje tlohu. Operacie kazdej lohy st linearne
usporiadané a vsetky ulohy potrebuju stroje v rovnakom poradi. Jednotlivé
tlohy sa mozu ligif len ¢asmi spracovania operacii. Preto tu ide o rozvrhovaciu
ulohu typu flow shop F'm|S3|y.

Technicka kontrola vozidiel. Na technickai kontrolu je objednanych n vozidiel.
Kazdému vozidlu treba skontrolovat emisie, brzdy, svetld a geometriu prednej
napravy. Prave vymenovand mnozina kontrol s jednym vozidlom predstavuje
tlohu, kazd4 z vymenovanych kontrol je operaciou. KedZe na poradi kontrol —
operécii nezalezi, dostali sme rozvrhovaciu ilohu typu open shop Om|3|~.
Vyroba roznych vyrobkov. V plane dielne je vyroba n kusov roznych vyrobkov.
V dielni je vitacka, stustruh, bruska a fréza. Vsetky vyrobky maju stanovené
poradie operacii, avSak niektoré prechadzaju strojmi v poradi vitacka, stastruh,
bruska, fréza, iné v poradi sustruh, fréza, vitacka, bruska a iné este v inom
poradi. Tu ide o rozvrhovaciu tlohu typu job shop Jm|S|y.
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2.2.2 Prostredie uloh 3

Druhé polozka (3 popisuje prostredie tloh. Je v tvare postupnosti symbolov
B = 51,52, ..., kde symboly na miestach 8; mdzu mat nasledujtci vyznam:

Ak f; = pmtn, je dovolené preruSenie (preemption) operdcii, t. j. spracovanie
Tubovolnej operacie moZe byt prerusené a obnovené neskor.
Ak sa v parametri 0 nevyskytuje Ziaden symbol 8; = pmtn, preruSenie
operacii nie je dovolené.

Ak B; = r;, st dané okamihy r1,79,...,7, vstupu uloh Ji, Js, ..., J, do sys-
tému. Inak sa predpoklada, ze vsetky tlohu vstupuja do systému v ¢ase 0.

Ak (; = prec, na mnozine tloh J je Specifikovana relacia precedencie <.
Ak pre J;, J; € J plati J; < J;, prva operacia tlohy J; sa moze zacat
vykonavat aZ po skonceni spracovania poslednej operacie tlohy .J;.

Ak f; = s;j, st dané prestavovacie Casy. Ak sa na tom istom stroji spracovava
tloha J; bezprostredne po tlohe J;, musi byt do rozvrhu po spracovani
ulohy J; zaradend prestadvka v trvani s;; na prestavenie stroja.

Ak (; = res, pre kazdu operéciu st zadanej poziadavky na zdroje a tiez obme-
dzenia — kapacity tychto zdrojov (zdroje = resources) — (napr. maximélny
dovoleny odber elektrického prudu, vody, plynu, obmedzenia na Iudské
zdroje atd.). V tomto pripade nesmie sucet poziadaviek vSetkych operacii
vykonévanych v tom istom okamihu na tieto zdroje prekro¢it dané obme-

dzenia.
Uvedené moznosti sa moézu ITubovolne kombinovat - napriklad
B8 = pmtn,r;, prec znamend, ze ide o systém, kde je dovolené prerusenie

vykonavania operacii, tlohy pridu do systému v nerovnakych casoch a je
medzi nimi definovana precedené¢né relacia.

Vymenované moznosti zdaleka nie st vSetky, ktoré sa v literature vyskytuja.
Praktické poziadavky neustdle prindsaju nové situicie, a preto pocet
a variabilita parametrov v poli prostredia tloh rastie.

Priklady

1||Cmax — systém s jednym strojom, v ktorom minimalizujeme ¢as vystupu
poslednej tlohy zo systému.
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P3|pmin| >  F; — systém s troma paralelnymi identickymi strojmi, kde je povo-
lené prerusenie operacii, a v ktorom minimalizujeme celkovt dobu pobytu tloh
v systéme.

1|r;, prec|Limax — systém s jednym strojom s nerovnakymi éasmi prichodu tloh do
systému a s precedenc¢nou reladciou na mnozine uloh, v ktorom minimalizujeme
maximum z odchylok od pozadovanych ¢asov ukoncenia tiloh.

Poo|prec|Ciax — systém s neobmedzenym poétom strojov, medzi tlohami je
precedencné relacia, minimalizujeme ¢as vystupu poslednej tlohy zo systému.
Toto je vlastne tloha siefového planovania, ktord sa d4 rieSif metédou CPM.
F2||Ciax — Flow Shop s dvoma strojmi s minimalizdciou ¢asu vystupu posled-
nej tlohy zo systému. Kazda z tloh pozostava z dvoch operacii, vSetky tlohy
prechadzaji najprv strojom M;, potom strojom Ms. Uloha zndma ako John-
sonov problém. Pre jej riesenie existuje polynomialny Johnsonov algoritmus.
Analogicka tloha s troma strojmi je uz NP—tazka.

Jm|prec| >  F; — Job Shop s m strojmi, medzi ulohami existuje precedenénd
relacia, minimalizuje sa celkova doba pobytu tloh v systéme. Uloha je NP—
tazka.

2.3 Niektoré rozvrhovacie systémy

2.3.1 Systémy s jednym strojom

Predpokladajme, Ze mame rozvrhovaci systém, v ktorom kazda dloha J; € J
pozostava z jedinej operacie 0,1 = o; a pre kazdd operaciu je urceny jediny
stroj, na ktorom sa tato opericia moze vykonavat. Dalej predpokladajme, Ze
medzi tlohami z 7 neexistuje ziadna precedenc¢nd reldcia a pokial dve tlohy
Ji, J; nevyzaduju ten isty stroj, spracovanie jednej nijako neovplyviiuje spra-
covanie druhej. Vtedy sa mnozina tloh J rozpadne na disjunktné podmnoziny
Jis- .., Im také, ze vSetky tlohy leziace v podmnozine J; vyzaduji na svoje
spracovanie (len) stroj M;. V takomto pripade je spracovanie tloh z roznych
podmnozin na roznych strojoch nezavislé a dany rozvrhovaci problém sa roz-
padéa na m nezavislych rozvrhovacich problémov — kazdy s jednym strojom.

Budeme teda predpokladat, ze mame dani n—prvkovi mnozinu tloh J =
{J1, J2, ..., In}, z ktorych kazda pozostava z jedinej operécie o; — t. j. J; = {0;},
a Ze podet strojov v systéme je m = 1. Dalej predpokladiame, ze vietky tlohy
z mnoziny J vstupia do prazdneho systému naraz v case 0, t. j. 7; = 0 pre
vietky 1 < i < n. Dalej predpokladame, Ze pre kazdu tilohu .J; je dané p; = p;1
trvanie jej (jedinej) opericie a d; pozadovany ¢as ukoncenia.
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Pre rozvrhovacie systémy s jednym strojom bez prerusenia operécii je rozvrh
S v zmysle odseku 2.1.3 (str. 22) uréeny postupnostou disjunktnych éasovych
intervalov (b1, c1), (b, c2),. .., (bn,cn), kde (b;, ¢;) je interval, v ktorom sa spra-
covéva tloha J;, pri¢om dizka tohto intervalu ¢; —b; = p;. Pre okamih ukonéenia
C; ulohy J; plati C; = ¢;.

Pre rozvrhovacie systémy s jednym strojom s prerusenim operacii je rozvrh S
urceny postupnostou disjunktnych éasovych intervalov (b, cir), i = 1,2,...,n,
k=1,2,...,k;, kde k; je pocet Ciastkovych intervalov, v ktorych sa vykonava
tloha J;. Predpokladdme b < cir < bj(r41) pre kazdé i, k také, ze 1 <i <n
al<k<k;. Musi byt Zg;l(cik —bik) = pi-

Ozna¢me W; celkovii dobu cakania tlohy J; v systéme, C; okamih jej
ukonéenia a F; dobu jej pobytu v systéme. (W;, C;, F; st vystupné hodnoty
rieSenia rozvrhovacieho problému). Potom C; = F; = p; + W,, pretoze r; = 0.

Napriek tomu, ze rozvrhovacie problémy s jednym strojom sa relativne
jednoduché, maju svoj vyznam uZ tym, Ze sa tu daja skimat rozne druhy
rozvrhov a rézne druhy rozvrhovacich kritérii a ich vysledky st dostato¢ne
nazorné. Niekolko vysledkov o tychto systémoch mozno pouzit i v zloZitejsich
pripadoch bud ako smerovanie baddania, alebo st zakladom pre priblizné riesenie
realnych uloh. Existuje vSak mnozstvo redlnych situécii, ktoré mozno dobre
modelovat systémami s jednym strojom.

Definicia 2.6. Nech S je nejaky rozvrh pre systém s jednym strojom.Umels
prestoj v rozvrhu S je Casovy interval (¢1,t2), v ktorom sa na stroji nevykonédva
ziadna tloha, pricom v systéme je tiloha ¢akajica na spracovanie.

Definicia 2.7. Hovorime, Ze D je dominantnd mnozina rozvrhov pre kritérium
f, ak v D existuje aspoil jeden optimalny rozvrh z hladiska kritéria f.

Veta 2.1. Majme systém 1||f, resp. 1l|pmin|f, kde f je requldrne optimalizacné
kritérium. Potom existuje taky optimdlny rozvrh S wzhladom na kritérium f,
v ktorom neexistuje umely prestoj.

Dokaz. Princip dokazu vidief z obrazka 2.1. Majme rozvrh S s prestojmi
a s ¢asmi ukoncenia tloh C1,Cs,...,C,. Ak zrusime prestoje tym, Ze posu-
nieme spracovanie tloh skor, dostaneme novy rozvrh S’, s ¢asmi ukondenia tiloh
C1,Ch, ..., Cl, pre ktoré je C1 < C1,C4 < Cy,...,ClL < C,. Kedze f je regu-
larne kritérium, musi byt f(C1,C%,...,ClL) < f(Cy,Ca, ..., Ch). [

Veta 2.2. Majme systém 1|pmtn|f, kde f je requldrne optimalizaéné kritérium.
Potom ezistuje taky optimdlny rozvrh S vzhladom na kritérium f, v ktorom niet
preruseni operdcii.
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Cs Cy Oy Cy
| J3 | | J1 | J2 | | Ja
a)
c, & C
| lal e | o
b)

Obr. 2.1: V rozvrhu S’ bez umelych prestojov — diagram b)— skoncia vSetky
tlohy
nie neskér ako v povodnom rozvrhu S s prestojmi — diagram a)

Dokaz. Princip postupného odstranovania preruseni vidno na obrazku 2.2. Vy-
bratim casti Jo, sa vytvori priestor na posunutie inych tloh skér. Po tomto po-
sunuti vznikne v rozvrhu miesto na vloZenie éasti Jo, bezprostredne pred cast
Jop, ¢im sa odstrani jedno prerusenie a zaroven sa nezhorsi regularna kriteridlna
funkcia nového rozvrhu. |
Vidime teda, ze optimalne rieSenie vzhladom na regulérne kritérium budeme
hladat medzi rozvrhmi bez prerusenia a bez umelych prestojov. Pre rozvrhovacie
problémy bez preempcie pdjde vlastne len o to, v akom poradi naukladame tesne
za sebou intervaly spracovania pre tlohy z danej mnoziny J. Rozvrh bude dany
poradim — permutéciou tloh z J. Preto tieto rozvrhy budeme oznadovat ako
permutacné rozvrhy. Pocet roznych permutécii n-prvkovej mnoziny je n!, takze
pokusy riesit rozvrhovacie tlohy tohto typu prezretim vsetkych moznosti st
i pre malé ¢isla n odstidené na netspech. Pre mnohé optimaliza¢né kritérid vSak
existujit velmi jednoduché metédy prislusnych rozvrhovacich problémov.

Permutacie

Nech 7 je mnoZina prirodzenych ¢isel typu Z = {1,2,...,n}. Potom permutdciu
m na mnozine Z mozno pokladat za vzdjomne jednozna¢né zobrazenie 7 konecnej
mnoziny 7 na seba, ¢o mozno symbolicky zapisat 7 : Z — Z. Prvku i € Z priradi
ing prvok j € 7 podla predpisu j = 7[i]. PretoZe sa permutécia Casto tyka
indexov, z dévodu zjednodusenia zapisu sa Casto permutacia zapisuje iba ako
j = [i] namiesto j = 7[i]. V tomto zmysle budeme pouzivat tento zapis i my.
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C3 Cy Cy Cy
J3 || J1 || J2q || Jy || Jap |
c, O C Cy
Js || J1 || Ja || J2a || Jab |

Obr. 2.2: Uloha J; bola vykonavana v dvoch ¢astiach.
Zmenou poradia spracovania CastiJs, a tlohy Jy
dostaneme novy rozvrh §’, v ktorom Cj < Cj.

Ak mame dané ulohy J = {J1, Jo, ..., Jn}, zdpisom [1] oznac¢ime éislo tlohy,
ktora sa vykond prvd, [2] je ¢islo tlohy, ktorad sa vykona na druhom mieste atd.
Zépis [3] = 7 hovori, Ze ako tretia sa vykona tloha J7. Podobne Cj; je doba
ukonéenia tlohy, ktora sa vykona ako i—t4. Rozvrh na obrazku 2.1 na strane 32
zodpovedd permutéacii [1] =3, [2] =1, [3] =2, [4] =4.

Casto sa stane, e budeme potrebovat dve alebo tri permutécie. V tom pri-
pade ich budeme znaenim rozlisovat ¢iarkami — [i], [7]’ [¢]”. Pri zlozitejsich situ-
aciach sa treba vratit k povodnému oznacovaniu permutacii (i, ¢[i], n[i], ...,
k ¢omu vsak v tejto publikacii neddjde.

Minimalizacia ¢asu ukoncenia poslednej tlohy — systém 1||Cryax, 1||Fimax

Majme Tubovolny permutacény rozvrh v systéme 1||f. Pre ¢asy ukonéenia tloh
v lubovolnom permuta¢nom rozvrhu plati:

Cn <Cp < < Cy,
¢o nie je ni¢ iné ako samozrejmé tvrdenie, ze tloha, ktora sa spracuje ako prva,

sa ukon¢i skor, nez tloha spracovand ako druhé atd. V tomto pripade b;1; = 0,
Chy = ey = Py Cri) = €i) = L1 PI-
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Vsimnime si, ze

Chy = ppy
Clo) = Cpuy + ppap = Py + pp2)

n
Cln] = Cn—1] + Pl = D _ P[]

i=1

n n
Crmax = Cl) = >_ Py = Y _pi
i=1

k=1

Posledna rovnost plati preto, lebo s¢itanie lubovolného pocétu séitancov nezavisi
od ich poradia. Vidime, Ze Chax je pre vSetky permutécie rovnaké.
Pretoze vsetky tlohy pridu do systému naraz v ¢ase 0, st vsetky r; = 0, je

1
Fiyj = Cijj =15 = Cly = Y Pl
k=1

Vidime, Ze Cpax = Fmax a tato hodnota nezavisi od permutacie [i]. Z hladiska
optimaliza¢ného kritéria Cpax, resp. Fuax sa teda vSetky permutacné rozvrhy
ekvivalentné.

Systémy 1||(Cw)max, 1||(Fw)max

Ak méame pre kazda tdlohu J; dana jej vdhu w; vyjadrujicu jej dolezitost,
mozeme namiesto Casu ukonéenia poslednej tlohy minimalizovat maximum
z hodnot Crws, Cows,...,Chw, — toto kritérium sa oznacuje ako (Cw)max.
Pretoze vsetky tulohy v tomto pripade pridu do systému naraz v case 0, je toto
kritérium totozné s kritériom (F'w)max. Konstrukciu optimalneho permuta¢ného
rozvrhu pre skiimany systém osvetluje nasledujuca veta.

Veta 2.3. Postacujicou podmienkou pre optimalitu permutacného rozvrhu S
daného permutdciou [ | v systéme 1||(Fw)max, T€sp. 1||(Cw)max je

Wiy 2 W) 2+ 0+ 2 Wiy (2.9)

Doékaz. Majme optimélny rozvrh S urdeny permutaciou [ ]. Keby existovalo
také i, ze by wy;) < wii41), zostrojme rozvrh 8’ s permutaciou [ ] definovanou
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nasledujico
(] akj#1i, j#i+1
'=<Ji+1] prej=i (2.10)
[¢] pre j=i+1
T Clij Clit1)
| Ji) | Jiit1]
T Cry Cliga)
Jlit1] J1i]

Obr. 2.3: Cast povodného rozvrhu S a rozvrhu S,
ktory vznikol z rozvrhu S zdmenou poradia tloh
na miestach 4, i + 1. Ostatné ¢asti rozvrhov S a S’ st identické.

Oznac¢me C[; ¢as ukoncenia tlohy Jj; v rozvrhu S, C[’j], Cas ukoncenia tlohy
Jpj v rozvrhu 8’ pre j =1,2,...,n. Plati:

Cl»/z C[j] akj;éi
g T+ pliy1) prej=ti
kde T'=Cj;_1j, ak i > 1aT =0 pre i = 1. Specialne C[,i-i-l]’ = Clity)-
Porovnajme maxC, maxC’, kde C = {Cpyjwp, Cpjwya, - - -, Cln)Win) }
C' = {C['l],w[l]/, C[IQ],U}[Q]I, ceey C[ln]’UJ[n]r}.
Mnoziny C, C’ sa lisia len v dvoch prvkoch, a to Cljjwyy), Clip1jwiiz1) @ C[’i],w[i]/,
Cli g1 Wity -
Plati:
Cliay Wity = Clayywg) < Clapywiisy,

lebo podla predpokladu wp; < witq). Dalej plati:

C[’i]/w[i]/ = C[’i]/w[Hl] < C[i+1]w[i+1].
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.....

mnozmy C, preto je maxC’ < maxC. Kedze podla predpokladu bol rozvrh S
optimélny, musi byt aj rozvrh S’ urdeny permutaciou [ ]’ optiméalny.

Takto postupnymi vymenami z optiméalneho rozvrhu S dostaneme optimalny
rozvrh &', kde pre kazdé i = 1,2,...,n — 1 plati wy; > wp1q).

Nakoniec si eSte vSimnime, Ze ak w; = w;y1), susednymi zdmenami poradia
tloh s rovnakymi vahami nepokazime optimalitu rozvrhu, preto st vsetky
permutécie splitujice (2.9) optimalne. |

Minimalizacia priemernej doby pobytu tuloh

Veta 2.4. Majme systém 1||F. Priemernd doba pobytu tlohy v systéme F je
minimdlna prdve vtedy, ked

P < ppp < < P (2.11)

Dokaz. Majme rozvrh S uréeny permutdciou [ |. Kriteridlnu funkciu f(S) —
priemernt dobu F pobytu tloh v systéme vypocitame zo vztahu

_’I’LF ZF[Z]—ZZ])]C]

=1 k=1
ppy + (ppy +P[2]) (pp) + )+ 1)+ Py Pt P =

n

> (n—i+1py (212)

i=1

Predpokladajme, Ze existuje také i, 0 < ¢ < n, pre ktoré je py; > ppiyy)-
Definujme permutéciu [ | predpisom (2.10). Potom

n n
f( _nf Zn_]+ p[] Zn .7+1 Pl =
j=1 j=1

(n— i+ pp + (0= i)pity — (0 =i+ 1)pjigr) — (0 — )ppa = pp —p[izﬂ]- :
2.13

Pretoze viak pp; > ppit1), z posledného vztahu vyplyva, Ze py — priy1 > 0,
a teda f(S') < f(S). Za predpokladu, ze mame také i, pre ktoré je pr;) > plit1)
sme zostrojili rozvrh S’ s mensou hodnotou kriteridlnej funkcie.
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Na to, ze z (2.11) vyplyva optimalita rozvrhu S, staci ukdzat, Ze ak pre iny
rozvrh S’ s permutéciou [¢]’ plati:
Py S Py < S Py

potom f(S) = f(S’). Permutdciu S’ vSak moZno dostat z permuticie S ap-
likovanim kone¢ného poc¢tu susednych zdmen na miestach k, (k + 1) takych,
7€ P[k] = Plk+1)- Zmenu celovej funkcie takejto zdmeny popisuje vztah (2.13),
ktorého pravé strana bude v tomto pripade rovna 0. KedZe sa hodnota krite-
ridlnej funkcie zachova pri kazdej susednej vymene, zachova sa i pri vyslednej
permutécii [¢]" definujicej rozvrh S’. |

Minimalizacia vazeného stc¢tu dob pobytu
Veta 2.5. Majme systém 1||Fw. Sicet vdzensjch déb pobytu v systéme Fw je

minimdlny prdve vtedy, ked

mgmg...gﬁ (2.14)
wnp o W2 Win]

Dékaz. Majme rozvrh S dany permutéciou | |, v ktorom neplati (2.14). Nech
existuje 0 < i < n také, ze

Pl Pli+1]

s

Wi Wit1]
Definujme rozvrh S’ s permutéciou [ |, pre ktort je [¢) = [i + 1], [i + 1] = [{]
a[j] = [j] pre j # i, j # i+ 1. Nech f(S) = 7" | Fy;.wli]. Potom pre dobu
pobytu tlohy [i] Fj; podla rozvrhu S a dobu pobytu tlohy [i]’ F[’i], podla rozvrhu
S’ plati:

Pre j =i plati:
Flyp = Foq +py = Foy +ppsy) = Fuip — ppay + ity (2.15)

n n
£(8) = f(8") = Fywy — Y Fypwgy =
j=1 j=1
= Fm AWpg) + F[,L‘Jrl] W[i41] — F[/i]’-w[i]’ - F[/7;+1]/-w[i+1]l =
= Flwpy) + Fliga)wii) — Flypwiira) — Fipqpwy =

= W[i41] (F[iJrl] - F[IZ]/) — Wy (F[IiJrl], — FM) = W[i4+1]-P[i] — W[i]-Pli+1]- (2,16)
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Ak 2o PEEY e p(8)— f(S7) > 0. Ak 2L = P
W) Wit1] W) Wiit1]
7 dokazaného vyplyva:

e f(S)—f(8") =0.

1. Ak nie je splnena podmienka (2.14), prislusny rozvrh S nie je optimdalny
z hladiska kritéria Fw.

2. Ak pre permutacie rozvrhov S, S’ prislusné permutécie spliiujii pod-
mienk_u(2.14), potom oba rozvrhy maju tu istd hodnotu kriteridlnej fun-
kcie Fw.

Minimalizacia maxima omeskania, resp. maxima ¢asovej diferencie

Veta 2.6. Majme systém 1||Tmax, 7€sp. 1||Lmax, S permutaény rozvrh. Na
to, aby mazimum omeskania Tymax = maxi<i<n{T;}, Tesp. mazimum casovych
diferencii Lmax = maxi<i;<n{L;} jednotlivych iloh bolo minimdlne, staci, aby

dpyy < djg) < -+ S dpp) -

Dokaz. Casova diferencia tlohy i je definovana ako L; = C; — d;. Pre posledni
tlohu Jp,) podla rozvrhu S je L, = Cp, — djn). Ako uz bolo ukdzané, hodnota
Cln] = Cmax nezdvisi od permutécie [i] - je pre vSetky rozvrhy rovnaka. Ak
chceme minimalizovat hodnotu Cj,; — df,), musime ako posledni zaradif tu
tlohu J;, ktord mé najvicsi planovany ¢as ukondenia d;. Usporiadanie podla
(1.18) tejto podmienke vyhovuje.

Pre kritérium Th,ax je dokaz analogicky. |

Minimalizacia vazeného suctu ¢asovych diferencii
Sktmajme teraz kritérid L =" | L, a Lw =Y | L;.w;
Plati:

n n n n

Z:ZLi:Z(Ci—di) =S (Fi—di)=>_F,=) d;

i=1 i=1 i=1 i=1

n

m = zn:Lz’LUz = zn:(Cz - dv,)’LUz = Z(Fz - di).wi = zn:ﬂwz — zn:di,wi
i=1 i—1 P

i=1 i=1
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Kedze > ; d; vo vztahu (1.19), resp. Y .- ; d;.w; vo vztahu (1.20) st kon-
Stanty, kritérium L je minimélne prave vtedy, ked je minimdlne kritérium F,
kritérium Lw je minimalne prave vtedy, ked je miniméalne kritérium Fuw.

S pouzitim viet 2.4, 2.5 (str. 36, 37) mozZno teda tvrdit:

Veta 2.7. Majme systém 1||L. Priemernd casovd diferencia tiloh v systéme L
je minimdlna prdve vtedy, ked

PSP < S Py -

Veta 2.8. Majme systém 1||Lw. Sicet Lw vdZenych casovijch diferencii tiloh
v systéme je minimdlny prdve vtedy, ked

m<m<...<_p["] .
wppo W Wy
Minimalizacia vazeného maxima ¢asovej odchylky, resp. omeskania

Pre kritérid (Lw)max = max;{L;.w;} a (Tw)max = max;{T;.w;} mozno najst
optimalny rozvrh nasledujicim algoritmom:

Algoritmus 2.1. Lawlerov algoritmus
Ozna¢me 7 mnozinu este nezaradenych tloh, p = >, p; celkova doba spraco-
vania nezaradenych tloh.

Krok 1: Poloz p:=>"""  p;, T:={1,2,...,n}, k:=n.

Krok 2: Poloz j rovné tomu ¢ € Z, pre ktoré je w;(p — d;) (pre kritérium
(Lw)max), resp. max(0,w;(p — d;) (pre kritérium (7'w)max) minimalne.

Krok 3. Poloz [k] :=j,T:=7 - {j}, k:==k—1,p:=p—p,.

Krok 4. Ak k£ =0 STOP, inak GOTO Krok 2.

Minimalizacia priemerného omeskania

Pre rozvrhovaciu tlohu 1||T, kde T = """, T} (T; = max(0, C; — d;) dlho nebol
zndmy polynomiélny algoritmus, ani sa nedarilo ni¢ dokdzat o jej zlozitosti.
Tejto tlohe bolo venované enormné usilie, kym sa v r. 1989 podarilo dokézat,
ze je NP-fazké. Vieme v8ak ukdzat niektoré jej vlastnosti.

Veta 2.9. Pre rozvrhovaciu tilohu 1||T plati:
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a) Ak permutacény rozvrh S s vlastnostou dpp < dpy < -+ < dpy,) obsahuge
nanajvys jednu omeskani ulohu, potom je S optimdlny rozvrh.

b) Ak dy = do = -+ = d,, potom na to, aby bol rozurh S optimdlny, stact,
aby pre prislusni permutdciu platilo:

P <P < <P -

c) Ak pre permutacny rozurh S s vlastnostou Py S P < -0 < ppy st vsetky
tlohy omeskané, potom je S optimdlny rozvrh.

Rozvrhovacia tloha 1|[Tw, kde Tw = Y7 | T;.w;, patri medzi NP—tazké
ulohy.

Minimalizacia poétu omeskanych Gloh — problém 1||Y U;

Ako poslednt tlohu permutacénych rozvrhov uvedieme rozvrhovaciu tlohu, pri
ktorej hladdme rozvrh, ktory minimalizuje pocet omeskanych tloh.

Algoritmus 2.2. Moorov algoritmus na konstrukciu rozvrhu s minimom
omeskanych tloh
Krok 1: Vytvor permutacny rozvrh, pre ktory je

dpyy < djg) < -+ S djy

Vytvor postupnosti £ := {dp,da),---,d[n)}, L := { }. Poloz aktualny
pocet Clenov postupnosti E ng := n.

Krok 2: Ak ziadna tloha z F nie je omeSkand, postupnost tloh z E zretazena
s Iubovolnym poradim tloh z L ddva optimélne rieSenie. Pocet prvkov
postupnosti L urcuje pocet omeskanych tloh. STOP.

Inak pokracuj Krokom 3.

Krok 3: V postupnosti E najdi prvii omeskant tlohu [£] (je to loha na k—tom
mieste v ). Medzi prvymi k tlohami z F najdi tlohu [j], pre ktoru je doba
spracovania p; maximélna. Presuil prvok j z postupnosti £ do mnoziny
L. Uprav patri¢ne permuticiu [¢] (z := [j], pre i = j+ 1,7 +2,...,ng
poloz [i] := [i+1], [ng] := x, ng := ng—1. Potom F = {[1],[2],...,[nE]},
L={[ng+1],[ng+2],...,[n]}. GOTO Krok 2.



2.3. NIEKTORE ROZVRHOVACIE SYSTEMY 41

Rozvrhy so zapocitanim prestavovacich ¢asov

V prechadzajucich rozvrhovacich tilohach sme ticho predpokladali, ze stroj méze
spracovavat dalsiu lohu bezprostredne po predchddzajicej tilohe bez akéhokol-
vek prestavovania. Vo vSeobecnosti vSak zmena tulohy znamend i prestavenie
stroja.

Velmi éasto je ¢as na prestavenie stroja medzi tlohami nezavisly od typu
ukoncenej a zacinajucej tlohy. V takomto pripade sa tento prestavovaci ¢as jed-
noducho zahrnie do ¢asu vykonévania kazdej tlohy p;. S takto modifikovanymi
¢asmi vykondvania tloh uz mozno pouzif vSetky doteraz diskutované rozvrho-
vacie modely.

St vsak pripady, ked z charakteru vykonavania tloh vyplyvaji prestavovacie
doby, ktoré su zavislé od dvojice ukoncovanej a zacinajucej tlohy.

Conway uvadza ako priklad takéhoto problému miesacku farieb. V stroji
na vyrobu farieb sa vyrabaju farby Biela, ZIt4, Modré, Cervend. Po ukoncéena
vyroby jednej farby sa musi stroj odistit od zvyskov predchidzajtcej farby.
Zvysky zltej farby neovplyvnia tak vyrobu ¢ervenej, ako zvysky modrej vyrobu
bielej. Preto dokladnost ¢istenia stroja — a teda aj nastavovacia doba — zavisi od
predchadzajicej a nasledujicej farby. Nastavovacie doby mozno zadat vo forme
tabulky

Matica prestavovacich

casov
B Z M C
B0 1 2 3
Z|6 0 1 2
M|8 6 0 1
Cl9 8 6 0

Hladajme najprv optimélne cyklické poradie mieSania farieb. Existuje (4—1)! =
6 roznych vyrobnych cyklov, ktoré maju podla tabulky vSeobecne rdzne celkové
sucty nastavovacich dob:

B—7Z—C—M—BJ|1+2+6+8=17
B—72——M—C—B|1+1+14+9=12
B—C—72Z—M—B [3+8+1+8=20
B—C—M—Z7Z—B |34+6+6+6=21
B—M—-—72Z—C—B |[24+6+2+9=19
B—M—C—Z—M|2+1+8+6=17

Bd Al l el B R
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Tu sa uz nastavovacie doby nedaji jednoducho zahrntf do vykondavacich
Casov jednotlivych dloh. Existencia nastavovacich ¢asov tu uz meni charakter
rozvrhovacieho procesu. Oznacme s;; nastavovaci Cas pri prechode stroja od
ulohy J; k tulohe J; pre i,5 = 1,2,...,n. Naviac oznac¢me sg; dobu nastavenia
stroja z pociato¢ného stavu na vykonavanie tlohy J;.

Pre ¢asy ukoncéenia spracovania (resp pre doby pobytu) jednotlivych tloh plati:

Chy = Fy = sop) + ppyj
Clo) = Flo) = Fuy + spjjg) + Pp2)

Cln) = Fin) = Fin—1) + S[n—1jn] + Pln)

Potom:

n n
Cmax = Finax = Z Sti—1](i] + Zp[i] :
=1 =1

KedZe posledné suma je nezdvisla od permutécie i, optimalny permutacny
rozvrh z hladiska kritéria Cpax, resp. Fpnax bude ten, ktory minimalizuje

D i1 Sli—1][i)-

Obr. 2.4: Model tedrie grafov pre systém 1|s;;|Cmax

Situéciu mozno modelovat tiplnym hranovo ohodnotenym digrafom G, v kto-
rom je kazd4 tloha J; vrcholom a kazdé orientovana hrana (J;, J;) je ohodnotena
prestavovacim ¢asom s;; — pozri obr. 2.4. Uloha minimalizicie sumarnej doby
nastavovania stroja sa teraz da formulovat ako hladanie najkratSieho oriento-
vaného cyklu v grafe G obsahujiceho vsetky vrcholy a je ekvivalentnd so zna-
mou ulohou obchodného cestujiiceho. Touto tlohou sa podrobnejsie zaoberame
v Casti 3.6 na str. 100.
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Vseobecny pripad, kedy sa nemusi spracovanie tloh cyklicky opakovat,
mozno previest na cyklicky pripad zavedenim fiktivnej Startovacej a findlnej ope-
réacie S s nulovym trvanim a prestavovacimi dobami typu sg; nulovymi a dobami
typu s;5 zodpovedajicimi Gplnému vycisteniu miesacky tak, aby po filom mohlo
bez zdrzania nasledovat mieSanie ktorejkolvek farby. Zodpoveda to podmienke,
ze zadinat i koncit treba s tplne ¢istou miesackou.

Nerovnaky prichod aloh do systému

Doteraz sme predpokladali, ze vSetky tulohy prisli do systému naraz v Case
ry =rg = --- = ry, = 0. Teraz budeme predpokladat, ze r; > 0 pre 1 < i < n.
Ak pre systémy s prichodom vSetkych tloh naraz bola dominantnou mnozinou
rozvrhov mnozina vSetkych rozvrhov bez prerusenia a bez umelych prestojov,
v tomto pripade to uz tak nie je.

Ak je rozvrh S bez prerusenia reprezentovany permutéciou [i], potom pre
¢asy ukoncenia C[; plati:

Cly =y +ppy

Cpo) = max {Cpj, 712 } + 2y
Cpj = max {Cp; 1), 1) } + ppi

Cray = max {Cpy 1), 7 } + Ppoj

Priklad. Nech vy = 0,p; = 4,d; = 15, 72 = 2,ps = 10,d2 = 12. Uvazujme
regularne kritérium > T, resp. Trax-

Pre poradie vykondvania (Ji,J2) (obrdzok 2.5 a)) je C1 = 4, Cy = 14,
T, = 0, To = 2, pre poradie (obrazok 2.5 b)) (J2,J1) je C1 = 16, Cy = 12,
Ty = 1, T» = 0. Optimélny je teda rozvrh (Jz,.J1), v ktorom je umely prestoj
v Case (0,72).

Ak dovolime prerusenie, potom rozvrh, v ktorom sa najprv vykonaju dve
jednotky z tlohy J;, potom celé tiloha J> a nakoniec zvySok tlohy J; bude mat
Cy =14,C2 = 12,71 = T5 = 0—obr.2.5 ¢). Najlepsi je teda rozvrh s prerusenim.

Veta 2.10. V systéme 1|r;|Cmax s nerovnakymi prichodmi tloh pre optimalitu
rozvrhu S stact, aby
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do d1
| i
L] o | .
by 5 10 15
T1 T2 a)
d dq
| i
| _» | a | .
b 5 10 15
r ) b)
do d1
| i
I — . |
by 5 10 15
T1 2 C)

Obr. 2.5: Mozné poradia tloh, ak st dané ¢asy prichodu tloh do systému

Doékaz. Nech pre niektoré k 1 < k < n je rjy > rpq1- Uloha Jii) sa moze zacat
spracovavat najskor v ¢ase max {C[k—u,?“[k] } V tom je uz ale v systéme tloha
Jik+1), ktord by mohla zacat uz skor v case max{C[k_l],r[kH]}. Ak by sme
len zamenili poradie vykonavania uloh Jj, Jjxq1) na Jpyq), Jpy s tym, Ze
zaciatok spracovania tulohy Jj4q) v novom rozvrhu zacne prave vtedy, kedy
zacalo spracovanie tlohy Jj; v povodnom rozvrhu, nezmenia sa hodnoty
Cir+2) Cle43)s - - - » Ol Zadiatok spracovania tlohy Jii11) vSak mozno v novom
rozvrhu posunif do najskor mozného ¢asového okamihu max {C[k,l],r[kﬂ]},
éim sa moOze vytvorif moznost posunitf spracovanie niektorych tloh
Jik41], J[k+2)> - - - Jjn) do skorSich casovych intervalov, a tak pripadne znizit
hodnotu Cf,;.

Sériou susednych vymen tak dokdZzeme ku kazdému rozvrhu S vytvorit
rozvrh 8" s permutéciou [ | rpyr < rjgp < -+ < 1y, pre ktory plati Crax (S') <
Crnax(S'). |
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Ak prerusSenie uloh nie je dovolené, je hladanie optimdalneho rozvrhu pre
systémy 1|r;|f, kde f je jedno z kritérii Limax, Tmax, NP-tazkym problémom.

Dalej sa budeme zaoberaf systémami 1|r;, pmtn|f s nerovnakym prichodom
uloh a s povolenym prerusenim tloh.

Algoritmus 2.3. Algoritmus pre hladanie optimédlneho rozvrhu v systémoch
1|7y, pmitn| Liax, 1|r:, pmin|Tnax

Krok 0: Oznaé pre kazdua tlohu J; 7; ¢as potrebny na spracovanie jej zvysku.
Inicializa¢ne poloz 7; = p;.

Krok 1: Ozna¢ £ C J mnozinu vsetkych nedokoncenych tloh s rovnakym
najskor moznym zaciatkom a;. Nech as je dalsi najskor mozny zaciatok
spracovania nejakej eSte neukoncenej ulohy. Ak vSetky neukoncené tlohy
mozu zacat v case ay, as =: 00.

Krok 2: Z mnoziny £ vyber alohu J;, pre ktort je d; = minjeg d;. Urci
L = min{pi, (a2 — a1)} a do intervalu (a;, L) zarad spracovanie tlohy .J;.

Krok 3: Ak je spracovanie tlohy J; ukoncené, vyrad ju zo zoznamu nedokon-
¢enych tloh. Ak tloha J; nie je eSte ukonéend, poloz 7; =: 7 — L.

Krok 4: Ak st tplne zaradené vSetky tlohy, STOP. Inak GOTO Krok 1.

Predchadzajuci algoritmus mozno pouzit i pre konstrukciu optimélneho roz-
vrhu s kritériom C', resp. F, ak v Kroku 2 vyberame za tlohu J; t, pre ktoru
plati p; = min;ce p;.

Precedenénd relacia na mnozZine tloh

Medzi tillohami pre jeden stroj moZe existovat neprazdna precedencné relécia
<. Uvedieme zovSeobecnenie Lawlerovho algoritmu pre systém 1|prec|f pre
systém s rovnakymi prichodmi, neprazdnou precedenc¢nou relaciou < a kritériom
(Tw)max, (LW)max, (FW)max, resp. (Cw)max. Optimalny rozvrh budeme hladat
medzi permuta¢nymi rozvrhmi bez prerusenia a bez umelych prestojov.

Algoritmus 2.4. Zovseobecneny Lawlerov algoritmus pre systém
1|prec|(Lw)max- }
Ozna¢me 7 mnozinu eSte nezaradenych tloh. Dalej ozna¢me 7y C 7 podmnozinu
takych nezaradenych tloh, ktoré nemaju v Z néaslednikov.
Krok 1: Poloz p := Y1 p;, Z := {J1,Ja,...,Jn}, nech Zy je mnozina tloh,
ktoré nemaji naslednikov, k := n.
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Krok 2: Vezmi to J; € Zy, pre ktoré je

wi(p — di) = min{w;(p — d;)} (2.17)

Krok 3: Poloz [k] := i, Z :=Z — {J;}, nech Zy je mnozina tych tloh z Z, ktoré
nemajui v Z naslednika, k:=k — 1, p :=p — p;.

Krok 4: Ak k£ = 0, STOP, inak GOTO Krok 2.

Ak v kroku 2 algoritmu 2.4 vyberieme ta tlohu J; € 7y, pre ktoru je
masc{0, wip — do)} = min { max{0,u;(p — )},
J&Lo

dostaneme algoritmus pre konstrukciu optimalneho rozvrhu v systéme
lprec|(Tw)max- Ak v druhom kroku algoritmu (2.17) vyberieme tt ulohu
Ji € Iy, pre ktoru je

wi = min{w;},

algoritmus bude hladat optimalny rozvrh pre systém 1|prec|(Cw)max, resp.
lprec|(Fw)max-

Veta 2.11. Pre systém 1l|prec|Lmax, resp. l|prec|Tmax pre optimalitu rozvrhu
S staci, aby pre prislusni permutdciu platilo:
U U U
) S dpy < S dpy
kde
d; = min {d;, min{dy, | i < k}},

t. j. d} je minimum z poZzadovanych Gasov ukoncenia tlohy J; a jej vSetkych
néslednikov.

Problém 1 |7”i | Lmaxa 1 |Ti7 prec|Lmax

Problém 1|r;|Lyax je mimoriadne dolezity preto, lebo sa ¢asto vyskytuje ako
podproblém pri heuristickych algoritmoch pre job shop a flow shop problém.
Napriek tomu, ze ide o NP-fazky problém, existuje pomerne efektivny postup
rieSenia metédou vetiev a hranic.

Pri tejto metdde tvorime permutacény rozvrh postupne od zaciatku. Pritom
postup modelujeme stromom, ktorého koreii (vrchol trovne 0) predstavuje
prazdny parcidlny rozvrh a vetvi sa na n vrcholov arovne 1, ktoré modeluji
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jednotuilohové parcialne rozvrhy. Kazdy z vrcholov tirovne 1 sa vetvi na n — 1
vrcholov trovne 2, ktorych je n.(n—1) a ktoré predstavuji dvojulohové parcidlne
rozvrhy atd. Na trovni k—1 jen.(n—1)..... (n—k—1) vrcholov predstavujucich
(k — 1)-¢lenné parcidlne rozvrhy a z ktorych sa kazdy vrchol vetvi na n — k
vrcholov arovne k.

Ak by sme na k-te miesto parcidlneho rozvrhu zaradili doteraz nezaradent
tilohu J;, tdto moze zacat najskor v case max{Cy_1), 7} a skoncit mdze najskor
v ¢ase max{C[_1},7i} +pi. Najmensi mozny ¢as ukoncenia doteraz nezaradenej
ulohy je teda

K* = Izrélél {maX{C[k,l],ri} —l—pi} , (2.18)

kde 7 predstavuje mnozinu este nezaradenych tloh a kde C[;,_1; je Cas ukoncenia
tlohy Ji—17. Nech J* je tloha, ktord minimalizuje (2.18), t. j.

maX{C[k,u’r*} 1t = rz%l? {maX{C[kfl]ﬂ”i} + pi} , (2.19)
Ak vrchol na trovni k — 1 predstavuje parcialny rozvrh Jyy, Jjg), - - -5 Jjp—1j5
treba uvazovat rozvetvenie do Jjij, Jjg), - - -, Jjk—1], Jg len vtedy, ked
Ty < K* = Hél%l {maX{C[k,l],ri} —l—pi} . (2.20)
3

Ak by sme na k-te miesto rozvrhu zaradili ilohu, ktora nesplia (2.20), dostali
by sme rozvrh, v ktorom sa pred tilohu na k-tom mieste d4 vsunit este tloha J*
bez zmeny casovej polohy ostatnych tloh, ¢im dostaneme rozvrh, ktory nie je
hor$i nez S. T4to vlastnost vo vicdsine pripadov zna¢ne zjednoduSuje vetvenie.

Pre kazdy vrchol stromu — parcidlny rozvrh Jyj, Jpg), ..., Jj je treba este
ur¢it dolnt hranicu kritéria L.y, ktort uréime ako maximum hodnoty L., pre
parcidlny rozvrh a hodnoty L.x pre ostavajice nezaradené ulohy pri povoleni
prerusenia vykondvania operdcii — ¢o vedie k rieSeniu systému 1|r;, pmin|Lmax,
pre ktory je v tejto kapitole uvedeny exaktny algoritmus riesenia.

Na prvy pohlad by sa mohlo zdaf, Ze problém 1|r;, prec|Lmax je tazsi neZ ten
isty problém bez precedencnej relacie. Na rieSenie tejto tlohy méZeme pouzit
v podstate ten isty postup vetiev a hranic, ako bol prave popisany s tym, ze pri
vetveni naviac kontrolujeme, ¢i pridavana tiloha nenarusuje preceden¢ni reléciu,
¢o je z enumeracného hladiska vyhodné, lebo eSte viac obmedzuje vetvenie.

2.3.2 Modely s paralelnymi strojmi

Majme dant mnozinu M = {Mi, Ms,..., M,,} m paralelnych strojov, na
ktorych sa ma spracovat n tloh z mnoziny J = {Ji, Jo, ..., J,}. Kazda tloha
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Cas ukondenia tlohy J*

J[kfl] J* \LK* = min;ez {maX{C[k,l],m}—l—pi}
=
J-1 D i J

) S =7

Obr. 2.6: Ak by sme zaradili na k-te miesto v rozvrhu tlohu J;,
ktora pride do systému v ¢ase K* alebo neskor (t. j. r; > K* ),
vznikne nevyuzitd medzera D dostatocne dlhé na to,
aby sa v nej mohla spracovavat tloha J*

Ji pozostava z jedinej operacie J; = {o0;}. Kazda operécia o; sa moze vykonat
na Iubovolnom stroji M; s dobou spracovania p;;. Ak na ¢asy spracovania
nie s kladené dalsie predpoklady, pojde o najvSeobecnejsi pripad Rm|S|y
(paralelné rézne stroje); ak sa da pisat p;; = p;.¢;, pojde o systémy Qm|3|y
(paralelné uniformné stroje), kde sa stroje lisia len rychlostou. Nakoniec ak
doba spracovania operacie o; je na vSetkych strojoch rovnaka, t. j. ak p;; = p;,
pojde o systémy Pm|S|y (paralelné identické stroje).

Paralelné identické stroje

Dalej sa budeme zaoberat pripadom Pm|3|f, kde f je reguldrne kritérium.
Oznaéme p; ¢as spracovania tilohy .J; (je rovnaky na kazdom stroji). Ulohy mozu
byt nezavislé v tom zmysle, Ze nezdlezi na poradi ich vykonévania, alebo na
mnozine Gloh J moze byt definovand precedencné relacia <. MnoZina rozvrhov
bez prerusenia tu nie je dominantnou mnozinou ani pre reguldrne kritéria,
preto sa povoluje v niektorych modeloch prerusenie vykonavania tiloh. Budeme
predpokladat, Zze vSetky tlohy pridu do systému naraz v ¢ase 0.
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Veta 2.12. V systémoch Pm||Cmax Pm|pmin|Cuax je dizka najkratsieho roz-
vrhu vdcsia alebo rovnd

1 n
L = max { p” ;pi, m?X{pi}} (2.21)

Dokaz. Kedze jedna tiloha sa neméze naraz spracovavat na dvoch strojoch, dlzka

najkrat$ieho rozvrhu musi byt aspon max; p;. Pretoze stroj moze v jednom case

obsadenia jedného stroja. |
Ukézali sme ze v systémoch Pm||Crax, Pm|pmitn|Cupax

1 n
Cmax > L= maX{E ;pivm?'xpi}

Skutoc¢nost, Ze v systéme Pm|pmitn|Cpax uz existuje pripustny rozvrh taky,
ze pre Chax = L, ukdze nasledujuici algoritmus.

Algoritmus 2.5. McNaughtonov algoritmus pre systém Pm|pmin|Chax.
Postupne priraduj tlohy tomu istému stroju, pokial neprekro¢is ¢as L
z (2.21). Vykonavanie ¢asti ilohy, ktord by prekro¢ila ¢as L, prerus a zarad
jej pokracovanie dalSiemu stroju od éasu 0 atd., pokial nepriradis tymto
sposobom vsetky ulohy.

Vseobecné paralelné stroje — systém Rm||Cryax

Nech p;; je doba spracovania operécie o; na stroji M;. Ozna¢me z;; pre i =
{1,2,...,n}, j ={1,2,...,m}, bindrnu premennt, ktord nadobtuda hodnotu 1
prave vtedy, ked tloha J; je priradend stroju M;. Oznac¢me C' trvanie rozvrhu
(t. j. Gas ukoncenia poslednej tlohy za predpokladu vstupu tloh v céase 0).
Potom ndajst optimélny rozvrh v systéme Rm||Fiyax bez preempcie znamenda
riesit nasledujicu dlohu celoéiselného programovania:

Minimalizovat C

za predpokladov

n
C—Zpij-xijZO pre je€{1,2,...,m}

i=1
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m
injzl pre i€{l,2,...,n}
j=1

z;; €{0,1}

Takto definovani tlohu je moZné rieSit metédami celo¢iselného programo-
vania. Je to vSak tloha NP—tazka.

LPT algoritmus — heuristika pre Pm/||Ciax

Néjst optimélny rozvrh pre Pm||Chpax je NP-fazka tloha. Pre tento systém
méame nasledujici heuristicky algoritmus, ktory priraduje strojom tlohy v po-
radi podla najdlhsieho ¢asu spracovania (odtial jeho nadzov LPT — Largest Pro-
cessing Time).

Algoritmus 2.6. LPT — algoritmus
Krok 1: Vytvor poradie uloh  ppy) = pgj = -+ 2 ppyy-

Krok 2: V tomto poradi prirad tlohy strojom, ktoré sa najskoér uvolnia.

Hlavnou myslienkou LPT algoritmu je zaradovat najprv tlohy s dlhou dobou
spracovania tak, aby zataZenie strojov bolo ¢o najrovnomernejSie s nadejou,
ze tlohy s kratkou dobou spracovania zaradované nakoniec prili§ nezhorSia
kriteridlnu funkciu rozvrhu. Ukazuje sa, ze tento jednoduchy algoritmus dava
velmi dobré vysledky v praxi. Na rozdiel od mnohych heuristik, méme pre LPT
algoritmus zarucené, ze jeho rieSenie sa neodchyli od optiméalneho riesenia viac
nez cca o 33,3%, ako hovori nasledujica veta.

Veta 2.13. Majme systém Pm||Cmax. Oznacme dizku optimdineho rozvrhu
a dizku rozvrhu ziskaného algoritmom LPT porade Cuax(OPT), Cuax(LPT).
Potom plati:

Crnax(LPT)

1
Crnax(OPT) 3m

3m

<

Wl

Algoritmus pre model Pm||F bez preempcie

Pre tento model mame algoritmus, ktory zaraduje tlohy podla najvicsieho ¢asu
spracovania (Greatest Processing Time).

Algoritmus 2.7. GPT — algoritmus
Krok 1: Vytvor poradie uloh  ppy) < ppgy < -+ < ppy)-
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Krok 2: V tomto poradi postupne priraduj tlohy strojom, ktoré sa najskor
uvolnia.

Algoritmus déva optimélny rozvrh. MoZno ho pouzit aj pre modely s pre-
empciou, pretoze v tomto pripade tvoria rozvrhy bez prerusenia dominantnt
mnozinu.

Model Pm|prec|Cpaxs precedenénou relaciou bez preempcie

Zavedenim precedencnej relacie na mnozine tloh J sa vdcsina tloh stava NP-
tazkou. St vSak niektoré jednoduché pripady, pre ktoré existuje polynomidlny
algoritmus. Jednym z nich je problém Pmlp; = 1, intree|Fpnax, v ktorom
ma kazda tloha jednotkovy Cas spracovania, t. j. p; = 1 pre i = 1,2,...,n
a precedenc¢na relacia ma tvar montazneho stromu — kazdy uzol ma najviac
jedného naslednika.

Obr. 2.7: Relacia bezprostrednej precedencie v tvare montazneho stromu

Huov algoritmus pre systém Pm|p; = 1, intree|Fpax

Algoritmus 2.8. Huov algoritmus

Krok 1: Termindlnym tlohdm (bez naslednikov) daj znacku a; nulovi, ostat-
nym prirad znac¢ku podla tirovne (dizky najdlhsej orientovanej cesty od
daného prvku ku niektorému termindlnemu prvku). V priebehu vypoctu
bude Z oznacovat mnozinu nezaradenych tloh, Zy mnozinu tych tloh z Z,
ktoré v Z nemaji predchodcov. Dalej oznaé (t,t + 1) ¢asovy interval, do
ktorého budeme v kroku 2 zaradovat tlohy.
Inicaliza¢ne poloz t := 0, Z := J, Ip C J mnozina tloh bez predchodcov.

Krok 2: Ak je |Zp| < m (kde m je pocet strojov), prirad vSetky tlohy z Zp
strojom do Gasového intervalu (¢,t 4+ 1), ostatné stroje nechaj pre tento
¢asovy interval volné. Ak je |Zy| > m, prirad do ¢asového intervalu (¢, t+1)
m tloh s najvacsimi znackami.
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Krok 3: Zaradené tlohy vylia¢ z mnoziny nezaradenych tiloh Z, a pokial Z # &,
aktualizuj Zy, poloz t :=t + 1 a chod na krok 2.

Paralelné uniformné stroje

Systémy s paralelnymi uniformnymi strojmi st charakteristické tym, ze cCas
spracovania p;; tlohy J; na stroji M; sa da napisat ako p;; = p;.q;, kde g;
sa nazyva faktor rychlosti stroja M;. V literatire sa niekedy pouziva i zapis
Dij = &, kde v; = — sa nazyva rychlost stroja M.

Vs

J 4j
KedZe systémy s preempciou davali jednoduchsie vysledky pre paralelné

identické stroje, budeme sa najprv zaoberaf systémami Qm/|pmin|Crax.

Veta 2.14. Majme systém Qm|pmin|Cmax. Nech plati:

p12p22;"'72pn7 1)12’[)22,...,2’Um.
Potom )
P1 p1+Dp2 Z:”:l Pi Z?:M?i
Cmax > max T IR m—1 ’ m .
v U1+ V2 D1 Ui > i1

Dokaz. Spracovanie vSetkych tloh musi byt asponi také dlhé, ako spracovanie
najvicsej ulohy na najrychlejSom stroji, ¢o predstavuje prvy ¢len na maxima na
dvoch najvicsich tloh na dvoch najrychlejSich strojoch pracujicich rovnaky
¢as, ¢o vyjadruje druhy ¢len maxima na prvej strane. Dalsie ¢leny maxima az
na posledny sa urcia tym istym spésobom. Posledny ¢len maxima vyjadruje, ze
spracovanie celej davky nemoze byt kratsie ako spracovanie vSetkych tloh na
vsetkych strojoch beziacich rovnaky cas. |

Algoritmus 2.9. LRPT-FM algoritmus systém Qm|pmin|Cpax.

Krok 1: V kazdom ¢asovom okamihu ¢ ur¢i p; — nespracovanu ¢ast tlohy .J;.
Zorad tlohy tak, aby

Pl > P> > Pl (2.22)

Krok 2: V tomto poradi prirad m tloh s najvic¢simi nespracovanymi cGas-
tami strojom tak, Ze tlohu s najvic¢Sim nespracovanym zvySkom priradis
najrychlej$iemu stroju, druht tlohu v poradi LRPT prirad druhému naj-
rychlejSiemu stroju atd.
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Na préave popisané pravidlo sa literatira odvolava ako na LRPT-FM (Lon-
gest Remaining Processing Time on Fastest Machine — najdlhsi zostavajaci ¢as
spracovania na najrychlejSom stroji).

2.3.3 Metdédy siefového planovania
v kontexte teorie rozvrhov

Rozvrhovaci problém, ktory riesi metéda CPM, mozno charakterizovat nasle-
dujico: Je dand mnozina tloh J = {Ji, Jo,...,J,} a mnozina rovnakych pa-
ralelnych strojov M = { My, Mo, ..., M,,}. Kazda z tloh J; pozostéva z jedinej
operacie o;, ktora sa vykona na lubovolnom stroji M; s ¢asom spracovania p;.
Predpokladajme, Ze podet strojov m je dostato¢ne velky na to, aby Ziadna tloha
pripravend na spracovanie nestala len preto, Ze pre fiu niet volného stroja. (Na
to staci, aby m > n.) Na mnozine J je dana precedenénd relacia <. Ulohou
je najst optiméalny rozvrh z hladiska minimalizacie kritéria Cpax pri dodrzani
relacie <. Hodnota Chax sa v kontexte siefového planovania nayva aj trvanie
projektu.

7 hladiska klasifikicie LLRK moZno tento problém povazovat za systém
Poo|prec|Cmax s precedenénou reliciou na mnozine tloh J.

160 | 160

Obr. 2.8: Diagram siefového digrafu, aky ndjdete v mnohych ucebniciach

V klasickej interpretacii sa nadvéiznost tloh pre tento pripad modeluje tzv.
sietovym digrafom, v ktorom je kazdej tlohe J; pridelend préve jedna hrana
ohodnotend dlzkou spracovania p; tlohy .J;, vrcholy — zaciatky a konce hran
predstavuju ¢asové zaciatky a konce spracovania tloh (reprezentovanych s nimi
incidentnymi hranami). Sietovy digraf obsahuje dva Specidlne vrcholy z — za-
ciatok vykondvania projektu — jediny vrchol s nulovym vstupnym stupnom a k
— koniec vykondvania projektu — jediny vrchol s nulovym vystupnym stupnom.
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Sietovy digraf je neorientovane suvisly acyklicky digraf, v ktorom pre kazdy
vrchol z existuje z—zx orientovand cesta i z—k orientované cesta.

V acyklickom digrafe je mozné ocislovat vrcholy tak, aby pre kazd( hranu
(,7) platilo i < j. Takéto oéislovanie budeme nazyvat monotdnnym. Jednou
z metdéd monoténneho ocislovania acyklického digrafu G je nasledujaci postup:

Algoritmus 2.10. Monotdénne ocislovanie acyklického digrafu
Krok 0: Nech G = (V, H). Poloz i := 1.

Krok 1: Najdi vrchol z digrafu G, do ktorého nevedie Ziadna hrana.
Prirad ¢islo 7 vrcholu x.

Krok 2: Ak V — {z} =0, STOP.
Inak poloz i := i+ 1, G := G — {z} (odstran vrchol x spolu s prilahlymi
hranami z digrafu G) a GOTO Krok 1.

Pri monoténnom ocislovani vrcholov je z = 1, & = N, kde N je pocet
vrcholov siefového digrafu.
Hodnotu 7' = Cihax trvania projektu uréime ako

T= dmax(zv k)a

kde dmax(2,k) je dlzka najdlhsej orientovanej cesty od zaciatku projektu z do
konca projektu k. Kazdi orientovant cestu dlzky T v siefovom digrafe nazveme
kritickou cestou (kritickych ciest moze existovat viac). Ulohy (t. j. hrany) leziace
na kritickej ceste sa nazyvaju kritické ulohy.

Pre kazdy vrchol x siefového grafu uréime dva ¢asové okamihy — e(z) najskor
mozny zaciatok cinnosti vychadzajucich z vrchola x ako

e(z) = dmax(z, )
a l(x) najneskor nutny koniec ¢innosti vchadzajicich do vrchola = ako
(x) =T — dmax(z, k),

kde dmax(z,y) je dizka najdlhsej z—y cesty.
Pre vrchol x leziaci na nejakej kritickej ceste je e(z) = I(x), pre ostatné vrcholy
je e(x) < l(x).

Ulohy reprezentované hranami (x, y) mézu byt v rozvrhu zadelené viacerymi
sposobmi tak, Ze za¢inaji v Tubovolnom éasovom okamihu uzavretého intervalu
(e(x),l(y) — pay), kde py je doba spracovania tlohy reprezentovanej hranou

(z,y).
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Toto zadelenie je vSsak obmedzené casovou polohou ostatnych tloh v roz-
vrhu. Pre [ubovolnt tlohu reprezentovant hranou (z,y) a pre Iubovolné ¢ €
(e(x),l(y) — pzy) existuje optimalny rozvrh taky, ze dand uloha zadina v Case
t, ak v8ak uz raz fixujeme ¢asovi polohu ulohy (z,y), pre ostatné tlohy tym
obmedzime ich ¢asové polohy.

Zadelenie kritickych tuloh v cCase je jednoznacné — ich zaciatok je urceny
hodnotou e(x) = I(x), kde x je vrchol siefového digrafu reprezentujici zaciatok
prislusnej tlohy.

Podla tedrie rozvrhov je rozvrh pre tlohy J = {Ji,Ja,...,Jn} ureny
postupnostou ¢asovych intervalov {(b1,c1), (b2, c2), ..., (bn,cn)}, v ktorych sa
maja dlohy z J vykondvat. RieSeniu tlohy siefového pldnovania esSte neddva
rozvrh v tomto zmysle, pretoze, podla predchadzajiceho textu, rieSeniu zodpo-
ved4 niekolko optimélnych rozvrhov.

Jednym z nich je ES—rozurh (early start schedule), v ktorom je $tart kazdej
z tloh napldnovany v najskorSsom moznom okamihu vypocitanom metédou
CPM, inym je LS-rozurh (late start schedule), v ktorom je Start kazdej Glohy
naplanovany tak, aby skoncila v najneskor nutnom c¢ase uréenom metédou CPM.

Vyhodou metédy CPM je, Ze sa hodnoty najskor moznych zaciatkov a naj-
neskor nutngch koncov daji vypoéitat pomocou dizok najdlhsich orientovanych
ciest v acyklickom digrafe, (kde sa d4 pouzit napr. zékladny algoritmus so zapor-
nou cenou hrany). Pre metédu CPM sa tak daji pouzit Standardné algoritmy
na hladanie extremélnych ciest v acyklickom digrafe. Touto vyhodou sa vSak
vypocet vyhod kondi.

Potiaze pri praktickej aplikdcii CPM metédy zacén hned pri pokuse vytvorit
k danej tllohe prislugny siefovy digraf. Jeden z postupov je vytvorit najprv digraf
G<< = (V, H) bezprostrednej precedencie a potom z neho vytvorit prislusny
siefovy digraf takto:

Kazdy vrchol mnoziny v € V rozdelit na vstupnt v; a vystupnt vo Cast
a naviac do mnoZiny vrcholov siefového digrafu dodat dva Specialne vrcholy z,
k — zaciatok a koniec projektu.

Do mnoziny hran sietového digrafu vlozit vSetky orientované hrany spajajtce
vstupnu a vystupnu ¢ast povodného vrcholu, tito orientovant hranu prehldsit
za Cinnost a daf jej ohodnotenie — dlzku é&innosti. Pévodné hrany digrafu
G~ prehlasit za fiktivne éinnosti s nulovou dizkou trvania. Nakoniec dodat
orientované hrany - fiktivne ¢innosti s nulovou dizkou trvania spajajtce zaciatok
z 8o vSetkymi vstupnymi ¢astami vrcholov z G~ bez predchodcov, a fiktivne
hrany, ktoré spajaja vsetky vystupné casti vrcholov bez naslednikov s koncom k.
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Obr. 2.9: Konstrukcia sietového digrafu (dole)
z precedencéného digrafu G-~ (hore)

Vysledny digraf Gs mé velké mnozstvo orientovanych hran s nulovou cenou
- st to tzv. fiktivne ¢innosti. Okrem toho, Ze zabezpecuju spravnu nadviznost
elementarnych ¢innosti, pre prax ni¢ nehovoria a st dodané len preto, aby sa
ucinilo zadost poziadavkam na siefovy digraf. Sa sice zndme postupy, ako zni-
zovat podet fiktivnych hran, avSak tloha formulovana ako: ,K danému digrafu
bezprostrednej precedencie ndjst prislusny sietovy digraf s minimdlnym poctom
fiktivnych hrdn* sa ukdzala byt NP-fazkd, zatial ¢o algoritmy na rieSenie vSet-
kych otédzok siefového pldnovania prezentované v predchadzajicej ¢asti maju
polynomiélnu zloZitost.

Tedria rozvrhov namiesto siefového digrafu pouziva graf G~ bezprostredne;j
precedencie tloh, ktory sa na rozdiel od sietového digrafu lahko konstruuje.
Algoritmy na konstrukciu ES-rozvrhu a LS-rozvrhu st velmi jednoduché:

Algoritmus 2.11. Algoritmus na konstrukciu ES—rozvrhu

Krok 0: Nech Jy, Jo, ..., J, je monoténne o¢islovana postupnost tiloh vzhla-
dom na reldciu precedencie <. Oznaé¢ symbolom apin (i) najskor mozny
zaciatok ulohy J;.

Krok 1: Postupne pre i = 1,2,...,n urob:
Ak J; nemé predchodcu, poloz amin(?) := 0.
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Inak stanov amin(i) ako maximum koncov spracovania vSetkych bezpro-
strednych predchodcov tlohy J;.

Krok 3: Poloz T rovné maximu koncov vSetkych tiloh bez naslednikov.

Algoritmus 2.12. Algoritmus na konstrukciu LS-rozvrhu

Krok 0: Nech Ji, Jo, ..., J, je monoténne oéislované postupnost tloh vzhla-
dom na reldciu precedencie <. Ozna¢ symbolom I, (¢) najneskor nutny
koniec dlohy J;.

Krok 1: Postupne pre i = n,n —1,...,2,1 urob:
Ak J; nemd néslednika, poloZ lyax (i) :=T.
Inak stanov lyax(2) ako minimum zaciatkov spracovania vsetkych bezpro-
strednych néslednikov tlohy J;.

Ak by sme zmiernili poziadavku na trvanie projektu a dovolili, aby sa
mohla poslednd tloha dokonéit v éase D > T, potom by sa najneskér nutny
koniec vykonavania ¢innosti vchadzajucich do vrchola x poéital ako I(z) =
D — dpax(x, k). Tym vznikna rezervy aj pre tlohy, ktoré povodne lezali na
kritickej ceste. Takymto dodatoénym zmiernenim poziadaviek na rozvrh sa

.....

dodato¢nych obmedzeni — napr. na splnenie poziadavky na obmedzené zdroje.

Linedrny model pre tilohu sietového plianovania

Predpokladajme, 7e ulohy Ji,Ja,...,J, (resp. vrcholy digrafu precedencie
G~ = (V, H,p)) st monoténne oéislované — ak J; << J;, potom plati i < j.
Predpoklad monoténneho ocislovania tloh pre samotny model linedrneho
programovania nie je podstatny, avSak ako dalej uvidime, monotdnne
ocislovanie umoziuje vyrieSit nasledujtci problém jednoduchou metédou bez
pouzitia vSeobecnych algoritmov linedrneho programovania.

Oznacme:

e 1, - zaciatok vykonavania tlohy J;
e p; - trvanie tulohy J;
e 7 - mnozina tloh bez predchodcov

e 7 - mnozina uloh bez naslednikov
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Potom pre tlohu siefového planovania mozno zostavit nasledujici matema-
ticky model linedrneho programovania:

n+1
Minimalizovat Z x; (2.23)

i=1

za, podmienok:

x; =0 preVi 1€l (2.24)
xj > X+ pi pre Vi,j € V také, ze J; << J; (2.25)
Tpt1 > T + Pi preVi ie€T (2.26)
Pre optimalne rieSenie x7,x3,...,%;, T, 1 plati: z7 je najskér mozny za-
¢iatok ulohy J; pre i = 1,2,...,n, 5, je optimdlna dizka projektu, ktort

oznacime symbolom T', t. j. T' = x}, ;.

Z monoténneho oéislovania tloh vyplyva, Ze v kazdej z podmienok (2.25),
strane. Ak teda usporiadame podmienky (2.24), (2.25), (2.26) neklesajico podla
indexu premennej na lavej strane, premennd x; zavisi len od hodnét x;, kde j < i
uréenych v predchadzajicich podmienkach podla tohto usporiadania. Staci teda
za optimdlne z; polozif najmensie také, ktoré vyhovuje podmienkam (2.25).
Tym je dany algoritmus na postupny vypocet hodnoét optiméalneho riesenia tejto
tlohy bez pouzitia aparatu linearneho programovania.

Najneskor nutné konce aloh y7,v3, ...,y si optimdlnym rieSenim tlohy

n
Maximalizovat Z Yi

i=1
za podmienok:
yi =T pre Vi € T (2.27)
¥i <yY; —Dj pre Vi,j € V také, ze J; << J; (2.28)

Na rieSenie tejto tlohy moZno pouzit analogicky postup ako pri hladani
najskor moznych zaciatkov tloh s vyuzitim monoténneho ocislovania tloh s tym
rozdielom, Ze podmienky (2.27), (2.28) usporiadame nerastico podla indexu
premennej na lavej strane.
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ZniZenie ceny projektu za jeho prediZenie

Pre praktické rieSenie tilohy siefového pldnovania je linedrne programovanie zby-
tocne silnym aparatom, jeho vyznam vSak ocenime v pripadoch, kedy je krite-
ridlna funkcia rozvrhu zloZitejSia nez (2.23). Prikladom moze byt nasledujice
zovSeobecnenie tejto tlohy.

Predpokladajme, ze ¢asy p; vykonédvania jednotlivych tloh nie st konstanty,
ale kazdy sa moze menit v intervale (p;, P;). Zrychlenie vykondvania tlohy vSak
Cosi stoji. Nech f;(t) = co; — ¢;.t pre t € (p;, P;) je funkcia vyjadrujica néklady
na spracovanie tlohy J; za predpokladu, Ze toto spracovanie bude trvaft cas t.

Nech T je minimélna mozné doba trvania projektu s ¢asmi spracovania tiloh
p; vypocitana niektorou z metdd klasickej ilohy sietového planovania. Nech P; je
horn4 hranica pripustného trvania tilohy J;, t; € (p;, P;) novy (mozno) predizeny
¢as spracovania tilohy J;, ktory chceme zistit. Dalej oznaéme x,, 1 ¢as ukoncenia
poslednej tlohy a x1, 22, ..., x, zafiatky spracovania tloh Ji, Ja, ..., J,.

Nech C je pokuta za oneskorenie projektu o jednotku ¢asu. Ako kriteridlnu
funkciu vezmeme sucet nakladov na spracovanie vSetkych tdloh plus celkovi
pokutu za oneskorenie. Kriteridlna funkcia bude teda:

Cl@nir = T)+ Y _(cos — cita),
i
Pretoze C'T a ), co; st konsStanty, mozno toto kritérium nahradit jednoduchsim

Cn1— Y citi (2.29)
[

Uloha najst optimélne trvania ¢; tloh .J; a optimalny rozvrh a s kriteridlnou
funkciou (2.29) bude mat tvar:

Minimalizovat Czpy1 — Z cits (2.30)

i=1

za podmienok:

x; =0 preVi i€Z (

x; > xi+t pre Vi, j € V také, ze J; << J; (2.32
Tpy1 > X + t; preVi ieT (

pi <t; <P prei=1,2,...,n (
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2.3.4 Flow Shop systémy

Doteraz sme predpokladali, ze kazdd tloha pozostavala z jedinej operacie.
Prejdime teraz k rozvrhovacim problémom, v ktorych sa kazda uloha J; bude
skladat z m operacii, t. j. J; = {0i1,0i2,...,0im}, pricom pre kazda tlohu J;
plati:

0;1 << 042 <<+ << Oim-

Tieto operacie prechadzaju strojmi v rovnakom poradi, t. j. operacie 0;1 sa
spracuju na stroji My, operécie 0;2 na stroji My atd. Jednotlivé tilohy J; sa lisia
len ¢asmi spracovania p;; operacie o;; na stroji M;. V klasifikdcii podla LLRK
pojde o systémy F'm]||f.

Existuje aj zlozitej$i pohlad na flow shop problémy, kedy tlohy .J; nemusia
previest na predchadzajuci tvar zavedenim fiktivnych operécii s nulovym ¢asom
spracovania.

Budeme teda predpokladat, Ze je danych n dloh J = {J1,J2,...,Jn},
z ktorych ma kazda po m operacii prechadzajuicich strojmi v rovnakom poradi
My, My, ..., M, a st dané doby spracovania p;; operacii o;;.

Za tychto okolnosti je rozvrh uréeny poradim spracovania tilohy na kazdom
stroji a takychto poradi je (n!)™.

Veta 2.15. V systémoch Fm||f, kde f je requldrne kritérium, staci pri hladani
optima uvazovat iba tie rozvrhy, pre ktoré je poradie prechodu iloh na prvyjch
dvoch strojoch rovnake.

Doékaz. Keby nebolo poradie prechodu oboch tloh na prvych dvoch strojoch
rovnaké, existovala by takd dvojica J;, J; bezprostredne za sebou idtcich
tloh na prvom stroji, Ze na druhom stroji sa najprv vykond .J; a potom J;.
Spracovanie Glohy J; na druhom stroji moze zacat az v Case, ked sa ukonéi
jej spracovanie na prvom stroji. Zamenou poradia spracovania tychto tloh na
prvom stroji sa vytvori priestor pre skorSie spracovanie tlohy J; na druhom
stroji, pri¢om moze dojst k urychleniu spracovania ostatnych tloh. |

Veta 2.16. V systémoch F'm||Chaxstaci pri hladani optima uvaZovat iba tie
rozurhy, pre ktoré je poradie prechodu uloh na posledngch dvoch strojoch rov-
nake.

Dokaz. Keby nebolo poradie prechodu oboch tloh na poslednych dvoch strojoch
rovnaké, existovala by takd dvojica J;, J; bezprostredne za sebou idtcich
tloh na poslednom stroji, Ze na predposlednom stroji sa najprv vykond J;
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a potom J;. Spracovanie ulohy J; na predposlednom stroji moéze skonéit skor,
nez sa zacne jej spracovanie na poslednom stroji. Zamenou poradia spracovania
tychto tloh na poslednom stroji sa neoneskori ¢as ukoncenia poslednej tlohy
na poslednom stroji, ba moZe sa vytvorit priestor pre skorSie spracovanie tilohy
J; na predposlednom stroji, ¢o moze viest i k urychleniu spracovania poslednej
tlohy na poslednom stroji. |
Désledok. V systémoch F'3||Chax staci pri hladani optima uvazovat iba tie
rozvrhy, pre ktoré je poradie prechodu tloh na vsSetkych troch strojoch rovnaké.

Johnsonov problém

Najjednoduchsim pripadom systému Fm||Cpax je systém F2||Ciax. Uloha mi-
nimalizovat Cpax v dvojstrojovom flow shop systéme je znama ako Johnsonov
problém. PretoZe ide o reguldrne kritérium, poradie tloh musi byt na oboch
strojoch rovnaké. RieSsenim bude teda nejaky permuta¢ny rozvrh.

Veta 2.17. (Johnsonovo pravidlo) V optimdlnom rozvrhu pre systém F2||Cpax
tloha J; predchddza ulohu Jj, ak

min{p;1,pje} < min{pj1,piz}

Dokaz tohto tvrdenia je pomerne rozsiahly. Pretoze presahuje ramec tejto pub-
likacie, neuvadzame ho.

Algoritmus 2.13. Johnsonov algoritmus

Krok 1: Ozna¢ Z mnozinu nezaradenych tuloh. Inicializa¢ne poloz 7 = J.
Krok 2: Najdi min j,ez {pi1,pi2}. Nech minimum nastava pre tlohu J;

Krok 3: Ak minimélny ¢as spracovania vyzaduje stroj M; zarad ulohu J; na
prvé volné miesto, inak zarad tlohu J; na posledné volné miesto.

Krok 4: PolozZ =7 —{J;}. Ak T = @ STOP, inak chod na Krok 2.

Pre systémy F'3||Cpax optimalny rozvrh je stile eSte permuta¢nym rozvr-
hom, ale neméme vSeobecny polynomidlny algoritmus na jeho hladanie. V nie-
ktorych Specidlnych pripadoch vsak existuje optimalny postup.

Veta 2.18. Nech plati niektord z podmienok:

Diz <pj1 ViFJ
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Pi2 <pjz ViFj
piz < min(pi,piz) Vi .
Potom v optimdlnom rozvrhu pre systém F3||Cpax tloha J; predchddza
tlohu J;, ak
min{pi1 + pi2, pj2 + pj3} < min{piz + pis, pj1 + pj2}-

Vieme tiez, ze ak pre dvojstrojové problémy s ¢asmi spracovania {p;1, pi2}
a {pi2, pis} dostaneme rovnaké optiméalne rozvrhy, potom je toto poradie tiloh
optimélne i pre trojstrojovy problém s ¢asmi spracovania {p;1, pi2, pis}-

Vseobecny flow shop problém

Vseobecny flow shop problém Fm||Chpax je NP—tazkou tlohou. Ako uZ bolo
spomenuté, ide o vybratie optimalneho rieSenia spomedzi (n!)(m’2) moznosti
v pripade kritéria Chax, resp. (n!)(mfl) moznosti v pripade iného regularneho
kritéria.

Uvedieme niekolko heuristickjch postupov na jeho rieSenie. VSetky heuris-
tiky vytvaraja len permutacéné rozvrhy (t. j. rozvrhy, v ktorych je poradie spra-
covania tloh na vsetkych strojoch rovnaké).

Algoritmus 2.14. Palmerova heuristika pre flow shop Fm||Cpax

Krok 1: Pre j =1,2,...,n vypocitaj

sj = (m —1).pjm + (M = 3).pjm—1+ (M = 5).pjm—2 + -+
+ (m —5).pjz + (m — 3).pj2 + (m — 1).p;1.

Krok 2: Ako suboptimélny rozvrh vezmi rozvrh, pre ktory je
S[a) 2 8[2] Z ** 2 S[n)-
Algoritmus 2.15. Guptova heuristika pre flow shop Fm||Cpax
Krok 1: Pre j =1,2,...,n vypocitaj
€j
ming <k <m-—1{Pjk + Pjk+1}’

S5 =

kde
e;j=1 ak pj <pjm €;=-—1 inak
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Krok 2: Ako suboptimélny rozvrh vezmi rozvrh, pre ktory je

Uvéadza sa, ze Guptova heuristika (algoritmus 2.15) je vo vicsine pripadov

lepsia, nez Palmerova (algoritmus 2.14).

Heuristika Campbell, Dudek, Smith pre flow shop Fm||Cnax

Tato heuristika ma m — 1 etap. V kazdej etape vytvori z povodného Fm||Cpax
problému dvojstrojovy problém F2||Cpax, v ktorom mé tdloha J; ¢asy spraco-
vania pl;, ply. Pre tento problém Johnsonovym algoritmom vypocita optimélnu
permutaciu uloh, a pre tito permutaciu vypocita v pévodnom probléme hod-
notu Cpax. Po m — 1 etapach tak dostaneme m — 1 permutacnych rozvrhov
(medzi ktorymi moZzu byt niektoré i rovnaké), z ktorych vyberieme ten s naj-

mensou hodnotou Chyax.
V jednotlivych etapach budd hodnoty pj;, pj, takéto:

ETAPA 1: Pi1 = Dits Pz = Dim-
ETAPA 2: Py = Pit +Pi2, Pip = Pim—1 + Dim.
ETAPA 3:  ply = pu +pi2 + pi3, Pia = Pim—2 + Pim—1 + Pim-
k
ETAPA k: P =X i—1 Pij» Pho = 2 _pr1 Pij-
-1
ETAPA m — 1: P = Y021 pij» Pio = 301 0 Pij-

Okrem spominanych heuristik moZno pouzit i vsetky metddy pre hladanie
optiméalneho rozvrhu pre tlohy typu Job Shop, pretoze Flow Shop je $pecidlnym

pripadom Job Shopu.
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2.3.5 Job Shop systémy

Je dand mnozina tloh

J={J1,J2,...,JIn},

mnozina strojov

M = {My, My, ..., My}

Kazda aloha J; sa bude skladat z m operécii, t. j. J; = {0:1, 0i2, - - -, 0im }, Pricom
pre kazda alohu J; plati:

01 << 02 << +++ << 0im-

Graf bezprostrednej precedencie operécii tlohy J; mé velmi jednoduchu
Struktiru — m4 tvar linedrne usporiadanej retiazky — vid. obr. 2.10.

Uj1 Uj2 Oi3 Oim

O O O O O O O

Obr. 2.10: Graf bezprostrednej precedencie pre operacie ulohy J;

Graf bezprostrednej precedencie vSetkych operacii vSetkych tloh z J =
{J1, J2, ..., Jn} vznikne zjednotenim takychto linedrne usporiadanych retiazok.

Na rozdiel od flow shop problémov, kde poradie prechodu strojmi bolo
rovnaké pre vSetky tlohy, v tllohach typu job shop je poradie prechodu réznych
uloh strojmi rézne — pre kazda operdciu o;; ITubovolnej tlohy J; je priradeny
stroj p;; € M, na ktorom sa tato operacia ma vykonat s dobou spracovania p;;.
V klasifikacii podla LLRK pojde o systémy Jm||f.

Pripustny rozvrh je taky rozvrh, v ktorom sa operacie pre kazda tlohu
vykonavaju v uréenom poradi a kde ziadne dve operacie neobsadzuju ten isty
stroj v jednom cCasovom okamihu a na ziadnej tlohe sa nevykonadvaju dve
operacie naraz.

Uvedieme definicie niekolkych pojmov, ktoré sa ¢asto pouzivaji v suvislosti

s rozvrhovanim Job Shopov.
Lokdlny lavy posun (local left shift) v rozvrhu S je také ¢asové posunutie
zaCiatku spracovania niektorej operacie skér, pri ktorom sa neporusi
pripustnost rozvrhu a zachovéd sa poradie spracovania operacii na kaZdom
stroji.

Globdlny lavy posun (global left shift) je taky presun niektorej operacie do
skorgieho ¢asového okamihu, pri ktorom sa zachova pripustnost rozvrhu bez
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Obr. 2.11: Lokalny lavy posun

zmeny Casovej polohy spracovania ostatnych operacii.

[ 1] =1 ]
| ( | ]

Obr. 2.12: Globélny lavy posun

Kazdy lokalny lavy posun je aj globdlnym lavym posunom, nie v8ak naopak
— napriklad globélny lavy posun z obrazka 2.12 nie je lokédlnym lavym posunom,
lebo sa zmenilo poradie spracovania operacii.
Semiaktivny rozvrh je taky rozvrh, v ktorom neexistuje lokdlny Tavy posun.
Aktivny rozurh je taky rozvrh, v ktorom neexistuje globalny lavy posun.

Majme semiaktivny rozvrh S. Podla definicie v filom neexistuje lokdlny lavy

posun, moze vSak v niom existovat globdlny lavy posun. Rozvrh S nemusi byt
aj aktivny.
Ak v8ak mame aktivny rozvrh S, v ktorom podla definicie neexistuje globalny
lavy posun, potom je rozvrh S aj semiaktivny — pretoze kazdy lokdlny Tavy
posun je aj globalnym lavym posunom. Mnozina aktivnych rozvrhov je teda
podmnozinou mnoziny semiaktivnych rozvrhov.

Umely prestoj — delay je ¢asovy interval (t1,t3), v ktorom sa na niektorom
stroji M; nevykonava ziadna operédcia napriek tomu, Ze je v systéme operécia,
ktord by sa mohla zacat vykonavat v case t1.

Rozvurh bez prestojov — non-delay schedule je taky rozvrh, v ktorom ziaden
stroj nestoji v dobe, kedy by mohol vykonavat nejakti operaciu — t. j. rozvrh,
v ktorom neexistuje zbytoény prestoj.

Je Tahko vidiet, ze ak je dané poradie tloh pre kazdy stroj, potom existuje

jediny rozvrh, v ktorom nemozno urobit Tavy lokalny posun.
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Veta 2.19. MnoZina semiaktivnych rozvrhov je dominantnou mnoZinou pre re-
guldrne optimalizacné kritérium.
MnoZina aktivnych rozvrhov je dominantnou mnoZinou pre requldrne optimali-
zacné kritérium.

Poznamenajme, Ze nie je zaruka, ze mnozina rozvrhov bez prestojov obsahuje

optimélny rozvrh.

mnoZzina non-delay rozvrhov

mnozina vSetkych rozvrhov

mnozina semiaktivnych rozvrhov

mnozina aktivnych rozvrhov

mnozina optimalnych rozvrhov

Obr. 2.13: Vztah medzi mnoZinami vSetkych, aktivnych, semiaktivnych,
non-delay a optimélnych rozvrhov

Uloha hladat optimélny rozvrh pre job shop systém je vlastne tilohou hladat
pripustné optimélne poradie prechodu tloh jednotlivymi strojmi.

Grafovy model pre job shop problém

Zostrojme zmieSany graf 2 G = (V, H), ktorého mnozinou vrcholov je mnozina
O vsetkych operacii vsetkych uloh z 7, t. j. V = O, a ktorého hranovi mnozinu
H tvoria hrany dvoch druhov — orientované a neorientované. Orientované hrany
mnoziny H st vSetky usporiadané dvojice takych operacii, ze druha z nich
sa musi vykonat bezprostredne po prvej. St to vsetky dvojice operécii typu
(0ij,0i(j+1)) — t. j. dve bezprostredne nasledujiice operacie jednej a tej istej
ulohy J;. Neorientované hrany mnoziny H su vSetky dvojice {0;;, o} operécii
stutaziace o ten isty stroj. Takéto hrany sa niekedy nazyvaju aj disjunktivne

2Zmiesany graf — migraf je taka Struktura tedrie grafov G = (V, H), ktorej hranova mnozina
H obsahuje orientované i neorientované hrany. Orientovani hranu vychadzajicu z vrchola u
a vchadzajicu do vrchola v modelujeme usporiadanou dvojicou (u,v), oby¢ajni — neorien-
tovant hranu spéjajacu vrcholy u, v modelujeme neusporiadanou dvojicou — dvojprvkovou
mnozinou {u,v}.
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hrany.
H ={(0ij,0ij41)) | i=1,2,...,n,j=1,2,...,m—1} (2.35)

U{{oij, ok} | 0ij, o vyzaduji na spracovanie ten isty stroj} (2.36)

O O O

O—=0——~0
oﬂo\/ O\ -O—=0O
O——=0 O——~0
O——0—\Ol/—~0O O
O—-0—-0—0——-0—-0

Obr. 2.14: Model tedrie grafov pre Job Shop

O O O O O

Na obrazku 2.14 orientované hrany modeluji bezprostrednii naslednost ope-
racii v rdmci jednej tlohy. Neorientovanymi — disjunktivnymi — hranami st po-
spajané operécie vyzadujice rovnaky stroj. Pre prehladnost obrdzok obsahuje
neorientované hrany len pre jeden stroj. Vrcholy — operacie vyzadujace ten isty
stroj spolu s prisluSnymi neorientovanymi hranami tvoria uplny podgraf mul-
tigrafu G s m vrcholmi. Zmiesany graf G obsahuje prave m takychto tplnych
podgrafov.

Uloha najst pripustny rozvrh pre systém Jm||f je ekvivalentna tilohe pridelit
disjunktivnym hranam zmieSaného grafu G také orientéacie, aby takto vzniknuty
graf G bol acyklicky.

Ak uZ mame urcené pripustné orientécie pre disjunktivne hrany, moézeme
kazda operéciu o;; povazovat za samostatna tlohu J;; = {o;;} o jedinej operacii.
Oznaéme J = {J;; | i =1,2,...,n, j =1,2,...,m}. Predpokladajme, e mame
optimélny rozvrh S systému Poo| < |Cpax s precedenciou uréenou grafom
G. Tento rozvrh uréuje pre kazda tlohu J;; = {o;;} (a teda aj pre kazdu
operaciu o;;) Casovy interval spracovania (bi;,c;j). Pretoze rozvrh S dodrzuje

precedenéni relaciu dani orientaciou hran grafu GG, musi platit:

1. Ziadne dve operécie tej istej tlohy sa nevykondvaji v tom istom ¢asovom
okamihu.

2. Ziadne dve operacie vyzadujuce ten isty stroj sa nevykonavaja v tom istom
¢asovom okamihu.
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3. Intervaly spracovania operacii vyzadujacich stroj M; € M sa daji uspo-
riadat do postupnosti disjunktnych v ¢ase linedrne usporiadanych caso-
vych intervalov, z ¢oho vyplyva, Ze sa tieto operacie daji spracovat na
stroji M;.

Z uvedeného vyplyva, ze kazdy rozvrh pre uz definovant tlohu Poo|prec|Cumax
je pripustnym rozvrhom aj pre povodnu tlohu Jm||Cax-

Budeme hovorit, Ze orient4cia disjunktivnych hrdn zmiesaného grafu G je
pripustnd, ak takto vzniknuty digraf G je acyklicky. Uloha najst optimalny
rozvrh pre systém Jm||Cpax je teda ekvivalentna tlohe najst taka pripustni
orientaciu disjunktivnych hran zmieSsaného grafu G, pre ktora je optiméalne
rieSenie prislusného problému Poo|prec|Cpax minimalne.

Algoritmus na generovanie aktivnych rozvrhov

Predpokladajme, ze mame vsetky operacie oindexované jednym indexom. Teda
O = {01,02,...,0n} nech je mnozina vSetkych operacii, p; ¢as spracovania
operacie o;.

Oznacme

k — pocet zaradenych operacii

Pr. — parcialny rozvrh obsahujuci k zaradenych operéacii

S) — mnozina zaraditelnych operéacii prislichajica parcidlnemu roz-
vrhu Py

z; — najskor mozny zaciatok operacie i € Sy

k; = z; + p;, t. j. najskdr mozny koniec operacie i € Sy,

Ak je dany aktivny parcidlny rozvrh Py, potom k nemu prislichajica mno-
zina zaraditelnych dloh Sy je podmnozinou mnoziny nezaradenych tloh bez ne-
zaradenych predchodcov. Pre Tubovolné i € Sj uréime z; ako maximum z éasu
ukondéenia jeho priameho predchodcu a z éasu uvolnenia stroja, ktory vyzaduje
operacia o;.

Algoritmus 2.16. Giffler—Thompsonov algoritmus na generovanie ak-
tivnych rozvrhov

Krok 1: Poloz k := 0, P nech je prazdny ¢iastocny rozvrh a Si obsahuje
vSetky operacie bez predchodcov.

Krok 2: Uréi k* = min;egs, {k;}. Oznaé m* stroj, ktory vyzaduje operacia k*.
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Krok 3: Pre kazda operaciu ¢ € Sk, ktorda vyzaduje stroj m* a pre ktort
je z; < k*, vytvor novy parcidlny rozvrh Py, ktory vznikne pridanim
operacie i k rozvrhu Py, tak, ze operacia ¢ zacne v Case z;.

Krok 4: Pre kazdy novy parcidlny rozvrh Py vytvoreny v kroku 3 aktualizuj
data nasledujtco:
a) Vyla¢ operaciu i z mnoziny S, t. j. Si := S — {i}.
b) Vytvor Sj;4+1 dodanim priameho néslednika operacie i k Sk.
b) Inkrementuj k, t. j. k:= k + 1.

Krok 5: GOTO Krok 2 pre kazdy ¢iasto¢ny rozvrh Py, vytvoreny v Kroku 3
a pokracuj tymto sposobom, pokial nevygenerujes vSetky aktivne rozvrhy.

Algoritmus na generovanie non-delay rozvrhov

Aktivnych rozvrhov je velmi vela. Preto sa niektoré pristupy obmedzuja na
prehladévanie semiaktivnych rozvrhov, ktoré vsak nemusia obsahovat optimélny
rozvrh.

Ponechajme si oznacenie k, Py, z;, k; z algoritmu na generovanie aktivnych
rozvrhov.

Algoritmus 2.17. Giffler—Thompsonov algoritmus na generovanie non-
delay rozvrhov

Krok 1: Poloz k := 0, Py nech je prazdny ¢iastoény rozvrh a S, obsahuje
vsetky operacie bez predchodcov.

Krok 2: Uréi z* = min;eg, {z:}. Oznaéme m* stroj, ktory vyzaduje opera-
cia z*.

Krok 3: Pre kazda operaciu ¢ € Sk, ktorda vyzaduje stroj m* a pre ktort
je z; = k¥, vytvor novy parcidlny rozvrh Py, ktory vznikne pridanim
operacie i k rozvrhu Py, tak, ze operacia ¢ zacne v Case z;.

Krok 4: Pre kazdy novy parcidlny rozvrh Py vytvoreny v kroku 3 aktualizuj
data nasledujtco:
a) Vyla¢ operaciu ¢ z mnoziny Sk, t. j. Si := Sy — {i}.
b) Vytvor S;4+1 dodanim priameho néslednika operacie i k Si.
b) Inkrementuj k, t. j. k:= k + 1.

Krok 5: GOTO Krok 2 pre kazdy ciastoény rozvrh Py vytvoreny v Kroku
3 a pokracuj tymto spdsobom, pokial nevygenerujes vSetky non-delay
rozvrhy.
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Oba algoritmy navrhli Gifler a Thompson, preto sa na ne budeme ich
menami v dalSom odvolévat.

Pocet non-delay rozvrhov generovanych poslednym algoritmom je obyc¢ajne
znacne mensi nez pocet aktivnych rozvrhov. Vyplyva to z toho, Ze pre kazdy
parcidlny rozvrh je z* < k*, a preto pocet operacii, pre ktoré je z; = z* je mensi
alebo rovny poctu operacii, pre ktoré je z; < k*.

Mnozinu operacii, o ktoré sa rozsiruje parciadlny rozvrh Py, nazvime kritickou
takze s rasticim k pocet parcidlnych rozvrhov rastie exponencidlne, a preto
sa algoritmy na generovanie aktivnych, resp. non-delay rozvrhov nezastavia
v rozumnom case. Je preto vhodné obmedzit vetvenie nejakymi pravidlami,
ktoré nazveme prioritnymi pravidlami.

Jednou z moznosti je zobraf z kritickej mnoziny Ky len jednu operaciu a tou
rozsirit parcidlny rozvrh Py.

SOT Shortest Operation Time - prednost méa operdcia s najkrat$im ¢asom
spracovania

LOT Longest Operation Time - prednost mé opericia s najdlhsim ¢asom
spracovania

SPT Shortest Processing Time - prednost mé operacia patriaca tlohe s naj-
kratsim celkovym ¢asom spracovania

LPT Longest Processing Time - prednost mé operacia patriaca tlohe s najdl-
hsim celkovym ¢asom spracovania

SRPT Shortest Remaining Processing Time - prednost mé operécia patriaca
tlohe s najkratsim ¢asom spracovania eSte nezaradenych operacii

LRPT Longest Remaining Processing Time - prednost mé operécia patriaca
ulohe s najdlhsim Casom spracovania este nezaradenych operacii

RSRPT Relative Shortest Processing Time - prednost ma operacia o;; tGlohy
Ji, ktord méa najmensiu podielu p;;/RPT (i), kde p;; je doba spracovania
operacie 0;; a RPT(i) je doba spracovania ete nezaradenjych operéacii
ulohy J;

RLRPT Relative Longest Processing Time - prednost ma operacia o;; tGlohy
Ji, ktord ma najvicsiu hodnotu podielu p;;/RPT (i), kde p;; je doba
spracovania operacie o;; a RPT'(i) je doba spracovania ete nezaradenjch
operéacii ulohy J;
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Algoritmy zalozené na rozsirovani parcidlneho rozvrhu podla prioritného
pravidla st velmi jednoduché a priamociare, preto sme navrhli niekolko ich
rozsireni. Ako najperspektivnejsie sa ukdzalo mnohonésobne spustat algoritmus
s ndhodnym vyberom operacie z Ky, avSak pravdepodobnosti vyberu operacii
upravit podla hodnoty kriteridlnej funkcie prislusného prioritného pravidla.

Navrhnuté pristupy boli vyskasané na niektorych prikladoch vytvorenych
Taillardom a tiez na inStancidch vygenerovanych Fisherom a Thompsonom.
Tieto priklady st bezne pristupné na internete. Ukazalo sa, ze aj ked mnozina
non-delay rozvrhov nie je dominantnou mnozinou, Giffler-Thompsonov algorit-
mus pre non-delay rozvrhy dava Casto lepsie vysledky ako algoritmus pre aktivne
rozvrhy. Po mnohych experimentoch sa ako najlepsie modifikacie s ndhodnym
vyberom podla prioritného pravidla ukdzali algoritmy pre non-delay rozvrhy,
ktoré pouzivali pravidli RLRPT a LRPT. Odchylky od skuto¢ného optima,
nez 10%.

Tento prave popisany pristup je relativne jednoduchy a lahko naprogramo-
vatelny, a preto je velmi vyhodny na rieSenie mnohych praktickych situacii, kedy
je potrebné ziskat suboptimalne rieSenie rychlo. D4 sa tiez predpokladat, Ze roz-
vrhovacie instancie z redlneho Zivota nebud obsahovat tak rafinované , pasce,
ako s tym zadmerom umelo vytvorené instancie, a teda suboptimalne rieSenie
nebude daleko od optima.

Ako doteraz najlepsi pristup k rieseniu tloh typu Job Shop sa ukézalo pou-
zitie metaheuristiky Tabu Search, pri ktorej sa odchylky od optima pohybovali
pod tromi percentami.

,»,Shifting bottleneck® heuristika

Tato heuristika Startuje z grafového modelu problému Job Shop (pozri obrazok
2.14 na str. 67), v ktorom sa bezprostredné naslednost operacii modeluje orien-
tovanymi hranami a sttaZ operacii o ten isty stroj sa vyjadruje neorientovanymi
tzv. disjunktivnymi hranami.

Pri grafovej interpretacii Job Shop problému sme postupovali tak, ze kazda
operaciu o;; sme povazovali za samostatni tlohu J;; = {0;;} o jedinej operacii.
Ak na mnozine tychto operacii zavedieme precedenciu odvodent od precedencie
operacii v ramci pévodnych tloh, jej dodrzanie zaruci, ze ziadne dve operacie tej
istej povodnej tilohy sa nebudi vykonavat stcasne. Ak uréime naviac pripustnt
orientaciu disjunktivnych hran — t. j. taka orientéciu, aby bol vysledny oriento-
vany graf acyklicky, kazdy rozvrh, ktory dodrzi vzniknuti precedenciu operacii,
bude pripustny i v zmysle povodnej formulécie tilohy Job Shop. Pre kazdu pri-
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pustnt orientaciu disjunktivnych hran tak dostédvame problém Poo|prec|Cpax.
N&jst optimalny rozvrh pre Jm||Cimax sa tak prevedie na najdenie takej pripust-
nej orientacie disjunktivnych hran migrafu G, pre ktortt ma optimélne riesenie
prislusnej tlohy Poo|prec|Cimax najmensiu hodnotu.

Postupovat budeme tak, Ze najprv budeme ignorovat vSetky disjunktivne
hrany. Oznaéme G graf, ktory vznikne zo zmiesaného grafu G vypustenim
vSetkych disjunktivnych hran. V takomto probléme Poo|prec|Ciax uréime pre
kazda operéciu o;; jej najskdr mozny zaciatok r;; a najneskdr nutny koniec d;;
a trvanie 7" spracovania celej davky tloh.

Vyberme lubovolny stroj My z mnoziny vSetkych strojov M. Nech
01,02,...,0, SO operdcie, ktoré treba spracovat na stroji Mj, operaciu o;
s Casom prichodu r; a pozadovanym c¢asom ukoncenia d;. Ak sa ndm podari
zaradif intervaly spracovania operécii o; do ¢asovych okien (r;,d;), je dobre.
Ak spracovanie jednej operécie o; skoné v ¢ase ¢; > d;, sposobi to predizenie
doby spracovania T celej davky tloh o ¢as L; = (¢; — d;). Ak je oneskorenych
operécii viac, meskanie celkového Gasu ukonéenia bude max;{L;}. Pre stroj
M, teda treba najst také poradie tuloh, pre ktoré je kritérium L., minimalne
— treba riesit tlohu 1|r;| Lyax-

Ak vyriesime takto formulovant tlohu pre kazdy stroj z mnoziny M, néj-
deme stroj Mp, pre ktory je prislusnd hodnota kritéria L,.x najvicsia. Tento
stroj prehlasime za ,zke hrdlo“ — ,bottleneck* a podla poradia optimalneho
rieSenia Glohy 1|r;| Limax zavedieme orientaciu disjunktivnych hrén zmiesaného
grafu G prislusnych stroju M. Tieto orientované hrany pridame k hranovej
mnozine orientovaného grafu Gy, ¢im dostaneme orientovany graf G .

V dalsom kroku vyrieSime problém Poo|prec|Chpax s precedenciou danou
digrafom G, odkial pre kazda operaciu o;; dostaneme €asové okno (ri;,d;;).
Pre kazdy stroj s doteraz neuréenou orientaciou disjunktivnych hran vyrieSime
problém 1|r;| Ly.x a nadjdeme stroj, pre ktory je prislusnd hodnota kritéria
Lax najvicsia. Disjunktivnym hrandm prislusnym tomuto stroju dame orien-
taciu podla poradia daného optimalnym riesenim tlohy 1|r;| Lmax a zostrojime
orientovany graf G, pridanim tychto orientovanych hran ku hranam grafu G;.

Takto pokracujeme dovtedy, kym neur¢ime orientaciu vSetkym disjunktiv-
nym hrandm zmieSaného grafu G.

Praktické sktisenosti hovoria, Ze pri takto formulovanom algoritme sa moze
dostat poradie pri rieSeni problému 1|r;| Lyax do rozporu s poradim uréenym
orientaciou prislusného orientovaného grafu Gy.. To sa prejavi cyklenim alebo ha-
varovanim programu pri rieSeni nasledujiceho problému Poo|prec|Cpax v Git1
(podla sposobu realizéicie algoritmu), a to preto, lebo v tom pripade by v orien-
tovanom grafe Gy1 vznikol cyklus. Tejto komplikacii sa d4 Tahko vyhnut tak, ze
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namiesto 1|r;| Limax riesime 1|r;, prec| Lyax s precedenciou tloh danou orienté-
ciou hran orientovaného grafu Gj. Na tto skuto¢nost literattira neupozornuje.

2.4 Nestandardné rozvrhovacie ulohy

Doteraz studované modely rozvrhovacich problémov najcastejsie pracovali
s kriteridlnou funkciou Ciax, v ostatnych pripadoch s regularnym kritériom
f(Cy,Cq,...,Cy), pricom hladali optimalny rozvrh — pre kazda operéciu o;
priradenie ¢asového intervalu (b;, ¢;) na spracovanie tejto operécie a niekedy aj
stroja, na ktorom sa tato operdcia mala spracovat. Existuju vsak praktické
problémy s univerzalnymi strojmi, pri ktorych st c¢asy spracovania dané
a rozvrhovaci problém spociva v priradeni operacii strojom tak, aby sa
minimalizovali diametralne iné kritéria ako tie, ktoré sme Studovali doteraz.
Jednym z najdolezitejSich kritérii je minimalizovat pocet pouzitych strojov,
inym minimalizovat nerovnomernost vytazenia strojov, inym minimalizovat
naklady spojené s prestavovanim strojov. Praktické tlohy prinasaja dokonca
velmi zlozité komplexné kriteridlne funkcie, do ktorych sa daju zahrnat celkové
naklady na realiziciu rozvrhu a dokonca i také poziadavky, ako s sociilne
poziadavky a poziadavky bezpecnosti prace.

Systém Pm|s;;, 7, b; = ri|m

Majme dand mnoZinu tloh J = {Ji,Jo,...,J,}, z ktorych kazd4 tdloha J;
pozostava z jedinej operacie J; = {o0;}. Uloha .J; sa ma spracovat v ¢asovom
intervale (b;,c¢;), t. j. jej doba spracovania je p; = (¢; — b;). Ak sa mé na tom
istom stroji spracovat uloha .J; bezprostredne po tlohe J;, musi sa tento stroj
prestavovat s;; ¢asovych jednotiek.

Na spracovanie mnoziny uloh J moZno pouZit identické paralelné stroje.
Ulohou je priradif ilohy strojom tak, aby bolo v rozvrhu pouzitjch ¢o najmenej
strojov.

7 praktického vyznamu prestavovacich casov s;; vyplyva, Ze plati:

Sik < Sij + Sjk-

Doba s;i je doba prestavenia stroja medzi tlohami J; a Ji. Jednym zo spésobov,
ako to urobit, je najprv prestavit stroj z tlohy J; na ulohu J; a potom z tlohy J;
na tlohu Jy, €o trva s;;+ s, ¢asovych jednotiek. Doba s;;, priameho prestavenia

.....
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Na mnozine tloh J mézeme definovat relaciu < predpisom
Ji < J; prave vtedy, ked ¢; + s;; < b;. (2.37)

Ak neplati J; < J;, budeme pisat J; £ J;.

Z definicie relacie < ihned vyplyva, ze pre kazda tlohu J; plati J; £ J;, lebo
b; < ¢;. Dalej vidiet, Ze nemoze platit sucasne aj J; < J; aj J; < J;.

Nech J; < Jj, t.j. ¢ + 8i5 < bj a Jj < Ji, t. ]. cj+ Sk < by. Potom

ci+sik < i+ Sij 4+ s < b+ s < ¢+ 855 < by,

a teda J; < Ji. Relacia < je tranzitivna a je relaciou precedencie na mnozine
uloh 7.

Dve dlohy J;, J; sa mdzu spracovat na tom istom stroji prave vtedy, ak
Ji < Jj, alebo J; < J;. Budeme hovorit, ze ulohy J;, J; su kolizne, ak neplati
ani J; < J;, ani J; < J;. Kolizne tlohy nemozno priradif jednému stroju.
Zostrojme graf Gx = (V, H), s mnozinou vrcholov V' rovnou mnozine vSetkych
tloh J a mnoZinou hran definovanou

H={{Ji,J;} | Ji £ J;, Jj £ i}

V pripustnom rozvrhu pre systém Pm|s;;,r;,b; = r;lm je mnozina tloh prira-
dena jednému stroju mnozinou takych vrcholov grafu G, z ktorych ziadne dva
nie st susedné (nie si ,spojené hranou”). Z algoritmickej tedrie grafov je zndma
tloha o farbeni grafu: Zafarbit vrcholy grafu minimalnym pocétom farieb tak,
aby Ziadne dva susedné vrcholy neboli zafarbené tou istou farbou. Formulécia
tejto tlohy v reci vyrobnych rozvrhov je: Priradif Glohdm minimdalny mozny
pocet strojov tak, aby ziadnym dvom koliznym tilohdm nebol priradeny ten isty
stroj. Je zname, Ze tloha o farbeni grafov je NP-tazka. V nasom pripade vSak
ukazeme, ze reladcia < na mnozine tloh J sposobuje, Ze nasa instancia farbiacej
tlohy je polynomidlne riesitelna.
Definujme premennt z;; nasledujico

1 ak sa ma tloha J; spracovat bezprostredne
2y = za ulohou J; na tom istom stroji (2.38)

0 1inak

Definujme ¢isla ¢;; nasledujico

o= 0 akJi<Jj
Yo 1 aszﬂJ]
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Predstavme si, ze uz mame kazdej tlohe J; uréeného prave jedného nasled-
nika J;. Ak J; < Jj, t. j. ak ¢;; = 0, mozu sa obe tlohy spracovat na tom istom
stroji. Ak J; £ Jj, t. j. ak ¢;; = 1, treba pre tlohu J; dalsi stroj. Pocet strojov
pre priradenie dané maticou X = {mij} mozno vyjadrit ako

ZZcijxij (239)
=1 j=1

podmienky na priradenie st zndme podmienky priradovacej tlohy

n

> wy=1 prei=12,..n (2.40)
j=1

n

d wy=1 prej=12,..n (2.41)
=1
x;; € {0,1} preij=1,2,..n (2.42)

Ur¢it minimalny potrebny pocet strojov pre systém Pm|s;;,r;,b; = r;|m zna-
mennd ur¢it minimalnu hodnotu kriterialnej funkcie (2.39) za podmienok (2.40),
(2.41), (2.42), z optiméalneho rieSenia X = {mij} tejto tlohy dostaneme prira-
denie strojom nasledujico:
Algoritmus 2.18. Algoritmus pre systém Pm|s;;,r;,b; = r;i|m
Krok 0: Ozna¢ Z mnozinu nezaradenych tloh. Inicializa¢ne 7 := J.
Ozna¢ m ¢islo aktualneho stroja. Inicializa¢ne m := 0.

Krok 2: Vyber J; € 7 také, Zze nema v Z predchodcu (v zmysle precedencie
<).
Poloz m := m + 1, prirad tlohu J; stroju M, a poloz Z =7 — {J;}

Krok 3: Pokial existuje j také, Ze x;; = 1, urob
e poloz i := j také, Ze x;; = 1 (existuje len jedno také)
e prirad tlohu J; stroju My,
e poloz Z:=7 —{J;}

Krok 4: Ak 7 = @, STOP.
Inak GOTO Krok 2.
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Rozvrhovacia tloha Pm|s;;,r;,b; = r;|m ma aj grafovd interpretaciu. Zo-
strojme precedenény orientovany grafu G4 = (V, H), ktorého mnozinou vrcho-
lov je mnozina J vSetkych tloh a mnozinou orientovanych hran je mnozina
H = {(J;,J;)| Ji < J;}. Orientovany graf G« je tranzitivny acyklicky digraf.
Ak sa tlohy J;,, Ji,, ..., J;, daji vykonat na jednom stroji, potom kazdé dve
z nich st porovnatelné v zmysle precedencie <, a preto sa daji (po vhodnom
precislovani) usporiadat do postupnosti tvaru

Jil < Ji2 << Jik- (2.43)

Postupnost (2.43) vsak zodpoveda orientovanej ceste v digrafe G<. Naopak,
vSetky tlohy na kaZzdej orientovanej ceste v digrafe G« sa daja priradit jednému
stroju. Minimalizovat poéet strojov pre systém Pm|s;;,7;,b; = 7;|m znamena
najst pokrytie vSetkych vrcholov digrafu G~ minimalnym poctom disjunktnych
orientovanych ciest.

Majme graf alebo digraf G = (V, H). Budeme hovorit, Zze mnozina V5 C V
je nezavisla mnozina vrcholov grafu G, ak ziadne dva vrcholy mnoziny Vj nie
s susedné (nie st ,spojené hranou*).

Veta 2.20. DILWORTH. Nech G je acyklicky tranzitivny digraf. Potom mini-
mum poctu disjunkiniych ciest pokryvajucich vsetky vrcholy digrafu G sa rovnd
mazximu mohutnosti vsetkych nezdvislych mnoZin vrcholov grafu G.

Existuje este jedna grafova reprezetacia Studovanej ulohy. Zostrojme digraf
Gp = (V, H), ktory bude mat pre kazda tlohu J; € J dva vrcholy — jeden ¢; pre
koniec a druhy b; pre za¢iatok vykondvania ulohy .J;. Ozna¢me Vi = {¢; | i =
1,2,...,n}, Vo ={b; | i =1,2,...,n}. Potom V = V; U V5. Mnozina hran H
digrafu Gp = (V, H) bude definovana nasledujico

H = {(ci,b;) | Ji < J;}.

Digraf G je bipartitny — dvojcastovy digraf s éastami V, V5.

Predstavme si najprv, Ze pre kazd( tlohu mame jeden stroj — kolko tloh,
tolko strojov. Ak chceme uSetrit jeden stroj, mdZeme to urobit tak, Ze realizu-
jeme jednu z néslednosti — vyberieme jednu hranu (c;, b;) z mnoziny H, ¢im
povieme, ze stroj, ktory vykonava tlohu J; po jej vykonani spracuje aj tilohu
J;. Takto mozem vybrat dalsiu hranu cy, b; a postupne dalsie a vybratim kazdej
usetrit jeden stroj. Vyberanie hran vSak nemdze byt tplne lubovolné, vybrané
hrany musia byt po dvoch disjunktné — nesmt mat rovnaky ani pociato¢ny ani
koncovy vrchol. Rovnaky pociato¢ny vrchol dvoch vybratych hran napr. (c;, b;),
(¢i,br) by znamenal, Ze stroj po spracovani alohy J; spracuje obe tlohy J; aj
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Obr. 2.15: Bipartitny graf Gp a) a jeho doplnenie zdrojom a tstim
na siet spolu s pripustnym tokom b)

Jg, ¢o by viedlo k stéasnému spracovaniu koliznych tloh. Rovnost koncovych
vrcholov dvoch vybratych hran napr. (¢;, bg), (¢, bg) by hovorila, Ze stroj, ktory
spracoval tlohu J; a stroj, ktory spracoval tilohu J; oba néasledne spracuj alohu
Jk, ¢o by odporovalo pravidlu, ze tloha je priradend len jednému stroju.

Uloha o minimalizécii poétu strojov vedie v bipartitnom digrafe G k nasle-
dujtcej formulécii: V digrafe G'g najst najpocetnejsiu podmnozinu disjunktnych
hran, ¢o je to isté ako najst v Gp najpocetnejSie parenie. Je zname, Ze takto
formulovana tloha sa riesi tak, ze k mnozine vrcholov V' digrafu Gp pridame
dva nové vrcholy - zdroj z a tstie u, mnozinu hran H rozsirime o vSetky orien-
tované hrany typu (z,¢;), (b, u) pre i = 1,2...,n, vSetkym hrandm priradime
kapacitu 1 a v takto vzniknutej sieti hladdme maximdlny tok. Ak hranou typu
(bi, cj) tecie jednotkovy tok, potom hrana patri do vybranej mnoziny hran —
najpocetnejsieho parenia.

Systémy Pm|s;;,r;,b; = r;|F

Minimalizacia poc¢tu strojov casto nestac¢i praktickym poziadavkam na efek-
tivnost vyrobného procesu. Priradeni s rovnakym minimalnym poctom strojov
byva ¢asto velké mnozstvo a z tychto rozvrhov treba vybrat taky rozvrh S, ktory
je z istého hladiska najlepsi. Kvalitu rozvrhu definuje kriteridlna funkcia F'(S).
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Rozvrh S mozno interpretovat viacerymi spdsobmi — maticou X = {xij},
priradenim, t. j. permutdciou 7[i] takou, Ze wir;;; = 1, t. j. Ze Gloha J,[; sa
spracuje bezprostredne za tilohou J; na tom istom stroji atd.

Na ucely klasifikacie kriteridlnych funkcii bude vyhodna nasledujtica repre-
zentacia.

Su(1) =(Jjy < Jpg < < k)
SM(2) Z(J[Ql] < J[22] << ‘][27]@2])

Snr(t) =Ty < Jg) < - =< k)

Su(m) =(Jpm1) < Im2) < =< Tpmkml)s

kde Sps(7) je postupnost tloh, ktoré sa spracuji na stroji M;.
Kriteridlnu funkciu F(S) nazveme separabilnou, ak existuje taka funkcia f,

ze
m

F(S) = F(Su(). (2.44)

i=1

Kriteridlnu funkciu F' nazveme linedrnou, ak je separabilné a funkcia f je v tvare

ki—1
FSu(@) =Y (g i) (2.45)
j=1

kde C(Ji, Jj) predstavuje naklady na prestavenie stroja z tlohy J; na tlohu Jj,
ak J; < Jj, inak c(Ji, Jj) = 00.

Systémy Pm|s;;,ri,b; = r;|F s linearnou kriteridlnou funkciou F

Nech z;; je premennd definovana v (2.38) (str. 74), S rozvrh prislusny matici
X = {xij}. Nech F' je linearna kriteridlna funkcia spliujaca 2.44, 2.45. Pre
skratenie zapisu ozna¢me c;; = ¢(J;, J;). Potom plati:

F(S) =Y cymy (2.46)

i=1 j=1
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Ohrani¢ujice podmienky pre priradovaciu tilohu st

» xy=1 prei=12,...n (2.47)
j=1
d wy=1 prej=12,..n (2.48)
i=1

Tij € {0, 1} (2.49)

Najst optimalny rozvrh pre Specifikovany systém znamend minimalizovat
kriteridlnu funkciu (2.46) za predpokladov (2.47), (2.48) a (2.49). Takto for-
mulovand tloha je zndma priradovacia tiloha, pre ktort existuji polynomialne
algoritmy riesenia.

Systémy Pmls;j,i,b; = r;|F so separabilnou nelinedrnou kriteridlnou
funkciou F

Ak prestdva platit podmienka linearity (2.45), vznikajtca tloha je pravdepo-
dobne NP-fazka. Ak stéle plati podmienka separability, existuji heuristické po-
stupy, ktoré davaji v praxi velmi dobré vysledky.

Majme postupnost tloh pre stroj J;

Sn(i) = (Jpn) < g < < Jjiky))-
Tato postupnost moézeme rozdelif na dve casti

Sn(i) = (Jpny < gy < < Jpip) < Jlipr1) < Jpipr2) <0 =< k)

Zaciatok Z (i) Koniec K(i)

Oznac¢me Sy (4, j) taky rozvrh pre stroj M;, v ktorom ponechame zaciatok Z (i)
rozvrhu Sy (%), ale jeho koniec nahradime koncom K (j) rozvrhu stroja Sas(j).
Oznacme

D — f(Swm(i, ) ak Sar(i, ) je pripustny rozvrh
R S inak

Nech Y = {yij} prei=1,2,....m,j=1,2,...,m je matica priradenia koncov
K (j) zadiatkom Z(i). Vznikne tak novy rozvrh S, ktorého cena sa vypoéita ako

F(S) = Z Z dijYij- (2.50)

i=1 j=1



80 KAPITOLA 2. VYROBNA LOGISTIKA

Optimélne priradif za¢iatky a konce rozvrhov pre jednotlivé stroje znamené
vyriesit priradovaciu tlohu s kriteridlnou funkciou (2.50).
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Obr. 2.16: Rozdelenie rozvrhu na zaciatky, stredy a konce

Je mozny este detailnejsi pristup, a to rozdelit kazdy strojovy rozvrh na
tri Gasti: zaciatok, stred a koniec, a definovat strojovy rozvrh Sy (i, j) ako ten
rozvrh pre stroj M;, ktory dostaneme tak, ze zaciatok a koniec rozvrhu Sy, (7)
ponechame a jeho stred nahradime stredom rozvrhu Sy (j) stroja M;. Delenie
strojovych rozvrhov na tri ¢asti ilustruje obrazok 2.16.

Na zéklade uvedeného sme navrhli nasledujici heuristicky algoritmus, ktory
sa uplatnil v praxi s velmi dobrymi vysledkami.

Algoritmus 2.19. Heuristicky algoritmus pre systém Pm|s;;,r;,b; =
7“7;|F

Krok 1: Najdi optimélny rozvrh S pre Pm|s;;, r;, by = r;|m

Krok 2: Hladaj také rozdelenie strojovych rozvrhov uréenych rozvrhom S na
zaciatky a konce, (alebo zaciatky, stredy a konce), pre ktoré da priradova-
cia tloha s kriteridlnou funkciou (2.50) rozvrh S taky, ze F(S) < F(S).

Krok 3: Ak také rozdelenie existuje, poloz S := S a GOTO Krok 2.

Krok 4: Ak také rozdelenie neexistuje, STOP, S je suboptimélny rozvrh.



Kapitola 3

Dopravna a distribuc¢na
logistika

3.1 Dopravna siet

Zakladnymi prvkami dopravnej siete st uzly a useky dopravnej siete. Uzly
dopravnej siete st pospajané tsekmi dopravnej siete. Uzly i Giseky dopravnej
siete moZu mat rozne Ciselné charakteristiky. Najcastejsimi charakteristikami
tiseku dopravnej siete st dizka a priepustnost tiseku. S uzlom sa Gasto spéaja
jeho naro¢nost na obsluhu, kapacita uzla (ak je uzol dodavatelom) alebo jeho
poziadavky (ak je uzol odberatelom). Podla charakteru rieSeného problému
uzlom i isekom mozu byt priradené aj mnohé dalsie ¢iselné charakteristiky ako
spolahlivost, ndklady na tdrzbu, ¢asové zdrzanie pri prechode tisekom ¢i uzlom
a podobne.

Useky dopravnej siete mozu byt prechddzané v oboch smeroch (obojsmerné
useky), alebo je dovolené prechadzat ich len v jednom smere.

Zakladnym prostriedkom na modelovanie dopravnej siete je graf a digraf.

» , . o
3.2 Extremalne cesty v dopravnych sietach
Vjznamnym problémom pre dopravnu logistiku je hladanie optimélnej cesty

v dopravnej sieti. Kritérium optimality moze byt rozne. Najcastejsou poziadav-
kou je hladanie najkratsej cesty — cesty s minimélnou dlzkou.
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3.2.1 Najkratsia cesta

Nagkratsia orientovand u—v cesta v digrafe G = (V| H, ¢) je ta orientovana u—v
cesta, ktord ma najmensiu dizku. Nagkratsia u—v cesta v grafe je definovana
analogicky.

V tejto Gasti sa budeme venovat hladaniu najkratSej cesty v digrafe. Pre
neorientovany graf sa problém prevedie na hladanie cesty v orientovanom grafe
— digrafe tak, Ze kazd4 neorientovand hrana {u,v} sa nahradi dvojicou oriento-
vanjch hran (u,v), (v,u) s rovnakou dizkou, ako mala hrana {u,v}.

Pre vypocet najkratsej cesty v digrafe existuje mnoho algoritmov. Uvedieme
z nich dva - zdkladny algoritmus a Dijkstrov algoritmus.

Algoritmus 3.1. Zakladny algoritmus na hladanie najkratSich u—v ciest
z pevného vrchola v € V do vSetkych ostatnych vrcholov v € V' v hranovo
ohodnotenom digrafe G = (V, H, ¢) s nezdpornou cenou hrany c(h).
Krok 1: Inicializacia. Pre kazdy vrchol ¢ € V prirad dve znacky t(i) a x(i).
Znacka t(i) predstavuje horny odhad dizky doteraz najdenej najlepsej u—
i cesty a x(i) je jej predposledny vrchol. Poloz t(u) = 0, t(i) = oo pre
i€V, i#uax(i)=0pre kazdé i € V.

Krok 2: Hladaj orientovant hranu (i,j) € H, pre ktort plati t(j) > t(i) +
c(i, 7). Ak taka hrana existuje, potom poloz t(j) := (i) + ¢(4, 5), x(j) := ¢
a opakuj Krok 2.

Krok 3: Ak taka hrana neexistuje, potom #(i) predstavuje dizku najkratsej
u—i cesty pre kazdy vrchol i. NajkratSiu u—i cestu zostroj potom spétne
pomocou znaciek z(i) ako cestu prechddzajicu vrcholmi

i a(i), x(z(0), x(x(z(0)), - -, u,

teda tato najkratsia cesta bude maf tvar

o w(a(@(i), (w(2(x(i)), 2(x(i)), w(x(2)),

hrana

(w(x(i)), (i), 2(2), (x(i), i),
—_— ——
hrana hrana
Ako jeden z najefektivnejsich uvadzame nasledujtci Dijkstrov algoritmus.

Algoritmus 3.2. Dijkstrov algoritmus na zostrojenie najkratsej u—v cesty
v hranovo ohodnotenom digrafe G = (V, H, ¢) s nezdpornym ohodnotenim hrén.
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Krok 1: Inicializacia. Pre kazdy vrchol ¢ € V prirad dve znacky t(i) a x(i).
Znacky t(i) budt dvojakého druhu, a to docasné (ktoré sa este v priebehu
vypoétu mozu zmenit) a koneéné (ktoré sa uz nemodzu zmenit).

Poloz t(u) =0, t(i) = oo prei € V, i # u a (i) = 0 pre kazdé i € V. Zvol
riadiaci vrchol 7 := u a znacku t pri vrchole u = r prehlas za koneén1.

Krok 2: Ak je r = v, stop. Znacka t(v) predstavuje dlzku najkratsej u—v
cesty. Najkrat$iu u—v cestu zostroj potom spitne pomocou znaciek x(7)
ako cestu prechadzajicu vrcholmi

v, z(v), 2(x(v)), z(x(z(v))), . u,

teda t4to najkratsia cesta bude maft tvar

U a(@(2(v)), (2 (z(v)), 2(x(v))), 2(2(v)),

hrana

(@(x(v)), z(v)), 2(v), (x(v), v), v
~—_——— ——

hrana hrana

Inak pre v8etky hrany tvaru (r, j) € H, kde j je vrchol s do¢asnou znackou,
urob:

Ak t(j) > t(r) + c(r, j), potom t(j) := t(r) + c(r, 5), x(j) :=r.

Krok 3: Zo vSetkych docasne oznacenych vrcholov najdi ten vrchol i, ktory
mé znacku ¢(7) minimélnu. Znacku pri tomto vrchole i prehlas za koneént
a zvol novy riadiaci vrchol r := i. (Pokial existuje viac vrcholov s rovnakou
minimélnou znackou, aka méa vrchol i, za definitivhu znacku moézeme
prehlésit len znacku pri jednom z tychto vrcholov — ten potom berieme za
riadiaci. Na tie dalsie dojde v nasledujicich krokoch vypoctu). Chod na
Krok 2.

Ak v kroku 2. nahradime podmienku zastavenia algoritmu ,,Ak je r = v
podmienkou ,, Ak st vSetky vrcholy oznacené definitivnymi znackami, alebo ak
t(r) = oo, potom algoritmus vypocita vSetky najkratsie cesty u—i cesty, pricom
t(i) predstavuje dizku najkratsej u—i cesty pre kazdy vrchol i.

Pri oboch algoritmoch sa moZe stat, ze pre niektoré vrcholy ¢ dostaneme
t(i) = oco. Do takychto vrcholov nevedie Ziadna orientovana cesta z vrchola w.

Algoritmus 3.3. Label-set a Label-correct implementacia algoritmu na
hladanie najkrat$ich u—v ciest z pevného vrchola v € V' do v8etkych ostatnych
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vrcholov v € V' v hranovo ohodnotenom digrafe G = (V, H,c¢) s nezédpornou
cenou hrany c(h).

Krok 1: Inicializicia. Poloz t(u) := 0, t(i) == coprei € V, i Zu a z(i) :=0
pre kazdé i € V. Poloz & := {u}.

Krok 2: Vyber r € £, poloz £ := & — {r}.
Pre vSetky hrany tvaru (r,j) € H urob:
Ak t(5) > t(r)+c(r, 5), potom t(j) := t(r)+c(r, 7), z(j) :=r, £ == EU{j}.

Krok 3: Ak & # (), chod na Krok 2.
Ak £ = (), potom t(i) predstavuje dizku najkratsej u—i cesty pre kazdy
vrchol 4. Najkratsiu u—i cestu zostroj potom spétne pomocou znaciek x(7)
ako v predchadzajtcich dvoch algoritmoch.

Ak v druhom kroku algoritmu 3.3 vyberdme r € £ lubovolne, dostdvame
implementaciu zékladného algoritmu, ktort volame label correct algoritmus. Ak
za prvok r € & vyberdme prvok s najmensou znackou ¢(), potom dostaneme
implementéciu Dijkstrovho algoritmu, ktorti volame label set algoritmus. Pre
label correct algoritmus je vyhodné organizovat £ ako zdsobnik, pre label set
algoritmus sa &£ organizuje ako prioritny front, pripadne ako halda.

3.2.2 Cyklus zapornej dizky v digrafe

Vsetky spominané algoritmy pre najkrat$iu cestu st rychle. D4 sa ukézat, Ze
ich zlozitost je polynomialna, ak sa pouziji pre digrafy s nezdpornym ohodno-
teniami hran. Pre pripad vSeobecného ohodnotenia hran je vsak situdcia zlozi-
tejsia.

Obr. 3.1: Digraf a graf so vSeobecne ocenenymi hranami,
v ktorych Dijkstrov algoritmus zlyhava napriek neexistencii
cyklu zapornej ceny, ak pocitame vzdialenosti z vrchola 1

Hladanie najkratsej cesty vo vSeobecne ohodnotenom grafe je tiloha polyno-
mialne ekvivalentnd s tlohou obchodného cestujuceho — je to NP-tfazka tloha.
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V pripade, ze v digrafe existuju hrany zapornej dlzky, Dijkstrov algoritmus ne-
bude pracovaf spravne a ostatné spominané algoritmy sa zacyklia (nikdy sa
nezastavia) v pripade, ze v digrafe existuje cyklus, ktorého dizka je zaporna.

V pripade, Ze vo vSeobecne ohodnotenom digrafe neexistuje cyklus zdpornej
dlzky, tloha hladania najkratsej cesty ostava tilohou s polynomialnou zlozitostou
a este stale moZno pouzit zdkladny algoritmus, resp. label-correct algoritmus na
vypocet najkratsich ciest.

Ulohu hladania najdlhsej cesty v digrafe G = (V, H,c) mo#no previest na
tilohu hladania najkratsej cesty v digrafe G = (V, H,d), kde d(h) = —c(h) pre
vietky hrany h € H. Ak digraf G neobsahuje cyklus zapornej dizky, je tloha
hladania najdlhsej cesty v povodnom digrafe G polynomidlne riesitelna.

Nech teraz G = (V, H, ¢) je vSeobecne ohodnoteny graf, nech h = {u,v} € H
je hrana so zipornou cenou c¢(h) < 0. Ako uz bolo spomenuté, najkratsiu cestu
v grafe G hladdme ako najkratsiu cestu v digrafe s rovnakou mnozinou vrcholov
a mnozinou hran, ktord ku kazdej hrane {z, y} € H obsahuje dvojicu hran (z,y),
(y,z), obe s cenou rovnou c{x,y}. Ak v8ak cena hrany h = {u,v} € H bola
zaporna, potom u, (u, v),v, (v, u), u je cyklus zapornej dlzky a preto st algoritmy
na hladanie najkratsej cesty pre vSeobecne ohodnotené grafy nepouzitelné.

Ostava otazkou, ¢i existuju asponn polynomialne algoritmy na zistenie cyklu
zapornej dizky vo vSeobecne ohodnotenom digrafe. Odpoved na ttto otézku
dava nasledujuci algoritmus:

Algoritmus 3.4. Algoritmus na hladanie cyklu zapornej dlzky vo vSe-
obecne ohodnotenom digrafe.
Krok 1: Inicializacia. Poloz ¢(i) := 0, (i) := 0 pre vSetky i € V.
Poloz £ :=V.

Krok 2: Vyber r € £, poloz £ := & — {r}.
Pre vSetky hrany tvaru (r,j) € H urob:
Ak t(5) > t(r) + c(r, j), potom

o t(j):=t(r)+c(r,g), z(j) =r, E:=EU{j}.
e poloz k:=1,p1:=j
do ppy1 :=x(pr), k =k +1
while (x(pr) # 0 AND x(pg) # j)
— Ak py, = 0, preznacenim nevznikol cyklus. Pokracuj krokom 3.

— Ak p;. = j, potom sme nasli cyklus zapornej dizky. Je to cyklus
uréeny vrcholmi j = pg, pg—1,--.,p1 = j. STOP.
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Krok 3: Ak & # (), chod na Krok 2.
Ak £ = (), potom v digrafe G neexistuje cyklus zapornej dlzky. STOP.

3.2.3 Vypocet matice vzdialenosti

Kilometrovnik — matica vzdialenosti je Casto potrebnym tdajom v dopravnej
i skladovej logistike. MoZno ju vypodéitat opakovanim Dijkstrovho algoritmu
(alebo iného podobného algoritmu) postupne pre vetky u € V. Tento postup
bol v pionierskych ¢asoch vypoctovej techniky preferovany, lebo Setril pamét
i vypoctovy cas.

Nasledujuci algoritmus pocita naraz celt maticu vzdialenosti. Pre svoju
jednoduchost je mimoriadne Tahko implementovatelny.

Algoritmus 3.5. Floydov algoritmus na vypocet matice vzdialenosti vrcho-
lov v hranovo ohodnotenom grafe alebo digrafe G = (V, H,¢), kde ¢(h) > 0.

Krok 1: Zostroj maticu C = (¢;5), ktorej prvky st definované takto:
ci; =0 prevsetky 1€V
a pre vsetky i, j, také, ze i # j

o c(i,j), ak{i,j} € H,resp. (i,j) € H
Yoo, ak{i g ¢ H, resp. (i,5) ¢ H
a maticu X
xy; =1t prevsetky 1€V
a pre vSetky i, j, také, ze i # j

o i , ak{i,j} € H,resp. (i,j) € H
Y |oo,  ak {i,j} ¢ H, resp. (i,5) ¢ H

Krok 2: Urob pre vSetky k =1,2,...,n = |V
Pre vSetky i # k také, Ze c;, # 00, a pre vSetky j # k také, ze cp; # oo,
urob:
Ak c;j > cir + ckj, potom poloz:

Cij '= Cik + Ckj

Tij = Tkj
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Po skonceni Floydovho algoritmu je matica C maticou vzdialenosti vrcholov
grafu, resp. digrafu G a matica X obsahuje pre kazda dvojicu vrcholov i,
j predposledny vrchol najkratSej i—j cesty. Ak potrebujeme najst najkratSiu
i—j cestu, vyuzijeme maticu smernikov X takto: Pre predposledny vrchol j;
najkratsej i—j cesty je j1 = x;;. Dalsi vrchol tejto cesty (odzadu) je jo = zij,,
dalsi j3 = x;j, atd., pokial neddjdeme do vrchola i.

V pripade, ze potrebujeme len vzdialenosti a nepotrebujeme rekonstruovat
prislusné najkratsie cesty, mozno algoritmus pouzit bez pocitania matice X.

3.2.4 NajspolahlivejSia cesta v dopravnej sieti

Majme tseky dopravnej siete ohodnotené ich spolahlivostou. Spolahlivost tseku
je definovana ako pravdepodobnost jeho tspesného prechodu. Modelom pri-
slusnej siete je digraf alebo graf G = (V, H,c) kde ohodnotenie ¢(h) predsta-
vuje spolahlivost hrany h (pravdepodobnost Gspesného prechodu hranou), t. j.
0 < ¢(h) < 1. Nech m(u,v) je u—v cesta. Spolahlivost cesty m(u,v) — s(m(u,v))
— definujeme nasledujtco:

hem(u,v)

Hladdme cestu, ktord ma maximalnu spolahlivost s(m(u,v)).

Pretoze je funkcia log(x) (desiatkovy logaritmus) rasttcou funkciou, je spo-
Tahlivost cesty m(u, v) s(m(u,v)) = [Iep(u,v) ¢(h) maximalna prave vtedy, ked
je maximéalny vyraz:

log(s(m(u,v)) =log | [[ )] = > log(e(h)

hem(u,v) hem(u,v)

Posledny vyraz je maximdlny préve vtedy, ked je stcet 3., (,,) — log (c(h))
minimélny. Pretoze 0 < c(h) < 1, je —log(c(h)) neziporné ¢islo. Pre cestu
m(u,v) je X pemu,v) — 108 (c(h)) vlastne dlzkou cesty v hranovo ohodnotenom
grafe G = (V, H, ¢) s cenou hrany ¢(h) = —log (c(h)).

7 poslednych tvah vyplyva nasledujici postup: u—v cestu maximélnej spo-
lTahlivosti v grafe, resp. digrafe G = (V, H,c) hladdme ako najkrat$iu cestu
v grafe, resp. digrafe G = (V,H,¢), kde pre cenu hrany ¢ plati &(i,j) =
- IOg (C(ia .7))

Pre popisanti metédu moézeme pouzif namiesto desiatkového logaritmu loga-
ritmus pri akomkolvek zdklade z > 1.



88 KAPITOLA 3. DOPRAVNA A DISTRIBUCNA LOGISTIKA

3.2.5 Cesta maximalnej priepustnosti

Pri preprave nadrozmernych nakladov je nutné navrhnut cestu od odosielatela
k prijemcovi, ktord obsahuje tiseky s dostato¢nou priepustnostou (Sirkou cesty,
nosnostou mostov, vyskou podjazdov, polomerom zatdcok atd.). Priepustnost
takejto cesty je dand minimom priepustnosti jej tsekov. Stojime teraz pred
problémom néajst cestu s maximdalnou priepustnostou. Metddy tedrie grafov
pomahaju riesit i tieto logistické problémy.

Matematickym modelom dopravnej siete s kapacitne obmedzenymi tisekmi
je hranovo ohodnoteny graf G = (V, H, ¢), v ktorom ¢(h) > 0 znamend priepust-
nost hrany h. Priepustnost ¢(m(u,v)) u—v cesty (sledu, polosledu, atd.) m(u,v)
definujeme ako

c(mlu,0)) = min {e(h)},
hem(u,v)
t. j. ako minimum z priepustnosti vSetkych hrén cesty (sledu, polosledu atd.)

Na hladanie cesty maximalnej priepustnosti budeme potrebovat niekolko
nasledujucich pojmov:

Strom je suvisly graf, ktory neobsahuje cyklus.

Kostra stuvislého grafu G = (V, H) je taky jeho podgraf obsahujtci vSetky
vrcholy z V', ktory je stromom.

Nech G = (V, H,¢) je hranovo ohodnoteny graf, K kostra grafu G. Cena ¢(K)
kostry K je sucet ohodnoteni jej hran.

Nagjlacnejsia kostra v grafe G je kostra s najmensou cenou.

Najdrahsia kostra v grafe G je kostra s najviac¢sou cenou.

Algoritmus 3.6. Kruskalov algoritmus na hladanie najdrahsej kostry st-
vislého hranovo ohodnoteného grafu G = (V, H, ¢).

Krok 1: Zorad hrany podla ich ohodnotenia zostupne do postupnosti P.

Krok 2: Nech prvé hrana v postupnosti P je hrana {u, v}.
Vyla¢ hranu {u, v} z postupnosti P a ak s uz vybranymi hranami nevyt-
vara cyklus, zarad ju do kostry.

Krok 3: Ak je pocet vybranych hran rovny |V|—1, STOP. Inak GOTO Krok 2.

Ak v kroku 1 zoradime hrany grafu podla ich ohodnotenia vzostupne, vy-
sledkom algoritmu bude najlacnesia kostra grafu G.

D4 sa ukdzat, Ze ak K je najdrahsia kostra v stvislom hranovo ohodnotenom
grafe G = (V, H, ¢), potom pre fubovolné dva vrcholy u,v € V je (jedind) u—v
cesta v K u—v cestou maximalnej priepustnosti v G. S vyuzitim tejto skuto¢nosti
mozno navrhnit nasledujici algoritmus:
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Algoritmus 3.7. Algoritmus na hladanie u—v cesty maximAalnej prie-
pustnosti v stivislom hranovo ohodnotenom grafe G = (V, H, ¢).

Krok 1: V grafe G zostroj najdrahsiu kostru K.

Krok 2: Pre Iubovolné dva vrcholy u,v € V je (jedind) u—v cesta v K u—v
cestou maximalnej priepustnosti v G.

Uvedeny algoritmus sice ndjde u—v cestu maximéalnej priepustnosti, no tato
nemusi byt a spravidla ani nebjva optimélnou z hladiska prejdenej vzdialenosti.
Ak by sme chceli najst najkratSiu u—v cestu s maximdlnou priepustnostou,
potrebujeme mat v prisluSnom grafe okrem kapacitného ohodnotenia hran aj
ohodnotenie vyjadrujice ich dizku.

Algoritmus 3.8. Algoritmus na hladanie najkratSej u—v cesty s maxi-
malnou priepustnostou v stivislom hranovo ochodnotenom grafe
G = (V,H,c,d), kde c(h) je priepustnost a d(h) je dlzka hrany h € H.

Krok 1: V grafe G ndjdi cestu m(u, v) maximélnej priepustnosti vzhladom na
ohodnotenie hran c¢. Nech C je priepustnost cesty m(u,v).

Krok 2: Vytvor graf G’ = (V, H',d), kde H' = {h|h € H, ¢(h) > C}
(H' obsahuje len tie hrany povodného grafu, ktoré maju priepustnost
v&ESiu alebo rovnu nez C).

Krok 3: V grafe G’ najdi najkratsiu u-v cestu vzhladom na ohodnotenie
hréan d.

3.2.6 Modelovanie zakazanych odboceni v dopravnej sieti

Pri rieseni praktickych optimaliza¢ngch tloh v dopravnych sietach (napr. Jana-
ek [23], Janosikova [24]) sa moZeme stretnit s potrebou zohladnit bezné obme-
dzenie pohybu dopravnych prostriedkov — zakdzané odbocovanie. Takychto za-
kazanych odboceni (najmé lavych) v cestnej doprave stale pribida s jej rasticou
intenzitou, v kolajovej doprave je bezné a vyplyva z jej technolégie. Dostupné
pocéitac¢ové systémy na vypocet optimalnych tras (napr. AutoRoute) ani $pecia-
lizované programy (napr. [14], Janosikova a kol. [21]) vSak s tymto obmedzenim
nepocitaja.

Problém najkratsej trasy z miesta u do miesta v v dopravnej sieti sme
modelovali v ¢asti 3.2.1 (str. 82) ako tlohu o najkratSej u—v ceste v hranovo
ohodnotenom digrafe a na jej rieSenie sme uviedli niekolko algoritmov.
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Obr. 3.2: Zakazané lavé odbodenie

Zékaz odbocenia v niektorom uzle v dopravnej siete mozeme slovne popisat
takto: Ak prichddza$ do kriZovatky v siete smerom od krizovatky u, nesmies
z krizovatky v pokracovat do krizovatky w — obrazok 3.2. V reéi tedrie grafov:
Cesta (resp. tah alebo sled) reSpektujtici zakdzané odbodenie nesmie obsahovat
bezprostredne za sebou hrany (u,v) a (v, w) — eSte presnejsie, sled ako striedava
postupnost vrcholov a hrén nesmie obsahovat podpostupnost (u,v),v, (v, w).

Zakézané odbocenia mozeme teda popisat mnozinou zakdzanych usporia-
danych dvojic susednych hran. Sled (resp. fah, cestu) reSpektujici zakizané
odbocenia nazveme pripustnym sledom v dopravnej sieti so zakdzanymi odbo-
¢eniami.

Poznamka k notéacii. Pre rozliSenie usporiadanej dvojice hran od samotnej hrany
digrafu G (ktord je definovand ako usporiadana dvojica vrcholov grafu G) bu-
deme usporiadant dvojicu hran vkladat do hranatych zatvoriek — [(u, v), (v, w)].

®
W\

O ~—0—>0
4

©

Obr. 3.3: Digraf so zakdzanym odbocenim
V tomto digrafe neexistuje pripustna u-w cesta.
Pripustny u—w sled je uréeny vrcholmi u, v, x, y, v, w.
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Hladanie najkratsej pripustnej cesty v digrafe so zakdzanymi odboceniami je
uz tuloha zlozitejsia ako hladanie najkratsej cesty. Ako vidiet z obr. 3.3 pripustna
u—w cesta neexistuje. Musime teda hladat najkratsi pripustny u—w sled.

Ulohu o najkratsej trase so zakdzanym odbocovanim vozidiel mozeme for-
mulovat takto:

Nech je dany hranovo ohodnoteny digraf G = (V, H, ¢) s mnozinou vrcholov V,
s mnozinou orientovanych hran H a ohodnotenim hran ¢ predstavujicim ich
dlzku.

Nech je dand mnozina zakazanych odboceni tvorena niektorymi usporiadanymi
dvojicami susednych hran

Z = {[(u,v), (v,w)] | (u,v) € H, (v,w) € H,

[(u,v), (v,w)] je zakézané odbocenie} .

Potom pripustnym u—v sledom v digrafe G so zakizanym odboc¢ovanim
Z rozumieme striedavi postupnost vrcholov a hran zacdinajicu vo vrchole u
a konéiacu vo vrchole v.

u =", (’Ul,’l)z),’l)2, (UQ,U?,),'U3, ceey (vnflavn);vn =,

kde (vi—1,v;) € H pre i = 2,3,...,n a kde [(vi—1,v;), (vi,vit1)] ¢ Z pre
1=2,3,...,n—1.
Nagou tlohou je teda ndjst pre dané koncové vrcholy u a v najkratsi pripustny
u—v sled v digrafe so zakadzanym odbocCovanim Z.
Ozna¢me symbolom Iy mnozinu vSetkych usporiadanych dvojic typu (v, v),
kde v € V| t. j.
Iy ={(v,v) v eV}

Zostrojme hranovo ohodnoteny digraf Gy = (Vy, En,d) s mnozinou vrcho-
lov Vy:
Vg =HUIy (3.1)

a mnozinou orientovanych hran Fp:

En ={[(z,9), (,2)] | (x,y) € H, (y,2) € H}U

Mnozina vrcholov Vi je tvorena vSetkymi hranami pévodného digrafu a naviac
vSetkymi usporiadanymi dvojicami typu (v,v). Mnozina orientovanych hran
Ey je tvorend mnozinou usporiadanych dvojic [(u,v), (v,w)] susednych hran
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povodného digrafu G, ktoré nie st zakdzanymi odbocovaniami Z a mnozinou
vSetkych usporiadanych dvojic typu [(z, x), (xy)] a typu [(z,v), (v,y)], kde = €
V,y eV, (z,y) € H. KaZd4 hrana z Fy je teda usporiadanou dvojicou typu
[(z,9), (y,2)].

Ohodnotenie orientovanych hran d : E — R definujeme pomocou ohodnotenia
¢ orientovanych hran digrafu G takto:

0 akr =y

c(e.y) akaz#y (33)

d(z, ), (y,2)] = {

Majme (u,u)—(v,v) cestu v digrafe Gp. Této cesta ma podla definicie tvar:
(’LL, u) = hi, [hlv h2]a ha, ..., [hnfla hn]v hn = (’U, ’U), (34)

kde [h;—1,h;] € Eg pre i = 2,3,...,n — 1 a v ktorej sa vrcholy neopakuji.
Dizka (u,u)—(v,v) cesty 3.4 je

d[hl, hz] + d[hg,hg] + -+ d[hnfl,hn] = C(hl) + C(hg) + -+ C(hnfl).

Majme pripustny u—v sled v digrafe G so zakizanymi odboceniami Z:

U1, (vla 1)2)77)27 (’02, 1)3)77)37 RN (vnfla vn)vvnv (35)

kde v1 = u, v, = v.
Potom tomuto sledu zodpoveda sled v digrafe Gg:

(vlvvl)a [(vlvvl)a (1)1,1)2)], (1)1,1)2), [(1)1,1)2), (1)2,1)3)], (1)2,1)3), B

[(Vn-2,Vn-1), (Va—1,0)]; (Vn-1,Vn), [(Vn-1,Vn), (Vn, vn)]; (Un, vn).  (3.6)

Oba sledy (3.5), (3.6) maji rovnaku dizku, a to Z?;ll c(vi, Vig1).
Naopak, kazdému sledu (3.6) v digrafe Ggy zodpovedd pripustny sled (3.5)
v digrafe G so zakdzanymi odbo¢eniami Z s rovnakou dizkou.
N4jst najkratsi pripustny u—v sled v digrafe G so zakézanymi odboceniami
Z znamend najst najkrat$iu cestu v prislusnom digrafe Gy skonstruovanom
podla vztahov (3.1), (3.2), (3.3). Ulohu hladania najkratsieho pripustného sledu
v digrafe so zakdzanymi odboceniami sme tak previedli na klasickii tlohu
hladania najkratSej cesty, na ktort mozeme pouzit prislusné zname algoritmy.
D4 sa ukézaft, ze vysledny optimalny sled v povodnom digrafe G je tahom —
neobsahuje ziadnu hranu dvakrat.
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Na tomto mieste je nutné spomennt, ze uvedeny postup nie je prvym poku-
som o modelovanie tras so zakdzanym odbocovanim. Je zndmy model pomocou
tzv. polarnych grafov (napr. Zelinka [55]). Model s polarnymi grafmi vSak na-
viac vyzaduje tvorbu $pecidlneho grafového algoritmu a pri praktickej realizacii
aj nasledna tvorbu zvlastneho programu.

Iny pristup pomocou multi-polarizovanych grafov uvadza Cerny v [6]. Na§ po-
stup previedol dany problém na klasickil llohu o najkratsej ceste bez nutnosti
zavadzania novych pojmov a konstrukcie Specidlneho algoritmu.

Navrhnuty postup bol uspesne pouzity pri modelovani sieti autobusovej
dopravy niekolkych miest a tiez na elektricovii dopravu v Prahe. Ocetfiovanou
vlastnostou tvorby optimélnych tras bolo modelovanie otadcania sa elektriciek
na kone¢nych zastavkach liniek. Prinieslo totiz necakane vysoku 24% priemernt
usporu vzdialenosti vzhladom na rutinné riesenia.

3.3 Toky v sietach

V tejto casti budeme pod siefou rozumief hranovo ohodnoteny digraf G =
(V,H,c,d), v ktorom ohodnotenie c¢(h) > 0 kazdej orientovanej hrany h € H je
celociselné a predstavuje priepustnost hrany h, d(h) > 0 je dizka orientovanej
hrany, a v ktorom existuje prave jeden vrchol z taky, z ktorého hrany len
vychadzaji a prave jeden vrchol u taky, ze do ktorého hrany len vchadzaju.
Vrchol z nazveme zdroj, vrchol u nazveme dustie.

Tokom v sieti G = (V,H,c) nazveme celo¢iselni funkciu y : H — R
definovant na mnozine orientovanych hran H, pre ktoru plati:

1. y(i,j)>0 V(i,j)eH 7)

2. y(i,5) <e(i,j) V(,j) e H 8

3. Z y(i,v) = Z y(v,j) YweV,v#u, v#£z (3.9)
(i, el (U’J%GH

4 ) yEN= ) vyl (3.10)
e (i )

Velkostou F(y) toku y nazveme ¢islo (3.10) Hovorime, Ze tok y v sieti G je
mazimdlny, ak mé najviacsiu velkost zo vietkych moznych tokov v sieti G. Cenou
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toku y nazveme Cislo

D(y)=Y_dh).y(h)= > d(i,j)y(i,j)
heH i,
(i,5)€H
Majme siet G = (V, H, ¢,d) s tokom y, v, w € V. Nech m(v, w) je v—w polo-
cesta v GG, nech h je orientovand hrana tejto polocesty. Rezervu hrany v poloceste
m(v,w) definujeme nasledujico:

y(h) ak je hrana h pouzitd v m(v,w) proti smeru orientécie

(3.11)

Rezerva polocesty (resp. rezerva polocyklu) m(v,w) je minimum rezerv hran

tejto polocesty (resp. polocyklu). Hovorime, Ze polocesta zo zdroja do tstia
m(z,u) je zlepsujica polocesta, ak ma kladnt rezervu.

Hovorime, Ze polocyklus C je zlepsujici polocyklus , ak ma kladnt rezervu a ak

LC)y= Y dh) — > dh)<0

r(h) = {c(h) —y(h) ak je hrana h pouZitd v m(v,w) v smere orientacie

h, heC h, heC
h je v smere h je proti
orientacie smeru orientacie

Plati nasledujtca Fordova Fulkersonova veta:

Veta 3.1. Tok y v sieti G je mazimdlny prdve vtedy, ked v sieti G s tokom y
neexistuje zlepsujiuca polocesta.

Tok y je tokom s minimdlnou cenou medzi vietkymi tokmi velkosti F(y) prdve
vtedy, ked v sieti G s tokom y neezistuje zlepsujici polocyklus.

Algoritmus 3.9. Ford — Fulkersonov algoritmus na hladanie maximal-
neho toku v sieti G=(V,H,c).
Krok 1: Zvol v sieti podiatoény tok y, napriklad nulovy tok.

Krok 2: Najdi v sieti G s tokom y zvii¢Sujicu polocestu m(z, u).
Krok 3: Ak zvicSujica polocesta neexistuje, tok y je maximalny. STOP.
Krok 4: Ak zviéSujaca polocesta m(z,u) existuje zmen tok y nasledujico:

y(h ak h nelezi na ceste m(z,u)
y(h) :== ¢ y(h) +r ak h lezi na ceste m(z,u) v smere svojej orientacie

y(h) —r ak h lezi na ceste m(z,u) proti smeru svojej orientacie

GOTO Krok 2.
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Algoritmus 3.10. Algoritmus na hladanie najlacnejSieho toku danej
velkosti v sieti G = (V, H, ¢, d).

Krok 1: Zac¢ni tokom y v sieti G = (V, H, ¢, d) danej velkosti.
Krok 2: V sieti G s tokom y néjdi zlepsujuci polocyklus C'.

Krok 3: Ak zlepsujuci polocyklus neexistuje, tok y je najlacnejsi zo vsetkych
tokov svojej velkosti. STOP.

Krok 4: Ak C je zlepsujuci polocyklus, zmen tok y nasledujico:

y(h) ak h nelezi na polocykle C
y(h) :== qy(h) +r ak hlezi na polocykle C v smere svojej orientacie

y(h) —r ak h lezi na polocykle C proti smeru svojej orientécie

GOTO Krok 2.

3.4 Siete s viacerymi zdrojmi a astiami

V praktickom Zivote sa stretdvame aj so siefami, ktoré maji mnoho zdrojov
a mnoho tGsti. Taktto situdciu mozno modelovat sietou G s niekolkymi zdrojmi
a ustiami. Aby sme tato situdciu prisposobili ndSmu modelu s jednym zdrojom
a jednym tustim, priddme ku grafu G jeden fiktivny zdroj a jedno fiktivne ts-
tie. Od zdroja vedieme orientované hrany k vsetkym zdrojom siete G. Kapacitu
hrany typu (fiktivny zdroj, zdroj) mozeme definovat ako nekoneéni, ale ponika
sa aj moznost definovanim konec¢nej kapacity tejto hrany definovat kapacitu pri-
slusného zdroja. Podobne vedieme orientované hrany s neohrani¢enou kapacitou
(alebo kapacitou prislusného ustia) od vSetkych usti siete G k fiktivnemu tstiu.
Dostavame tak sief v nasom doterajSom zmysle, v ktorej modZzeme vyriesit vietky
kapacitné a optimalizacné problémy tykajtce sa siete G.

3.5 Dopravna uloha a jej varianty

3.5.1 Formulacia klasickej dopravnej ulohy

Mame p dodavatelov Dy, Dy, ..., D, s kapacitami a1, ag, . . ., a, a ¢ odberatelov
01,02, ...,0, s poziadavkami by,bs,...,b,. Néklady na prepravu jednotky
tovaru od dodéavatela D; k odberatelovi O; st d;;. NaSou tlohou je uréit, kolko
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Obr. 3.4: Pridanim fiktivneho zdroja a fiktivneho ustia
k sieti s viacerymi zdrojmi a tstiami
dostaneme siet s jednym zdrojom a jednym Ustim

tovaru od ktorého dodavatela ku ktorému odberatelovi doviezt tak, aby sme
rozviezli ¢o najviac tovaru tak, aby ani kapacity dodavatelov, ani poZiadavky
odberatelov neboli prekroc¢ené a tak, aby celkovd cena za prepravu vsetkého
tovaru bola ¢o najmensia. Takto formulovana tloha sa vola dopravnd uloha.

3.5.2 Model linearneho programovania
pre dopravnu ulohu

Pre dopravnt tlohu existuje niekolko matematickych modelov. Model linedrneho
programovania je nasledujuci.

Predpokladajme najprv, ze stdet poziadaviek odberatelov je rovny sucétu
kapacit dodavatelov, t. j. >57_; a; = 37, b;. Takito dopravna tiloha sa nazyva
vybilancovand. Nech X je matica realnych cisel typu p x g, ktorej prvok x;;
znamenda mnozstvo tovaru dovezené od dodévatela D; k odberatelovi O;. Potom
celkovd cena za prepravu vietkého tovaru bude Y°7_) >79_, dijxij.

Vyriesit dopravnu tlohu znamend uréit prvky matice X tak, aby

P q
Z Z di;jx;; bolo minimalne (3.12)
i=1 j=1

q

za predpokladov Z rij=a; Yi=1,2,...,p (3.13)
j=1
P

D wy=b; Vji=1,2,...,q (3.14)

2; >0 Vi=1,2...,p Vj=1,2,...,q  (3.15)
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Dvojitd suma v (3.12) znamend celkové prepravné naklady, podmienka (3.13)
znamend, ze od kazdého dodéavatela D; prepravime celé pontikané mnozstvo a;,
podmienka (3.14) znamend, ze kazdému odberatelovi dovezieme vSetko poza-
dované mnozstvo tovaru b;. Podmienka (3.15) hovori, Ze nemozno prepravovat
zaporné mnozstva tovaru.
dor—1ai > > 7 bj, model ilohy sa zmeni tak, ze v podmienkach (3.13) bude
namiesto ,=% vztah ,<“ t. j. od kazdého dodavatela vyvezieme najviac a; jed-
notiek tovaru. Ostatné obmedzenia (3.14), (3.15) ostavaji nezmenené. Podobne,
ak >F_a; < 22:1 b;, potom sa v podmienkach (3.14) zmeni ,,=“ na ,<“.
Niektoré metdédy rieSenia dopravnej tlohy predpokladaju jej vybilancovany
tvar. Nevybilancovana tlohu prevedieme na vybilancovany pripad tak, ze ak
stdet kapacit doddvatelov prevySuje sucet poziadaviek odberatelov, t. j. ak
>t > 3% bj, potom doddme fiktivneho odberatela Oy41 s poziadavkou
bgt1 =D 0 a; — E?Zl b; a vietkymi prepravnymi ndkladmi d; 1) nulovymi.
Analogicky v pripade Y7 ., a; < 221‘:1 b; doddme fiktivneho dodavatela.

i=1

3.5.3 Model teorie grafov pre dopravnu tlohu

Na rieSenie tejto tlohy zostrojme siet G's mnozinou vrcholov V' = V;UVLU{z, u},
kde V7 je mnoZina vsetkych dodavatelov, V5 mnozZina vSetkych odberatelov, z
je fiktivny zdroj a u fiktivne tustie. Mnozinu hran H siete G budi tvorit vsetky
hrany typu (z, D;) s kapacitou a; a nulovou cenou za prepravu jednotky tovaru,
vBetky hrany typu (O;,u) s kapacitou b; a nulovou cenou za prepravu jednotky
tovaru a nakoniec vSetky hrany typu (D;, O;) s neobmedzenou kapacitou a cenou
za prepravu jednotky tovaru rovnou d;;. Priklad grafu G pre 3 dodavatelov a 4
odberatelov je na obrazku 3.5.

Ak méame v sieti G tok y, potom velkost toku y je celkové mnoZstvo tovaru
prepravené od vSetkych dodévatelov ku vSetkym odberatelom a cena toku y je
rovna prislusnym dopravnym nékladom Ak v takto definovanej sieti G ndjdeme
najlacnejsi maximéalny tok y, potom

e poziadavka maximality toku y zaisti, Ze sa prepravi
min {Zle Wiy D5 bj} jednotiek tovaru

N T, . cr o c s . .
e skutocnost, Ze y je najlacnejsi maximalny tok zaisti, ze celkové prepravné
naklady buda najnizsie
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Obr. 3.5: Model tedrie grafov pre dopravni tlohu
s troma dodévatelmi a Styrmi odberatelmi

e Hodnoty y(D;, O;) pre vietky i = 1,2,...,p, j =1,2,...,¢ st optimalne
mnozstva tovaru, ktoré treba doviezt od dodavatela D; k odberatelovi O;.

3.5.4 Metddy riesenia dopravnej ulohy

Na riesenie dopravnej tlohy formulovanej vzfahmi (3.12) — (3.15) sa pouziva
aparat linedrneho programovania. Z neho vyplyva, ze matica optimalneho rie-
Senia X dopravnej tlohy mé najviac p + ¢ — 1 nenulovych prvkov. Tedria line-
arneho programovania pontka na rieSenie dopravnej tlohy modifikované verzie
linedrneho programovania — napr. Dantzigova primarna metdéda alebo madar-
ska dudlna metéda — obe vyuzivajice $pecidlny tvar prislusnej tlohy linearneho
programovania.

Autori vsak odporucaji pouzit na praktické vypocty algoritmy na vSeobecné
linedrne programovanie, ktoré st bezne dostupné v komerénych i volne pouZi-
telnych softvérovych balikoch a tieZ v tabulkovych procesoroch a mnohé z nich
zvladnu aj velké praktické tlohy.

Pre grafovi formuldciu maximélny tok y najdeme algoritmom 3.9 a pri-
slusny najlacnejsi tok algoritmom 3.10. Pre tlohy velmi velkého rozsahu mame
najlepsie sktisenosti s formuléciou tlohy ako tlohy hladania najlacnejsieho maxi-
malneho toku v sieti. Vhodnou implementéciou tohto pristupu mozno zvladnuf
dopravné tlohy s tisickami dodévatelov a odberatelov. Naviac tokova formulé-
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cia dopravnej tlohy umoznuje aj zovSeobecnenia dopravnej tilohy na zlozitejsiu
topoldgiu siete s viacerymi troviiami medziskladov a dal$imi Specidlnymi pod-
mienkami.

3.5.5 Dopravna uloha s medziskladmi

V niektorych pripadoch tovar od prvotnych dodavatelov (napr. vyrobcov) nejde
priamo k odberatelom, ale dopravuje sa najprv do medziskladov, odkial sa
expeduje k samotnym odberatelom.

Mame p dodavatelov Dy, Ds,..., D, s kapacitami a1, as,...,a, a ¢ odbe-
ratelov Oy, Oa, ..., Oy s poziadavkami by, bs, . . ., by. Prepravovany tovar s musi
najprv doviezt do r medziskladov Sy, Ss, ..., S;. Néklady na prepravu jednotky
tovaru od dodévatela D; k mezdiskladu S; st w;;, do medziskladu S; k odbe-
ratelovi Oy vji. Treba uréit mnozstva tovaru x;; prevezené od D; k S, a tiez
mnozstva yjk od S; k Oy tak, aby sme rozviezli ¢o najviac tovaru tak, aby ani
kapacity dodavatelov, ani poziadavky odberatelov neboli prekroc¢ené a tak, aby
celkova cena za prepravu vSetkého tovaru bola ¢o najmensia.

@ o0, W11 W@
al?o m> %0, v1 @ b1,0
o, A \N
T

@ﬁ

@oo’lu/32 >\@ 5,0

o, V24

Obr. 3.6: Model tedrie grafov pre dopravni tlohu s dvoma medziskladmi
s troma dodévatelmi a Styrmi odberatelmi

Ako model tedrie grafov pre formulovani tlohu bude digraf G s mnozinou
vrcholov V =V, UV, UV3U{z,u}, kde V; je mnoZina vSetkych dodévatelov, Va
mnozina vSetkych odberatelov, V3 mnozina vSetkych medziskladov, z je fiktivny
zdroj a u fiktivne tstie. Mnozinu hran H siete G budu tvorit vSetky hrany typu
(2, D;) s kapacitou a; a nulovou cenou za prepravu jednotky tovaru, vsetky
hrany typu (O;,u) s kapacitou b; a nulovou cenou za prepravu jednotky tovaru
a nakoniec vSetky hrany typu (D;,S;) a (S;,0Ox) s neobmedzenou kapacitou
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a cenou za prepravu jednotky tovaru rovnou wj;, resp. vj. Priklad grafu G pre
3 dodavatelov a 4 odberatelov a 2 medzisklady je na obrazku 3.6.

Riesit takto formulovant tlohu znamené najst v sieti G najlacnejs$i maxi-
malny tok.

Dodato¢nym vysledkom rieSenia moéze byt i pozadovana kapacita kazdého
skladu S, ktort dostaneme ako mnozstvo tovaru dovezeného do S; od vsetkych
dodéavatelov.

Préave popisany model dovoluje i modifikaciu, ked k formulacii tlohy dodame
ohrani¢enia na kapacity medziskladov. Nech medzisklad S; ma ohranicent
kapacitu s;. Vtedy v grafdrskom modeli G vrchol prislichajici medziskladu
S; nahradime dvojicou vrcholov SJI — vstup skladu 5}, Sjo — vystup skladu
S;, hrany typu (D;, S;) nahradime hranami typu Dj, SJI, hrany typu (S;, Oy)
hranami SJO, Oy, (oba typy s povodnou cenou a nekoneénou kapacitou) a naviac
dodédme hranu (S ]I , Sjo) s nulovou cenou a kapacitou s;.

) b)

Obr. 3.7: Modelovanie medziskladu
a) s neohranicenou kapacitou, b) s kapacitou s;

Riesit posledne formulovant tlohu znovu znamené v sieti G najst maximélny
tok s minimélnou cenou.

Tedria grafov umozituje modelovat najrozliénejSie varianty dopravnej tlohy
s roznou topoldgiou dopravnej siete, pricom vsetky tlohy vedt k hladaniu
najlacnejsiecho maximalneho toku v sieti.

3.6 Okruzné dopravné problémy

Pod nézvom dlohy okruznych jazd - (VRP) Vehicle Routing Problems sa naj-
Castejsie stretdvame s roznymi praktickymi zovSeobecneniami #lohy obchodného
cestujiceho — (TSP) Traveling Salesman Problem, ktortt mozeme formulovat
takto: Je dand konefna mnoZina miest a tabulka vzdialenosti medzi nimi. Cielom
obchodného cestujiceho je navstivif postupne vSetky mesta préve raz a vratit
sa do vychodiskového mesta pri minimalnej prejdenej vzdialenosti.
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Tieto tlohy vznikaju z praktickych potrieb dalsich technologickych obme-
dzeni pri tvorbe tras vozidiel [22], ktoré obsluhuji niektoré vrcholy dopravnej
siete. Vo firméch s vlastnym vozidlovym parkom sa rozvoz a zvoz komodit (sub-
stratu) realizuje neraz len na zaklade skusenosti a intuicie pomocou evidencie
poziadaviek na prepravu a disponibilného poc¢tu vozidiel. To spésobuje neefek-
tivne vyuzitie vozidiel. V désledku neproduktivnych jazd potom vznika aj po-
skutoénych nakladov od optimélnych byva az v rozmedzi do 30%.

Mnohé tspesné metddy rieSenia tlohy VRP vychadzaja z principov riesenia
tlohy TSP [23]. Ich podrobnu Kklasifikiciu spolu s mnoZstvom odkazov na
literatiru mozno ndjst v [1]. Dalej sa obmedzime hlavne na niektoré nase
praktické sktsenosti s rieSenim tychto tloh.

Matematicky mozeme tilohu TSP formulovat takto: Je dand koneéna mno-
zina N = {1,2,...,n} a reilna matica vzdialenosti C € R™*". Hlad4 sa taka
cyklickd permutécia = na mnozine N, ktord minimalizuje ciefovt funkciu c(7)

o) = Z Ci,m(3)- (3.16)

ieN
Cyklickej permutécii 7 = (7r(1), m(2),... ,W(n)) zodpoveda jediny cyklus Cj
Cr=1-m() > n(r(l) - - —=7"(1) =1

Poziadavka jediného cyklu v cyklickej permutécii 7 je podstatna. Ak by
sme od nej upustili, dostali by sme rieSenie zndmej polynomidlne riesitelne;
priradovacej dlohy - (AP) Assignment Problem. Jednou z mnohych formulécii
tlohy TSP je nasledujica tloha bivalentného programovania (ATSP): Najst
také x;;, aby

Z Z CijTi; — min (3.17)
iEN jEN

za podmienok: Z zi; =1 jeN (3.18)
ieN
> my=1 ie N (3.19)
JEN
Y w;=1 0 VS CN,2< S| <IN (3.20)
€S jeEN-S
z;; € {0,1} i,jeEN  (3.21)
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Tu je priradovaciu tloha (3.17), (3.18), (3.19), (3.21) formulovand pomocou
rozhodovacich premennych z;;. Podmienka (3.20) je jednou z moznych anticyk-
lickych podmienok, ktoré zabezpeéia, ze vzniknutd permutacia m,7w(i) = j pre
7;; = 1 nebude obsahovat cykly dlzky mensej nez n.

Uloha TSP patri medzi NP-tazké kombinatorické tlohy, ktoré st mimoriadne
obtazné. V literature sa im venuje stdla pozornost, o ¢om sved¢i aj vysoka ci-
tovanost zdkladnej monografie [30] z roku 1985. Doteraz nie je znadmy Ziaden
efektivny sposob jej riesenia. Pri rieSeni pomocou dynamického programovania,
ktoré pozaduje n.2" paméitovych miest, boli exaktne rieSené tlohy pre n < 70.
Nasa prakticka skusenost s formuldciou tlohy ATSP (pre inStancie so symet-
rickymi i nesymetrickymi maticami vzdialenosti) rieSenej pomocou metédy ve-
tiev a hranic programovym balikom Ip_solve [2] ndm umoznila vyriesit Glohy pre
n < 50, pricom sa ndm osved¢ilo postupné pridavanie anticyklickych podmienok
(3.20). Vyskytli sa vSak aj pripady, ked sa ndm takymto postupom nepodarilo
najst optiméalne rieSenie.

V pripade tloh véésich rozmerov (n > 70) nepredvidatelnost polynomiélne;
doby vypoctu sposobuje, ze presné metédy rieSenia st prakticky tazko pouzi-
telné a treba sa uspokojit s heuristickymi metédami, ktoré spravidla davaji
dostatocne presné aprozimativne - suboptimdlne rieSenie. Heuristické metddy sa
delia na tvoriace (s cielom nédjst nejaké ,dobré“ pripustné riesenie) a zlepsujice
(s cielom najst tpravou daného rieSenia lacnejsie riesenie).

Pre TSP je asi najznamejSou tvoriacou heuristikou pomerne jednoducha
metdda Clarka a Wrighta (greedy - paZravd), nasla uplatnenie aj vo VRP.
Startuje z nepripustného riefenian - 1 - n,n -2 —n,...,n—1 —-n —-n—1
, ktoré je tvorené mnozinou n—1 cyklami obsahujicimi vychodiskové mesto TSP,
v naSom pripade n. V dalsich krokoch sa vzdy najde najvyhodnejsia dvojica
cyklovn — -+ - ¢ —=mna n — j — --- — n, ktord maximalizuje zisk
8ij = Cin + Cpj — Cij, ak bude tato dvojica cyklov nahradend jedinym cyklom
n—--+—14—j--- —n. Pon—1 krokoch dostavame jediny cyklus, ktory sa
prehlasi za suboptiméalne riesenie metddy.

Existuje viacero zlepSeni tejto ,greedy“ metédy [50]. Osvedé¢ila sa nidm
aplikdcia Holmesovej a Parkerovej perturbacnej schémy [39], v ktorej je
ygreedy® riesenie testované postupnym docasnym zakazovanim jeho prejazdov
medzi mestami.

Algoritmus 3.11. Holmesova a Parkerova perturbac¢né schéma

Krok 1: Nech Z = () je zoznam trvalo zakdzanych jazd.
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Obr. 3.8: Priklad perturbac¢nej schémy pre tlohu TSP s 5 mestami

Krok 2: Vytvorime cyklickti permutaciu 7 nejakou tvoriacou heuristikou tak,
ze prejazdy {i1 — 7(i1),i2 — 7(i2),...,in — 7(in)} neobsahuju zakizané
jazdy z mnoziny Z.

Krok 3: Pre k = 1,2,...,n — 2 je zvolenou tvoriacou heuristikou vytvorena
cyklicka permutéacia 7y, ktora neobsahuje ziadne zakazané jazdy z mnoziny
ZU {Zk — W(Zk)}

Krok 4: Ak c¢(m.) = min{c(mg) | k=1,2,...,n — 2} < ¢(n), potom polozime
T = T £ = ZU{in — 7(iv)} a GOTO Krok 2. Ini¢ STOP
s aproximativnym riesenim 7.

Z ilustracného prikladu na obr. 3.8 vidime, Ze pri hladani novych permutécii
mr v Kroku 3 moézeme vyuZit ¢ast testovaného riesenia 7. Symbolom w — v tu
oznacujeme, ze jazda u — v je docasne zakazana. Pocitacové experimenty na
praktickych instancidch TSP ukazuja, Ze pocet zlepSeni Startovacieho rieSenia
oby¢ajne neprekro¢i n, t. j. |Z] < n.

Zo zlepsujucich heuristik st najpouzivanejsie roézne typy vymennych he-
uristik, ktoré hladaja lacnejsie rieSenie jednoduchymi vymenami poradia miest
v permutécii (obr. 3.9). Realizuje sa potom vzdy ten z cyklov, ktory ddva ma-
ximalne zlepsSenie.
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Obr. 3.9: Vymenné heuristiky (a) krizenim a (b) vkladanim

Medzi najmodernejsie metaheuristiky aplikovatelné na tlohu TSP, v ktorych
sa mozu uplatit aj doteraz uvedené heuristiky, patria rozne druhy evoluénych al-
goritmov, ktoré napodobuju cieleny vyvoj populacie jedincov v prirode pomocou
selekéngich a variacnijch operéacii (mutdcia, migrdcia a rekombindcia) jedincov.
V roli jedincov tu mame pripustné riesenia TSP, t. j. cyklické permutécie.

Algoritmus 3.12. Evolu¢ny algoritmus pre TSP

Krok 1: Vytvorime N-¢lennu inicializaéni populdciu P = {my,72,..., 7N}
cyklickych permutécii.

Krok 2: Z populacie P vyberieme (selekcia) ,,dobri* podmnozinu jedincov P’.

Krok 3: Aplikujeme variacné operacie na jedincov P’, tym vytvorime novi
populéciu P”.

Krok 4: Ak nie je splnené nejaké STOP kritérium, poloZime P = P”
a GOTO Krok 2. Ini¢ jedinec 7 € P” s minimalnym ohodnotenim
¢() je suboptimélnym riesenim.

Nevyhodou uvedenych metéd je, Ze nepozname kvalitu takto ziskanych
suboptimalnych rieseni. Aj ked existuji aproximacéné metédy! zabezpecujice
dany aproximac¢ny pomer medzi ziskanym heuristickym rieSenim a neznamym
optimalnym riesenim tlohy TSP, nenasli tieto pristupy tispesné uplatnenie v ich
zovseobecneniach.

IMetéda kostry a parenia poskytuje aproximacné rieSenie, ktorého ocenenie je v najhorsom
pripade 3/2 nasobkom optimalneho rieSenia a je doteraz najlep$im zndmym vysledkom.
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Existuju vSak aj také pripady matic C, pre ktoré je tloha TSP riesitelna
v polynomiilnom case. Medzi najznamejsie patri Mongeho matica, t. j. taka
matica, v ktorej pre vSetky indexy 4,5, k,1 € N také, Ze pre i < k a j < [ plati

Cijt ek < it cj.

V monografii [30] sa uvadza, ze cyklus 1 -3 -5 — -+ -5 6 - 4 — 2 je
rieSenim tlohy so symetrickou Mongeho maticou. Na charakteristiku optimal-
neho riesenia tloh TSP s asymetrickymi Mongeho maticami treba koncepciu
pyramidového cyklu v tvare

=i —ia— =i —>n—j1—>Jo— = jpr2—1 (3.22)

kde i1 < ig < +-r < ipajp>jgo >0 > jn_r_o. Uloha TSP zaZen4 na triedu
matic sa nazyva pyramidovo riesitelnd, ak pre Iubovolni maticu tejto triedy
existuje optimalny pyramidovy cyklus. Zatialéo pocet pyramidovych cyklov
s m mestami je exponencidlny k n, najkratsi pyramidovy cyklus mozno néjst
pomocou dynamického programovania v ¢ase imernom n2.

My vsak uvedieme princip grafového pyramidového algoritmu navrhnutého
Peskom [38] s rovnakou zlozitostou, ktory sa ukézal pri opakovanom pouziti
akceptovatelny ako heuristickd metéda aj pre matice bez obmedzeni.

Priklad najlacnejsieho pyramidového cyklu C v tiplnom ohodnotenom digrafe
G s 12 vrcholmil -4 —-8—-9—-11—-12—-10—-7—-6—>5—-3—>2—>1
je na obr. 3.10. Je konstruovatelny z najlacnejsieho pyramidového 1-12 sledu S

OJOJOXONOROJONONOJORCOND
e

Obr. 3.10: Pyramidovy cyklus C v digrafe G

v digrafe G na obr. 3.11. Cyklus C a sled S maju sthlasne orientované hrany
(1,4), (4,8),(9,11), orientovanym hrandm (5, 3), (10,7), (12, 10) cyklu zodpove-
daju opacne orientované hrany (3,5), (7,10), (10, 12) sledu a ostatné nezvyraz-
nené hrany cyklu i sledu st roézne.

Aby sme dosiahli rovnaké ocenenie cyklu i sledu, potrebujeme, aby hrany
(4,7 +1), (i + 1,7) mali ohodnotenie 0. To mézeme vzdy docielit znamou trans-
forméciou cgj = ¢jj — a; — (B, ktord nemd vplyv na optimalitu riesenia. Staci
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postupne polozit

0 aki=1 0 aki=1
a; = C21 aki1=2 ﬁi: C12 aki=2
cii—1—Bi-1 ak3<i<n Ci—1i —ai—1 ak3<i<n

Problematickymi vSak nadalej zostavaji nesthlasne orientované hrany cyklu
a sledu, ktoré po tejto transformdcii mozu mat rozne ohodnotenie hran aj pre
pobvodne symetrickti maticu oceneni C.

ofoJogo50YoRog0Jo0808C

Obr. 3.11: Pyramidovy sled S v digrafe G

V pyramidovom slede S sa postupne striedaju sithlasne a nestthlasné oriento-
vané hrany digrafu G, ¢o mozno modelovat pomocou acyklického digrafu G(G)
priradenému k digrafu G rozdelenim vnitornych vrcholov i,1 < i < n digrafu
G na dvojice vrcholov u;, v; ako vidief z obr. 3.12.

Potom hranam incidujicim s vrcholmi u; zodpovedaju stthlasne orientované
hrany a hrandm incidujicim s vrcholmi v; zodpovedaji nestihlasne orientované
hrany. Poznamenajme, Ze hrana (u;,u;) mé ohodnotenie c; ;. , hrana (v;,v;)
ohodnotenie C;'+1,i a hrany (u;,v;), (v;, u;) majiu ohodnotenie 0. A tak je najlac-
nejSiemu pyramidovému sledu S zobrazenému ¢iarkovane jednoznacne priradend
najlacnej$ia 1-12 cesta v acyklickom digrafe G(G) zobrazena hrubymi Sipkami.

Najlacnejsi pyramidovy 1-n cyklus tak moZzeme hladat ako najlacnejsiu 1—-
n cestu v digrafe G(G). Vidime, ze ohodnotenie hran v digrafe G(G) zavisi
od poradia vrcholov v mnozine vrcholov V' pévodného digrafu G, t. j. indexov
matice C. Tato skuto¢nost vyuziva heuristickd metdda, ktord opakovane hladéa
najlacnejsi pyramidovy cyklus.

Algoritmus 3.13. Algoritmus najlacnejSiecho pyramidového cyklu.

Krok 1: Najdeme cyklickd permutaciu m zodpovedajicu najlacnejSiemu pyra-
midovému cyklu 1 — 7(1) — .-+ — 1 s maticou oceneni C.

Krok 2: Oznac¢ime C™ = ¢y (;)r(;) maticu, ktora vznikne stthlasnou permuta-
ciou riadkov a stIpcov matice C.
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Obr. 3.12: s—t cesta pre pyramidovy 1-12 sled v acyklickom digrafe G(G)

Krok 3: Najdeme cyklicki permutaciu 1) zodpovedajicu najlacnejSiemu py-
ramidovému cyklu s maticou C”.

Krok 4: Ak ¢(m) < ¢™(¢), potom STOP so suboptimélnym rieSenim 7. Inaé
polozime 7 = ¢(7) a GOTO Krok 2.

Pocitacové experimenty ukazali, Zze metdda je zavisla od pociato¢ného rie-
Senia v kroku 1. Tento jav mozno potla¢it ndhodnou (stthlasnou) permutéciou
povodnej matice C a n krat opakovanou aplikaciou pyramidovej heuristiky. Po-
darilo sa tak nepatrne (na 6526) zlepsit doteraz najlepsie (6528) publikované
heuristické riesenie Euklidovskej instancie s n = 150.

Medzi zovseobecnenia tlohy TSP patri skupinovd tloha obchodného cestuji-
ceho [47] - (GTSP) Group Traveling Salesman Problem. Je motivovand skuto¢-
nostou, ze pokial st vozidlom obsluhované vrcholy dopravnej siete zoskupené
do dostato¢ne malych rajonov, potom staci, ak je navsStiveny aspon jeden vr-
chol kazdého rajénu. Na obrazku 3.13 méame priklad jazdy vozidla, ked kazdy
zo Styroch regidénov je navstiveny prave raz, vybrané vrcholy si zvyraznené.

Uvazujme jej grafovia formulaciu: Je dany hranovo ohodnoteny graf G =
(V,H,d), d : H — R{ a rozklad jej mnoziny vrcholov V do m tried, t. j.
mnoziny Vi, Va,...,V;, také, ze V=, Vi aV;NV; =0prel1 <i<j<m.
Hlad4 sa najlacnejSia cyklickd permutécia ¢ nad vybermi z tried rozkladov
vrcholov, pri¢om z kazdej triedy rozkladu moZno vybrat najmenej jeden vrchol.
Mnozina vSetkych pripustnych vyberov je tvorend podmnozinami vrcholov, t. j.
S={M|McCV, | MNnVg|>1 k=1,2,...,m}.

Pokial sa pozaduje vyber prave jedného vrcholu z kazdej triedy rozkladu,
hovorime o priebercivej ilohe obchodného cestujiiceho — 1STSP — One of Set
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Obr. 3.13: Pripustné jazda vozidla v tilohe GTSP

Traveling Salesman Problem. Na obrazku 3.13 tak mame aj pripustné riesenie
tlohy 1STSP. Ako prvy tuto ilohu u nas formuloval S. Paltch, niektoré vysledky
o nej su v praci [44] jeho doktoranda M. Ponééka.

Ulohu 1STSP mo#no formulovat pri oznageni V = {1,2,...,n} ako nasledu-
jacu ulohu bivalentného programovania (U1STSP): Néjst také x;; aby

za, podmienok:

Z Zcijxij — min (3.23)

i€V jev
D @ =1 jEV (3.24)
i€V
Z zij =1 ieV (3.25)
JEV
> wi=|Vi| -1 k=1,...,m (3.26)
1€V

> 2;; <|P|-1 VPCS €8,|P|>2 (3.27)

(i,)ePxP:{i,jteH
zi; € {0,1} ieV,jeV (3.28)
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kde symetrickd matica C je definovand vztahom

d(h) ak h={i,j} € H
Cij = 0 ak i :j (329)
0 inac

Rozhodovacie premenné x;; = 1 s réznymi indexami definuji ¢ (i) = j (vybrant
hranu z vrcholu 4 do vrcholu j) a premenné z;; = 1 indikujd, Ze vrchol 4 nebol
vybrany do rieSenia. Rovnice (3.24), (3.25) a (3.27) definuji pripustné riesenie
priradovacieho problému. Podmienka (3.26) zabezpe¢i, aby jediny cyklus dizky
m reprezentoval hladani permutaciu ¢ definovant na mnozine S = {i | i €
V, z;; = 0}. V pripade tlohy GTSP sta¢i nahradit rovnicu (3.26) podmienkou
2ievy Tii < Vil = 1.

Obr. 3.14: Riesenie 1 zodpovedajtce rieseniu tlohy U1STSP

Na obrazku obr. 3.14 mame riesenie llohy U1STSP zodpovedajice ilustrac-
nému prikladu na obr. 3.13.

Zdkladnd okruznd dopravnd dloha BVRP (Basic Vehicle Routing Problem)
sa Casto formuluje ako rozvoznd iuloha takto: Je dand mnozina n zdkaznikov
a sklad. Je zndma matica vzdialenosti medzi nimi D € R(+Dx(m+1) kde in-
dex i = 0 zodpoveda miestu skladu a index ¢ > 0 miestu zakaznika. K dispozicii
je kone¢ny vozidlovy park zamenitelnych vozidiel danej kapacity Q. Kazdy za-
kaznik pozaduje dovoz daného mnozstva substratu b; zo skladu prave jednym
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vozidlom. Cielom najst pre dany pocet m vozidiel rozvozné (okruzné) trasy vo-
zidiel pri minimalnej celkovej prejdenej vzdialenosti vozidiel. Rozvozna trasa
vozidla zacina v sklade, pokracuje postupnymi obsluhami poziadaviek zakazni-
kov a je ukoncend v sklade.

Predpokladajme, ze mame k dispozicii vSetkych K pripustnych tras vozidiel.
Nech Mj je mnozina indexov zakaznikov na k—tej trase vozidla ohodnotenej
¢islom d(My), ktoré je rovné cene optimdlneho rieSenia TSP v uplnom grafe
indukovanom mnozinou vrcholov Vi, = {0} U M}, a reprezentovanom cyklom Cy.
Ak teda i1,12,...1, € My, potom b;, +b;, +...b;, < Q.

Ulohu BVRP formulovali Christofides a kol. [30] ako tilohu bivalentného
programovania (CRP): N4jst také y;, aby

> " d(Mi).yr — min (3.30)
ke

za predpokladov: Z yr =1 i=1,2,....n (3.31)
keK ;i€ M,
>y =m (3.32)
ke
i € {0,1} k ek (3.33)

Rozhodovacia premennéa y; = 1, ak bude vybrany k-ty pripustny cyklus Cy
a yr = 0 v opacnom pripade. Obmedzenie (3.31) zarucuje, ze kazdy zdkaznik
bude obsliZeny v niektorej rozvoznej trase. Podmienka (3.32) zasa zabezpedi,
ze kazdému z vozidiel je priradend prave jedna rozvozné trasa vozidla. Cielova
funkcia (3.30) udava celkovi vzdialenost prejdent vozidlami.

Optimaliza¢na tloha CRP je efektivna, ak je zndma (nie prili§ pocetnd)
mnozina vSetkych pripustnych cyklov. Takato situicia bola realna, pri rozvoze
uhlia v regione Banska Bystrica boli rozvozné trasy tvorené len nanajvys tromi
zékaznikmi.

Castejsie vSak nemame, vzhladom na podetnost mnoziny K, k dispozicii
vsetky jej pripustné trasy. Potom mnozina K obsahuje len indexy perspektivnych
rozvoznych trds. To moze viest aj k situécii, Ze optimaliza¢né tloha nemé
pripustné riesenie. Po doplneni rozvoznymi trasami (cyklami) 0 — ¢ — 0 ma uz
tloha CRP vzdy pripustné rieSenie.

V pripade, ked je k dispozicii dostatoéne poéetny vozidlovy park alebo vo-
zidl4 st schopné vykonat vSetky rozvozné trasy, mozeme upustit od podmienky
(3.32) a dostdvame klasick dlohu o rozklade uréenu (3.30),(3.31) a (3.33). Ak
naviac potrebujeme néjst najlacnejSiu mnozinu rozvoznych tras pokrytt s mi-
nimalnym poc¢tom vozidiel sta¢i modifikovat cielovti funkciu Y, o (d(My) +
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M )yk s dostato¢ne velkou penaliza¢nou konstantou M. Ked ale potrebujeme
len zistit minimélny podet vozidiel bez ohladu na prejdenti vzdialenost, staci
pouzit cielovi funkeiu ), oy k-

Niekedy je vyhodou formulécie ilohy CRP, Ze vychadza z danej mnoziny pri-
pustnych tras vozidla. To znamend, Ze ndm umoziuje riesit aj ulohy s casovyms
oknami, ked sa nakladdka a vyklddka musi vykonat v ¢asovom okne (intervale)
[37]. V takomto pripade dostdvame spravidla len heuristické rieSenie. Osved-
¢ilo sa ndm zaradovat do K uz existujtice prevadzkované trasy, trasy navrhnuté
dispecermi a trasy navrhnuté roéznymi matematickymi modelmi. Pri sic¢asnej
dostupnosti volne §iritelného softvéru na rieSenie tiloh bivalentného programo-
vania sa nam tak podarilo riesit ulohy s || < 200, m < 50.

Aplikovatelné vysledky sme dosiahli uz s metédou perturbacnej schémy
kombinovanou s tvoriacou heuristikou Clarka a Wrighta pre BVRP, ktoré nam
vytvarali variantné rieSenia zvozu domového odpadu v Ziline. Podobne sme
postupovali aj pri rieSeni problému jdzd pojazdnich predajni v regiéne Rimavska
Sobota [37], kde je poziadavka vytvarat pre obyvatelov odlahljch dedin ¢o
najviicsie Casové oknd predaja, ked vozidlo stoji.

ranny rozvoz

@ __w___= TOZVOZ a ZV0Z

popoludnajsi zvoz

Obr. 3.15: Tri fazy obsluhy dlhej trasy vozidla

Pri rozvoze mlicka tiez v regiéne Rimavska Sobota a rozvoze piva pre CSAD
Bratislava [38] sme sa stretli pri dlhych jazdach vozidiel s potrebou tvorby
trojfazovych rozvozno-zvoznych tras znazornenych na obrazku 3.15, kde sa
rozvoz tyka plnych prepraviek a zvoz prazdnych prepraviek. Inak nebolo mozné
vyhoviet ¢asovym oknam pre vykladku plnych a nakladku prazdnych prepraviek
v predajniach.

Domnievame sa vSak, ze spolu s riesenim prislusnych tloh CRP by bolo
mozné ziskaf eSte kvalitnejsie rieSenia.

Model zvoz-rozvoz-prevoz schematicky znazorneny na obr. 3.16 bol navrhnuty
v praci Cerného [7], kde sa z plantdzi zvazaji plné prepravky tovaru (ovocie,
zelenina) do centralneho skladu, odkial sa plné prepravky triedeného tovaru roz-



112 KAPITOLA 3. DOPRAVNA A DISTRIBUCNA LOGISTIKA

rozvoz

==

Centralny sklad a triedenie

\
\

yAY 0¥/

Obchody

[ 1]

prevoz

Plantéaze

Obr. 3.16: Zvoz-rozvoz-prevoz

vazaju do obchodov a nasledne prazdne prepravky previzaju spit na plantéze.
I tu by bolo mozné riesenie pomocou tlohy CRP, pokial by sa nasiel efektivny
algoritmus tvorby pripustnych tras ,sklad - obchody - plantaze - sklad“.

3.7 Ulohy o obsluhe hran dopravnej siete

V okruznych dopravnych tlohach st zdkaznici umiestneni vo vrcholoch doprav-
nej siete, kde sa vykonéva ich obsluha. V pripade, ked sa obsluha tyka hran
dopravnej siete (napr. pri letnom kropeni ulic, zimnej udrzbe ciest, zvoze do-
mového odpadu umiestneného v kontajneroch v blizkosti ciest) vznikd potreba
riesit wlohy o obsluhe hrdn siete. Ich podrobni klasifikiciu spolu s mnozstvom
odkazov na literatiru mozno najst v [1].

Najjednoduchsia formulacia tlohy tohto typu je znama ako uloha c¢inskeho
postdra - CPP (Chinese Postman Problem). Verbalne ju mozno formulovat
takto: PoStar, ktory zacéina a konéi svoju pracu na poste, ma prejst vSetkymi
ulicami svojho rajénu tak, aby sa ¢o najmenej nachodil. Prva formulacia tlohy
je podla [43] z roku 1962 od ¢inskeho matematika Kwana, odkial pochddza aj jej
nézov. Matematicka formulécia lohy v pojmoch tedrie grafov a s dopravnou sie-
tou modelovanou suvislym grafom je nasledujica: Je dany hranovo ohodnoteny
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graf G = (V, H,c), c¢: H — R . Hlad4 sa eulerovsky sled (uzavrety sled S grafu
obsahujtci kazda hranu aspoi raz) s minimalnou dlzkou ¢(S) = >, g c(h).

Exaktné a efektivne (polynomidlne) rieSenie tlohy CPP navrhol Edmons
(1973). Toto riesenie vyuZiva nasledujtice pojmy parenia a najlacnejsieho upl-
ného parenia v grafe. Pdrenie v grafe G je taky podgraf grafu G, v ktorom
mé kazdy vrchol stupeti 1. Uplné pdrenie v grafe G je také parenie v grafe G,
ktorého mnozina vrcholov obsahuje vsetky vrcholy grafu G. Cena péarenia v
hranovohodnotenom grafe je sicet ohodnoteni vSetkych hran parenia. Najlac-
nejsie uplné pdrenie v hranovo ohodnotenom grafe G je uplné parenie v G s
minimélnou cenou.

Algoritmus 3.14. Edmonsov algoritmus

Krok 1: Ak je graf G eulerovsky (stupne vSetkych vrcholov st parne), polozime
Grp = G a GOTO Krok 4, ini¢ definujeme mnozinu Vg vrcholov grafu
G neparneho stupna.

Krok 2: Definujme uplny graf Ky = (Vg, Hg,d), kde hranové ohodnotenie
kazdej hrany {v;,v;} € Hg je oznadené d;; a udava dlzku najkratsej cesty
z vrcholu v; do vrcholu v;.

Krok 3: V grafe Ko sa hladad najlacnejSie uplné parenie P = (Vg, Hp, d),
t. j. taky podgraf grafu Ko, ktorého kazdy vrchol u € Vg je vrcholom
prave jednej pariacej hrany {u,v} € H, a stfet ohodnoteni jeho hréan je
minimalny.

Krok 4: K hrandm H grafu G priddme hrany péarenia H, a dostaneme
eulerovsky (multi)graf Gg = (Vg, H U H,,c), ktorého stupne vsetkjch
vrcholov st parne - no niektoré hrany sa moézu opakovat.

Krok 5: V grafe Gg sa hlada eulerovsky fah Tx (uzavrety sled obsahujtci
kazdd hranu grafu prave raz), z ktorého zostrojime hladany uzavrety sled
S nahradenim périacich hran {u,v} € Tk hranami najkratSej cesty z u
do v.

Na obr. 3.17 mame priklad grafu G, z ktorého vznikol multigraf G’ pridanim
dvoch hran parenia medzi hrubo vyznacenymi vrcholmi. Tieto 4 vrcholy maja
v grafe G neparny stupen 3. Poradové ¢isla hran multigrafu G’ uddvaja poradie
hran v eulerovskom slede Tg. Poradové ¢isla hran grafu G udavaju poradie hran
v hladanom eulerovskom slede S grafu G.

Pri rieSeni praktickych tloh by mohol byt problematicky Krok 3 — rieSenie
tlohy najlacnejsieho tiplného parenia, pre ktory je sice zndma grafova madarskd
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G

Obr. 3.17: Eulerovsky tah T v multigrafe G’
a prislusny eulerovsky sled S grafu G

metoda pracujuca v polynomialnom case, no je programatorsky narocna. Pre
ulohy strednych rozmerov, kde |Vg| < 50, mame dobré praktické skiisenosti
s nasledujicou bivalentnou formuldciou tlohy najlacnejsieho tplného parenia

(MFM): Néjst také x;; aby

Z dijl‘ij — min
i,J51<j,{vi,v; }€HEp
za podmienok: Z i =1 v; € Vi
vi€Ve—{v;}
Z Ti; =1 v, € Vg
v;€VE—{vi}
xij—xji:O {Ui,vj}GHE
Tij € {0, 1} v; € VE,’Uj e Vg

(3.34)

(3.35)

Uloha MFM bez podmienky (3.37) je priradovacou tlohou, v ktorej sa
nepripustaju priradenia v; — v;. Podmienka (3.37) nam zabezpedi, ze ak z;; = 1,
v; — vj;, potom aj xj; = 1, v; — v; a {v;,v;} je hranou parenia. A tak pre
hladané périace hrany mame H, = {{vi,v;} | {vi,v;} € Hg, zi; =1, i <j}.

Pri hladani eulerovského tahu Tr v eulerovskom multigrafe Gg mozno
vyhodne pouzit nasledujici labyrintovy algoritmus [43], ktory je Specidlnym

pripadom Tarryho algoritmu pre prieskum labyrintu:

Algoritmus 3.15. Labyrintovy algoritmus pre eulerovsky fah
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Krok 1: Hlad4 sa eulerovsky sled Sg (sled obsahujtci kazda hranu multigrafu
G g aspoti raz) zaéinajuci vo vybranom vrchole vy, pri¢om sa zaznamenéava
smer prechodu po hranach, na zéklade nasledujiceho pravidla:

Kazdt hranu moZno pouzif v jednom smere iba raz, pricom uprednost-
nujeme hrany v takomto poradi: najskér nepouzité hrany, potom hrany
pouzité raz, ak nie st hranami prvého prichodu, a nakoniec hrany prvého
prichodu.

Krok 2: Prechadza sa postupne hranami Sg. Hrany pouzité po druhykrat
v slede Sg tvoria eulerovsky tah Tg.

V pripade, ked je potrebné uvaZzovat aj s orientaciou hran siete (napr. Tava
a prava strana cesty), treba riesit orientovand dlohu éinskeho postdra - DCPP
(Directed Chinese Postman Problem). Potom dostdvame grafovd formuldciu
analogicku tlohe CPP: Je dany hranovo ohodnoteny silne suvisly digraf G =
(V,H,c), ¢ : H — R{. Hlad4 sa orientovany eulerovsky sled S s minimalnou
dizkou ¢(9).

Edmons a Johnson v 1973 ukazali, zZe DCPP tloha je rovnako dobre (v poly-
nomidlnom case) riesitelna ako jej neorientovana verzia CPP pomocou tokovych
formulécii [43].

Prirodzenou kombinaciou tloh CPP a DCPP vznika zmiesand iloha ¢inskeho
postdra - MCPP (Mixed Chinese Postman Problem), kde st niektoré hrany
orientované a iné neorientované. Ulohu mozno formulovat takto: Je dany hra-
novo ohodnoteny silne stvisly migraf G = (V, H,c), H = H, U Hy, c: H — R}
a orientovanymi H, a neorientovanymi Hj, mnozinami hran. Hlad4 sa eulerovsky
zmieSany sled S (obsahujtci vSetky hrany aspoii raz, pricom orientované hrany
v pozadovanom smere) s minimalnou dizkou ¢(.5).

Papadimitriou v 1976 dokézal, ze tato kombinované tloha uz patri medzi
NP-tazké problémy. Christofides a kol. navrhli exaktné rieSenie tiloh metédou
vetiev a hranic a s Lagrangeovou relaxéaciou, ¢o im umoznilo riesit tlohy s 7 <
|[V| <50, 3 < |H,| < 85,4 < |Hy| < 39. Norbert a Pickard v 1996 tspesne
riesili ulohy s 10 < |V| < 169, 2 < |H,| < 2876, 15 < |Hp| < 1849 metédou
vetiev a rezov. Raghavachari a Veerasamy navrhli doteraz najuspesnejsi 3/2-
aproximacny algoritmus. Najuspesnejsi heuristicky algoritmus je z roku 2000 od
Corberan a kol.

Menej zndmou modifikdciou tlohy CPP je pripad, ked je sice dopravna
sief modelovana grafom, ale hlada sa orientovany sled, ktorého dizka zavisi
od toho, v akom smere sa prechadza hranami siete. Zodpoveda to pochddzke
postéra idceho ulicami v smere alebo proti smeru vetru. Ulohu mé nézov tloha
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veterného postira - WPP (Windy Postman Problem). Mozno ju formulovat
takto: Je dany suvisly graf G = (V, H,c1,c2) ohodnoteny dvoma hranovymi
ohodnoteniami ¢; : H — R(J{ acy: H— R(J{. Hrana {v;,v;} € H je ohodnotena
¢islom ¢4 (vs,v,), ak bude pouzitd v smere v; — v;, ¢ < j, a ¢islom ca(v;, v;)
v opa¢nom pripade. Opiif sa hlada eulerovsky sled S s minimélnou dizkou
C(S) = Z{U,:,v‘7}es,i<j €1 (vi’ vj) + Z{v,;,vj}ES,i>j CQ(vi’ vj)‘

Formulécia tohto NP-fazkého problému pochédza od Minieku z roku 1978.
Ulohu mézeme riesit v dvoch zakladnych krokoch, kde sa v prvom hlad4 (v nepo-
lynomidlnom ¢ase) optimélne smerovanie pochédzok hranami grafu G a v dru-
hom sa konstruuje (v polynomidlnom ¢ase) eulerovsky fah v takto vytvorenych
orientovanych hranach - mo6zu byt orientované aj v oboch smeroch.

Algoritmus 3.16. Algoritmus pre WPP

Krok 1: V grafe G = (V, H, 1, c2) sa hlad4 optimélne rieSenie nasledujicej
ulohy (Windy Flow Problem) bivalentného programovania (WFP): Najst
také x;; aby

Z Cc1 (’Ui, ’Uj).l?ij + CQ(Ui, ’Uj).l?ji — min (339)
i,§31<j,{vi,v;}€H

> Tij — 5 =0 v; €V (3.40)
4,7;1<j,{vi,v; }€H

Tij + x50 2 1 {vi,v;t € H (3.41)

zij 25 € 0,1} {vi, vt € H (3.42)

Krok 2: V eulerovskom digrafe Gx generovanom riesenim X tlohy WFP, t. j.
Gx =(V,Hx), kde

Hx = {(vi,vj) | (’Uz‘,’Uj) eV x ‘/, Tij = 1, {Ui,’l}j} S H},

sa hladé (orientovany) eulerovsky fah Sx, ktory zodpovedd hladanej po-
chodzke (eulerovskému sledu) veterného postara v grafe G.

Exaktné riesenie zaloZzené na vhodne definovanych reznych nadrovinach na-
vrhli v roku 1992 Grétschel a Win. Uspesne tak vyriesili tilohy s 52 < |V| < 264,
78 < |H| < 489. Doteraz najlepsi je 2-aproximac¢ny polynomialny algoritmus pre
siete modelované eulerovskymi grafmi.
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Obr. 3.18: Graf G a prislusny eulerovsky digraf Gx a eulerovsky fah Sx

Benavent a kol. (2003) aplikovali evoluény Scatter Search algoritmus a dostali
dobré heuristické rieSenia pre tlohy s |V| < 988, |H| < 3952.

Formulécie tloh CPP, DCPP, MCPP mozno zosilif poziadavkou, aby boli
obsluhované len niektoré hrany R C H dopravnej siete. Dostavame tak prislusné
verzie RPP, DRPP, MRPP tzv. dloh dedinskijch postirov (Rural Postman
Problem).

V pripade tlohy RPP ide o polynomidlne problémy (dobre riesitelné) len
ak obsluhované hrany R vytvaraju suvisly podgraf dopravnej siete. Na obr.
3.19 mame priklad takych hran nakreslenych hrubou ¢iarou a prislusné riesenie,
ktoré neobsahuje vsetky hrany dopravnej siete. Hrany parenia st zobrazené
¢iarkovane. Potom totiz opit staci (ako v CPP) hladat pre uvazovany suvisly
podgraf s mnozinou hran R prislusné najlacnejsie aplné parenie medzi vrcholmi
neparneho stupiia. Podobne sa dé postupovat aj v pripade tlohy DRPP.

Ulohu RPP riesil exaktne Christofides a kol. (1981) metédou vetiev a hranic
pre rozmery 9 < |V| < 84,13 < |H| <184, 4 < |R| < 74 a v roku 1994 a v roku
1994 dosiahli Sanchis and Corberan vyrazné znizenie doby vypoctu metédou
vetiev a rezov. Starostlivd implementacia tejto metédy umoznila v roku 2000
Ghianimu a Laportemu riesit tlohy s [V| < 350. Uloha DRPP sa ukazuje byt
narocnejsia nez RPP, Christofides a kol. (1989) uvadza instancie riesenych tloh
13 < |V| < 80, 7 < |R| < 74) Pre ulohu RMPP je publikovany vysledok
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Obr. 3.19: Hladany sled ilohy RPP
v sieti so suvislym podgrafom obsluhovanych hran

Corberan a kol. (1999) s instanciami 20 < |V] < 100, 55 < |H| < 350,
15 < |R| < 200.

Prirodzenym zovSeobecnenim uloh CPP, DCPP, MCPP, WPP su ich k
nasobné verzie kCPP, kDCPP, kMCPP, kWPP, ked sa vopred fixuje pocet
postarov a pozaduje, aby kazda hrana siete bola obsluhovana aspon jednym
postarom.

Dalsia modifikicia sa tyka vyberu najmenej jednej hrany z daného rozkladu
mnoziny hran. V pripade takéhoto zovseobecnenia tilohy CPP dostadvame zo-
vSeobecnend ulohu cinskeho postira — (GCPP) Generalized Chinese Postman
Problem. Ulohu GCPP mozno formulovat takto: Je dany hranovo ohodnoteny
graf G = (V,H,c),c : H — R{ a rozklad mnoziny hran do m tried, t. j.
H = Ul Hy, HHNH; = 0,1 < i < j < m. Hlad4 sa uzavrety sled S grafu
obsahujici aspoii jednu hranu z kazdej triedy rozkladu s minimalnou dizkou
c(S).

Doteraz nie je znamy exaktny ani aproximativny algoritmus riesenia. Autori
Dror a Haouari (2000) v8ak dokédzali, ze iloha GCPP je NP-tazka.

Ak mame k dispozicii vozidlo a je znamy dopyt (velkosti poziadaviek)
na hranich dopravnej siete, vznikne po uprave tlohy CPP kapacitnd uloha
¢inskeho postdira (CCPP) Capacitated Chinese Postman Problem. Mozno ju
formulovat takto: Je dany hranovo ohodnoteny graf G = (V, H,¢,d) s jednym
hranovym ohodnotenim ocenujtcim dizky hran ¢ : H — RS‘ a druhym hranovym
ohodnotenim udavajicim dopyt na hranadch d : H — R(')". Nech je znama
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kapacita vozidla @ v jednotkach dopytu a umiestnenie jeho gardze vo vrchole
vo € V. Potom sa hladad takd mnozina uzavretych sledov & = {Si}, ktora
minimalizuje celkovti dizku sledov ¢(S) = > gcs ¢(S) a vyhovuje nasledujicim
podmienkam:

o (P1) Kazdy sled je uzavrety vo—vg sled; vozidlo zac¢ina a konéi v garazi

e (P2) Kazda hrana je prvkom aspoii jedného sledu; hrana je obsliZzend
aspoinl na jednej trase

e (P3) Dopyt kazdého sledu d(S) = > g.5d(S) je nanajvys Q; dopyt na
trase vozidla neprevysi jeho kapacitu

Poznamenajme v pripade, ked sa podmienka (P2) nahradi podmienkou

e (R2) Kazdy hrana danej podmnoziny H' C H je prvkom aspoii jedného
sledu

dostdvame ulohu znadmu ako kapacitnd okruind idloha na hrandch (CARP)
Capacitated Arc Routing Problem (CARP). Lahko sa moZeme presved¢it, ze
TSP a BVRP su $pecidlne pripady CARP. Stac¢i totiz dopyt vo vrcholoch
previest na dopyt na hrandch ,roztiahnutim vrcholov®, tieto hrany maja nulovej
dlzky a jednotkovii kapacitu. Na obrazku 3.20 zodpoveda cyklu A,B,C,D,A sled

(R
NS

of C

O W

A
O

Q(_

K, G

Obr. 3.20: Reprezentacia TSP v Ky
ako sled v sieti G obsahujuci jej jednotkové hrany

v sieti G obsahujtci hrany s jednotkovou kapacitou a nulovou dlzkou, ostatné
hrany maja nulovt kapacitu a dlzku ako medzi vrcholmi v Kj.
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Praktickym problémom zvozu domového odpadu v Liptovskom Mikulasi
sa zaoberaju prace I. Stankovianskej [49], [50]. V tomto pripade sa ukézalo
efektivnejsie riesit tento problém ako CARP nez ako BVRP.

V pripade, ked je obsluha hran terminované ¢asovou uzévierkou, dostdvame
napr. z Ulohy CPP dlohu dedinského postdira s uzdvierkou (RPPDC) Rural Po-
stman Problem with Deadline Classes. Tu je dany hranovo a ¢asovo ohodnoteny
graf G = (V, H, ¢,t) a nejaky vyznamny vrchol vg (gardz-sklad). Je dany rozklad
Ry, Rs, ..., R, danej podmnoziny R C H mnoziny hran, pricom sa pozaduje,
aby hrany h € Ry boli obslizené do daného terminu T},. Hlad4 sa uzavrety vo—vg
sled obsahujici hrany z R, ktoré st v danom termine obslizené, ak sled zacina
vo vrchole vg v ¢ase 0.

Vseobecnejsiu moznost uprednostiiovania obsluhy hran siete ako RPPDC
riesi hierarchickd dloha ¢inskeho postira (HCPP) — Hierarchical Chinese Po-
stman Problem. Je dany hranovo ohodnoteny graf G = (V, H, ¢) a rozklad pod-
mnoziny hran do tried rozkladu Hy, Ho, ... H,, s relaciou precedencie < medzi
triedami tohto rozkladu. Ak je H, < Hy, potom vSetky hrany H, musia byt
obslizené pred hranami H,. Hlad4 sa uzavrety sled minimalnej dizky, ktory
reSpektuje relaciu precedencie, pricom obsahuje kazda hranu najmenej raz.

Ulohu HCPP formulovali v roku 1987 Dror a kol. pricom dokézali, Ze je NP-
tazké. Ukazali tieZ, Ze je polynomidlne riesiteln4 v pripade, ked je G bud uplny
graf alebo tuplny digraf, relacia precedencie je linedrne usporiadanie a kazda
trieda rozkladu vytvara uplny podgraf grafu G.

Exaktné riesenie metédou dynamického programovania navrhol Gélinas
v roku 1992. Aproximativne ani heuristické algoritmy neboli doteraz
publikované.

3.8 Lokac¢né ulohy s danym poctom stredisk

Pri lokacnych lohach sa rozhoduje o umiestneni a v niektorych pripadochi o po-
¢te stredisk obsluhy v dopravnej sieti podla vybraného optimaliza¢ného kritéria.
Toto optimaliza¢né kritérium zavisi od tdelu a ciela, ktory maji umiestiiované
strediskd plnit.

Pri alokacnych ulohdch je mnozina stredisk obsluhy dana. Pre tito mnozinu
stredisk sa dand sief rozdeluje na podsiete (tzv. atrakéné obvody) pridelené na
obsluhu jednotlivym strediskam. Ide tu o tzv. problém rajonizacie.

Strediskom obsluhy modze byt napriklad sklad tovaru, pristav, velkd autobu-
sova alebo zelezni¢na stanica, letisko, vyrobna prevadzka, elektraren, obchod,
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Zelezniéné ¢i autobusové depo a podobmne. Kriteridlna funkcia pri tomto type
stredisk bude vyjadrovat celkové ndklady na dopravni obsluhu siete.

Odlisny charakter maji obsluzné miesta typu havarijného strediska, ako je
poziarna zbrojnica, stanica zachrannej lekarskej sluzby, strediskd na rieSenie
havarii plynu, vody alebo ekologickych havarii. Kvalita rozmiestnenia stredisk
obsluhy sa tu meria maximom z ¢asov potrebnych na dosiahnutie obsluhovanych
uzlov siete.

Od spomenutych dvoch najcastejsie sa vyskytujucich charakteristik obsluz-
nych stredisk mame i strediskd s dal$imi vlastnostami, napriklad skladky nebez-
pec¢ného odpadu, ktoré sa snazime umiestiiovat ¢o najdalej od ostatnych uzlov
siete.

V tejto ¢asti budeme dopravnt sief modelovat stvislym hranovo a vrcholovo
ohodnotenym grafom G = (V, H,c,w), kde c: H — R, w: V — R. Ohodnotenie
c(h) hrany h € H predstavuje dizku hrany h, ohodnotenia w(v) vrchola v € V
je vdha vrchola (predstavuje ndro¢nost vrchola na obsluhu, resp. relativnu
dolezitost vrchola v).

Nech G = (V,H,c,w) je dopravna sief, D C V podmnozina vrcholovej
mnoziny V, v € V. Potom wvzdialenost d(v, D) vrchola v a mnoZiny D (resp.
vzdialenost d(D,v) mnoziny D a vrchola v) definujeme nasledujico:

(v, D) = d(D,v) = min{d(v, )} (3.43)
kde d(v, x) je vzdialenost vrcholov v, x v grafe G.

V nasledujtcich ¢astiach uvedieme niektoré lokac¢né tlohy, v ktorych budeme
predpokladat, Ze mame dany podet p stredisk obsluhy. Pre kazd z nich naformu-
lujeme prislusnt kriteridlnu funkciu, pre ktortt budeme hladat taka p-prvkova
podmnozinu D,, vrcholovej mnoziny, ktora ju minimalizuje.

3.8.1 Minimalizacia celkovych dopravnych nakladov

Nech vaha w(v) vrchola v € V' predstavuje mnozstvo tovaru, ktoré do vrchola
v treba dodaf za jednotku ¢asu. Predpokladajme, Ze dopravné néaklady na
obsluhu vrchola v st priamo tmerné jeho vzdialenosti od najblizsieho depa
z D (z ktorého bude vrchol v zadsobovany) a mnoZstvu w(v) - teda dopravné
naklady na obsluhu vrchola za jednotku ¢asu v buda rovné k.w(v).d(v, D), kde
k je vhodna konstanta. Celkové dopravné naklady na obsluhu vSetkych vrcholov
za jednotku ¢asu budua

N =k > w).d(v,D),

veV
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N je teda priamo timerné stthrnnej vazenej vzdialenosti

f(Dy) = w(v).d(v, D) (3.44)
veV
vsetkych vrcholov grafu G od mnoziny diep D.

Ak chceme najst optimalnu p-prvkovi mnozinu diep, ktord minimalizuje
celkové dopravné néklady na obsluhu vSetkych vrcholov grafu G, staéi najst taka
p-prvkovi mnozinu diep D,, pre ktord je f(D,) minimélne. TakGto mnozinu D,
nazveme vdzeny p-medidn grafu G. Speciélne, ak w(v) = 1 pre vietky v € V,
hovorime, ze D, je p-median.

3.8.2 Optimalizacia dostupnosti

Pri tomto pristupe hladdme také umiestnenie p diep, t. j. taka p-prvkova
mnozinu D, C V, pre ktort je vaZzena vzdialenost najhorsie poloZzeného vrchola
siete od mnoziny diep miniméalna.

Nech D, C V je p-prvkova mnozinu diep. Vzdialenost najvzdialenejsieho
vrchola od tejto mnoziny diep vypocitame ako

eC(DI)) = Igleaé({d(vv DI))}7

a nazveme excentricita mnoZiny D,
Pre pripady, ked vrcholy dopravnej siete nie st rovnako délezité z hladiska
obsluhy, zavadzame pojem vdZend excentricita ecc(Dp) mnoZiny D, takto:

ecc(D,) = rglea‘ic{w(v).d(v,Dp)}. (3.45)

Vézend excentricita mnoziny D, je vézend vzdialenost najhorsie poloZeného
vrchola od mmnoziny D,. Vyjadruje kvalitu mnoziny havarijnych stredisk D,
z hladiska kvality obsluhy najhorsie polozeného vrchola vzhladom na D).

Pri umiestiiovani havarijnych stredisk hladdme také D, C V, pre ktoré je
hodnota ecc(D,) minimalna — takéto D, nazveme vdZené p-centrum grafu G.
Specialne ak w(v) = 1 pre vietky v € V, (t. j. ak ecc(D) = ec(D), hovorime, Ze
D, je p-centrum.

3.8.3 Dalsie kriteridlne funkcie
p-maxian

Hladdme mnozinu stredisk D, C V tak, aby sa maximalizoval stfet vazenych
vzdialenosti medzi obsluhovanymi miestami a im najbliz§imi obsluznymi stre-
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diskami, t. j. aby hodnota

bola maximaélna.
Tento pristup mozno pouzit napriklad pri rozmiestiiovani stredisk s negativ-
nym dopadom na zivotné prostredie.

p-anticentrum

Pri tomto pristupe maximalizujeme minimélnu vazenu vzdialenost medzi ob-
sluhovanymi miestami a k nim najbliz§imi obsluznymi strediskami. Hladdme
mnozinu stredisk D, C V, ktord maximalizuje kriteridlnu funkciu

acc(Dp) = {)réi‘r/l{w(v).d(v, D,)}.

Podobne ako v pripade p-maxianu je tento pristup pouzitelny v pripade
rozmiestnovania stredisk s negativnym dopadom na okolie.

Maximalizacia p-disperzie

Pri tejto rozmiestnovacej tlohe sa maximalizuje funkcia

o(Dp) = min {w(v).d(v,D, — {v})}.
veD,
K najcastejsim aplikiciam tejto tlohy patria problémy optimélneho rozmiestne-
nia stredisk, ktoré sa navzajom negativne ovplyvnuja. Inou aplikaciou je rozpty-
lenie zésobnikov (pohonnych hmdot, muniénych skladov, energetickych zdrojov)
tak, aby sa minimalizovalo nebezpecenstvo ich stcasného znicenia.

3.8.4 Zamenna heuristika na hladanie optimalnej
p-prvkovej mnoziny diep
s Tubovolnou kriteridlnou funkciou g

Algoritmus 3.17. Zamenna heuristika

Krok 1. Nahodne vyber p-prvkovi podmnozinu D, mnoziny V.
Nech D, = {v1,v2,...,0p}, V — Dp = {ug,us,...,uq}, kde ¢ = |V]| — p.
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Krok 2. Hladaj i, j, 1 <i<p, 1< j <q také,
ze pre D) (i, j) := (Dp U {u;}) — {vi} je g(Dp) < g(Dy).

Krok 3. Ak taka dvojica indexov 4, j neexistuje STOP.
Inak poloz D, := D, (i, j) a GOTO Krok 2.

Algoritmus mozno spustif viackrat s réznymi Startovacimi mnozinami D,,
po ukonceni algoritmu si zapamétat prislusné suboptiméalne rieSenie a z takychto
suboptimdlnych rieSeni vybrat najlepsie.

Jednou z jednoduchych moznosti vylepSenia algoritmu je aplikovat pri tfiom
tzv. perturba¢ni schému: docasne zakazat umiestnit do niektorého vrchola depo
a spustit algoritmus. Ak vysledkom bude lepsie rieSenie, ako je doterajsi rekord,
zdkaz urobit trvalym, inak zdkaz zrusit. V dalsich krokoch najprv docasne
zakézat dalsi vrchol a rozhodnit o tom, ¢i bude zdkaz trvaly atd. Algoritmus
sa zastavi, ak nemozno najst vrchol, zdkazom ktorého sa dosiahne zlepSenie.
To moze ale trvat velmi dlho, preto mézeme algoritmus zastavit kedykolvek po
dosiahnuti aspon jedného suboptimélneho riesenia.

Inymi moZnostami je aplikicia vyspelych heuristickych principov, ako je tabu
search, simulated annealing, genetické algoritmy atd. Aplikacia tychto metdd je
vsak nad ramec tejto publikacie.

3.9 Lokac¢né ulohy o optimalizacii poctu stredisk

3.9.1 Ulohy o pokryti

Uloha o pokryti p-medianom

Tato tloha riesi nasledujtaci problém: Na obsluhu tzemia méme obmedzené
prostriedky. Z tohto obmedzenia vyplyva, ze f(D,) < M. Aky je najmensi
mozny pocet diep p a aké je prislusné rozmiestnenie diep — t. j. aka je prislusna
mnozina D, — taka, aby f(D,) < M? (f(D,) je definované vztahom (3.44)).

Uloha o pokryti p-centrom

Tato tloha je podobna predchadzajtcej tlohe. Riesi problém: Aky minimélny
pocet diep potrebujeme a aké je prislusné rozmiestnenie diep D, také, aby
véazend vzdialenost kazdého vrchola v € V od D, bola mensia nez zadana
hodnota W? Hladame teda také p a prislusné D,, aby ecc(D,) < W, kde ecc(D),)
je definované vztahom (3.45).
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Obe spomenuté lohy mozno riesit opakovanym vypocétom p-medidnu, resp.
p-centra pre rozne p zamennou heuristikou s vyuzitim lahko dokazatelnej vlast-
nosti, ze ak p < ¢, a Dy, resp. D, je vazeny p-median, resp. vdzeny g-medidn,
potom f(Dp) > f(Dy)-

Kombinované ulohy

Nech P st naklady na udrziavanie jedného centra za jednotku casu, nech
dopravné naklady za jednotku casu su Q.f(D,), kde D, C V je p-prvkova
mnozina diep. Minimalizovat studet nékladov za prevadzku p diep a dopravné
néklady znamend minimalizovat

F(D,)=Pp+Q.f(Dp) =p.P+Q. Z w(v).d(v, D),
veV

presnejsie, najst p a D, tak, aby hodnota funkcie F'(D,) bola minimélna.
Podobn4 tloha pre p-centrum — minimalizovat

G(Dp) = Pp+ R.ecc(D,),

kde R je nejaka konstanta a ecc(D,) definované vzfahom (3.45) uz takd jasna
ekonomick interpretaciu nema.

Majme nasledujicu tlohu. V uzle i € V mozno vybudovat stredisko s ma-
ximéalnou kapacitou a; jednotiek tovaru za jednotku ¢asu. Nech uzol j € V po-
trebuje za jednotku casu b; jednotiek tovaru. Nech f; st naklady na prevadzku
strediska v uzle i za jednotku ¢asu. Nech d;; st ndklady na prevoz jednotkového
mnozstva tovaru od strediska 7 k uzlu j.

Nasou tlohou je urcit, v ktorych uzloch bude zriadené stredisko a tieZ urcit
pre kazdy uzol j € V mnozstvo tovaru x;;, ktoré mu dod4 stredisko ¢ tak, aby
celkové néklady na prevadzku stredisk a prepravu tovaru boli miniméalne.

Oznacéme y; rozhodovaciu premenni, pre ktora plati

{1 ak v uzle ¢ bude zriadené stredisko
Yi = .
0 inak

Potom prave formulovanu tlohu moZno zapisat ako nasledujiicu tilohu zmieSa-
ného celociselného programovania:

Minimalizovat Y fiyi + Y > diji; (3.46)
7 7 7
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Za predpokladov

Z zij < yi-a4 prei €V (3.47)
JjeEV

> wi > b pre j € V (3.48)
eV

zij >0 prei,j €V (3.49)

y; € {0,1} preieV (3.50)

Prva suma v (3.46) predstavuje nadklady na prevadzku vybrangch stredisk.
Druhé suma v (3.46) vydcisluje dopravné naklady a je totozna s kriteridlnou
funkciou dopravnej tlohy. Podmienka (3.47) hovori, Ze ak bol uzol ¢ vybraty
do mnoziny stredisk, t. j. ak y; = 1, potom celkové mnozstvo tovaru dodaného
tymto strediskom nesmie presiahnut jeho kapacitu a;. Ak uzol 7 nie je stredis-
kom, t. j. ak y; = 0, potom nedoda ni¢. Podmienka (3.48) ziada, aby kazdy od-
beratel dostal pozadované mnozstvo. Nerovnost > by v tejto podmienke mohla
byt nahradena rovnostou =, druha suma v kriterialnej funkcii (3.46) vsak vSade
zaisti rovnost.

Préve formulovand tloha je NP-fazki. Pre mensie rozmery ju zvladnu do-
stupné baliky pre celociselné a zmieSané linedrne programovanie. Inou moznos-
tou pre mensSie rozmery ju mozno riesit tak, ze pre vSetky rozumné kombinécie
diep sa vypocita prislusnd dopravna tlloha a vyberie sa najlepsie riesenie.

Pre vidsie rozmery mozno pouzit nasledujuci postup: Fixujeme p a pre toto
pevné p najdeme suboptimalne umiestnenie p diep D, principom zamennej
heuristiky, v ktorej sa ako kriteridlna funkcia h(D,) vezme optimalna hodnota
kriteridlnej funkcie (3.46) ulohy definovanej vztahmi (3.46) — (3.50), do ktorej
dosadime za y; = 1 pre ¢ € D, a y; = 0 inak. Dosadenim do (3.46) — (3.50) za
y; dostaneme klasicki dopravnt tlohu. Toto moZno postupne robit pre rézne p
a najst tak suboptimélne rieSenie danej tlohy.

Pre velké rozmery lokac¢nych Gloh vyvinul J. Jand¢ek ndro¢né heuristické
met6dy uvedené v [23], ktoré vSak presahuju ramec tejto publikicie.



Kapitola 4

Z.asobovacia a obstaravacia
logistika

Zasobami sa rozumeju komodity (suroviny /vyrobky) uréené na neskorsiu spotre-
bu. Potreba zladenia velkosti zdsob surovin, vyrobnych zasob a zisob hotovych
vyrobkov s prislusnymi informaciami o mieste a Case spotreby patria medzi naj-
starSie tlohy zasobovacej logistiky. Cielom snaZenia podnikatela ¢i prendjomcu
skladu je najst optimdlnu stratégiu rieSenia tohto konfliktu ponuky a dopytu
pocas celého sledovaného obdobia.

S prvym pokusom rieSif problém vysky zdsob ako optimaliza¢nt tlohu
sa stretdvame uz v roku 1888, ked sa hladala optimélna vyska pokladni¢ne;
hotovosti v pefiaznom tstave. Prili§ vysoké hotovost vedie k stratdm na tirokoch,
zatial¢o prili§ nizka hotovost moZe sposobit nedostatok penazi v pokladni.

Hospodarska depresia 70. rokoch minulého storocia viedla k zhorseniu hos-
podérskych vysledkov podnikov. Pri hladani nékladovych rezerv sa zistilo, Ze
podniky ich maji neprimerane viazané v zasobach. Problém zasob sa zacal cha-
pat ako vztah medzi cerpanim a doplriovanim zasob v réznych typoch skladov
a skladovych siefach. Ukézalo sa, ze efektivne rieSenia tu poskytuju klasické
optimaliza¢né a Statistické metddy.

Hospodarsky rast v 80. rokoch viedol k individualizacii dopytu. Naro¢ni za-
kaznici zacali pozadovat nielen vyber, cenu, kvalitu ale aj rychle dod4dvky tovaru.
Vznikli flexibilné tovarne minimalizujice ¢asové straty rychlym prestavovanim
operéacii na vyrobnych linkdch. Néslednd malosériovost vyroby viedla aj k po-
trebe primeranych — kapacitne mensich skladov.
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Prichod PC umoznil v redlnom ¢ase sledovat stav zdsob. Zaujimavym ziste-
nim bolo, ze hodnototvorny proces trva len cca 5 % potrebného casu, zatial ¢o
95 % Casu sa neucelne tvoria zdsoby a prestoje pri manipuldcii.

V stc¢asnosti sa preferencie v skladovani — aj vdaka globalizacii presunuli na
spolahlivost a tplnost dodavky s kratkymi dodacimi lehotami. Tomuto trendu
sa prisposobuju aj moderné zasobovacie modely orientované na optimalizaciu
zdsobovacich retazcov.

4.1 Charakteristiky zasobovacich tloh

Prijem skladovanych komodit do skladu budeme nazyvat doddvka a jeho vydaj
spotreba. Firmam skladovanie surovin ani tovaru neprinasa zisk. Preto vznika
potreba riesit optimalizacné ilohy, ktoré hladaji optimdine charakteristiky skla-
dov tak, aby sa zabezpecil plynuly chod vyroby alebo obeh jednotlivych komodit
s minimalnymi celkovymi ndkladmi na tvorbu a udrzbu zasob pri zvolenom re-
zime prace skladov.

Pre jednoduchost vyjadrovania sa pri oznaceni jednotiek obmedzime na
v ekonomike sa najcastejsie vyskytujice jednotky: I rok pre ¢asovi jednotku, 1
Sk pre menova jednotku, I jedn. pre jednotku mnoZstva (1 kus, resp. 1 tona)
skladovanej komodity.

Dalej budeme uvaZovat len jednotkové naklady spojené s rezimom prace
skladu v tomto Cleneni:

e akvizicné ndklady Cy [Sk] — stvisia so zabezpeéenim jednej dodévky do
skladu, kumulované naklady rastti priamo imerne s po¢tom dodavok,

o skladovacie ndklady Cs [Sk/jedn-rok] — kumulované ndklady rastu priamo
tmerne so skladovanym mnoZstvom a dobou skladovania, napr. troky
z obchodného tveru kryjuce zasoby alebo naklad stratenej prilezitosti ako
usly arok z terminovaného vkladu pouzitého na nakup zasob,

o aktudlna cena skladovania Ck [Sk/jedn.] — kumulovand aktualna cena sa
meni tmerne so skladovanym mnozstvom komodidty,

o ndklady deficitu Cp [Sk/jedn.] — vznikajice pri neuspokojeni spotreby
chybajicou komoditou v sklade v ¢ase prichodu poziadavky na vyber zo
skladu, kumulované naklady rastt s velkostou deficitu®,

L Alternativnou jednotkou nakladov deficitu by mohla byt [Sk/jedn - rok].
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e naklady (obstardvania) ndkupu Cn [Sk/jedn.] — st vydaje firmy na ndkup
komodity do skladu, kumulované vydaje st rovné jednotkovym nakladom
nakupu komodity vynasobenej jej nakupovanym mnozstvom.

Obmedzime sa na zakladné charakteristiky skladov vystupujice v modeloch
ako deterministické, resp. ndhodné veliciny:

o velkost doddvky Q [jedn.] — najcastejSie pozadované je ekonomické mnoz-
stvo komodit v dodavkach pri konstantnej velkosti dodavkového cyklu,

e (roénd) intenzita spotreby A [jedn./rok] — udéva priemerny pocet spotre-
bovanych jednotiek zasob za jednotku casu,

o velkost poistngch zdsob Uljedn.] — zabezpeCuje este tolerovany deficit
zasob,

o velkost hladiny objednania hljedn.] — udavaji stav zasob v Gase vystavenia
objednavky,

o velkost kapacity skladov K [jedn.] — obmedzuju velkost dodavok a spotreby
v dodavkovych cykloch,

e dlzky doddvkovyjch cyklov C [rok] — koordinuji dodéavky so spotrebou,
e dlzky dodacich lehét L [rok] — zabezpecuji véasny prijem dodavok.

Zasoby sa z hladiska ich funkcie niekedy delia na obratové (zabezpeéujice
beznti potrebu) a poistné (zabratiujuce vzniku deficitu zésob). Poistna zésoba
sa vytvéra najcastejsie s cielom znizit vplyv ndhodnej spotreby (dopytu). Jej
udrziavanie zvysuje naklady na skladovanie, ale znizuje naklady stvisiace s de-
ficitom zésob. Efektivne riadenie oboch typov zasob predpokladd urcenie ich
optimélnej velkosti dodavky, pri ktorom prislusné néklady dosiahnu miniméalnu
hodnotu a st¢asne su splnené zvolené pravidla objednévania, skladovania a vy-
skladnovania zasob.

4.2 Zakladné modely zasob

Najskor sa budeme zaoberat najpouzivanej$im deterministickym Wilsonovym
modelom zasob, ktory ma nielen metodicky, ale aj prakticky vyznam. Potom
popiseme niektoré jeho praktické zovseobecnenia, ktoré vznikaju pri rieSeni
problému deficitu po oceneni deficitu zasob, dodacej lehoty a rabatov dodavky.
Stochasticki verziu modelov s deficitom vyuZzijeme pri odhade velkosti poistne;
zasoby.
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4.2.1 Wilsonove modely ekonomickej velkosti dodavky

Vyvoj stavu zasob v tomto zdkladnom Wilsonovom modeli je zndzorneny
na obr. 4.1, vychddza z nasledujicich predpokladov:

Obr. 4.1: Vyvoj stavu zasob v zadkladnom Wilsonovom modeli

Velkost dodavky do skladu Q) je neobmedzend a realizuje sa naraz v Case
prijatia dodavky.

Spotreba je linearnou funkciou ¢asu s konstantnou intenzitou A. Konstanta
A udava mnozstvo jednotiek komodity spotrebované za rok.

Skladovatelnost komodity — doba pobytu komodity v sklade je ¢asovo
neobmedzena.

Deficit zasob sa nepripista — doddvka pride do skladu prave v case
vyprazdnenia skladu, takZe mozno z neho plynulo ¢erpatf.

St zname konstantné akviziéné ndklady (na jednu dodavku) C4 a kon-
Stantné ro¢né naklady na skladovanie jednotkového mnozstva komodity
za jednotku casu Clg.

Ulohou je uréit optimdinu velkost doddvky Q* do skladu, pri ktorej bude
funkcia ocakdvanych roéngch ndkladov (za jednotkové obdobie) mini-
malna.

Velkost dodavkového cyklu C' je tu vzhladom na konstantni intenzitu spot-
reby a na nulovy deficit tiez konstantna. Okamzity stav zasob v ¢ase t € (0,C)
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je linedrnou funkciou @ — At. Pre t = C mame Q — A\C' = 0, a tak

A= — 4.1
- (41)
Priemerny stav zdsob Q v jednom dodavkovom cykle C' je aritmeticky priemer
maximalneho a minimalneho stavu zasob na zaciatku a konci cyklu

-1 (¢ A Q

a-5 | @-wa-a-T =% (4.2)
Obsah kazdého trojuholnika na obr. 4.1 je tu vyjadreny pomocou integralu vo
vztahu (4.2), ktory udava velkost kumulovangch zdsob v prislusnom dodévkovom
cykle. Vypocet priemerného stavu zdsob pomocou integralu je nevyhnutny
v modeloch s nekonstantnou spotrebou, napr. pri skladovani potravin.

S vyuzitim vztahov (4.1) a (4.2) dostaneme nakladovt funkciu H(Q), ktora

uddva priemerné roéné ndklady pri velkosti doddvky @, v tvare

-1 1 ~ A Q
H(Q)=(Ca+Cs-C Q)C CAC—i—CsQ CAQ+032 (4.3)
Nakladova funkcia je teda stctom rocnych nakladov za dodavky na sklad
s HQ)
C’A% Cs%
i » Q

Q*
Obr. 4.2: Nékladova funkcia H(Q) v zdkladnom Wilsonovom modeli

a ro¢nych ndkladov za skladovanie komodity, obr. 4.2. Je to pre Q > 0 rydzo
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konvexné funkcia, a tak nadobuda jediny extrém, ktory mozeme néjst pomocou
derivécie nakladovej funkcie?

dH(Q) A Cs
—dQ = —CA@ + 5 = 0, (4.4)

odkial dostdvame zndmy Wilsonov vzorec pre ekonomicki (optimdlnu) velkost

doddvky
2AC' 4
= 4.
Q@ =5 (45)

s rocnou ekonomickou hodnotou nadakladov

A *
H(Q™) = CA@ + Cs% =V2XCy - Cs .
Z vyvoja stavu zasob na obr. 4.1 mozno vypocitat hladinu objednania h, stav
zésob, pri ktorom treba vystavit objedndvku na dodéavku, ktord bude dorudené
za Cas (vopred danej) dodacej lehoty L, takto

h=\L-KC)=\L-KQ, (4.6)

kde ¢islo K = Léj 3 sa nazyva pocet doddvok na ceste a ¢islo KC zdsoby na
ceste.

Pre vypocitant ekonomick velkost dodavky Q* potom moézeme z (4.1) ziskat
optimdlnu dizku doddvkoveho cyklu C* = Q*/\ a z (4.6) zas optimdinu hladinu
objednania h* = A\L — Q* - \_Z\QL .

Ak uvaZujeme naviac aj ndkupné (obstaravacie) ndklady Cy, ktoré st
tmerné objednavanému mnozstvu @), dostavame model s obstaravanim s na-

sledujicou nakladovou funkciou

Hl(Q)z(ON-Q+CA+CS-O-Q%=0NA+0A%+CS§:

= CnA+H(Q), (4.7)

ktora sa od cielovej funkcie zédkladného modelu lisi len konStantou CyA. T4
nemé vplyv na optimalnu velkost dodavky uréenej opatf Wilsonovym vzorcom
(4.5).

2Zhodny vztah dostaneme, ak polozime roéné akviziéné naklady rovné roénym skladovacim
nakladom, t. j. C A% = Cs%. Takyto postup je vsak korektny len vdaka Specidlnemu tvaru
tychto funkcii — vSeobecne neplati.

3| x| najblizsie mensie celé &islo k z
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Variabilné néklady skladovania Cs mozno niekedy chapat ako funkciu né-
kupnej ceny a vyjadrif napriklad v tvare

Cs=r-Cy, (4.8)

kde r je zlomok 0 < r < 1, ktory udava rocénu intenzitu vydavkov na skladovani
jednotku komodity. Wilsonov vzorec (4.5) mé potom v tomto zakladnom

modeli s obstaravanim tvar
20C
=/ . 4.9
Q TCN ( )

V niektorych pripadoch mézeme odhadnit néklady skladovania C's pomocou
aktudinej ceny skladovania Ck uréenej vztahom

Crx = H2(Q)/A, (4.10)

kde nakladova funkcia H2(Q) vznikne z nakladovej funkcie H;(Q) nahradenim
Cs aktualnymi roénymi ndkladmi r - Ck, t. j.

A rC
Ho(Q) = A + Can 4 9CK
Q 2
Potom hovorime o modeli s obstaravanim a aktualnou cenou skladova-
nia. Zo vztahov (4.9) a (4.11) dostaneme elementarnymi Gpravami

(4.11)

Oy + 4

v A

_ Q

Cx = —a (4.12)
2\

A tak médme po dosadeni aktudlnej ceny skladovania do (4.11) ndkladovi funkciu
v tvare
A rA(CN-Q+ Cha)

HQ(Q)ZCN)\-FCAQ‘F 22— Or ,

(4.13)

z ktorej ekonomicki velkost dodavky Q'*

Tx 27 - Ca
@ 141’ kde¢_\/2)\7’~CN+7“2'CA (4.14)
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vypod¢itame opif pomocou nutnej podmienky (4.4) pre globélne minimum fun-
kcie Ha(Q).

Mozno najst priklady parametrov C,Ca, A, 7, ked Q* < Q*, a tak z hla-
diska aktualnych ro¢nych ekonomickych nakladov dochédza k ich podhodnote-
niu 0 Ha(Q*) — Ha(Q'*) [Sk/rok] vodi zakladnému modelu s obstaravanim.

V stcasnosti je zmysluplny model s obstaravanim a rabatom. Tu zosté-
vaju v platnosti predpoklady zakladného modelu s obstaravanim, ale naviac sa

Hs(Q) Hs(Q)

Hs(Q) (A): Q" < Qr,H3(Q*) < H3(Qr)
(B): @ < Qr, H3(Q*) > H3(Qr)
(C): Q" > Qr, H3(Q") < H3(Qr)

Q

QR Q*

Obr. 4.3: Pripady nékladovej funkcie H3(Q) s obstardvanim a rabatom

predpoklada, ze v pripade nakupu vicsieho mnozstva komodity ako Qi klesne
nakupné cena (v dosledku poskytnutia rabatu)* na Cr,Cr < Cy. Nakladova
funkcia bude mat v tomto pripade tvar

ACN+CA%+CS% ak Q < Qnr
H5(Q) = X (4.15)
AcR+cA§+cS§ ak Q > Qn

4Model mozno prirodzenym spésobom zovieobecnit na pripad s viacerymi cenovymi hla-
dinami rabatu.
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Vidime, ze nizsia ndkupna cena — rabat sa prejavi len v pripade posunu casti
nékladovej funkcie H; (@) smerom nadol o hodnotu A(Cy — Cr). Stacionarny
bod Q* je opit dany Wilsonovym vzorcom (4.5).

Na obr. 4.3 mame mozné pripady A,B,C, ked sa dosahujii miniméalne naklady
bud pri ekonomickej dodavke velkosti predpovedanej zdkladnym modelom Q*
v pripadoch A,C alebo rabatovym mnozstvom komodity Qg v pripade B.

Hoci sme sa obmedzili len na spojité verzie Wilsonovych modelov — ich dis-
krétne varianty nepredstavuju vaznu komplikaciu. Ukazuje sa totiz, ze v pripade
analytického hladania celo¢iselnej velkosti dodavok — pocétov kusov komodity —
Casto stadi relaxovat prislusny model na spojity. Diskrétna ekonomické velkost
dodavky sa ur¢i z minima nakladovej funkcie z nadol a z nahor zaokrihlenych
hodnét zo spojitej velkosti ekonomickej dodavky. V pripade, ak postacuje len
numericky vypocet velkosti dodavok, vypocétové problémy nevznikaji, nakolko
ich mozno realizovat v polynomialnom ¢ase iplnou enumeréaciou.

Doteraz sme modelovali velkost spotreby pomocou konStantnej intenzity
spotreby A, ¢o ndm umoznilo vyjadrit velkost spotreby za cas ¢ linedrnou
funkciou At. V redlnych tlohdch vsak Casto pozorujeme nelinedrny priebeh
spotreby, napr. postupny rast spotreby v pociato¢nych dodavkovych cykloch
C;, ktory po istom ¢ase 7 rastu spotreby prejde do konstantnej spotreby. Dalej
sa obmedzime len na tento pripad modelu s rastom spotreby.

V zhode s pracou [16] budeme predpokladat mocninovy rast intenzity spot-

reby v tvare:

t\P
{A(—) ak 0<ty<t<r
T

(4.16)
ak 7 <t,

kde parametre A, 7,p > 0, pricom ty je ¢as prvej dodavky na sklad. Tvar
funkcie intenzity spotreby A(t) pre p < 1 je na obrazku obr. 4.4, kde je mierka
pre Cas zvolend tak, aby A(1) = 1. Prakticky vyznam ma len pripad p < 1.
V pripade p = 1 tak mame linedrny rast intenzity spotreby v dobe rastu —
nabehu zasobovania 7.

Dalej sa predpoklada, ze je zndma optimalna velkost dodavky Q* vypocitana
niektorym z predchédzajicich Wilsonovych modelov. Cielom je uéit postupnost
dob dodavok {t;}5°, tak, aby nedochddzalo k deficitu zasob v dodavkovych
CykIOCh Ci = ti+1 — ti.

Donaldson [10] ukazal, Ze kumulovana spotreba v dodévkovom cykle C; spliia
nasledujtice rovnice:

tit1
/ A(t)dt = (t; — ti)A(t) i=1,2,...,n,n+1,... (4.17)

t;
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A(t)

0'8.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Obr. 4.4: Typicky priebeh intenzity spotreby
pre rozne hodnoty pa A=1,7=1

kde t,, je ¢as poslednej dodavky v ¢ase ukoncenia rastu spotreby 7. Po substittcii
x; = t;/7 dostdvame rekurentny systém rovnic:

(xf_tll—xfﬂ)/(p—l—l)z(xi—a:i_l)a:f i=1,2,...n—1 n>2
L=a?™)/(p+ 1)+ (wig1 —1) = (wi —z 1)l i=n n>1
T —wi—1 = Q% /A1 i=n+1,... n>1

x1—xo= Q/A1 n=>0

ktory umoziiuje priamo vypocitat pre dané x; a xo postupnost x; az 4.
Mozno overit, 7e dlzka dodévkovych cyklov postupne klesé, kym nedosiahne
hodnotu C' = Q*/\ = 7(xp+1 — ®,). V krajnom pripade, ked z1 > 1, je potom
n=0aQ" =A(z1 —x9).
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Ostéva este vypoditat velkost poéiatoénej dodévky Qo v dodédvkovom cykle

Co z danej hodnoty x; zo vzfahu
t1 p+1 _  p+l

Qo/Ar= [ Al)dt/rr = { @ —gp er ) aka <1

to v — (x5 +p)/(p+1) akz >1.

Principiélne je teda moZné pre dané ty a p tabelovat hodnoty t; : tg < t; <
Q*/ )\ a vypoditat prislusné Qo a pripadne ich zobrazit graficky.

o @-

@&

C, c, c, C,

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

Obr. 4.5: Vyvoj stavu zdsob
v modeli s mocninovym rastom spotreby (p = 0.5)

Na obrazku obr. 4.5 je hrubou c¢iarou zobrazeny vyvoj stavu zasob pri
dodavke Q¢ = 5 v podiatoé¢nom dodavkovom cykle C a naslednych optimalnych
dodavkach velkosti Q* = 10 v postupne sa skracujtcich cykloch C; a Cy. Doba
rastu spotreby je ukoncend v ¢ase 7 = 3, a tak dalsie cykly (C3,C4...) po
dobe rastu st s konstantnou intenzitou spotreby A = 10 a maja konstantni
dizku C* = Q* /). Bodkoéiarkované &ary zodpovedaji vyvoju stavu zasob pri
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konStantnej spotrebe. Ak teda reSpektujeme mocninovy rast spotreby, usetrime
jeden dodéavkovy cyklus.

Uvedeny pristup mézeme aplikovat aj v modeli s itlmom spotreby, kde
je znamy cCas, po ktorom sa ocCakava, Ze spotreba komodity postupne zacne
klesat, az klesne na nulu. Tu sa vsak predpoklad4 koneény horizont — interval
(tz,tx) skladovania komodity.

Spojenim tychto pristupov moézeme analogicky odvodit model s rastom
a atlmom spotreby. Cielom je opit ndjst ¢asy dodavok v obdobi rastu spot-
reby (tz,Tr), v obdobi ustalenej (konstantnej) spotreby (7g,tx —7/) a v obdobi
atlmu spotreby (tx — 1, tx ). Casy Tr a 7y tu oznacuj koniec doby rastu a za-
¢iatok doby ttlmu spotreby.

4.2.2 Modely s deficitom

Budeme sa zaoberaf realnymi situdciami, ked vznikne poziadavka na vyber
komodity zo skladu, ale ju nemozeme uspokojit, pretoze tdto komodita v sklade
chyba. Podla sposobu riesenia problému deficitu zdsob sa rozliSuji modely so
stratenou spotrebou a modely s odloZenou spotrebou.

V modeli s alternativnou spotrebou predpokladiame, Ze neuspokojena
poziadavka na spotrebu bude s pravdepodobnostou ¢ pokryté z nasledujicej
dodavky a s pravdepodobnostou 1 — v ostane nepokryta. Pre 1) = 1 dostdvame
model s odloZenou spotrebou a pre ¢» = 0 model so stratenou spotre-
bou.

S deficitom zasob st spojené roéné (jednotkové) ndklady deficitu C5i™** pri
stratenych predajoch a C%!°* pri odloZenej spotrebe, ktoré mézeme chépat ako
dva druhy penalizicie 1 jednotky komodity za rok. Vysku deficitu, t. j. pocet
neuspokojenych poziadaviek v jednom dodavkovom cykle, budeme znacit U.
Predpokladajme pre jednoduchost, Ze ostatné predpoklady zékladného Wilso-
novho modelu ostavaja v platnosti.

Priklad vyvoja stavu zasob v modeli s alternativnou spotrebou je znazor-
neny na obr. 4.6, kde na zaciatku dodavkovych cyklov C°%°* sa deficit zasob
riesi odloZenou spotrebou a na zaciatku dodavkovych cyklov C*"4t stratenou
spotrebou.

Dodavkovy cyklus pri odlozenej spotrebe Cedloz — ) 4+ (5 sa skladd z dvoch
obdobi: C1, ked st uspokojené vsetky poziadavky na vyber komodity zo skladu,
a Co, ked vznika deficit. Kumulovand vyska zasob v obdobi C4 je (Q — U)C4/2
a plati (Q — U)/Q = Cy/C°%o% a tak je priemerny stav zasob v dodavkovom
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ST NN N NN

|
Cl |C2\ COleZLQ%I
T [ |

Codloz}' Cstratﬁ
Obr. 4.6: Vyvoj stavu zasob v modeli s alternativnou spotrebou

cykle (Clodloz
1 Q-G _(Q-Up

Aodloz _ _

QO = (Clodloz ’ 2 - 2Q

Dodévkovy cyklus pri stratenych predajoch C*tret = Codloz - (O, sa sklad4

z dvoch obdobi: C°%°% ked st uspokojené vietky poziadavky na viber komodity

zo skladu, a Cs, ked vzniké deficit. Kumulovana vyska zasob v obdobi C°%°z

je QU0 /2 a plati (Q + U)/Q = C*7%/Cy, a tak je priemerny stav zisob
v dodéavkovom cykle C'strat

- strat 1 Q . Codloz Q2

T (Ostrat ’ 2 = 2(Q+ U) : (4'19)

(4.18)

Kumulovand vyska deficitu je vzhladom na konStantni intenzitu spotreby
v oboch dodéavkovych cykloch U-Cs/2, a tak neprekvapuje, ze priemerny deficit
v dodéavkovom cykle C°4°% aj C*tret bude rovny tej istej hodnote
_ U?
U=—. 4.20
Priemernd rocnd ndkladovd funkcia H4(Q,U) je potom tvorend priemernymi
roénymi nakladmi za dodavku, skladovanie a deficit zésob

Y

’ Codloz
11
’ C'strat :

H4(Q, U) _ (CA +Cg - Codloz . Qodloz 4 C%dloz X [7) +

+ (Cp + Cg - Qstrat . Gstrat | cstrat )
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Po elemetarnych tpravach s vyuzitim vztahov A = Q/C°%°* = (Q +
U)/Cstrat dostaneme

0 1—w)+cs(w(Q—U)2 (1—w>c22)

Q=G+ 5o 20 20Q+0)
odloz w U strat (1 - ¢)>\U2
+Cp 202 +Cp 200Q10) (4.21)

Optimaliza¢na tloha vedie na hladanie minima nékladovej funkcie (4.18)
s nutnou podmienkou

OH4(Q,U) Y 1—4 P(Q*-U?)  (1-9)Q(Q+2U)
00— M tgrrE) (T e )
odloz w)‘U strat ( — w)/\UQ (QQ + U) _
- OB — OB 0+ ~0, (4.22)
OH4(Q,U) Y 29(Q-U)  (1-9)Q°
o =gy (g * aga Rt
odloz 1/1>\U strat( ’L[)))\ ( - 2@) _
+ O Gy + OB oorr =Y (4.23)

v tvare systému dvoch nelinedrnych rovnic (4.22) a (4.23), ktory uz neumoziiuje
vyjadrit rieSenia Q*,U* explicitne — v tvare nezavislych vzorcov. Pri ich nu-
merickom hladani naj¢astejsie vhodnymi iteraénymi metédami® sa stretdvame
s problémom pociatocného riesenia.

Pocitacové experimenty ukazuji, ze v mnohych pripadoch staci vyjst z podia-
tocného rieSenia uréeného Wilsonovym vzorcom (4.5) a hladat Q* s presnostou
e > 0. Nevyhodou vsak je, Ze nie je zarucena konvergencia metédy — mdze
sa aj zacyklit (¢o ale lahko odstranime dodatoénym kritériom, napr. obmedze-
nim poétu iterdcii). Prikladom takého hladania rieSenia je nasledujtca itera¢nd
metoda:

Algoritmus 4.1. Iteraéna metoda

20C' 4
Cs

Krok 1: Polozime @ =

5Malé systémy nelinearnych rovnic mozno tspesne riesit aj v prostredi znamych tabulko-
vych procesorov, napr. EXCEL pod Windows, resp. GNUMERIC pod Linux.
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Krok 2: Po dosadeni )1 do Tavej strany rovnice (4.22) dostaneme nelinedrnu
rovnicu f(U) = 0 premennej U a nech je jej rieSenim U .

Krok 3: Po dosadeni U; do lavej strany rovnice (4.23) dostaneme nelinearnu
rovnicu ¢g(Q) = 0 premennej @ a nech je jej rieSenim Qo.

Krok 4: Ak |Q1 — Q2| < &, potom STOP s rieSenim Q* = @Q1,U* = U;. Ina¢
polozime Q1 = Q2 a GOTO Krok 2.

V pripade, Ze nie je vopred znadma relativna podetnost pokryvania defi-
citu zasob odhadujica pravdepodobnost ¢ (volby odloZenej spotreby), moZzeme
ju povazovat za dal$iu premennt. Potom priemernd ro¢nd nakladové funkcia
H5(Q,U, ) bude opit tvare (4.21), ale s trojicou premennych. Jej minimali-
zaciou dostdvame okrem optimadlnej velkosti doddvky Q* a optimélnej velkosti
deficitu U* aj stratégu (politiku) *, s akou sa treba rozhodovat pre odlozenu
spotrebu vodi alterntivnym stratenym predajom.

Premennt U méZeme interpretovat aj ako vysku poistne;j zdsoby, z ktorej
¢erpame s pravdepodobnostou ¢ v ¢ase deficitu beznych zasob v sklade. Opti-
malna hodnota U* ndm umoziuje rozhodnit o ekonomickej velkosti poistne;
zasoby, ktorad je v tomto modeli obnovena jednorazovo z dodavky na zaciatku
nasledného dodavkového cyklu.

Dalsou interpreta¢nou moznostou je povazovat ¢ za pravdepodobnost pri-
chodu dodévky velkosti Q + U voéi alternativnej dodévke velkosti @, ktoré
vedil pri konstantnej (deterministickej) spotrebe k dodévkovym cyklom C°%°*
a Cstrat.

Alternativny model spotreby je prikladom velmi jednoduchého stochastic-
kého modelu zasob, v ktorom sa ndhodnost tyka len volby riesenia deficitu zasob
ale spotreba je modelovand deterministicky (linedrnou funkciou).

V stochastickom (h,Q) modeli so stratenou spotrebou je pozornost
ststredend na urcenie hladiny objednania h a jednorazovej dodavky velkosti
Q,Q > h > 0 pri ndhodnej spotrebe znamej intenzity .

Pre jednoduchost budeme predpokladat, Ze dodacia lehota L je vZidy men-
sia nez dodavkovy cyklus C,(L < C), pricom L je nezndma konstanta a C
v dosledku ndhodnej spotreby ndhodné veli¢ina.

Dynamika stavu zasob v dodavkovom cykle je zobrazena na obr. 4.7. Dodév-
kovy cyklus C zacina v ¢ase t; po prichode dodavky velkosti Q a konéi v case
to po prichode dalsej dodavky velkosti ). V Case t, ked hladina zdsob klesne
na uroven h, je podana objednavka, ktora je realizovand za dobu L. V cCase t; je
stav zdsob y = h+ @ — z1 a v ¢ase t2 (na konci cyklu) je stav zasob y = h — 2o,
pricom z1, zo sU zostatky zdsob v prislusnych dodacich lehotach.
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hladina zasob

y=h+Q- = \

7z

Q

i .

Obr. 4.7: Stav zasob v modeli (h,Q) so stratenou spotrebou

Nech je nahodnéa spotreba pocas dodacej lehoty L urCend distribu¢nou
funkciou F'(z),z > 0. Potom priemerny deficit zdasob U(h) (v dodacej lehote) je

(4.24)

- AL ak h=0
U(h) =

/oo(z —h)dF(z) akh>0
h

funkciou hladiny objednania h. Priemernd dizka doddvkového cyklu C(h, Q) je
potom rovné

Q+U(h)
N

C(h,Q) = (4.25)

Distribu¢nt funkciu zostatku zdsob G(z) v dodacej lehote definujeme pomo-
cou distribuénej funkcie F'(z) spotreby takto

G(z) = { f('z) lez i i Z (4.26)
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Priemerny zostatok zdsob Z(h) vypoé¢itame pomocou vztahu (4.24)
a 0 h oo
Z(h):/ sz(z):/ zdF(z)+h/ dF(z)
0 0 h
:/ z dF(z) — / (2 — h)dF(z) = AL — U(h). (4.27)
0 h

Na obr. 4.7 vidime, Ze v Case ty su ,staré“ zasoby vycCerpané, a tak vysra-
fovana plocha zodpoveda stargm kumulovangm zdsobam S(y). Priemernt spot-
rebu predpokladdme spojiti, staciondrnu a nezapornt, a tak priemerné zasoby
v intervale (¢1, o) st y/2, pricom priemerna dlzka intervalu (¢, o) je y/\, takze

2
Y
S(y) = =.
) =55
Priemerné kumulované zisoby Qr (h, Q) v dodavkovom cykle potom dostaneme
zo vztahu

Qx(h,Q) /SQ+r—sz /Sr—sz()

_Q _Q /Q =
=3 T(Q - 2h - 22)dG(z) = < ( > +h Z(m).  (428)
Priemernd roc¢nd ndkladovd funkcia He(h, @) je opét tvorend priemernymi

roénymi nakladmi za dodavku, skladovanie a deficit zésob

He(h,Q) = (Ca+Cs - Qr(h, Q) + Cp - U())/C(h, Q). (4.29)

Vypocet ekonomickej velkosti dodavky @Q* a optimalnej hladiny objednania h*
je opdf mozné numericky minimalizaciou nédkladovej funkcie (4.29).

V préci [46] st odvodené implicitné formuly pre pripady logaritmicko kon-
kdvnych® distribu¢nych funkcii F(z). Najcastejsie ide o gamma, Weibullovo,
logistické, normalne a logaritmicko-normalne rozdelenia aj ich odseknuté ver-
zie.

4.3 Dynamické modely zasob

V predchédzajicich modeloch (s vynimkou modelov rastu, resp. utlmu spotre-
by) sme predpokladali staciondrny priebeh spotreby (napr. konstantna spotreba,

6Realnu funkciu f : D — R nazyvame logaritmicko-konkavnou, ak je konkavny jej priro-
dzeny logaritmus, t. j. ak plati f(az1+(1—a)z2) > f(z1)* f(x2)!~* pre lubovolné x1,z2 € D
a Tubovolné o € (0, 1).
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znédme pravdepodobnostné rozdelenie spotreby) v dodévkovych cykloch. V dy-
namickych modeloch sa predpoklada, ze v planovanom horizonte zasobovania
T =1{1,2,...} st v periédach ¢t zndme oc¢akavané velkosti spotreby S;,t € 7.
Dalej sa obmedzime na modely s koneénjym horizontom — koneénym poétom
periéd T = |T| atak T = {1,2,...,T}.

V modeloch s jednou komoditou treba uréif aké mnozstvo x; tejto
komodity vyrobif pri maximdlnej produkcii (kapacite vyroby) K; jednotiek
komodity, ak sa ma pokryt celd spotreba kazdej periédy t. Tento klasicky
Wagnerov a Whitinov model nepripista moZnost vzniku deficitu zasob,
ktorému sa vyhyba presunom zasob neznamej velkosti z; z periddy ¢ do periédy
t + 1. St zname jednotkové naklady na vyrobu komodity C; a naklady na
skladovanie jednotky komodity H; z periddy ¢ do periddy ¢ + 1.

Takto formulovany problém mozno riesit ako nasledujicu tlohu linedrneho
programovania (WW):

min Z Cixi+ Hizy (4.30)
teT
za predpokladov: 2y 1 +x—2z= Sy teT (4.31)
0<az < K, teT (4.32)
20=0,zz> 0 teT (4.33)

Cielova funkcia (4.30) udava celkové néklady spojené s vyrobou a skladovanim
komodity, ktoré treba minimalizovat. Podmienka (4.31) zabezpecuje pokrytie
celej spotreby a podmienka (4.32) obmedzuje produkciu vyroby maximalnou
kapacitou v kazdej periéde z 7. Nulovd hodnota pomocnej premennej z; sa
interpretuje ako nulové zasoby komodity na zaciatku prvej periddy.

Ulohu WW mézeme efektivne riesif simplexovou metédou na riesenie tiloh
linedrneho programovania (LP). Mozno ukézaft, Ze v pripade celoéiselnych spot-
rieb S; a kapacit K; je i rieSenie tlohy celoéiselné. Ak totiz z rovnic (4.31)
vyjadrime premenné x; = Si + 2z — z;—1 a dosadime do rovnic (4.32) dostédvame
nasledujticu redukovant tlohu (RWW):

min Z HEz (4.34)

teT
za predpokladov: —S; <z —2z 1< K{—-S teT (4.35)
20=0,2.>0 teT (4.36)

kde
HR_ Ct—Ct+1+Ht aletST—l
P G+ Hy akt=T
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Ulohu RWW mozeme riesif aj ako tlohu o hladani najkratsej cesty v hranovo
ohodnotenom acyklickom digrafe G = (V, H, 7).

V2 (0)

g\
vi(Ky - S1) v (Ui K= 8:)  ws(Xiy Ki— S))

Obr. 4.8: Cesta vg(0) — v1(j1) — v2(j2) — vs(js3)
v acyklickom digrafe G = (V, H, )
je priradend rieseniu zp = 0, z1 = j1, 22 = jo2, 23 = j3 tlohy RWW

Na obrazku obr. 4.8 mame priklad takého acyklického digrafu priradenému
tulohe RWW s periédami 7 = {1, 2,3} Mnozina vrcholov V je tvorend vrcholmi
ve(k) zodpovedajicimi hodnote premennej z; = k pri¢om vrcholom vy(0) je
podiatocny vrchol, formélne

V= {0} U{v(j) [teT, je{0,1,....3_ K~ Si}}.

Mnozina hran H spédja vrcholy digrafu, ktoré vyhovuji podmienkam (4.35)
a (4.36), t. j.

H= {(vt_l(a),vt(b)) EVXVl — S Sb—aSKt—St, IfET}

Ohodnotenie hréan v : H — R sa potom definuje v zhode s cielovou funkciou
(4.34) nasledujtco:

’y(vt_l(a),vt(b)) = HtP‘ - b.
Cielom je najst najkratSiu vo(0) — wv1(j1) — -+ — wvr(jr) cestu, ktorej
zodpoved4 riesenie zg = 0,21 = j1,...20 = j;. Prislusné hodnoty 1,2, 3
produkcie vyroby tlohy WW moZeme vypoditat z rovnic (4.31).
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Ulohy WW a RWW viak nemusia maf vzdy pripustné riesenie z dévodu
obmedzenej kapacity vyroby, ked kumulovand spotreba v niektorej periéde
r € T prevySuje kumulovant produkciu vyroby > ;_;(zx — Sk) < 0. Inym
dovodom moze byt aj niekedy naviac uvazovana kapacita skladu M; udavajica
maximéalne mnozstvo skladovanej komodity v peridde ¢. Riesenim moze byt opét
pripustenie deficitu zdsob v niektorych periddach, ktoré sa riesi — ako sme ukézali
— bud odloZenou spotrebou (§ = 1) alebo stratenou spotrebou (6 = 0).

Nech naviac premenné y; udavaju velkost deficitu v peridde ¢ a st ocenené
nakladmi D; za jednotku chybajicej komodity. V pripade odlozenej spotreby
ide o dodatoéné ndklady spojené s odkladom spotreby, zatialco pri stratenych
predajoch ide o usly zisk z mozného predaja. Dostavame Wagnerov a Whiti-
nov model s deficitom, ktory mozeme riesit ako nasledujicu tlohu linedrneho
programovania (WWD):

min Z Cixy + Hyzy+ Dyyy (4.38)
teT
za predpokladov: 21—yt —z+ye= Sy teT (4.39)
0<z < Ky, teT  (4.40)
0=00<z<M teT  (441)
o=0y> 0 teT  (4.42)

Cielovéa funkcia (4.38) udava celkové ndklady spojené s produkciou, tvorbou
zasob v sklade a nakladmi za deficit zdsob. Podmienka (4.39) riesi bilanciu medzi
zédsobami a spotrebou v peridde ¢. Pri odloZenej spotrebe (6 = 1) zabezpecuje
pokrytie odloZenej spotreby z predchadzajucej periddy y;_1, ako aj moznost
vytvorenia dalSej odlozenej spotreby y;. Pri stratenych predajoch (§ = 0)
zabezpecuje vytvorenie nerealizovanej spotreby velkosti y:. Podmienky (4.40)
a (4.41) reSpektuju obmedzent kapacitu vyroby a skladu. Podmienka (4.42)
je obligatérnou pre velkost deficitu. Nulové hodnoty pomocnych premennych
Zo a Yo znamenajua, ze pred prvou periodou nemame ziadne zasoby v sklade ani
ziaden dlh v podobe deficitu zasob. Opét mozno dokazat existenciu celo¢iselného
riesenia pri celoc¢iselnych obmedzeniach tlohy pomocou simplexovej metédy pre
tlohy LP.

Iny prakticky Wagnerov a Whitinov model s prerusenim vyroby
riesil Hindi [17], ked navrhol penalizovat kladnymi hodnotami aj zacatie vyroby
nakladmi P, po kazdom preruseni vyroby, aj samotny chod vyroby nakladmi
Rt-

Oznacme u; bivalentnti premenniti rovn 1, ak sa uvazovana komodita vyraba
a 0, ak sa nevyraba. Dalsia bivalentna premenna w; je rovné 1, len ak je zacata
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vyroba v peridde t. Dostavame tak tlohu zmieSaného programovania (WWP):

min Z Cixy + Hyzy + Pou+ Rywy (4.43)
teT
za predpokladov: 2y 1+ axr—2e= S teT (4.44)
oK < 0 teT (4.45)
20=0,zs> 0 teT (4.46)
wy—urt+u_ 1< 0 teT (4.47)
2> 0 teT (4.48)
w e {01} up= 0 teT (4.49)
wy € {0,1} teT (4.50)
(4.51)

Cielova funkcia (4.43) opét udava celkové naklady spojené s vyrobou a skladova-
nim komodity, ktoré treba minimalizovat. Podmienky (4.31) a (4.33) st zhodné
s podmienkami (4.44) a (4.46). Vyroba produkuje nanajvys K; jednotiek len ak
je v chode, ¢o vedie k podmienke (4.45). Predpoklad4 sa, Ze pred prvou periédou
sa nevyraba, ¢o vedie k nulovej hodnote pomocnej premennej ug. Skutoénost,
7e Ry > 0, zabezpecuje, ze wy = 1 len vtedy, ked u; = 1 a u;_1 = 1. Na rieSenie
takto formulovanej llohy autor uvadza metddu vetiev a hranic, ktora sa ukazala
pomerne efektivnou pre tlohy malych rozmerov |7] < 12.

Ulohu WWP mozno doplnif o poziadavky tlohy WWD, ¢o vedie k tilohe
Wagnerov a Whitinov model s prerusenim vyroby a deficitom zasob,
ktort by bolo mozné pre ulohy malych rozmerov riesit metédou vetiev a hra-
nic. Dalsie zovieobecnenia sa tykaji roznych viackomoditnych verzii Wagner-
Whitinovych modelov, ktoré v najjednoduchsom pripade nahradzuju silné sepa-
rované obmedzenia kapacit skladu, resp. vyroby komodit k ich slabsim kumulo-
vanym ohraniceniam.

V pripade heuristického riesenia prichddzaji do Gvahy rézne aproximativne
verzie metédy vetiev a hranic, ktoré sice nezarucuju optimalitu rieSenia, posky-
tuji rieSenie v prijatelnom dase.

4.4 Frontové modely zasob
Problémy ekonomickej kapacity skladov mozeme modelovat pomocou elemetér-

nych systémov hromadnej obsluhy [18]. Podla interpretécie vstupného toku zé-
kaznikov rozliSujeme modely so
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o vstupnym tokom doddvok, ked tok zakaznikov reprezentuje jednotky do-
davky a operacia obsluhy zakaznika predstavuje uspokojenie jednotky
spotreby,

e ustupnym tokom spotrieb, ked tok zdkaznikov je tok jednotiek spotreby
komodity a obsluha predstavuje dopliianie zasob v ¢ase dodacej lehoty.

V elemetarnych markovovskych modeloch zdsob, na ktoré sa dalej sustredime,
je vstupny tok zakaznikov modelovany Poissonovym procesom a doba obsluhy
zakaznika je exponencialna.

Modely zdsobovacich retazcov sa mozu riesit ako markovovské siete. Uzlami
st elementarne systémy zasob a hranami prislu$né vstupné/vystupné (medzis-
kladové) viizby. Prislusny matematicky aparat umoziiuje rozhodovat aj aktudlne
otazky tykajice sa ekonomickych dosledkov vgluk a umiestnenia skladov.

4.4.1 Modely so vstupnym tokom dodavok
Najskor uvazujme jednoduchy frontovy model M/M/1/cc 7 so vstupnym

tokom dodavok, schéma a prechodovy graf je na obr. 4.9.

00 1/p
A ]
I u vystupny tok spotreby

bsluh
neobmedzeny front” o

LI

Obr. 4.9: Schéma a prechodovy graf systému M/M/1/c0

vstupny tok dodavok

Vstupny tok dodévok je modelovany Poissonovym procesom s intenzitou
A, a tak dlzka medzery medzi prichodmi jednotkovych dodévok do skladu ma

7V Kendallovej klasifikicii elementarnych systémov hromadnej obsluhy A/B/n/m charak-
terizuju pismend A — vstupny tok zdkaznikov a B - dobu obsluhy zdkaznika jednou linkou
obsluhy, n — pocet nezavislych liniek obsluhy a m — maximalny pocet zakaznikov v systéme.
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strednit hodnotu % Doba obsluhy dodévky (jedinou obsluznou linkou realizu-
jacou vyskladnenie dodévky) zodpoveda dobe uskladnenia a ma exponencidlne
rozdelenie s parametrom p. Jednotka zasob je tu teda rovné jednotke dodavky

a je po strednej dobe % vyskladnena.

Mnozina stavov systému S = {0, 1,2, ...} predstavuje pocet jednotiek zasob
v sklade. Stav 0 reprezentuje stav deficitu zdsob, ked nemdze byt ziadna jed-
notka spotreby uspokojend. Systém je zaujimavy po (¢asovej) stabilizacii, t. j.
v pripade p = ﬁ < 1.

7 prechodového grafu mozno lahko odvodit stacionarne rozdelenia stavov
systému (7o, 71, ... ), m; = p?(1—p). Priemerni vysku zdsob v sklade odhadneme
strednym poé¢tu zakaznikov v systéme (zapocitava sa aj vyskladilovand zdsoba)

o0
A . P
; —-p
7=0
Optimalizacia sa aj v modeloch tohto typu realizuje hladanim minima nakla-
dovej funkcie H7(p) zloZenej z priemernych jednotkovych nakladov skladovania

a z priemernych jednotkovych nakladov deficitu (pri zndmych porovnatenych
nakladoch Cyg a CD/\, Cs < CD)\)

p
1—p

pr=1-— 1/& .
ACp

Dostdvame naviac aj odpoved na otdzku, aky by mal byt optimalny pomer
pr = }?—’; medzi priemernou dobou medzi prichodmi dodavky do skladu 1/A
a priemernou dobou medzi vyskladneniami (spotrebami) dodavok 1/p.

Nevyhodou optimalizacie nédkladovej funkcie Hr(p) ako volného extrému je,
7e neoptimalizuje priemerny stav zasob, ktory tak moze nadobudntf neprijatelné
hodnoty. Tento nedostatok ¢iasto¢ne odstraiiuje obmedzenie P, pravdepodob-

nosti, ze stav zasob prekroc¢i urcita kriticka hodnotu ¢

H7(p) ZCs-Q—I—CD Ao = Cyg —I—CD/\(l—p), (4.53)

s optimalnym rieSenim

o0
PQ>q =Y m=p"<P.
Jj=q+1
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¢o uz vedie k optimalizacnej tlohe o viazanom extréme s riesenim p**
Ha(p™) = min{Hz(p) | 0 < p7 < P,}. (4.54)

Inou moznostou je volba koneéného (nenulového) frontového modelu
M/M/1/K so vstupnym tokom dodavok, so schémou a prechodovym gra-
fom na obr. 4.10.

tok odmietnutych dodavok
‘ K—1 1/

/;\
_‘ \_/ vystupny tok spotreby

A

vstupny tok dodéavok

kone¢ny front ~ obsluha
K Iz H 7 L
080858 080
NS
A A A A Y

Obr. 4.10: Schéma a prechodovy graf systému M/M/1/K

Parameter K, K > 1 interpretujeme ako (koneéni) kapacitu skladu, ostatné
parametre tu maju vyznam ako v predchadzajicom modeli. V désledku konecnej
(obmedzenej) kapacity skladu vSak mozu byt niektoré z prichddzajicich dodavok
odmietnuté.

Mnozina stavov systému S = {0,1,2,..., K} predstavuje opdt pocet jed-
notiek zasob v sklade. Stav 0 reprezentuje deficit zasob a stav K plny sklad.
Casova stabilizacia tohto systému je vdaka moznosti odmietania dodévok ne-
podmienend — zatazenie systému p = % moze byt aj vicsie nez 1.

Z prechodového grafu mozeme odvodif stacionarne rozdelenia stavov sys-
tému (mo, m1,. .., Ti), T = Apl, A = (1—p)/(1—pBF1). Aj tu priemerni vysku
zdsob v sklade odhadneme strednym poctu zédkaznikov v systéme

K K K+1
- , p_ 1-(K+1)p" —Kp
Q=Y jm= e e . (4.55)
Jj=0

Nékladova funkcie Hg(p) obsahuje okrem priemernych jednotkovych nakladov
skladovania a priemernych jednotkovych nakladov deficitu aj priemerné jednot-
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kové straty z nerealizovanych predajov, resp. penalizaciu neprebratych dodavok
so stratami C'p na jednotku zasob.

Hs(p) = CsQ + CpAmg + CpAmk

—c( p '1—(K+1)pK—KpK“)CDA(1—p) CpAp™ (1 - p)
- s 1—p 1—pK+1 1—pK+1 1_pK+1

Optimalne rieSenie p*, ktoré minimalizuje jednotkovt nakladovt funkciu
Hs(p), uz nevieme vo v8eobecnom pripade vyjadrif vzorcom, a tak je potrebné
ho hladaf numericky. Do tvahy tu prichddza v najhorSom pripade aj tplné
enumeracia funkénych hodnot po vhodnej zvolenej diskretizacii defini¢ného
oboru cielovej funkcie.

Netrividlny je uz krajny pripad modelu — M/M/1/2, kde sa jedna jednotka
zdsob moze skladovat podas doby vyskladnovania predchddzajicej jednotky
zasob. Nakladova funkcia tu ma tvar

v
(1=p)(1-p?)

Ani tento pripad nevieme vo vSeobecnosti riesit analyticky.

V situécii, ked nie je kapacita skladu K vopred dané, méa zmysel otdzka
ekonomickej kapacity K* skladu. Pri dodatocnych jednotkovijch ndkladoch za
skladovacie miesto za jednotku c¢asu Cp; dostavame jednotkovi nakladovi fun-
kciu Hg(p, K) dvoch nezndmych p a K (p > 0 a K > 1 je prirodzené &islo)

Hs(p) = (Cs-p(1=3p% = 20%) + Cp - (1= p)*Cp - p*(1 = p)?) .

HQ(P,K):CM'K+CS'Q+CD)\'7T0+CP~)\7TK,

kde aj charakteristiky systému Q, mo, Tk treba chipat ako funkcie neznamych
parametrov p a K. Pri numerickej minimalizacii funkcie Hg(p, K) mozeme
postupovat tak, ze pre fixované hodnoty premennej K = 2,3,... vypocitame
optimélnu zétaz systému p(K) a potom vyberieme najlacnejsie riesenie p* a K*

HQ(/)*; K*) = p(K)>g,1Ii{n:2,3,--- Hg([)(K), K) :

V modeloch so vstupnym tokom dodévok mozeme prirodzene pouzif aj zlo-
zitejsie nemarkovovské jednolinkové frontové systémy G/G/1. Dobrym kompro-
misom medzi vSeobecnostou modelu a praktickymi charakteristikami rezimu z4-
sobovania pontkaji semimarkovove frontové systémy E,/E,/1, v ktorych mo-
zeme realisticky modelovat aj rozptyl dodédvkového cyklu, resp. rozptyl doby
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vyskladnenia zasob. Ciastoéne tak moézeme riesif i problematicky predpoklad
jednotkovej dodavky rovnej spotrebovédvanej jednotke zasoby, ked podet faz r
interpretujeme ako velkost dodavky a pocet faz ¢ ako velkost jednotkovej spot-
reby. Frontové modely zalozené na davkovych systémoch M /MY /1 8 pontkaji
(za cenu podstatne naroc¢nejsieho matematického apardtu) aj moznost modelo-
vat stochastiky velkost dodavky, resp. velkost spotrebnej davky. Ako uvidime
dalej, tato poznamka sa tyka aj modelov so vstupnym tokom spotreby.

4.4.2 Modely so vstupnym tokom spotrieb

Doteraz sme modelovali prevadzku skladov systémami hormadnej obsluhy, v
ktorych vstupny tok zdkaznikov predstavoval dodavky tovarov do skladu. V mo-
deloch, ktoré budeme studovat v tomto odseku, zvolime iny pristup. Pri tomto
pristupe vstupny tok zdkaznikov bude reprezentovat poziadavky spotreby ko-
modit zo skladu.

Najskor uvazujme jednoduchy frontovy inverzny model M/M/n/n so
vstupnym tokom spotrieb , schéma a prechodovy graf je na obr. 4.11.
Tok spotrieb je modelovany Poissonovym tokom s intenzitou A. Dlzka medzery

tok odmietnutych spotrieb

miesta v sklade

tok spotrieb tok dodavok

tok uspokojenych spotrieb

08 9r@ 08080

Obr. 4.11: Schéma a prechodovy graf inverzného systému M/M/n/n

medzi prichodmi jednotkovych poziadaviek do skladu mé strednii hodnotu %

Doba ,,obsluhy® systému je dobou dodacej lehoty na novi jednotku skladovanej

8Davkami st celoéiselné ndhodné premenné X a Y.
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komodity a mé exponencidlne rozdelenie s parametrom u. Jednotka spotreby
oputsta vzdy systém okamzite po svojom prichode. Ak vSak najde nejakt linku
volnt (neaktivnu), potom je v sklade aspoii jedna jednotka zasob, ktorou je tato
poziadavka uspokojena a zaroven je vystavena nova objedndvka na doplnenie
zésob skladu. Pocet volnych liniek teda zodpovedd momentalnej velkosti zdsob
v sklade. Parameter n reprezentuje kapacitu skladu — maximéalny pocet jednotiek
skladovanej komodity. Po strednej dobe %L je takto k dispozicii nova skladovana
jednotka. Ak poziadavka spotreby ndjde vSetky linky aktivne, znamend to, Ze
sklad je prazdny, a preto je v dosledku deficitu zasob odmietnuta.

Markovovsky refazec tu ma mnozinu stavov .S = {0,1,2,...,n}, stav i udava
velkost zdsob v sklade, resp. n — 1 udava pocet doddvok na ceste, a tak stav 0
reprezentuje stav deficitu zasob, ked nemoze byt Ziadna jednotka spotreby uspo-
kojend. Na rozdiel od klasického systému s odmietanim M/M/n/n, v inverznom
systéme vSak prichod zékaznika (jednotky spotreby) nesposobuje zviiéSenie stavu
systému o jednotku, ale naopak zmensenie stavu systému o jednotku, ¢omu zod-
povedé prechodovy graf na obr. 4.11.

Refazec ma jediné staciondrne rozdelenie stavov systému (7o, m1,...,7Tn),
ktoré opét mozeme lahko vypocitat grafovou metédou v tvare

oI
mﬂ'n ak 0 S j <n
T = N e -1 , (4.56)
D] ki=o0
=0 T TI)

pricom parameter o = ﬁ sa nazyva predstih zdsob. Potom priemerny stav zasob
Q) v stabilizovanom systéme je uréeny vztahom

Q=Y jmj=mn) (jai (4.57)
j=1

= n—j’

Pre vypocet charakteristik 7, 7,, Q mozno vyhodne vyuzif tabelované funkcie
kumulovanych hodnot Poissonovho rozdelenia
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ktoré vedu k vzfahom

mo=1- Pn(la) , (4.58)

Ty = Pa) (4.59)
=~ nPy(a) —aP, 1(a)

Q= o) (4.60)

Priemerny pocet objednanych jednotiek (dodavok) je zrejme n — Q. Optimalnu
hodnotu kapacity skladu n* mozno numericky vypocitat maximalizaciou prie-
merného cistého zisku za casovu jednotku

Zl(n):CZ'(TL—Q)—CS'Q—CD~>\7TO, (461)

kde Cz je hruby zisk z predaja jednej jednotky zasob, Cg st nédklady na
skladovanie jednotky zasob za ¢asovi jednotku a Cp st nadklady na jednotku
deficitu zasob.

Doteraz sme pri frontovych modeloch predpokladali, ze dodavka do skladu je
tvorend jednotkou zadsoby rovnej jednotke spotreby. Ak spotreba vidy pozaduje
jednorazovo ¢ jednotiek zdsob, potom tento problém riesi frontovy inverzny
model M/E,/n/n so vstupnym tokom spotrieb s prechodovym grafom na
obr. 4.12. Tok spotrieb je opéit modelovany Poissonovym tokom s intenzitou A
jednotiek za ¢asova jednotku.

Doba dodacej lehoty na q jednotiek zasob ma g-fazové Erlangovo rozdelenie
so strednou hodnotou 1/u. Takze ak je v sklade dostatoénéd zisoba, potom
q jednotiek zasob sa jednorazovo spotrebuje po svojom prichode a zaroven
je vystavena nova objednavka na doplnenie zasob o ¢ jednotiek. V opac¢nom
pripade nie je spotreba (ani Glasto¢ne) uspokojena. Kapacita skladu je tu ng
jednotiek. Po strednej dobe % od objednania dodavky je takto k dispozicii
dalsich ¢ novych jednotiek. Predpoklad erlangovskej dodacej lehoty umoznuje aj
predstavu ¢ jednotkovych dodavok s exponencidlnou dodacou lehotou a strednou
hodnotou #

Z prechodového grafu na obr. 4.12 priamo zostrojime (ng + 1) x (ng + 1)
maticu intenzit Q, (wo1 = nqu,wq = A,...) a vypocitame jediné staciondrne
rozdelenie stavov markovovského refazca @ = (mo, 71, ..., Tnq) riesiac systém?

9Kazd4 rovnica homogénnej Gasti systému (4.62) je linedrnou kombinaciou ostatnych, a tak
IubovoInd z nich méze byt nahradend normaliza¢nou podmienkou.
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Obr. 4.12: Prechodovy graf inverzného systému M/E,/n/n

linearnych rovnic

=0, m=1, (4.62)
i€S

s mnoZinou stavov S = {0,1,...,nq}.
Potom priemerny stav zasob @ v stabilizovanom systéme je uréeny vztahom

Q=> jm, (4.63)

JjES
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a priemerny pocet objednanych jednotiek zasob je ng— Q. Funkciu priemerného
cistého zisku za ¢asovi jednotku ziskame modifikdciou vztahu (4.61) v tvare

q—1
Zg(n,q):C'Z-(nq—Q)—C’S-Q—CD-)\ZWj. (4.64)

=0

Optimalnu hodnotu kapacity skladu n*¢* numericky uréime maximalizaciou
funkcie Z(n,q) pre kladné prirodzené ¢isla n,q. Naviac n* uddva maximalny
pocet zasob na ceste a ¢* ekonomickt velkost spotrebnej davky. V praktickych
tloh4dch mézeme odakdvat prirodzené horné hranice na premenné n,q, éo vsak
vedie len k rovnako obtaznému viazanému extrému funkcie Z(n, q).

Ak je v8ak zname diskrétne pravdepodobnostné rozdelenie spotreby Y, po-
tom tento problém riesi vieobecnejii frontovy inverzny model M/MY /n/n
so vstupnym tokom spotrieb, s pomerne naroénym vypoc¢tom matice inten-
zit Q a analogickym vypoctom (4.62) stacionarneho rozdelenia stavov systému.

4.5 Zasobovanie ako hra

Proces zasobovania nejakou komoditou spravidla nie je len problém skladu, ale
viacerych subjektov retazca vyroba — sklad — spotreba, v ktorom kazdy sleduje
svoj uzitok. Konfliktné situécie, ktoré tu vznikaji, mozno modelovat pomocou
modelov tedrie hier.

4.5.1 Model hry proti prirode

Spotrebu mézeme chapat aj ako zndmy (riziko), resp. nezndmy (neurcitost)
nadhodny mechanizmus — neinteligentny hrac, ktory nesleduje ziaden kvantifiko-
vatelny azitok, a tak jedinym inteligentnym hracom je tu sklad.

Prikladom takejto hry proti prirode pri riziku je m-komoditny rizikovy
(h, Q) model so stratenou spotrebou, ktory vznikne z uz prezentovaného
stochastického (h, @) modelu so stratenou spotrebou, uvazujici s pravdepodob-
nostou ¢; doddvku a naslednt spotrebu i-tej komodity a intenzitou spotreby
;. Predpoklada sa totiz, ze nie je vopred zname, ktora komodita bude po ob-
jednani dodand na sklad, len jej pravdepodobnost. Pre jednoduchost budeme
predpokladat, Ze A\ < Ay < -+ < Ay

Priestor stratégii prvého hraca - skladu, je mnozina

X ={(h,Q) | (h,Q) € (0,00) x (0,00), h < Q}
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pripustnych dvojic hodnot velkosti dodavky @ a hladiny objednania h. Priestor
stratégii druhého hraca spotreby, je potom mnozina

y = {AlaAQ)' )\m}

pripustnych intenzit spotreby. V tejto hre ma zmysel vyplatna funkcia'® prvého
hraca

M(ha Qv >‘) = CNA - (CA + CS : QK(hv Qa )‘) + CD ' U(ha A))/C(h, Qa )‘)

udavajica priemerny rocny zisk skladu pre komoditu s intenzitou A. Priemerna
dizka dodavkového cyklu C(h,Q,)) je tu uréena vztahom (4.25). Podobne
aj priemerny deficit zésob U(h, \) je definovany vzfahom (4.24) a priemerny
stav zasob Qg (h,Q,)\) vztahom (4.27). Vidime, Ze st naviac funkciami aj
rozhodovacej premennej .

Vyplatnt funkciu spotreby — druhého hrac¢a — mézeme vynechaf, nakolko je
pre tohto neinteligentného hraca nevyznamna, nerozhoduje sa podla nej, a tak
ani pre prvého hraca nenesie ziadnu informaciu.

Optimdlna stratégia prvého hrica (h*,Q*) v tejto hre (X,y, M(h,Q, /\)) je
potom uréend vztahom

(h*, Q") =arg max_ Y M(h,Q N\,

(hQex F=

v ktorom sucet vazenych vyhier pri Cistych stratégidach druhého hraca udava
strednii hodnotu hry pri stratégii prvého hréca (h, Q).

V pripade, ked nepozndme ani hodnoverné odhady pocetnosti dodéavok
komodit, t. j. nepozname pravdepodobnosti 1,2, ..., ¥, ma zmysel m-
komoditny neuréity (h,Q) model so stratenou spotrebou, ktory moéZzeme
formulovat ako hru proti prirode pri neurcitosti v tvare (X, Y, M(h,Q, /\)) De-
finicie optimélnych stratégii prvého hrica je zvykom nazyvat principmi optima-
lity, do tvahy prichddzaja hlavne tieto:

e Princip medostatocnej evidencie povazuje vsetky stratégie spotreby )Y
(druhého hraca) za rovnako pravdepodobné, a tak optimdlna stratégia
skladu (h}, Q%) je rovna

(hi, Q1) = arg max > M(h,Q,Ni)/m.

’ €Y

10Kladna hodnota vyplatnej funkcie zodpoveda vyhre, zdporna prehre hraca.
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e Princip minimazu predpokladd volbu takej stratégie spotreby, ktord ve-
die k najvyhodnejsiemu moznému vysledku. Sklad voli stratégiu (h3, Q%)
maximalizujicu zarucentt vyhru v X

hE Q%) = i hQ,\) .
(h3,Q3) arg(h%‘c)tgxglég/\/l( Q)

e Princip stredného optimizmu voli kompromis medzi krajnym optimizmom
a krajnym pesimizmom volbou stratégie skladu (h3, Q%) definovanej vzta-
hom

(h5,Q3) = arg  max (g}g/\/l(h,(a?,ki) - )I\?g)l)M(han)\i)) :

Uvedené tri principy optimality mozeme vyuzit aj pri tvorbe takych ziada-
nych scendrov doddvky (Qo,Qk,Qr), Qo > Qx > Qp, kde Qo je optimistickd,
QK kompromisnd a Qp pesimistickd velkost dodavky na sklad.

4.5.2 Model nekooperativnej hry

Uvazujme model oligopolu [20], kde oligopolom rozumieme trh daného poétu
oligopolistov (vyrobcov) snaziacich sa predaf jeden druh vyrobkov, pri¢om
oligopolisti nesm medzi sebou utvaraf Ziadne separatne dohody, teda ani
o velkosti objemu vyroby.

Dalej sa pre jednoduchost obmedzime na kapacitne obmedzeny Wilso-
nov model oligopolu, v ktorom priemerné denné!'! naklady 7;(Q;) na objem
vyroby @Q; kazdého oligopolistu ¢ € {1,2,..., N} st uréené analogicky ako vo
Wilsonovom modeli zasob vztahom (4.3)

Ai Qi
H?,(Qz) - C’LV Qi + CzS 2 )

pricom -ty oligopolista je urceny nasledujucimi charakteristikami:

Kia<Qi < K;p,

e )\; intenzitou vyroby — priemernym objemom vyroby za den,
e (v priemernymi vyrobnymi nakladmi na jednotku vyrobku,

e (s priemernymi skladovacimi nédkladmi vyroby na jednotku vyrobku za
den,

HPevnou ¢asovou jednotkou obdobia sa spravidla uvidza deni a nie rok vzhladom na
Statistikou vykazovant denni produkciu oligopolistov.
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e K4 minimalnou dennou produkciou — nutnou kapacitou vyroby za dem,

e K;p maximalnou dennou produkciou — moznou hrani¢nou kapacitou vy-
roby za den.

Vyrobné ndklady na vyrobu @; jednotiek st u i-teho oligopolistu urcené kon-
vexnou funkciou ¢;(Q;). Trh je tu zas charakterizovany konkavnou klesajtcou
funkciou f(Q) udavajacou cenu vgrobku pri celkovom mnoZstve vgroby Q.

Treba uréit trovne vyroby (Q1, Qq, . . ., @n) tak, aby kazdy oligopolista s pri-
hliadnutim k ostatnym maximalizoval svoj denny ¢isty zisk (prijem z predaja
zmenseny o néklady). Dostdvame tak nekooperativnu hru N hrdcov (oligopolis-
tov) v normdlnom tvare

(X1, X1y, X, Mo (), Ma(e), o, M () (4.65)

s priestormi stratégii X; = (K;4, K;p) a vyplatnymi funkciami

N
Mi(Q1,Qa, -, QN) = Qi - F() Qi) = HilQi) — c:(Qs) (4.66)
i=1

pre i-teho hraca.

Cielom hry (4.65) je najst rovnovdznu stratégiv hry (Q7,Q5, ..., Q%) poza-
dujicu pre kazdého hréca i € {1,2,..., N} a Iubovolny objem vyroby Q; € X;
splnenie vztahu

Mi(QTa'"aQr—vain;ﬂ,-la"'vQ’]k\/') < Mi(QTH"WQ:—varv ;+1a"'7Q7V) )

ktory garantuje i-tému hracdovi maximalnu vyhru, pokial sa ostatni hraci od svo-
jej rovnovaznej stratégie neodchylia. Rovnovaznu stratégia vsak uz ni¢ nehovori
o priebehu hry, ak sa od nej odchylia dvaja (pripadne viaceri) hraci.

Ak méame pre kazdé ¢ € {1,2,...,N} vyplatnd funkciu M,;(...,Q;,...)
v premennej @Q; nielen konkévnu, ale aj diferencovatelni, potom mozno ukdzat,
ze (QF,Q%, ..., Q%) je rovnovaznou stratégiou hry, ak plati vztah

* * * * =0 = KiA S 62>!< é KiB
aM’L see e &1 Wi Wity e ‘
lim (Ql Qz 1 Q Qz-{-l QN) >0 = Q;« — KiB

Qi—Qr 8@1 <0 = QZ - K;

ktory umoziuje jej hladanie gradientnou metddou. V mnohych pripadoch v8ak
konverguje aj nasledujicu jednoduchsia itera¢néd e-metdda:
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Algoritmus 4.2. Iteracna e-metéda
20:Civ

Krok 1: Definujeme N-ticu Q' = (Q1,-, Q%) so zlozkami Q} = o

Krok 2: Postupne pre vietky indexy i = 1,..., N nech je Q? rieSenim rovnice

_ 8M7,(Q%7 .. '7Q11715 Qia Q%+1a CIEE) Q}V)

2Q: =0

9i(Q:)
a definujeme zlozky N-tice Q3 takto:

Q7 akgi(Q7)=0a Kia < Q7 < Kip
Q3 = K;p ak gz(Q%) > 0 alebo Q% > KB
K; ak gz(Q?) < 0 alebo Q? < Kip

Krok 3: Ak Zﬁil (|QF — Q3| <€) =0, potom STOP s riesenim Q* = Q.
Inac¢ polozime Q' = Q2 a GOTO Krok 2.

4.5.3 Model kooperativnej hry

Ak medzi oligolipolistami je kooperacia zakdzand, pri vztahu medzi dodévatelom
a obchodnym retazcom je ziaduca.

Uvazujme nasledujicu kooperativnu hru medzi doddvatelom a obchodngym
retazcom. Monopolny dodavatel zadsobuje obchodny retazec (dalej len retazec)
komoditou za nakupni cenu Cy na jednotku komodity. Retazec ju predava za
maloobchodni cenu p, ktort treba urc¢it, budeme predpokladat, Ze p > Cl.

Predpokladajme, Ze intenzitu spotreby retazca mozno v zhode s pracou [31]
Statisticky odhadn(f pomocou klesajiicej funkcie maloobchodnej ceny komodity
v tvare

Ap)=ap™®, a>0, 0<p<1. (4.67)

Dodévatel nemé vlastny sklad, ale refazec ma vlastny sklad. A preto si
delia skladovacie naklady tak, Ze jednotkové skladovacie néklady dodévatela
st konstantné Cg, zatial¢o v refazci st linedrnou funkciou maloobchodnej ceny
komodity, t. j. Rs - p. Retfazec nedisponuje vlastnym vozidlovym parkom, takze
akviziéné ndklady C4 za dodavku velkosti @, ktord treba urcit, si uplatiiuje
dodévatel voci retazcu. Dodavatel je tiez zatazeny nakladmi za dodavku Cp od
vyrobcu.

Ak powzijeme zdkladny Wilsonov model zdsob pre dodévatela a Wilsonov
model zdsob s obstardvanim, pre retazec dostavame zo vzfahov (4.3) a (4.7)



4.5. ZASOBOVANIE AKO HRA 161

priemerné ro¢né naklady Hp a Hpg ako nasledujice funkcie maloobchodne;j
ceny a velkosti dodavky:

-8

Hp(p,Q) = aCD% + %C’s ; (4.68)
-8

Hr(p,Q) = aCA% + %Rsp +Cnyap™? . (4.69)

Zisk dodévatela a retazca st potom postupne rovné

MD(pv Q) = CNapiﬁ_HD(pa Q) P
Mr(p, Q)= ap' P—Hg(p,Q) .

Predpokladajme, Ze refazec je ochotny investovat ¢iastku nanajvys Cy. Dosté-
vame tak nasledujicu hru dvoch hradov — dodévatela a refazec — v normalnom
tvare:

(va;MD(pv Q)aMR(pv Q))ﬂ X {Q | Q > 0};
Y = {plp=>Cn,Mg(pQ) < Co}

Potom mé zmysel riesit optimaliza¢nt tlohu (UKDR):

max Mp(p,Q) +Mg(p, Q) (4.70)
Hr(p,Q) < Co (4.71)
p>Cn, @>0 (4.72)

Cielova funkcia (4.70) predstavuje celkovy zisk dodévatela a retazca, ktory sa
maximalizuje. Podmienka (4.71) pokryva naklady spojené s ndkupom a sklado-
vanim komodity. Podmienky (4.72) zabezpec¢uji pripustnt volbu maloobchodnej
ceny p a velkosti dodavky p.

Nech (p*,Q*) st optimilne stratégie z rieSenia tlohy UKDR. Dodévatel
i refazec by sa teda mohli dohodnif na dodavkach velkosti Q*, ktoré retazec
nakupi za cenu C'y a predd za cenu p*. Moze vSak vzniknif pochybnost, ¢ je
vyhodné pre retazec koordinovat volbu maloobchodnej ceny i velkosti dodévky
s dodavatelom.
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Garantovany zisk refazca mozeme dostat z rieSenia nasledujicej optimali-
zacnej ulohy (UGZR):

max Mg(p, Q) (4.73)
ap—B

Q= /% (4.74)

HR(p7 Q) S CO ( )

4.75

p>Cn (4.76)

Cielovou funkciou (4.73) je zisk refazca, ktory sa maximalizuje. Rovnica (4.71)

voli optimdlnu velkost dodavky vo Wilsonovom modeli s obstardvanim. Ob-

medzenie (4.72) opit ohranifuje naklady spojené s ndkupom a skladovanim

komodity. Obligatérna podmienka (4.76) zabezpecuje pripustni volbu maloob-

chodnej ceny komodity. Ak je p}, optimalnym rieSenim tlohy, potom po dosadeni
do vztahu (4.71) dostavame prislusna optimalnu velkost dodavky Q.

Nech (p};, QF;) st optimélne stratégie z rieSenia tlohy UGZR a (p*, Q*) st

optimélne stratégie z rieSenia tlohy UKDR. Ak plati podmienka

MR(p}K%ﬂ Q*R) < MR(p*v Q*) ’

potom sa retazcu oplati prijatim rieSenia (p*, @*) koordinovat svoju stratégiu
s dodévatelom. V opa¢nom pripade je pre refazec vyhodné trvat na dodévke vel-
kosti Q% alebo sa dohodntf s dodavatelom na dodavke velkosti Q* a doplatku'?
vo vyske aspoit Mg (p*, Q*) — Mr(ph, Q%)

Obe optimaliza¢né tlohy st tlohami nelinedrneho matematického progra-
movania. Pri ich rieSeni mono pouzit napr. Solver — RieSitel implementovany
v tabulkovom procesore Fxcel. VyZzaduje vsak pomerne citlivii volbu jeho pa-
rametrov, v opa¢nom pripade nendjde riesenie s odvolanim sa na nedostato¢ny
pocet itera¢nych krokov.

4.6 Rovnomerné zasobovanie skladov

Pri zdsobovani viacerych skladov firiem (napr. obchodnjch retazcov) vozidlami
z viacerych vozidlovych parkov vyrobcov, resp. Spedi¢nych firiem vznika prob-
lém vytvarania takého rozvrhu prac vozidiel, pri ktorom st sklady retazcov
zasobované ¢o najrovnomernejsie.

12V tomto pripade dodavatel a refazec hraja kooperativnu hru s prenosom vyhry.
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Najskor uvazujme zakladny model rovnomerného zasobovania skla-
dov. Nech je dand mnozina m skladov a mnozina n vozidiel. Kazdé vozidlo méze
v danom obdobi vykonat niekolko rozvoznych trés typu zdroj — sklad — zdroj.
Predpokladajme, ze prvky danej matice A udéavaju jednotkové mnozstva neja-
kej komodity prepravovanej z nejakého zdroja do i-teho skladu rozvoznou trasou
j-teho vozidla. Celkové zasoba i-teho skladu vytvorend dodévkami vozidiel je
8; = Z;.l:l a;;j. Ak existuji velké rozdiely medzi takto vytvorenymi zasobami
skladov s1, 82, , $m, skladnici budt proti tomu protestovat. Cielom je néjst
také permutécie dodavok v stIpcoch matice A, pri ktorjch stt kumulované zasoby
v skladoch ¢o najrovnomernejsie. !>

Problémom permutacii matice MPP (matrix permutation problem) ro-
zumieme nasledujicu dlohu: Nech st M = {1,2,...,m} a N = {1,2,...,n}
koneéné neprazdne mnoziny indexov danej redlnej matice A = (a;;) € R™*".
Hlada sa sa taka usporiadana n-tica ¢ = (1,2, ...,1,) permutacii stipcov M
matice A, pre ktoru je

F(s1,82,...,8m) — min (4.77)
Si =) Gy i€ M, (4.78)
jEN
kde F(s1,S2,...,5m) je nejakd miera nerovnomernosti (s1,S2,...,8m,) € R
a II(N) je mnoZina vSetkych permutécii na mnozine N.
Poznamenajme, Ze nulové prvky a;; = 0 zodpovedaju ,fiktiviym dodav-

kam“ j-teho vozidla i-temu skladu. Formuldcia MPP pripasta aj zaporné prvky
matice, ktoré ndm umoziuji modelovat pripadné vopred pozadované rozdiely
v celkovej velkosti zasob v niektorych skladoch.

Pre kazdé rieSenie ¢ tlohy MPP definované maticou A tak dostavame
permutovant maticu AY

Ap11,1 Qypyp,2 oo Qypypn

AY — Aipo1,1 Aapgp,2 oo Qapgpyn
. . . b

Aiprnr, 1 Qprn,2 oo Aippy

ktord udava dodavky zasob jednotlivymi vozidlami. Jej riadkové sucty zodpo-
vedaju rozdeleniu zasob v skladoch (slf, sg, 88,

13(Jloha ma takito zadbavnu interpretaciu ako uloha o krivajicej stonozke: Mame k dispozicii
¢lanky noh stonozky. Kazda z noh mé dany pocet navzajom nezamenitelnych druhov élankov.
Roézne druhy ¢lankov treba poskladat tak, aby stonozka ¢o najmenej krivala.
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V pracach [53], [52] bolo dok4zané, Ze ak je mierou nerovnomernosti cielovej
funkcie F(s1,s2,...,5,) nejakéd Shur-konveznd funkcial?, potom je MPP NP-
tazky problém. Prikladmi takychto funkcii st

Fmam(slv 82,0y sm) = I}g}\}( Si, (480)
Faip(51,52,...,8m) = maxs; — ?Ellﬁ S, (4.81)
_ _ 1
Fogr(s1,82,...,8m) = Z(si -3 5= p” Z Si. (4.82)
ieM €M

Cielova funkcia uréend mierou (4.80) potom minimalizuje zasoby sklad s naj-
vi¢simi zédsobami. Pri miere (4.81) ide o rozdiel medzi najvii¢Sou a najmensou
zésobou v skladoch a pri miere (4.82) o stcet Stvorcov rozdielov zasob v skladoch
a ,idedlnej“ priemernej zasoby.

Mozno ukézaf, v zhode s ofakdvanim, Ze miera nerovnomernosti Fyq, je
jemnejsia nez Fy;r a té je jemnejSia nez Fiqz.

Uloha MPP mé aj nasledujticu interpretéciu, nazveme ju kalendarny mo-
del rovnomerného zasobovania skladu. Nech je dand mnozZina m vozidiel
a mnozina n pracovnych dni. Kazdé vozidlo méze v tomto obdobi vykonat na-
najvys jednu rozvoznu trasu typu zdroj — sklad — zdroj. Predpokladajme,
ze prvky danej matice A uddvaju jednotkové mmnozstva nejakej komodity pre-
pravovanej z nejakého zdroja i-tym vozidlom skladu rozvoznou trasou j-ty den
obdobia. Celkovy vykon i-teho vozidla vytvoreny dodéavkami v uvazovanom ob-
dobi n dni je s; = E;LZI a;;. Ak existuja velké rozdiely medzi takto vyuzivanymi
vozidlami s1, 82, - -+ , 8, dispeceri budi proti tomu protestovat. Cielom je néjst
také permutécie dennych dodévok v stipcoch matice A, pri ktorych sa celkové
dodavky ¢o najrovnomernejsie.

Bez straty vieobecnosti mézeme predpokladat, ze permutéacia prvého stipca
matice je identickd, t. j. ¢ = (1,2,...,m). ZvlaStnu tlohu to totiz zohréva
v $pecialnom pripade — probléme permutéacie dvojstipcovej matice MPP2.
Plati

qur(SI; cey Sm) = Z (ail + Qo2 — 5)2 = Z (a'il + a¢i272)2 +

€M €M
_ — -2 2 -2 =2
25 E a;1 + 23 E ajp +ms> = g (a1 + ay,,.2)? + 45° + ms>
ieM ieM ieM

4Nech I C R je interval realnych &isel. Funkciu I™ — R nazyvame Shur-konvexnou, ak
pre Tubovolnt dvojstochastickit maticu S € R™*™ (nezapornad s jednotkovymi riadkovymi
a stlpcovymi suc¢tami) plati F(xS) < F(x) Vx € I™.
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A tak MPP2 mozeme formulovat ako nasledujticu priradovaciu tlohu:

z= Z Z (aﬂ + aj2)2 - T — min (4.83)

ieM jeM
dawy=1  ieM, (4.84)
JEM
dowy=1  jeM, (4.85)
ieM
zi; € {0,1} ieM,jeM, (4.86)

kde polozime ;5 = j, ked z;; = 1. Tym sme ale ukézali, Ze MPP je riesitelny
ako priradovaci problém v polynomidlnom ¢ase O(m?).

Mozno ale ukazat viac. Ak stlpce dvojstlpcovej matice A = (a;;) € R™*2
usporiadame do matice

Aypy1,1 Aepyg,2
Aipo1, 1 Aapag,2

Aiprnr, 1 Qa2

tak, Ze

Aypry,1 S Ay 1 S0 S Qo 15
Aprg,2 2 Oipog,2 2 *°+ 2 Qopg,25

potom ¢ = (11,12) je optimalnym rieSenim MPP2.

Nakolko usporiadanie m ¢isel moZno realizovat algoritmom quicksort, ktory
mé4 zlozitost O(m -loga (m)), dostavame O(m -loga (m)) exaktny algoritmus pre
MPP2, ktory zotriedi prvy stipec matice vzostupne a druhy stipec zostupne.

Vzhladom na algoritmickt zlozitost MPP vo vSeobecnom pripade do tvahy
prichéddzaja heuristické metédy riesenia. Najuspesnejsou sa ukazala nasledujtuca
stochasticka metoda dvojstlpcovej kumuldcie matice zaloZena na opakovanom
rieSeni problému MPP2 na ndhodne kumulovanych dvoriadkovych maticiach:

Krok 1: Startujeme s m x n maticou A a lubovolnou n-ticou
¥ = (Y1,v2,...,1%,) permuticii mnoziny M.

Krok 2: Nahodne vyberieme nepréazdnu podmnozinu J # @, J C N a definu-
jeme mnozinu K = N — J.
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Krok 3: Riesime MMP2 s rieSenim 7w = (71, 72) a m X 2 permutovanou maticou
B™ = (b7;) kde

T _§ : . T E .
bil - a’ﬂ"ijd’ bi2 - aﬂ'i]:]

JjeJ JEK

usporiadanim jej prvého riadku vzostupne a druhého stipca zostupne
s optimélnou dvojicou permutécii 7 = (w1, m2).

Krok 4: Aplikujeme permutéicie m; na vSetky permutacie ;i1 pre j € J
a podobne 7y na vsetky permutécie ;2 pre j € K, t. j. obnovime %

takto:
i = moty; akjeJ
7 7T2OQ/}j ak je K

Krok 5: Ak nejaké zastavovacie kritérium je splnené, potom STOP s rieSenim
1. Ina¢ GOTO KROK 2.

Metéda dvojstipcovej kumulacie matice vyuziva skutoénost, ze kazda kumulacia
stipcov matice A do dvojriadkovej matice A v Kroku 3 je invariantom, a teda aj
nutnou podmienkou optimality MPP. Zial mozno dokézat, ze nie je podmienkou
postacujicou.

Uvazujme nasledujici vazeny model rovnomerného zasobovania skla-
dov. Nech st splnené predpoklady zakladného modelu rovnomerného zasobo-
vania skladov. Naviac pre kazdy i-ty sklad st zndme skladovacie naklady w;
na jednotku komodity. Celkové skladovacie naklady i-teho skladu vytvorené do-
davkami vozidiel st s; = w; Z?Zl a;j. Ak existuju velké rozdiely medzi takto
vytvorenymi skladovacimi nakladmi v skladoch si,ss,: -, $m, skladnici buda
opif nespokojni. Cielom je teda najst také permutacie dodavok v stipcoch ma-
tice A, pri ktorych st kumulované skladovacie naklady v skladoch ¢o najrovno-
mernejSie.

Problémom permutécii viZzenej matice WMPP (weighted matrix per-

mutation problem [8]) rozumieme nasledujtcu tlohu: Nech st M = {1,2,...,m}
a N ={1,2,...,n} konetné neprizdne mnoziny indexov danej redlnej matice
A = (a;;) € R™*™ a dana n-tica kladnych redlnych vah (w1, w2, ..., w,) € R%.

Hlad sa sa také usporiadana n-tica ¢ = (¢, s, ..., ¥, ) permutécii stipcov M
matice A, pre ktoru je
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F(wys1,wasa, ..., WnSm) — min (4.87)

Sio= ) Ay, i€ M, (4.88)
JEN

1/’;‘ = (wljaz/&jv"'vwmj) € H(N) ] € Na (489)

kde F' je nejakad Shur-konvexnd funkcia.

Problém MPP je vlastne pripadom WMPP s konstantnymi (jednotkovymi)
véhami riadkov matice, ¢o sa prejavi v argumentoch cielovej funkcie (4.87).
Vo funkcii mier nerovnomernosti mozeme opét pouzif funkcie (4.80) a (4.81).
V pripade miery analogickej (4.82) vSak musime ina¢ definovat ,idedlny vazeny
riadkovy stcet®, oznacme ho s;,. Nakolko pre optimélne rieSenie 1 je

Sw .
Z Qa5 = W, Vie M. (4.90)
JEN ¢

Stcet pravych stran (4.90) je ale stiftom prvkov matice A, a tak mame
kvadratick® mieru nerovnomernosti v tvare

_ - D iem 2ojen Fij
Fygr(w181, w282, ..., Wy Sm) = z:(wzsz —50)?, Su = LieM £ugeN 7Y ,
e Dienm L/wi

¢o je pre jednotkové vahy v zhode s (4.82).

Na rozdiel od MPP v tlohe WMPP uZ nemo6zeme bez straty vSeobecnosti
fixovat prvy stipec matice, ¢o nam znemoziuje formulovat Specidlny pripad
— problém permuticie vazenej dvojstlpcovej matice WMPP2 ako pri-
radovaci problém. Mézeme ho ale na zaklade vzfahu (4.90) transformovat na
trojstipcovy MPP — MPP3 s maticou B4

a;;  aiz —b
az  az —by
Ba = . . . (4.91)
Aml  Am2 _bm
&
kde b; = =2 je i-ty ,idedlny doplnkovy riadkovy sucet“. Poznamenajme, Ze
w1

v tejto tlohe je cielom nulova hodnota kriteriadlnej funkcie.
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Problém WMPP2 s maticou A € R™*2 mézeme riesit ako tlohu MMP3 s ma-
ticou B4 urcenou (4.91) pomocou uz uvedenej metédy dvojstipcovej kumulacie
matice. Tato metdda je vyuzitelnd aj vo vSeobecnom pripade matice A € R"*".
Stadi totiz len nahradif v Kroku 3 metdédu rieSenie problému MPP2 metédou
rieSenia problému WMPP2.

4.7 Metody preberania tovaru

Pocas pohybu materidlu, substrdtov ¢ vyrobkov v logistickom retfazci nasta-
vaju situécie, kedy treba rozhodnif, ¢i kvalita spominanych entit zodpoveda
poziadavkdm, a v tom pripade pokracovat v ich postupe logistickym retazcom,
alebo ich v pripade nedostato¢nej kvality entity vratit v logistickom refazci
o krok spiit. Najcastejsie takato situdcia nastdva pri zmene majitela tovaru, ale
potreba rozhodovania o prijati ¢i odmietnuti dodavky moze vzniknut i pri pre-
chode ¢lankami logistického refazca u jedného majitela — napriklad pri prechode
medzi etapami vyrobného procesu. V tejto ¢asti sa budeme zaoberaf preberacimi
procedirami diskrétnych vyrobkov.

V ramci dnes rozsireného pristupu TQM (total quality management) sa
preferuje 100% kontrola vyrobkov. T4 v8ak nie je vzdy mozné z ekonomickych
alebo i principidlnych dévodov. Stopercentné kontrola moze byt totiz prilis
drahd, alebo test kvality moze destruktivny (napriklad testy hraniénej pevnosti,
testy konzerv, zapaliek a pod.).

V spominanych pripadoch sa musime uchylif k Statistickym testom. Zaklad-
nym principom Statistického preberania je rozhodovanie o prijati ¢i odmiet-
nuti celej davky vyrobkov na zaklade vyhodnotenia ndhodne vybratej vzorky.
Ozna¢me davku s N vyrobkami, z ktorych je D defektngch, symbolom D(N, D).
Déavka sa pokladé za dobr1, ked obsahuje najviac p * 100% chybnych vyrobkov
—t.j.ak D < pN.

Stanovit vzorkovact plan znamené pre davku velkosti N uréif velkost vzorky
n a Cislo ¢ — maximéalny pocet defektnych vyrobkov vo vzorke, pre ktoré este
davku pokladdme za dobri. Takyto vzorkovaci plan ozna¢me S(n, c)

Predpokladajme, ze vyrobky prichadzaji v davkach obsahujicich N vyrob-
kov. Skiimajme davku D(N, D). Vyberme nahodne n vyrobkov z davky. Ak4
je pravdepodobnost, Ze medzi n nadhodne vybratymi vyrobkami bude prave d
defektnych?

Pocet vSetkych moznosti, ako vybrat z N prvkov n-prvkovii podmnozinu,

je (]:L[ ), z nich prave (g )(]ZL :dD ) obsahuje d chybnych vyrobkov. Preto nadhodna
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veli¢ina X definovand ako pocet chybnych vyrobkov v n ndhodne vybratych
vyrobkov mé rozdelenie dané vztahom

Dy (N—D
(0)-(oZa)
N
(n)
Takéto rozdelenie sa nazyva hypergeometrické rozdelenie. Jeho stredna hod-
nota je

P(X=d)=P(X=d,N,D,n) =

_n.D
H="N

= (%) (-5) (5=1)

Majme dévku s velkostou N a vzorkovaci plan S(n, ¢). S takymto vzorkova-
cim planom st spojené dve rizika

a rozptyl

e Riziko doddvatela. Toto riziko je rovné pravdepodobnosti, Ze vzorkovaci
plan zamietne davku napriek tomu, Ze neobsahuje viac ako p * 100%
chybnych vyrobkov.

e Riziko odberatela. Toto riziko je rovné pravdepodobnosti, Ze vzorkovaci
plan prijme davku napriek tomu, Ze obsahuje viac ako p * 100% chybnych
vyrobkov.

Pravdepodobnost prijatia ddvky D(N, D) vzorkovacim planom S(n,c) je

+--+P(X =¢,N,D,n) =

_ (LD, 06D

()
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Obr. 4.13: Z4vislosti pravdepodobnosti prijatia davky velkosti 2000
od podielu chybnych vyrobkov pre rézne vzorkovacie plany
s pevnou velkostou vzorky n = 100
(N =2000, n =100, ¢ =0,1,2,3)

Zavislost prijatia davky D(N, D), kde D = p.N, od podielu p chybnych
vyrobkov pri roznych vzorkovacich planoch S(n, ¢) s pevnou velkostou vzorky n
vidime na obrazku 4.13. So zvySovanim povoleného poctu ¢ chybnych vyrobkov
vo vzorke stipa pravdepodobnost prijatia davky, ¢o je vSeobecne ocakivana
skuto¢nost.
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Obr. 4.14: Zavislosti pravdepodobnosti prijatia ddvok roznej velkosti
od podielu chybnych vyrobkov pre vzorkovacie plany
s jednou desatinou testovanych vyrobkov —n = N/10
(¢=0, N =250, 500, 1000,2000)

Menej o¢akdvant skutocnost vyjadruje graf na obrazku 4.14. Pravdepodob-
nost prijatia ddvky pri vzorkovani 10% celej davky vyrazne klesé s velkostou
davky.

Graf na obrézku 4.15 ukazuje zavislost pravdepodobnosti prijatia davky
s podielom p chybnych vyrobkov pri vzorkovacom plane S(100,0) pre velkosti
davky pre rozne hodnoty velkosti davky N. Ukazuje sa, ze pravdepodobnosti
prijatia davky malo z4visia od jej velkosti.

Z uvedenej skutoc¢nosti vyplyva, Ze pri navrhovani preberacieho planu a sta-
novovani velkosti ddavky treba maximalizovat velkost davky.



172 KAPITOLA 4. ZASOBOVACIA A OBSTARAVACIA LOGISTIKA

1.0
< — N=250
> — N=500
' — N=1000
0.8l — N=2000 ||
©
=
©
o |
=
0 0.6 b
i
(%2}
o
c
0041 b
o
©
o
a
oozl :
>
©
| -
o
06).00 0.62 0.04 0.66 0.68 0.10

Podiel chybnych vyrobkov v davke

Obr. 4.15: Z4vislosti pravdepodobnosti prijatia dédvok roéznej velkosti
od podielu chybnych vyrobkov pre vzorkovaci plan
s velkostou testovacej vzorky n = 100
(c=0, N =250, 500, 1000,2000)

4.8 Bayesovské rozhodovanie
o velkosti objednavky

4.8.1 Princip bayesovského rozhodovania

Nech S = {s1, s2, ..., Sm} je mnoZina ocakavanych vsetkych situdcii, ktoré moézu
nastaf. Nech pravdepodobnost toho, Ze nastane situdcia s;, je p;. Je zrejme
>t pi =1.Nech T' = {t1,12,...,t,} je mnozina stratégii, ktoré mozeme volit.

Ak nastane situacia s; a my sme zvolili stratégiu ¢;, dostaneme zisk z;;.
Sme v situécii, kedy sa musime dopredu rozhodnut pre nejaki zo stratégii
z T, ked nevieme, ktora zo situacii z mnoziny S nastane.
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Ak zvolime stratégiu ¢;, dostaneme stredny zisk
m
Z(G) =Y zipi - (4.92)
i=1

Z hladiska dlhodobého rozhodovania sa treba rozhodnuf pre t stratégiu, ktord
maximalizuje strednt hodnotu zisku.

Praktickym problémom tu méze byt urcenie pravdepodobnosti p;. Jednym
z0 spOsobov je vyuzitie historickych idajov o pocetnosti vyskytu situacii s; pre
i1 =1,2,...,m ana zaklade tychto pocetnosti odhadnut pravdepodobnost p; ako
podiel pocetnosti vyskytu situdcie s; k po¢tu vyskytu vSetkych situacii. Takéto
pravdepodobnosti sa niekedy volaju aposteriorne pravdepodobnosti.

Pokial historické tidaje nie s k dispozicii, alebo ked sa podmienky pre vyskyt
uvazovanych situicie diametralne zmenili, mozno pravdepodobnosti situacii p;
odhadnut na zaklade nejakych skutocnosti stvisiacich s uvazovanymi situdciami.
Takéto pravdepodobnosti nazyvame apridrne pravdepodobnosti.

4.8.2 Rozhodovanie o velkosti objednavky za neurdéitosti

V tejto Casti budeme riesit nasledujicu tlohu: Obchodnik predéva vyrobky, po
ktorych je ndhodny dopyt. Problémom je, kolko vyrobkov treba objednat, aby
mal obchodnik ¢o najvyssi zisk. Ak objedné viac ako preda, zisk z predaja mu
zniZi strata z nepredanych vyrobkov. Ak objedna menej, ako zédkaznici pozaduju,
nevyuzije prilezitost zarobit predajom viac. Na rieSenie tohto problému dava
nastroje bayesovska rozhodovacia tedria.

Oznacme s; prei = 0,1, 2, ..., n tasituaciu, kedy bude dopyt po ¢ vyrobkoch.
Nech p; je pravdepodobnost, Ze nastane situicia s;, t. j. Ze obchodnik za
predpokladu, ze ma k dispozicii dostatoény pocet vyrobkov, preda prave i
vyrobkov. Oznac¢me t; stratégiu, kedy obchodnik objednd presne j vyrobkov,
j =0,1,2,...,m. Je nezmysel objednavat viac vyrobkov, nez je Sanca predat,
preto musi byt m < n. V tomto stadiu vSak niet dovodu, preco by sme mali
vylacit stratégiu t,,, preto polozme n = m.

Ozna¢me z;; zisk obchodnika v pripade, ked objednal j vyrobkov a dopyt
bol ¢ vyrobkov. Obchodnik musi objednavat — t. j. zvolif niektort stratégiu t; —
dopredu, pri¢om nevie, aky bude dopyt. Vie vSak, Ze pri volbe stratégie t; bude
jeho stredny zisk Z(j) dany vztahom 4.92 na strane 173, a teda z dlhodobého
hladiska bude optimalna t4 stratégia ¢;, ktord maximalizuje Z(j).

V najjednoduchsom pripade mézeme maticu ziskov Z = {z;;} urcit takto:
Oznacme c zisk z predaja jedného vyrobku a d stratu, ktortt ma obchodnik, ak
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sa mu objednany a dodany vyrobok nepodari predat. Potom

o ci—d.(j—1i) aki<jy (4.93)
” c.j ak j < i '

Stredna hodnota zisku pri stratégii j je

n
Z(j) = Zzijpi = Z ziipi + Z 2ijDi =
i—1

i5i<j i5i>]
= Y lei—d(j-i]pi+ Y cipi=
151<j 31>
= (c+d). ) ipi—dij Y piteci > pi. (4.94)
HAS) 31<J 19>7

Oznacéme

= Z i . (4.95)

451<]

Funkcia F'(j) vyjadruje pravdepodobnost, ze dopyt bude mensi alebo rovny ako
j. Je to vlastne distribu¢né funkcia ndhodnej veli¢iny velkosti dopytu. Potom

Sp=1-3 p=1-F(). (4.96)

151>7 A

Dosadenim z (4.95) a (4.96) do (4.94)

Z(G) = (c+d). > ipi—djiF(G)+ci[l—jFQ) =
i<y
= (c+4d). Zzpl (c+d)j.F(j)+cj=
;1<j
= c—l—d{Zzpz—jF }—l—c.j.
31<j

Mame teda
Z(j) = (c+d). [Zzpz—]F }—I—c.j. (4.97)

331<j
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Poéitajme prirastok zisku Z(j + 1) — Z(j).

Z(G+1) - Z()=
(c+d.[ Y ip—G+DFG+)] +el+1)-

ii<j+1
~(e+d)[ 3 ipi— JFG)| + e =
HAS

= (e+d):[G+ D1 = G+ DLFG) +pisn) +5FG)| +e=

= (c+d). [ — (j +1).F(j) +j.F(j)} te=c—(c+d).F(j) .

Mame teda

ZG+ 1) —Z(G)=c—(c+d).F(j) . (4.98)
Funkcia F je neklesajuca funkcia, preto prirastok zisku (4.98) je nerastiica
funkcia premennej j. Preto s rastiicim poctom j objednanych vyrobkov rastie
aj celkovy zisk dovtedy, kym je prirastok zisku Z(j + 1) — Z(j) kladny.

Hladajme hrani¢ni hodnotu funkcie F'(5), pri ktorej sa meni prirastok (4.98)
z kladného na zaporny. Zrejme tato hodnota hodnotu spliia rovnicu

c—(c+d).F(j)=0,

odkial

F(j) = : (4.99)

Ak by teda pre nejaké j platilo (4.99), toto j by maximalizovalo zisk Z(j)
dany vztahom (4.97).

Pretoze vSak definiény obor funkcie F(j) je diskrétna mnozina, (F(j) je
definované pre j=0,1,2,. .. ,n), nemusi existovat také j, pre ktoré by platilo (4.99).
V tom pripade maximum zisku nidjdeme nasledujico. Oznac¢me jg také celé ¢islo,
pre ktoré plati

C
F(j — < F(j 1) .
(J0)<C+d< (Jo+1)

.....

(4.97).
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4.8.3 Pravdepodobnost straty

Nech s;; je strata, ak pri stratégii t; — t. j. pri objednanych j vyrobkoch preda
obchodnik i vyrobkov.

(4.100)

o d(j—i)—ci aki<jy
Yo ak j < i

Nech S(j) je ndhodna veli¢ina predstavujtica stratu pri stratégii j.
Plati S(j) < s prave vtedy, ked d.(j — i) — c.i < s, odkial —(c+d).i < —d.j+ s,
. dj—s
a teda i > .
+d

c
Pocitajme pravdepodobnost P(S(j) < s), Ze strata pri stratégii j bude mensia
nez hodnota s.
dj—s
Pli> =
(Z ctd )
1_p Z_Scl.]—s _1_F d.j—s ,
c+d c+d

kde hranatd zatvorka [z] predstavuje celi ¢ast redlneho éisla x. Z posledného
vztahu s vyuzitim vlastnosti P(S(j) > s) =1 — P(S(j) < s) dostédvame

P(S(7) <)

P(S(j)>s)=F ({d(.:j—l-_ds]> . (4.101)

Pri pevnej hodnote s s rasticim j rastie aj pravdepodobnost P(S(j) > s) —
javu, ze strata prekroc¢i hodnotu s.

Pri bayesovskom rozhodovani o velkosti objednavky je vhodné uvazit aj prav-
depodobnost takého javu, Ze strata prekroc¢i hodnotu, ktord by mohla objedné-
vatela poskodif. Ak by tato pravdepodobnost bolo prili§ vysokéd, mozno znizit
objedndvané mnozstvo. Znizi sa tak nebezpedenstvo tpadku objednévatela za
cenu znizenia jeho stredného ocakavaného zisku.
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