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Nahodny pokus a ndhodné udalost

Nahodnym pokusom rozumieme taky pokus, ktory mdzeme
[ubovolne vela krat opakovat, pricom jeho vysledok nie je uréeny
jednoznacne. Pri kazdom opakovani pokusu je jeho vysledkom
elementérna udalost.

Neprazdnu mnozZinu vietkych elementarnych udalosti oznacime Q
a nazyvame vyberovy priestor. Ndhodnou udalostou rozumieme
[ubovolnit mnozinu elementarnych udalosti t.j. ndhodnéa udalost
Ucq.

Poznamka: Po realizacii ndhodného pokusu musi nutne nastat prave
jedna elementarna udalost z mnoziny Q priCom jej prvky musia

byt navzajom nezluCitelné (nemdzu nastat naraz viacero réznych
vysledky pokusu). O vysledku ndhodného pokusu rozhoduje nahoda.
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Priklad 1.1 (Skaska z algebry)

Vysledky Studentov mézeme interpretovat ako realizacie nahodného
pokusu - terminu skiasky. Elemetarnymi udalostami s tu ziskané
znamky Studentov a tak Q = {A, B, C, D, E, FX}. Nahodnou

udalostou dspech rozumeja :-) Studenti znamky {A, ..., E} C Q.

A B C D E FX
1.]1 1 5 3 1 4
2210 1 1 4 3 9
3.0 0 2 0 5 6
4. 10 1 2 5 16 15
510 0 1 0 4 14
6.0 0 0 1 10 9
7./0 0 0 1 12 9
8&./0 0 0O 0 9 1.1

Tabul'ka: Vysledky z 8 terminov skasky z algebry v ZS 2016
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Nahodné udalosti

Majme nahodné udalosti A, B, A€ C 2, povieme Ze:

e A° = Q — A je doplnkovou udalostou k udalosti A, t.j. udalost
A€ nastane prave vtedy ked nenastane udalost A,

e A C B ak udalost B je dosledkom udalosti A t.j. z nastatia
udalosti A vyplyva nastatie udalosti B,

e A = B ak udalosti A a B si si rovné t.j. plati A C B a suCasne
B C A

e () je nemozna udalost,

e () je ista udalost,

Poznamka: Z definicie ndhodnej udalosti je zrejmé:
a) VA C Q plati: ) C A, A C A, (A°)C = A.
b) VA, B, C C Q plati: ak AC B,B C C potom AC C.
c) 0c=Q,Q°=10.
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Operacie s nahodnymi udalostami

Nech A1, A, ..., A, st nadhodné udalosti. Potom
e zjednotenim (st¢tom) udalosti rozumieme taka udalost A,
ktord nastane prave vtedy ked nastane aspon jedna z udalosti
A1, Ao, ..., Apn; €o oznaujeme

e prienikom (sacinom) udalosti rozumieme taka udalost A, ktora
nastane prave vtedy ked siicasne nastania vsetky udalosti
A1, Ao, ..., Ap; €o oznaujeme

Hovorime, ze udalosti A a B st disjunktné (nezluéitelné) ak to
Ze nastani sicasne je udalost nemozna, AN B = ().
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Priklad 1.2
Nech je udalost A v tom, ze ndhodne vybrané prirodzené Cislo je
delitelné 5 a udalost B je v tom, ze ma na poslednom mieste 0.

Co znamenaji udalosti:

C=ANB7? AN B = B a tak udalost C nastane, ked bude
vybrané Cislo koncit nulou.

D = A°N B 7 Udalosti A€ a B si nezlucitelné a tak je udalost D
nemozna, D = 0.

E = AU B¢ 7 Udalost E sa nastane ak je vybrané &islo delitelné 5
alebo nema na konci 0 €omu vyhovuja vietky
prirodzené Cisla takze E = Q.

F=(ANB)° 7 Plati (AN B°) = A°U B a tak udalost F
nastane ked vybrané &islo nebude delitelné piatimi ale
bude mat na konci nulu t.j. vSetky prirodzené Cisla
okrem tych, ktoré maji na poslednom mieste 5.
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Priklad 1.3 (Test suciastky)
Dovézana siciastka je skaZana troma testami. Udalost
A;,i =1,2,3 spoCiva v tom, ze saciastka vyhovie v i-tom teste.
Ako vyjadrime, v mnozinovej symbolike, Ze suciastka vyhovie:
a) len v prvom teste 7 A; N AS N AS;
b) vo vietkych troch testoch 7 A; N Ay N As;
c) aspon v dvoch testoch 7 (A1 N Az) U (A1 N A3)) U (A2 N A3);
d) prave v jednom teste 7

(A1 N A5 N AS) U (Af N Ay N AS) U (Af NAS N A3);
e) prave v dvoch testoch 7

(Ar N Ay N AS) U (A1 NAS N A3) U (AT N A N A3);
) maximalne v dvoch testoch? (A; N Az N A3)°.
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Statisticka a klasicka definicia pravdepodobnosti

Predpokladajme, ze vykoname sériu n pokusov v ktorej sa nahodna
udalost A vyskytne np krat. Potom 3tatistickou pravdepodobnostou
udalosti A rozumieme Cislo
.n
P(A) = lim 2,

n—oo N

kde “A udéava relativnu pocetnost nahodnej udalosti A.
Nech je © konecna neprazdna mnozina rovnako moznych
elemetarnych udalosti. Potom klasickou pravdepodobnostou

nahodnej udalosti A C Q rozumieme Cislo

Al
P(A) Q
Poznamka: Zasadny rozdiel medzi statistickou a klasickou definiciou
pravdepodobnosti (pp.) je v tom, Ze pri pouziti klasickej definicie
pp. rozhodujeme o pp. pred pokusom zatial o pri Statisticke] pp.
az po nom.
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Priklad 1.4 (Statisticka pravdepodobnost)
Hadzeme mincou 1000 krat a sledujeme udalost A, Ze padne znak.

Mozné vysledky hodu mincou sa Q = {znak, Cislo}. Oznalme np
pocet udalosti ked v sérii n hodov padne znak.
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Vidime, Ze po 1000 hodoch je relativna pocetnost vyskytu znaku “4

blizka oCakavane] statistickej pravdepodobnosti %
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Priklad 1.5 (Klasicka pravdepodobnost)
Hadzeme hracou kockou. Aka je pravdepodobnost, ze

e a) pri jednom hode padne 6 7
Mozné vysledky hodu st elementarne udalosti z
Q=1{1,2,3,4,5,6}, pp. udalosti A, Ze padne 6 je
A
P(A) = H =
e b) pri jednom hode padne parne Cislo ?
Mozné vysledky hodu si nahodné udalosti z B = {2,4,6}, pp.
udalosti B je P(B) = |g = 2 = };
e ¢) po dvoch hodoch padne 2 krat 67
Vyberovy priestor je tvoreny usporiadanymi dvojicami
Q=1{(1,1),(1,2),...,(6,5),(6,6)}. Priaznivym vysledkom
hodu je len udalost C = {(6,6)}, a tak pp. udalosti C je
C 1.
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Méréov paradox

Priklad 1.6
Aka je pravdepodobnost, Ze pri jednom hode troma kockami bude
suCet bodov 11, a aka je pravdepodobnost, ze tento sicet bude 127

Chevalier de Méré (1607-1684) pozoroval pri hre s kockami, Ze
Castejsie pada scet 11 nez suet 12 aj ked podla jeho nazoru maji
oba stcty rovnakd pravdepodobnost. Vychadzal z chybnej Gvahy, ze
stCty 11 aj 12 maja priaznivych 6 vysledkov:

11=444+3=4+5+2=4+6+1=5+3+3=5+5+1=6+3+2
12=4+4+4=4+54+3=4+4+6+2=5+5+2=6+5+1=6+3+3.

Obratil sa preto na vel mi slavného matematika Blaisa Pascala
(1623-1662), ktory ho upozornil na to, ze uvedené moznosti nie si
rovnako pravdepodobné. Napr. vo vysledku 4 4+ 4 + 3 si zahrnuté aj
vysledky 4 +3+4 a 3+ 4+ 4. Moznych vysledkov je 6-6 -6 = 216
a tak jeho pp. je 216 Overte ze pp. hodu sictu 11 je 22176 a hodu
suctu 12 je 22156, o je uz v zhode s de Mérého pozorovanim.
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Geometricka pravdepodobnost

Nech Q je podmnozina n-rozmerného Euklidovského priestoru
s konecnou mierou 1 a G C €. Potom pravdepodobnost, ze
nahodne zvoleny bod bodovej mnoziny Q je bodom mnoziny G
rozumieme Cislo

m(G

P(A) = my
le

~—

kde 1(G) je miera mnoziny G a p(S2) je miera mnoziny Q.
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Priklad 1.7 (Prerusenie telefénneho spojenia)

Medzi miestami K a L vzdialenymi 10 km bolo prerusené telefénne
spojenie. Aka je pravdepodobnost, Ze miesto poruchy bolo vzdialené
od miesta K najviac 500 m?

OznaZme A udalost, Ze miesto poruchy je nanajvys 500 m vzdialené
od miesta K. MnoZina vietkych moznych preruseni medzi miestami
K a L je tvorenad bodmi mnoziny Q. Mnozina vyhovujacich miest
poruchy G je tvorend mnozZinou bodov, ktoré sii od miesta K
vzdialené najviac 500 m.

Mierou mnozin je dlzka resp. vzdialenost. Potom

_u(G) _I(G) 500 1
P(A) = w(Q) ~ /(Q) 10000 20
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Priklad 1.8 (Kancelaria)

Kolegovia Karol, Lubo3 a Martin pridu do spolo¢nej kancelarie
medzi &smou a Strnastou hodinou nezavisle na sebe. Vieme, Ze
kazdy z tychto troch kolegov sa zdrzi v kancelarii presne hodinu.
Vypoditajte pravdepodobnost, ze: a) Karol sa stretne s Lubosom.
b) Vsetci traja sa stretni. ¢) Aspoii jedna dvojica kolegov sa
stretne.

Oznanalme postupne tk, t, ty prichody Karola, Lubosa a Martina
do kancelarie po 8:00.

a) Oznaéme A; nahodnt udalost, Zze Karol sa stretne s Lubosom.
Potom mnozZina vietkych moznych situacii je

Qr = {(tx, t1) € R : tk, t; € (0,6)}.

Aby sa tretli musia byt rozdiely medzi Casmi prichodu v absolitne;
hodnote mensie ako 1 t.j.

Gr = {(tk,tr) € Q1 : [tk — t| <1}
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Z obrazku vidime, ze plocha G; je rovna ploche Stvorca S(€;) od
ktorej od¢itame plochu dvoch pravouhlych trojuholnikov t.j.

S(G)=36-2-%% =11. A tak P(A) = 258 = 1L,
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b) Oznatme A, ndhodni udalost, Ze traja kolegovia sa stretn(.
Potom mnozZina vietkych moznych situacii je

Qo = {(tk, tr, tm) € R : t, tr, tm € (0,6)}.

Aby sa vsetci traja stretli, ak pobudni v kancelarii hodinu, musi
platit, Ze rozdiely medzi prichodmi kazdej dvojice je nanajvys 1 t.].

G, = {(tK, t, t/w) €Qy: |tK—tL| <1, |tK—t/\//| <1, |i‘L—t/\/l| < 1}.

V(G) _ 2712

Mierou je objem a tak P(A2) = 752y = %3

Objem mnoziny Gy uz nevypoc&itame pomocou obrazku ale
pomocou trojného integralu. Nerovnice z definicie G, si rozdelime
do 6-tich objemovo zhodnych oblasti podla usporiadania prichodov
t, bt g <t <tttk <ty <ttt < tg < ty,

t <ty <tk,ty <tg <ft,ty <t <tg.
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Ak je usporiadanie tx < t; < tp potom ty; — tx < 1 teda
tm < tk + 1. Ale ty < 6 a takze ty < min(6, tx + 1) a tak
tm € (tk, min(6, tx + 1)).

Teda
6 prmin(6,tx+1) pty
= / / / dtydtpydty = V4 + Vo,
0 ty tk

5 tk+1 fK+1
/ / dt;dtpydtx = / / tM — tK)dt/\//dtK
0 tK

5 tx+1
[T
0 K
5 2 2
tx +1 t 5
— [(Kz)_tK(tK'i‘l)_(g_tf()]dtK:"':z'
0
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6 6 tm 6 6
Vo, = / / dt;dtydtx = / / (tM — tK)dthtK
5 tx Jtk 5 tk
6 2 2 2

SRR S R

2 tk
6 42 2 3 2 2
= | [ b+ o ]dec = [E 6K [ ==2
/5[2 Kt 54 = 1% 2 " 2 s 6
PotomV:V1+V2:%+%:§atak

V(G) 65 2

V(Q) 63 27

c) OznaEme Az ndhodn( udalost, Ze aspon jedna dvojica sa stretne.
Jej pp. vypocitame pomocou uz vypocitanych pp. Kazda dvojica je
rovnako pravdepodobna s pp. P(A;) = % no pripista aj moznost
stretnutia vietkych kolegov. Preto

P(A3) = 3P(A1) —2P(A;) =33 — 25 = 2.
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Pole udalosti

Nech je dany neprazdny vyberovy priestor Q2 a systém jeho
podmnozin F. Tento systém podmnozin nazyvame pole udalosti
ak s splnené tieto podmienky:

e l.0eF.QeF.
e 2. Ak A € F potom tiez A€ € F.

o0

e 3. Ak A1, Az, A3, --- € F potom tiez A; € F.
i=1
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Axiomaticka (Kolmogorova) definicia pravdepodobnosti

Majme vyberovy priestor Q a jeho pole udalosti F. Potom
pravdepodobnostou rozumieme [ubovolni redlnu funkcia
P F — R, ktoré ma tieto vlastnosti:

Axiéma 1. Pre kazdé A € F plati 0 < P(A) < 1.
Axiéma 2. P(Q) = 1.

Axiéma 3. Pre [ubovolné A;, Az, Az, --- € F pre ktoré plati
A,'ﬂAjZ@,l <i<jje

P( [j A) = i P(A).
i=1 i=1

Usporiadani trojicu (€2, F,P) potom nazyvame (Kolmogorov)
pravdepodobnostny priestor.
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Vlastnosti pravdepodobnosti

Tvrdenie 1
Nech (2, F,P) je pravdepodobnostny prietor. Potom plati:
a) P(0)=0.

b) Pre kazdi A € F je P(A) <1,P(A°) =1—P(A).
c) Ak A, B € F také ze A C B, tak P(A) < P(B).
d) Ak A, B € F potom plati

P(AUB) =P(A)+ P(B) — P(An B).
e) Nech A; € F pre i =1,2,... Potom plati

P(UA) < 3 P(A).

i=1 i=1

f) Nech A; € Fprei=1,2,...,n. Potom plati
P( U A) = L PA) = X PANA)+

1<i<j<n

S PANANA) -+ (-1 P () A).
i=1

1<i<j<k<n
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Priklad 1.9
Hadzeme dvoma hracimi kockami. Vyberovy priestor
Q={(i,j):i,j=1,2,...,6} ma 36 prvkov.

@ Aka je pp., Ze na aspon jednej kocke padne 6 7
Ozname A resp. B udalost, ze na 1. resp. 2. kocke padne 6.
A={(6,k): k=1,2,...,6},B={(k,6): k=1,2,...,6},
P(A) =L, P(B) =%, P(ANB) = %,
P(AUB) =P(A)+P(B)—P(AnB) = 1L

® AKka je pp., ze na kockach padne sacet 10 alebo rozdiel 1 7
Oznaéme C udalost, Ze na kockach padne sicet 10 a
D udalost, Zze na kockach padne rozdiel Cisel 1.
C—{(i) € Q:i+5 =101.D = {(ij) € Q: i | =1},
P(C)=2=2%.P(D)=2 =5 P(CnD)=% =0,

P(CUD)=P(C) + P(D) = 3.
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Priklad 1.10
Hadzeme troma hracimi kockami. Aka je pravdepodobnost, Ze
aspon na jednej kocke padne 6 ?

Oznalme udalost A; = ,na i-tej kocke padne 6. Ocividne ;-)
P(A) = P(A) = P(As) = ¢,
P(A1 N Ag) = P(AL N As) = P(As N Ag) = %
P(AL N Ay N Ag) = 6.2'6.

Podla tvrdenia 1f) dostaneme

7D(Al UAyU A3) = P(A1)+P(A2)+P(A3)—P(A1 ﬂAz)—'P(A] ﬂAg)

1 1 1 91
—~ .
(A2 3) (ArN Az N A) 36 336 216 216
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Cvicenie

1.1

1.2

1.3

*1.4

*1.5

Pri hode tromi mincami vypocitajte pp. nahodnej udalosti

A, (i =0,1,2,3), ze padne i-krat znak.

Aka je pp., ze Stvordetna rodina ma zhodné zastipenie dievZat
a chlapcov? [Pre jednoduchost predpokladajte, Ze dievcata i
chlapci sa rodia s rovnakou pp. (€o nie je pravda :-)]

V triede s x chlapcami a y diev€atami st losom nahodne
vybrani dvaja hovorcovia. Aka je pp., Zze budd rovnakého
pohlavia?

V sérii findlovych zapasov dvoch druzstiev vyhrava to druzstvo,
ktoré vyhra 4 vzajomné zapasy. Aka je pp., Ze séria bude mat
4.5,6,7 zapasov? [Predokladajte, Ze o vyhre stperov rozho-
duje nahodny hod spravodlivou mincoul]

Na vecierku je n ludi. Niekto sa chce stavit o 100 eur, ze
medzi nimi existujd dvaja ludia s narodeninami v ten isty den.
Pri akom miniméalnom pocte ludi sa mu oplati prijat takiato
stavku pri 5% riziku neaspechu?
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