CHAPTER III

MODELY S PARALELNYMI STROJMI

Majme dant mnozinu M = {M;, Ms,...,M,,} m paralelnych strojov, na
ktorych sa ma spracovat n dloh z mnoziny J = {J1, Ja,...,J,}. Kazda tloha J;
pozostava z jedinej operacie J; = {o;}. Kazda operéacia o; sa moze vykonat na
[ubovolnom stroji M, s dobou spracovania p;;. Ak na Casy spracovania nie st
kladené dalsie predpoklady, pojde o najvseobecnejsi pripad Rm|B|y (paralelné
rozne stroje); ak sa da pisat p;; = p;.q; pojde o systémy Qm|3|y (paralelné
uniformné stroje), kde sa stroje lisia len rychlostou.  Nakoniec ak doba
spracovania operacie o; je na vsetkych strojoch rovnaka, t.j. ak p;; = p; pojde o
systémy Pm|(3|y (paralelné identidké stroje).

Paralelné identické stroje

Dalej sa budeme zaoberat pripadom Pm|3|f, kde f je regularne kritérium. Oz-
na¢me p; ¢as spracovania tlohy .J; (je rovnaky na kazdom stroji). Ulohy mozu byt
nezavislé v tom zmysle, Ze nezalezi na poradi ich vykonéavania, alebo na mnozine
uloh J moze byt definovana precedencnd reldcia <. Mnozina rozvrhov bez preruse-
nia tu nie je dominantnou mnozinou ani pre reguldrne kritéria, preto sa povoluje
v niektorych modeloch prerusenie vykonavania tiloh. Budeme predpokladat, Ze
vSetky tlohy pridu do systému naraz v case 0.

TVRDENIE. V systémoch Pm||Cmax Pm|pmtn|Cuax je dlZka najkratsieho

rozvrhu rovnd
n
1
L =maxq — » p;,maxp
m i
/L:

Doékaz.

KedZe jedna tloha sa nemdze naraz spracovavat na dvoch strojoch, dizka na-
jkrat$ieho rozvrhu musi byf aspon max;p;. PretoZze stroj moéze v jednom case
spracovavat len jednu operédciu, musi byt L vicsie alebo rovné priemernej dobe
obsadenia jedného stroja. Ukézali sme ze

1 n
L zmax{—zpi,maxpi}
mi !

Skutocnost, Ze v systéme Pm|pmin|Chax uZ existuje pripustny rozvrh taky, ze
pre Chax = L, ukaze nasledujtci algoritmus.

MCNAUGHTONOV ALGORITMUS PRE SYSTEM Pm|pmin|Ciax.

Postupne priradujeme tlohy tomu istému stroju, pokial neprekroé¢ime cas L z
(X). Vykonavanie ¢asti tlohy, ktora by prekroc¢ila ¢as L prerusime a zaradime
dalsiemu stroju od ¢asu 0 atd. pokial nepriradime tymto sposobom vsetky tlohy.

Typeset by ApS-TEX
26
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Vseobecné paralelné stroje
SYSTEM Rm||Cpax-

Nech p;; je doba spracovania operacie o; na stroji M;. Oznacme z;; pre i =
{1,2,...,n}, 5 = {1,2,...,m}, bindrnu premmennt, ktord nadobtda hodnotu 1
prave vtedy, ked tloha J; je priradend stroju M;. Ozna¢me C trvanie rozvrhu (t.j.
¢as ukoncenia poslednej tlohy za predpokladu vstupu tloh v ¢ase 0.) Potom najst
optimalny rozvrh v systéme Rm/||Fiax bez preempcie znamend riesit nasledujicu
ulohu celociselného programovania:

Minimalizovat C

za predpokladov

C—Zpij-lliijZO pre j={1,2,...,m}
i=1

Zwijzl pre i=1{1,2,...,n}
j=1

x; = 0,1
Takto definovani tlohu je mozné riesit metédami celo¢iselného programovania.
Je to vsak uloha NP—tazka.
LPT heuristika pre Pm/||Cpax
Pre systém Pm||Ciax mame nasledujuci heuristicky algoritmus:
HEURISTICKY ALGORITMUS PRE MODEL Pm||Chax (LPT ALGORITMUS).

KROK 1: Vytvorme poradie tloh
PR 2 P2) = 2 Plnl- (1.7)

KROK 2: V tomto poradi priradujme tlohy strojom, ktoré sa najskoér uvolnia.

VETA. Majme systém Pm||Cyax. Oznacme dlzku optimdineho rozvrhu o diZku
rozvrhu ziskaného algoritmom LPT porade Cyax(OPT), Cpax(LPT). Potom plati:

Cowax(LPT) _4 1
Conax(OPT) =

3 3m

Doékaz.
Fixujme m a hladajme najmenej po¢etnit mnozinu tloh J = {Jy, Ja,..., .}, pre
ktoru neplati tvrdenie vety, t.j.

Coax(LPT) 4 1 "
ATy R T A (**)
Coax(OPT) ~ 3 3m

Nech LPT rozvrh definuje permutécia [i]. Potom posledne zaradend tloha .Jp, aj
skonéi ako poslednd — t.j. skonéi v ¢ase Cpax(LPT). Keby totiz skoncila skor, LPT
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rozvrh mnoziny J' = J — {Jj,} skonci v ¢ase C], (LPT) = Cpax(LPT), ale pre

dlzku optimélneho rozvrhu C?,, (OPT) pre mnozinu J' bud platit C’ . (OPT) <
Cmax(OPT). V tom pripade by
/
Close(LPT) _ CouLPT) 4 1 -
C' (OPT) = Coax(OPT) ~ 3~ 3m

Dostali by sme tak menej poc¢etni mnozinu tloh 7/, pre ktora plati (**).
V "najmensom” protipriklade teda tloha .Ji,) skonéi v ¢ase Crpax(LPT) a teda
zacne v ¢ase Cax(LPT) — p[n], pre ktory plati:

n—1

7 ¢oho dostaneme
Cax(LPT) < oL +ii[i]— oL +l2-
max = Pln] m m £ Pt = Pn] m m Di.

Pretoze pre dizku optimalneho rozvrhu plati:
1 n
C x OPT > — 79
max(OPT) = — ;p

mozeme postupne pisaft

1 1,
3 3m  Cuax(OPT) = Crnax(OPT) =

1 1 . 1
Py \ 1= — —>ip P\,
< + A0 <
Conax(OPT) ' Cinax(OPT) = Chnax(OPT)

1
Pln] (1 - E)
3m Cimax(OPT)

1
1 P <1_E)
_<—

1
3 3m  Cmax(OPT)

1 1 1
“(1- =) .Coax(OPT N p——

Crnax(OPT) < 3D(n]

Pretoze prevsetky i je pj; = pin), z poslednej nerovnosti vyplyva, Ze pre kazdy stroj
mozu byt v optimélnom rozvrhu naplanované najviac dve tlohy. Ak vsak existuje
optiméalny rozvrh s najviac dvoma tlohami pre kazdy stroj, potom je LPT-rozvrh
optimalny. [

+1

Dostali sme teda

+1,
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Dalsie vysledky pre systémy s paralelnymi strojmi
ALGORITMUS PRE MODEL Pm||F BEZ PREEMPCIE.

KROK 1: Vytvorme poradie tloh

) <P < < Dy (1.7)
KROK 2: V tomto poradi priradujme tlohy strojom, ktoré sa najskor uvolnia.

Algoritmus déva optimalny rozvrh. Mozno ho pouzif aj pre modely s preemp-
ciou, pretoze v tomto pripade tvoria rozvrhy bez prerusenia dominantnii mnozinu.

Model Pm|prec|Fmaxs precedené¢nou relaciou bez preempcie. .

Zavedenim precedencnej relacie na mnozine tloh J sa vécsSina uloh stava NP-
tazkou. Su vsSak niektoré jednoduché pripady, pre ktoré existuje polynomidlny
algoritmus. Jednym z nich je problém Pm|p; = 1, intree|Fiax, v ktorom mé kazda
uloha jednotkovy cas spracovania, t.j. p; = 1 pre ¢ = 1,2,...,n a precedencna
relacia ma tvar montdzneho stromu — kazdy uzol ma najviac jedného naslednika.
Tu dava optimum nasledujici algoritmus:

HuOvV ALGORITMUS PRE SYSTEM Pmlp; =1, intree|Fpax-

KROK 1: Terminalnym tlohdm (bez néslednikov) dame znacku a; nulovi, ostatnym
priradime znac¢ku podla trovne (dlzky maximélnej drahy od daného prvku
ku niektorému z prvkov bez naslednika). V priebehu vypoctu budeme oz-
nacovat Z mnozinu nezaradenych tloh, Zop mnozinu tych tloh z Z, ktoré
v T nemaji predchodcov. Dalej oznaé¢me (t,t + 1) ¢asovy interval, do
ktorého budeme v kroku 2 zaradovat tlohy.

Inicaliza¢ne polozme t = 0, Z = J, Zyp € J mnozina tloh bez predchod-
cov.

KROK 2: Ak je |Zy| < m (kde m je pocet strojov) priradime vSetky ulohy z Zg
strojom do ¢asového intervalu (¢, ¢+ 1), ostatné stroje nechame pre tento
¢asovy interval volné. Ak je |Zy| > m, priradime do ¢asového intervalu
(t,t + 1) m tloh s najvac¢simi znackami.

KROK 3: Zaradené ulohy vylaéime z mnoziny nezaradenych tloh Z, a pokial Z # &,
aktualizujeme Zg, polozime t :=t + 1 a ideme na krok 2.

Model Pmlintree,pmtn|Fpmax s precedenénou relaciou v tvare
montazneho stromu.

Ak je prerusenie operacii povolené a precedencna relacia je v tvare montazneho
stromu, mozeme na hladanie optiméalneho rozvrhu s kritériom Fax pouzit nasle-
dujuci algoritmus, ktory najde optimum aj v pripade nerovnakych doéb spracovania
aloh.

MUNTZOV - COFFMANOV ALGORITMUS.

FAZA ZNACENIA:

KROK 1: Pre kazdu tlohu J; priradime znac¢ku a;. Pre terminalne tlohy (tlohy bez
naslednikov) poloZzme a; = p;.

KROK 2: Ak je priamy naslednik Jj tlohy J; oznaceny, polozime a; = p; + ar. Ak
este existuje neoznacend uloha, opakuj Krok 2.
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FAZA PRIRADOVANIA CIASTOK ULOH

KROK X:

KROK 3:

KROK 4:

Oznac¢me a inicializujme: cas zaradenia najurgentnejsich dloh ¢ := 0,
okamzity pocet volnych strojov h := m, mnozina tloh, ktoré este neboli
uplne zaradené Z = 7, Z C Z mnozina nezaradenych tloh bez predchod-
cov v Z, Io C 7 podmnozina s rovnakou maximalnou znackou a;.
Uloham z 7, s maximalnou hodnotou a;, ktorych pocet oznaéme k,
pridelujeme stroje. Ak je k < h, pridelime kazdej takejto tilohe J; cely
stroj, ¢o ozna¢ime ako ¢; = 1 a zniZzime pocet volnych strojov
h:=h —k. Z T vylic¢ime tplne zaradené tlohy a upravime Zy, k := |Z|.
Zostéavajucu kapacitu rozdelime medzi tlohy z Zj s dalSou najvyssou hod-
notou a;. Ak k < h, znovu postupujeme ako v predchadzajicom odstavci.
Ak k > h, potom pre kazdu takuto tlohu polozime ¢; = % (rozdelime
zostavajucu kapacitu h pre k dloh) a polozime h := 0.
Takto postupujeme dovtedy, kym h > 0, alebo kym tuplne nezaradime
vsetky tlohy z 7.
Vypocitame najmensi casovy okamzik 7 > ¢, kedy nastane jedna zo situa-
cii:

a) Niektora z tloh zaradenych v kroku 3 je ukoncené.

b) Vznikne situacia, ze existuju dve tlohy J;, J;, pre ktoré plati

a; — ¢;.(T—t) > a; —c;.(1—t), ale ¢; <¢j

Vynechame dokoncené tlohy z Z, u ostatnych redukujeme doby spraco-
vania o realizované ¢asti, t.j. a; = a; — ¢;.(7 — t), h := m, aktualizujeme
Z, T, Iy, zmenime zaciatok dalSieho rozvrhovacieho intervalu ¢ := 7 a
vraciame sa na krok 3.
Vysledkom tejto fazy je rastica postupnost c¢asovych okamzikov

70 = 0,7,72,...,7, urcujucich casové intervaly (m;_1,7;).
Predchadzajuci postup priraduje kazdému takémuto ¢asovému intervalu
ulohy Ji,, Jk,, .-, Jk,;, z ktorych ziadne dve nie st v precedencnej relacii

a z ktorych sa maju v tomto c¢asovom intervale vykonat Ciastky
Ck1sCkoy -+ Ck,

KONECNA FAZA ROZVRHOVANIA:

KROK 5:

Casové okamziky 71, 7s,...,7,, v ktorjch dochiddza v predchidzajtcom
kroku k prerozdeleniu kapacity, delia trvanie rozvrhu na intervaly, kedy
sa mozu prekryvat iba vzajomne nezéavislé operécie. Pouzitim
McNaughtonovho algoritmu v kazdom z tychto intervalov dostédvame
optimélny rozvrh.

Paralelné uniformné stroje

Systémy s paralelnymi uniformnymi strojmi st charakteristické tym, ze Cas spra-
covania p;; tGlohy J; na stroji M; sa da napisat ako p;; = p;.¢;, kde ¢; sa nazyva

faktor rychlosti stroja M;. V literatire sa niekedy pouziva i zapis p;; = &, kde
v

1

J

v; = — sa nazyva rychlost stroja M;.

q;

KedZe systémy s preempciou davali jednoduchsie vysledky pre paralelné identické
stroje, budeme sa najprv zaoberat systémamami Qm|pmnt|Cpax. Skimajme na-
jprv velmi $pecidlny systém Q2|pmnt,n = 2|Chax, t.j. systém s dvoma uniformnymi
strojmi My, Ms s rychlostami vy, vo a dvoma tlohami .Jy, J> s parametrami py, po.
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Nech z je ¢ast ulohy Ji, ktord sa vykona na stroji Ms (potom jej ¢ast p; — x
sa vykona na stroji M;. Podobne nech ps — y z tlohy .J> sa vykona na stroji My

_ (pi—z)+y
- =

a Cast y na stroji M;. Stroj M; bude pracovat t; , stroj My pobezi

ty = (prfuﬂ. Ak sa ma minimalizovat Cp,.y, mali by oba stroje bezat rovnaky

cas, lebo inak by sa nevyuzila ich kapacita naplno. Z t; = o mame

(r—2)+y _(p2—y)ta

U1 V2
odkial
ToYy Toy_pope
V1 V2 U1 1)27
1 1Y p1 pe
(w—y). (- )=t
U1 V2 U1 V2

Aby sa operécie neprekryvali, musi byt ¢as spracovania ¢asti x tlohy .J; na stroji
M, rovny c¢asu spracovanie casti y ulohy Js na stroji M;:

r_ Y
V2 (%1 ’
odkial: v
1
- p
y=a. (2)

Dosadenim za y z (1) do (2) dostavame:

b1 P2
—r—g L= _0) o Y2 "N _M
(x—y)==x ac.v2—:v.(1 U2)—I.< v2 )— 11 (3)
U1 V2

odkial:

Tr =

(22 B 12) <p1v2 — pQUI)

U1 V2 . ( U2 ) _ V102 . ( V2 ) (4)
1 1 Vg — U1 Vg + U1 Vg — U1
(E - U—z) ( V1V2 )

(pva - pzvl) U2
p— 5
G )

S vyuzitim (2) a (5) mozno pisat:

_ (p1U2 _p2U1) U1 (6)

(v3 —vP)
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Kedze podla predpokladov p1 > ps a vy < v, je (p1ve —pavy) > 0, (v3 —vF) >0,
apretojeajxr >0,y >0.
Aby riesenie bolo pripustné, musi byt aj (p1 — z) > 0, a tiez (p2 —y) > 0.

pL—x=p — (p1v2 — pav1) 02 _ (pw% —plv% —plvg —J,—p21;11)2) B
(v3 — 1) (13 —v3)

(pzvva - PlU%) (pzvz - pl'Ul) U1

(wi—vi)  (vi—D)

(p1v2 — pav1) U1 (szg — pavi — p1o1v2 +p2vf) B

P2 —Yy=p2— =
(v3 — v7) (v3 —v{)
o (p271% —plvlvz) _ (p2v2 — p1v1) V2
(v3 —v7) (v3 —v7)

Vidime, Ze (p; —x) > 0 a tiez (p2 — y) > 0 prave vtedy, ked
p1v1 < Pavs,

¢o nastane prave vtedy, ked

PP

V2 U1

mensej tlohy na pomalSom stroji, nemozno tplne vyuzit oba stroje.

VETA. Majme systém Qm|pmin|Cpax. Nech plati:

P12D2 2552 Pn, V1 > V2 >, .., > D
Potom .
c s (PPt Do Pi Doy D
max g Ty e e ey — s .
V1 U1+ U2 Z;nzll v D Vg
Dokaz.

Spracovanie vSetkych tloh musi byt aspori tak dlhé, ako spracovanie najvicsej tlohy
na najrychlejSom stroji, ¢o predstavuje prvy ¢len na maxima na pravej strane. Tak-
isto Crax musi byt vicsie ako ¢as, potrebny na spracovanie dvoch najvicsich tloh
na dvoch najrychlejsich strojoch pracujtcich rovnaky c¢as, ¢o vyjadruje druhy ¢len
maxima na prvej strane. Dalsie ¢leny maxima az na posledny sa uréia tym istym
sposobom. Posledny ¢len maxima vyjadruje, ze spracovanie celej davky nemoze
byt kratsie, ako spracovanie vSetkych tiloh na vSetkych strojoch beziacich rovnaky
cas. Ll

AvLcgoriTMUS LRPT-FM PRE Qm|pmin|Chax-

V kazdom ¢asovom okamziku ¢t uréime p; — nepracovanu ¢ast tlohy J;. Zoradme
ulohy
Pl = P2 2= 2 Pl (LRPT)
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V tomto poradi priradme m tloh s najviésimi nespracovanymi ¢astami strojom tak,
ze ulohy s najvac¢sim nespracovanym zvyskom priradime najrychlejSiemu stroju,
druht tlohu v poradi LRPT priradime druhému najrychlejSiemu stroju atd. Na
prave popisané pravidlo sa literatira odvolava ako na LRPT-FM (longest remain-
ing processing time on fastest machine — nadlhsi zostavajuci ¢as spracovania na
najrychejlsom stroji).

Algoritmus LRPT-FM mé vSak nevyhodu — velmi éasto vyzaduje rescheduling
po velmi kratkom intervale €, ¢im dochédza k nekoneénému poctu preruseni. Mozno
ho vsak pouzit vtedy, ked mozné ¢asy preruseni obmedzime na koneéna diskrétnu
mnozinu.

SYSTEM Qm|p; = 1|Cax-
Oznadéme:

1, ak sa uloha J; spracuje ako k-ta uloha na stroji Mj,
o p—
ik 0 inak.

Definujme
_k
Cijk = E
Veli¢ina c;j;, predstavuje ¢as unkoncenia tlohy J;, ak bola zaradena na k-tom mi-
este poradia pre stroj M;. Hladanie najkratsieho rozvrhu mozno formulovat akko
nasledujucu tulohu bivalentného linearneho programovania:

Minimalizovat m.a]z({cijkxijk} (A)
7.77
za predpokladov: Z Z rijr=1 Vi=12,...,n (B)
j=1k=1

S rgmt Wlam R 1n (©
=1
ﬂfwkzl \V/Zak:17277n7 v]:1’2’7m
(D)

Podmienky (B) hovoria, ze kazda uloha bude do rozvrhu zaradend prave raz.
Podmienky (C) hovoria, ze ako k-ta tloha na stroji M; bude zaradena prave jedna
uloha.

Vsimnime si, Ze ak plati (B), potom C; ¢as ukonéenia tlohy J; mozno vyjadrit

ako
m m n k
Ci = Z CijkTijk = Z Z - Tijk (E)

j=1k=1 j=1k=1

n

S vyuzitim (E) mozno vyjadrit viaceré kriteridlne funkcie ako napr. > w;C;
ako linedrnu funkciu a riesit prislusni minimaliza¢nt tlohu ako $pecidlny pripad
dopravnej resp. priradovacej tlohy.

Existuje este iny pristup k rieSenému problému.
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SEVASTJANOVOV ALGORITMUS PRE Qm|p; = 1|Cpax.

) v n . . /7 v
Ozna¢me C’ = 4Zn . Potom C’ je dolnou hranicou pre Cp, .y, ktori mozno
j=1"J

dosiahnit preemptivnym rozvrhovanim. Oznacme

]fl = [C"vl]
kz = [C"vl]
km = [C”vl],

kde [z] oznacuje celu ¢ast ¢isla z. Priradme stroju M; k; tloh. Ostane ndm [ =
n— Z;nzl k; nepriradenych tuloh. Pretoze n = E;n:1 C'.v;, plati:

l=n— ij =n— Z[C”vj] = ZC,.UJ' — Z[C'vj] =
j=1 j=1 j=1 j=1
= Z (C'wj—[C'vs]) <m —1
j=1

Ostalo teda m — 1 nepriradenych tuloh. Tieto priradime strojom nasledujicou
procedurou:
k‘j +1

J

Vyberieme stroj M;, pre ktory je podiel najmensi a priradime mu jednu

z tloh. Polozime:
kjizkj+1, lzl—l

Ak | = 0, st priradené vSetky tlohy. Inak priradovaciu procediru zopakujeme.

Problém Rm|pmitn|Ciax

Nasledujuci postup je vhodny pre systémy Rm|pmin|Ciax @m|pmin|Cpax.

Ozna¢me z;; € (0,1) tG pomernu Cast Glohy J;, ktora sa mé spracovat na stroji
M;. Doba spracovania tejto casti tlohy bude p;;.z;;. Dolny odhad pre Cpax
dostaneme riesenim nasledujtcej tlohy linearneho programovania:

Minimalizovat C

(A)
za predpokladov:

C—=) pyz; >0 Vji=1,2,...,m (B)

i=1
C—Zpijillijzo Vi:1,2,...,n (C)

j=1
Zpijxijzl Vi:1,2,...,n (D)

j=1
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.....

.....

hovoria, zZe stucet ciastok tloh pre vsetky stroje da cela tulohu.

Ozna¢me C* optimalnu hodnotu kriterialnej funkcie a z7; optimalne rieSenie,
tij = pijrj; Cas spracovnia Casti tlohy J; na stroji M; pre ¢ = 1,2,...,n, j =
1,2,...,m.

Vysledkom riesenia tejto tlohy linedrneho programovanie je nielen dolny odhad
pre Chax, ale aj urcenie, aka ciastka tlohy J; sa ma vykonat na stroji M; — oznac¢me
ju 6;5. Méame teda mnozinu strojov M = {My, Ma, ..., M,,}, mnozinu tloh J =
{J1,J2,...,Jm}. Kazda z tloh sa sklada z ¢iastok J; = {6;1,0:2,...,0im}, pricom
0;1 sa mé spracovat na stroji My, 0,5 na stroji Ms, atd. az 0;, na stroji M,,
s Casmi spracovania t;1,t;2,...,tim, pricom nezalezi na poradi spracovania a je
dovolené prerusenie ciastok 0;;.

Tato tloha je vlastne problémom Om|pmin|Cpnax. Nasledujuci algoritmus je
teda algoritmom na zaradenie ciastok tuloh pre jednotlivé stroje v systéme
Rm|pmin|Ciax, ale aj plnohodnotnym algoritmom pre hladanie optimalneho
rozvrhu pre Om|pmin|Ciax.

Ozna¢me T = {¢;;} maticu typu n x m. Riadky matice (je ich n) odpovedajt
tlohdm, m stipcov matice odopved4 strojom. Riadok matice T nazveme kritickym,
ak Z;nzl t;; = C*. V matici T moze existovat najviac m kritickych riadkov, pretoze

C'*m Z f: : tij = Ztij . (X)

..........

Stipec j matice T nazveme kritickym, ak S tij = C*. Zostrojme Stvorcovi
n

diagonalnu maticu Y = {y;;} typu m x m, kde y;; = C* = > | t;;.

Definujme maticu V typu (n +m) X m predpisom

()

Tymto sme k riadkom uloh Ji,J5 ..., J, dodali riadky dalsim m fiktivnych tloh
Int1sInt2 oy Jnim, ktorymi sa vyrovna zatazenie vSetkych strojov na C* a
ktorych zaradenie do rozvrhu v nejakom intervale (b,c¢) bude znamenat, ze v
tomto intervale bude prislusny stroj bez prace.

Z prvkov matice V chceme vybraf m-prvkova tzv. dekrementac¢ni mnozinu U
kladnych prvkov tak, aby:

- z kazdého stlpca matice V bol v U prave jeden
- 7 kazdého riadku matice V bol v U najviac jeden

- 7z kazdého kritického riadku matice V bol v U préave jeden
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Toto mozno dosiahnut néjdenim pripustného rieSenia nasledujtcich obmedzu-
jpucich podmienok:

n+m

Y wy=1 Vi=12..m
=1

m
 wy=1  Vi=1,2,...,n+m, ikritické
j=1

m
inj <1 Vi=1,2,...,n+m, ¢ nekritické
j=1

z;; < signum(v;;) Vi=1,2,...,n+m, Vj=12...,m.
z;; €{0,1} Vi=1,2,....n+m, Vj=1,2,...,m.

Bivalentna premennd z;; = 1 prave vtedy, ked do mnoziny U vyberieme prvok v;;
a

1 akv>0
signum(v) = 0 akv=0
— 1 akv<0

Inou moznostou najst mnozinu U je nasledovny postup. Zostrojime bipartitny
digraf G = ({z,u}UV1UV,, H), kde Vi = {My, Mo, ..., M}, Vi = {J1, Jo, ..., Jpn+
m}, z je fiktivny zdroj, u fiktivne tstie a H obsahuje vSetky hrany typu (z, M;) s
dolnou i hornou kapacitou rovnou 1, (M;, J;) také, ze v;; > 0 s dolnou kapacitou 0
a hornou kapacitou 1 a vSetky hrany typu (J;, u) pre ktoré je horna kapacita rovna
1 a dolna 1, ak je riadok ¢ kriticky, 0 ak riadok ¢ nie je kriticky. Ak najdeme v
digrafe G pripustny tok, hrany typu M;, J;, ktorymi tecie jednotkovy tok, urcuji
hladant m-prvkova dekrementa¢ni mnozinu U.

ALGORITMUS.

KROK 1: €' = C%, vij = t;; = pijxy; pre @ = 1,2,....n, 5 = 1,2,,...,m,
Un-l—j,j = C* — Z?:l Uij, t:=0
KROK 2: Najdeme dekrementac¢nii mnozinu & a vypocitame

Umin = min {v;;} Umax = max E Vjj
vij €U i€{i’|v; ;€U pre j=1,2,...,m} F

d = min {Vmin, C* — Vmax}

KROK 3: Do intervalu (t,t+ § zaradime J jednotiek z ¢iastok uréenych dekremen-
ta¢nou mnozinou Y.
KROK 4: Vv;; € U polozime
'Uij = Uij — (5,
t:=t+9,
C:=C -9,

a aktualizujeme maticu V. Ak C' > 0 GOTO Krok 2, inak STOP.



