CHAPTER 1

MATEMATICKY MODEL ROZVRHOV

1.0 Uvod

V praktickom Zivote velmi ¢asto vznikaju tlohy typu ktort operaciu kedy, kde
a na ¢om urobit. Operaciou tu moze byt technologickd operacia (strojarska,
stavebnd, chemicka atd.), dopravna operacia ako vykonanie autobusového spoja v
doprave, prepojenie telefonického hovoru, obslizenie zakaznika v obchode, umiest-
nenie skladu ¢i suciastky na doske plosnych spojov, alebo vykonanie prednasky pre
nejaku studijnt skupinu. Vo vsSetkych takychto pripadoch kvalita vysledku zavisi
od casového alebo priestorového rozmiestnenia alebo dokonca od oboch. Niektoré
priklady:

Ktoré z lietadiel ziadajucich o pristatie v ktorom ¢ase nechat pristat na ktort
pristavaciu drahu a ktora branu letiskovej budovy mu pridelit.

Ktorti vyucbu v ktorom ¢ase v ktorej uc¢ebni pridelit ktorému udcitelovi.

Pri viacprocesorovych a viactulohovych pocitacovych systémoch ktora ulohu v
ktorom ¢ase urobif na ktorom procesore.

V pravidelnej autobusovej doprave ktory spoj realizovat ktorym autobusom.

Vsetky rozvrhovacie tilohy chceme urobif nie hocijako, ale z istého hladiska op-
timalne. Na to je nevyhnutné, aby sme mali k dispozicii funkciu, ktora ciselne
ohodnoti kvalitu kazdého mozného riesenia. Tuto funkciu budeme volat kritérium
optimality. Na zédklade tejto funkcie — kritéria optimality — uZ mozno matemat-
ickymi prostriedkami hladaf rieSenie minimalizujice (alebo maximalizujice) tato
funkciu — tzv. optimalne riesenie.

1.1 Zakladné pojmy teodrie rozvrhov

Zakladnymi pojmai tedrie rozvrhov st stroj, operdcia a tloha.

Operacia o je zékladny technologicky tkon, ktory uz dalej nie je delitelny na
¢iastocné technologické tukony.

Uloha J (anglicky job) je postupnost operdcii {01, 0 . .., 04}, ktoré treba vykonat
v rdmci jednej zakazky.

Stroj M je zariadenie schopné vykonat jednu alebo niekolko operacii. Anglicky
termin pre stroj je machine, v ¢eskej a slovenskej terminoldgii sa pouziva tiez termin
procesor.

Typeset by ApS-TEX
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Pri rozvrhovacom probléme treba pre kazda operaciu o;; kazdej tulohy J; z
danej mnoziny tGloh J = {Ji, J2,...,Jp} urcit stroj M; z danej mnoziny strojov
M = {M;,M,,...,M,}, na ktorom sa operacia o;; vykona a casovy interval
jej vykonédvania (resp. niekolko ¢asovych intervalov v pripade, ked je dovolené
preruSenie operacii) .

Vo vicsine rozvrhovacich modelov platia dva zakladné predpoklady:

1. Kazdy stroj v jednom ¢asovom okamziku moze vykonavat nanavys jednu opera-
ciu.

2. V jednom ¢asovom okamziku sa nemozu vykonavat dve alebo viac operécii jednej
ulohy.

Z hladiska tedrie rozvrhov je operacia nedelitelnd, niektoré modely vSak
pripustaju preruSenie operacie a po nejakom case pokracovanie v jej vykonavani.
kde bola dand operacia prerusend. St vsSak modely, v ktorych sa prerusena
operacia musi vykonat odznovu.

Stroje z mmnoziny M mozu byt univerzilne alebo Specializované. Univerzalne
stroje mozu spracovavat lubovolnt operaciu lubovolnej tlohy. Jednotlivé stroje z
mnoziny M sa mézu 1iSif dobou spracovania operacii. Stcastou rieSenia rozvrho-
vacieho problému je v takom pripade i priradenie strojov jednotlivyvm operaciam.
Specializovné stroje st uréené len na spracovanie niektorych operécii — kazda op-
eracia uz méa priradeny stroj, na ktorom sa bude spracovavat. Stroj nemusi byt
k dispozicii kedykolvek. V désledku striedania zmien, pravidelnej adrzby ¢i inych
technologickych prestavok mozu existovat obdobia, kedy stroj nemoze vykonavat
ziadnu ¢innost. Dolezitou charakterizaciou kazdého stroja st teda intervaly jeho
dostupnosti.

Majme tlohu J = {o01,02,...,0}. Pri niektorych tlohach nezavisi na poradi
vykonavania tychto operacii. Pri inych z technolégie vylyva, Ze niektoré operacie
mozno robif az po vykonani inych (napr. najprv je nutné postavit zaklady domu,
potom je mozné stavat muary a az potom strechu). Tato skutoénost modelujeme tak,
7e v ramci jednotlivej tlohy alebo i celého rozvrhovacieho problému moze byt dana
precedencnd relacia < medzi jednotlivymi operdaciami. Ak operaciu y mozno zacat
vykonavat az po skonceni operacie x, budeme hovorit, Ze operacia x predchadza
operaciu y a pisat < y. Relacia < je tranzitivna, t.j.

ak z<y a y—<z potom =z <z

Budeme hovorit, Ze operacia x bezprostredne predchédza operaciu y, ak © < y a
neexistuje operacia z taka, ze r < z < y. Tuto skutocnost budeme oznacovat ako
T <<y.

Casto byva vhodné vyjadrit si naslednost operécii jednej tilohy vo forme digrafu
G« = (V, H), ktorého mnozinou vrcholov je mnozina vSetkych operacii danej ulohy
a mnozinou orientovanych hran je H = {[z,y]| = < y}. Digraf G- nazveme
precedenénym digrafom precedencie < na prislusnej mnozine operacii. (Inym —
podobnym, ale nie totoznym — sposobom je vytvorenie sietového digrafu danej
ulohy, tam sa v8ak operécie — elementarne ¢innosti modeluji hranami).
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Analogicky moze byt definovand operacia precedencie < i bezprostrednej prece-
dencie << i na mnozine uloh [J. Ak je nutné pred zaciatkom vykonania tlohy .J
ukonéit vykonavanie tlohy J;, budem hovorit, Ze tloha .J; predchidza tlohu J; a
pisat J; < Ji. Uloha J; bezprostredne predchadza tlohu Ji, ak J; < Ji a neex-
istuje uloha J,, taka, ze J; < J,, a J,, < Jr. Potom budeme pisat J; << Jj.
Graf Gx = (J,H), kde H = {[J;, Ji]| Ji < Ji} nazveme precedenénym digrafom
precedencie < na mnozine J. Mozno tiez definovat graf bezprostrednej precedencie
na mnozine J ako G.o< = (7, H), kde H = {[J;, Ji|| J; << Ji}

Pri rozvrhovacom probléme mame danych niekolko tloh (tloha — job). Tieto

ulohy budeme oznacovat Ji,.Js,...J,. Kazda tloha J; pozostiava z vykonania
niekolkych operacii 0;1,0:2 ..., 0ig,.
Dalej mame danti mnozinu strojov M = {My, Ms, ..., M,,}. Pre kazd operéciu

0;; Tubovolnej tlohy i je dan4 jej dlzka p(o;;) (¢asova naro¢nost) a stroj p;; € M,
na ktorom sa moze tato operacia vykonat.

Zostavit rozvrh pre tulohy .Ji,Js,...,J,, kde tloha J; pozostdva z operacii
0i1,0i2 - . ., 0jg, znamend pre kazda operaciu o;; = = urcit jeden (v pripade, ked
nie je dovolené prerusenie operacii) alebo viac (v pripade, ked prerusenie operacii
je dovolené) ¢asovych intervalov (b1, c1z), (b2z,C22); - - -, (bgozs Cqoz)s kde big < Cig,
(v ktorych sa bude operécia z vykonavat na prislusnom stroji) takych, ze

1. > . (ciz — biz) > p(x) — stcet Clastkovych dob vykonavania operacie x je vacsi
alebo rovny nez jej dizka

2. Ak z,y st dve operécie, pre ktoré je x < y, potom ¢, < by, — ak operacia
x predchadza operaciu y, potom sa vykonavanie operacie y nezacne skor, ne sa
ukonci vykonavanie operacie x.

3. Kazdy interval (b;;, c;,) padne do niektorého intervalu dostupnosti prislusného
stroja

Rozvrhovaci problém povazujeme za dany ak st dané:
1) Mnozina strojov M = {My, Mz, ..., My}.

2) Mnozina tuloh J = {J1,J2,...,J,} a pre kazdu tlohu J; prislusna postupnost
operacii 0;1,042...,045, a funkcia F, ktord kazdej operacii priradi stroj, na
ktorom sa mé tato operacia vykonat.

3) Precedencné relacia < na mnozine operacii.

4) Kriteridlna funkcia rozvrhu.

1.2 Vstupné data rozvrhovacieho problému

Pre kazdu tlohu J; mozu byt Specifikované tieto déta:

- pocCet g; a postupnost operacii {0;1, 0i2, ..., 0ig, } Ulohy J;.
. I v ’ . 7 2 .o
- g strojov {s;1, Si2, ..., Sig, } takych, ze operacia o;; sa ma vykonat na stroji s;;.
« . . , .« s . s p
- g; Casov na spracovanie p;j, j = 1,2,...,g; ktoré maju operacie o;; stravit v

prislusnych strojoch, na ktorych potrebuji byt spracované. Potom P; celkovy
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Cas spracovania ulohy J; sa vypocita ako ?;1 Dij-
Ak tuloha J; pozostava z jedinej operacie staci jediny cas p;.

- r; najskor mozny zaciatok spracovania tlohy J;. Tento idaj mozno chapat ako
¢as vstupu tlohy J; do systému (release date).

- d; pozadovany cas ukoncenia tlohy J;.
- a; = d; — r; maximalna pripustna doba pobytu tlohy J; v systéme.
- w; vaha tulohy J;. Vyjadruje jej relativnu dolezitost.

- f; nékladova funkcia — neklesajuca redlna funkcia, ktord odmeriava naklady
fi(t), vynalozené na to, aby tloha J; bola ukoncena v case t. Vo vSeobecnosti
gi, Di, T€Sp. p;; a w; su celociselné premenné.

1.3 Vystupné data rozvrhovacieho problému

Pri danom rozvrhu mozeme spocitat pre kazdu tlohu J; nasledujice veli¢iny:
— (; ¢as ukoncenia ulohy J; (Completion time)

— F; doba pobytu ulohy J; v systéme

— W, celkova doba ¢akania ulohy .J; v systéme

— L; = C; — d; ¢asova odchylka od planovaného ¢asu ukoncenia tlohy J;

— Ti = max{0, L; = C; — d;} oneskorenie tlohy J;

— Ei = max{0, —L;} predstih tlohy J;

- U; =0, ak (; < d;, inak U; = 1 penalizacna jednotka tulohy .J;

Vidime, ze veliciny L;, T;, E;, U; su definované ako funkcie ¢asu ukoncenia C;.
Dobu pobytu F; tlohy J; v systéme mozno vyjadrit ako F; = C; — r;, kde r; je ¢as
vstupu ulohy J; do systému. Ak p; je Cista doba spracovania ulohy J;, potom pre
jej celkovi dobu cakania v systéme plati W; = F; —p; = C; —r; — p;. Vsetky vyssie
spomenuté vystupné data rozvrhovacieho problému st teda funkciami zakladnej
veliciny C.

1.4 Kritéria optimality rozvrhovacieho problému.

V literatire sa pre hodnotenie rozvrhov pouzivaju relativne jednoduché min-
imalizacné kritérid optimality. NajlepSie rieSenia bude mat minimalnu hodnotu
prislusného kritéria.

Jednou skupinou kritérii si maximé z ¢asov ukoncenia jednotlivych tloh (resp.
ich ¢asovych diferencii, oneskoreni, doby pobytu v systéme atd.)

Crax = max{C;} Lmax = max{L;} Tyax = max{T;} Fpnax = max{F;}

Kritérium Cpa.x pouzijeme v pripade, ked odberatel zad4 isti mnozinu tloh 7,
vykonané tulohy odoberie a zaplati az po ukonceni poslednej z nich. Analogicky
mozno najst praktickii motivaciu i pre ostatné kritéria z tejto skupiny.
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Nerovnakt délezitost tloh mozno vyjadrif vdhami w;. Tomu zodpoveda mini-
malizacia kritérii
(Cw)max = m?X{C’iwi} (Lw)max = m?x{Liwi}
(TW)max = mZaX{Tiwi} (Fw)max = mzax{Fiwi}

Druhou skupinou kritérii tvoria stcty ¢asov ukoncenia jednotlivych tloh (resp.
ich ¢asovych diferencii, oneskoreni, pobytu v systéme atd.)

Z@Zi@' ZLi:iLi ZTi:iTi ZUi:iUi
i=1 i=1 i=1 i=1

V pripade nerovnakého vyznamu jednotlivych tiloh moézeme pouzit ako kritéria
vazené sumy predchadzajacich veli¢in:

Yow;C; = iwici Yow;Li = iwiLi YowiT; = iwiTi YowiU; = iwiUiI
i—1 i—1 i—1 i—1

Praktickou motivaciou pre pouzitie tychto kritérii je snaha znizovat naklady
spojené s pobytom tloh v systéme (prvé dve kritérid), pokut za oneskorené dodavky,
¢i pocet omeskanych tloh.

V niektorej literature sa ako kritéria objavuje priemerna hodnota ¢asov ukonce-
nia aloh Ji, Jo, ..., J, oznacovana ako C, ¢ priemerné hodnoty ich ¢ casoveJ diferen-
cie, omeskania, doby pobytu v systéme, ¢akania atd. oznacované ako L, T, F, W
pocitané ako

3|'—‘
Sl*—‘
Slf—‘
Slb—‘

SR 3

1% me g

KedZe pocet tiloh n je konstanta je kritérium > C; n—nasobkom kritéria C, a
preto st obe kritéria ekvivalentné. Analogicky st ekvivalentné > L; s L, > T; s T
atd.

Dalej poznamenajme, ze

Zn:wiLi = Xn:wl(a —d;) = Zn:wici - Zwidi;
=1 i1 i=1

¢ize > w;C; a Y w;L; sa lisia konstantou a teda st ekvivalentné.

Dalej vidime, Ze vSetky doteraz spomenuté funkcie pouzivané ako kritéria
optimality boli v koneénom désledku funkciami ¢asovych okamzikov ukoncenia
C,C, ..., Ch. Tedéria rozvrhov pracuje i so zlozitejsSimi kritériami tvaru
M = f(Cy,Cy,...,C,). Medzi nimi zaujimaji zvlaStne postavenie tzv. reguldrne
kritéria.  Kritérium Z = f(C1,Co,...,C,) nazveme regulirnym, ked je
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minimalizaéné a ked je neklesajucou funkciou kazdej svojej premennej
C1,Co,...,Cy). Ak je teda kritérium f reguldrne a plati Z = f(Cy,Ca,...,Cy),
Z' = f(C,Ch,...,Cl) aZ < Z', potom musi existovat aspon jedno i, 1 < i < n,
pre ktoré je C; < C!. Naopak, ak C] < Cy, C4 < Cy,..., C} < C, , potom
Z' = f(C1,Ch,...,Cl) <Z = f(C1,Cy,...,Ch).

Lahko mozno ukazat, Ze Cmax, C, W, Lmax, L, Tmax, 1 patria k triede reg-
ularnych kritérii.

Praktické ulohy vsak casto vyzaduju i zlozitejsie kritéria optimality suvisiace s
minimalizaciou celkovj ceny spracovania, ktortt mozno pocitat ako stucet cien spra-
covania jednotlivych operacii na jednotlivych strojoch plus sticet cien prestavovania
strojov medzi jednotlivymi operaciami a do ktorej mozu byt zahrnuté i pokuty za
neskoré spracovanie dodavky suvisiace s vymenovanymi kritériami. Takéto prak-
tické tlohy st velmi $pecifické, je tazké pre ne formulovat vSeobecny model, a preto
sa musia prislusné matematické modely a algoritmy rieSenia vypracovavat priamo
na mieru daného problému.

1.5 Klasifikacia systémov rozvrhovania podla Conwaya

V zévislosti od vstupu tloh do rozvrhovacieho systému delime rozvrhovacie
problémy na statické a dynamickeé.

Statické rozvrhovacie problémy st také, kedy do systému, v ktorom nie st ziadne
tlohy vstupuje naraz celd mnozina J tloh. Dalsia ddvka tiloh vsttpi do systému az
po spracovani vSetkych tloh mnoziny 7. Doba spracovania jednotlivych operacii
je spravidla deterministicka.

V dynamickych systémoch tlohy vstupuji do systému priebezne. Okamziky
vstupu jednotlivych tloh mozZno popisat iba Statisticky pomocou pravdepodobnos-
tného rozdelenia intervalu medzi jednotlivymi vstupmi. Doba spracovania operacie
byva tiez ndhodné veli¢ina. Ako priklady jednoduchych dynamickych rozvrhovacich
systémov mozu sluzit systémy hromadnej obsluhy.

Specidlnym pripadom rozvrhovacich systémov st pdsové rozvrhovacie systémy,
kde vsetky J; tlohy maju rovnaky pocet operacii k, plati 0,1 << 0j2 << ... << 0%
a operacie kazdej ulohy J; vyzaduju to isté poradie strojov — t.j. kazda tloha
prechadza strojmi v tom istom poradi.

Pre Kklasifikdciu rozvrhovacich problémov sa pouziva Stvormiestna schéma

A|B|C|D kde

A charakterizuje proces vstupu poziadaviek do systému. Pre dynamické systémy na
mieste A stoji distribu¢né funkcia rozdelenia intervalu medzi vstupmi tloh do
systému. Pre statické systémy na mieste A stoji prirodzené cislo vyjadrujice
pocet 1loh naraz vstupujicich do systému. Symbol n vyjadruje Iubovolny
kone¢ny pocet tloh.

B charakterizuje pocet strojov v systéme; symbol m vyjadruje Iubovolny konec¢ny
pocet strojov.
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C charakterizuje poradie spracovavania operacii na jednotlivych spojoch. Ak na
mieste C stoji F', vSetky tlohy prechddzaju strojmi v rovnakom poradi (pasovy
systém), R znamend nahodné poradie spracovania operacii, G lubovolné poradie.

D charakterizuje kriteriadlnu funkciu. (O kriteridlnych funkciach uz bolo pojednané
v Casti XXX.XXX)

Klasifikdcia podla Conwaya sa uz prezila, mozno ju vSak najst v niektorych
starsich pracach, preto ju tu uvadzam.

1.6 Klasifikacia systémov rozvrhovania podla LLRK

Klasifikacia systémov podla LLRK (Lawler, Lenstra, Rinoy Kan) je urcené len
pre statické systémy, kedy jednotlivé tlohy prichadzaji do prazdneho systému po
davkach J = {J1, Ja,...,J,}. Tato klasifikdcia sa v sticasnosti pouziva s istymi
modifikdciami takmer vo vSetkych pracach tykajucich sa rozvrhovania.

Rozne tlohy, stroje a rozvrhovovacie systémy budeme popisovat 3—polozkovou
klasifikdciou problému «|3]7.

Dvojmiestna polozka « = «jap charakterizuje mnoZinu strojov Mj,
7 =1,2,...,m. Druha plozka 8 = (31623304 ... charakterizuje mnozinu tuloh J;,
t =1,2,...,n. V povodnej praci mala 6 miest, avSak s vyvojom teodrie rozvrhov

neustale pribudaju dalsie. Tretia polozka v vyjadruje (podobne ako posledna
polozka v Conwayovej klasifikicii) optimaliza¢né kritérium.

Prostredie stroja

Prostredie stroja popisuje dvojmiestna polozka o = a, ay. Parameter as bude
popisovat podet strojov, parameter «y vlastnosti mnoziny strojov. Nech x je
prazdny symbol. Je ay € {x,P,Q,R,O,F,J}. Tymto zapisom vlastne vyjadru-
jeme, ze parameter «; nadobudne prave jednu z hodnot x, P,Q, R, O, F, J.

Ak a1 € {x, P,Q, R}, kazd4a tloha J; pozostéva z jedinej operacie, ktord moze
byt vykonand na Ifubovolnom stroji M, pri¢om ¢as spracovania tlohy .J; na stroji
M; je p;j. Tieto styri hodnoty st charakterizované nasledovne:

* mame jeden stroj p; 1 = p;
P mame m identickych paralelnych strojov p;; = p;1 = p;

Q mame m uniformnych paralelnych strojov. Uniformita tu znamena, ze vsetky

stroje st rovnaké az na rychlost. Preto existuju ¢isla p;, ¢;, ¢ = 1,...,n,
j =1,...,m také, Ze p;; = p; x qj. Cislo ¢; sa vold faktor rychlosti stroja
M;.

J

R méame m Tubovolnych paralelnych strojov

Dalsie tri hodnoty parametra o st uréené pre situécie, kedy kazda tloha J; ,
(kde m je pocet strojov).

O méme "open shop”, kde kazd4 uloha je tvaru J; = {0i1,0i2 ..., 0im }, kde kazda
operacia 0;; méa byt vykonana na stroji M; za ,;; Casovych jednotiek, pricom na
poradi operacii nezalezi.
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F méme ”flow shop”, v ktorom kazdé tloha je tvaru J; = {041,042 ...,0im}, kde
kazda operacia o;; ma byt vykonana na stroji M; za p;; Casovych jednotiek,
pricom vsSetky tlohy prechadzaju strojmi v uréenom rovnakom poradi. Vhodnou
indexaciou operécii a strojov mozno dosiahnut, Ze tlohy prechadzaja strojmi v
poradi My, Ms, ..., M,,, ktoré postupne vykonavaju operacie 0;1,0;2 ... ,0im

J 7job shop”, v ktorom kazda tloha je tvaru J; = {0;1,042 - - ., Oim, }, Operacie maju
byt vykonané v poradi 0;1,0;2...,0im,; a kazda operacia o;; ma byt vykonana
na pridelenom stroji p;; za p;; Casovych jednotiek, pricom pi(j — 1) # p;; pre
j = 2, 7
Ak as je kladne ¢islo, potom pocet strojov m je konstanta a as = m. Ak ag = *,

potom sa predpoklada, Ze m je premennd. J zrejmé, ze oy = * (rozhodovacie
problémy s jednym strojom) vtedy a len vtedy ak as = 1.

Druhéa polozka 3 = (31820384 ... oznacuje charakteristiky tlohy, ktoré st defi-
nované nasledovne:

1) 1 € {pmtn, *} charakterizuje moznost prerusenia operéacie.

(1 = pmtn preruSenie (preemption) je dovolené, t.j. spracovanie Tubovolnej op-
eracie moze byt prerusené a obnovené neskor.

(81 = x prerusenie nie je dovolené.

2) B € {res,resl,x} charakterizuje existenciu obmedzenych zdrojov
(resources).

(2 = res predpoklada sa pritomnost S obmedzenych zdrojov Ry, Rs,...,Rg 8
takymi vlastostami, ze kazdy tloha J; vyzaduje pocas svojho vykona-
vania pouZitie rj; jednotiek zo zdroja Rj;. Predpoklada sa, Ze v danom
¢ase sa zo ziadneho zdroja nemoze vyuzit viac ako 100

(B2 = resl predpokladé sa pritomnost len jediného obmedzeného zdroja.
B2 = 0 nepredpokladd sa existencia obmedzenych zdrojov.
3) B3 € {prec,tree, x} charakterizuje preceden¢nu relaciu na mnozine tloh 7.

(3 = prec na mnozine uloh J je $pecifikovana relacia precedencie < s prislusnym
digrafom bezprostrednej precedencie G.~. Ak G obsahuje orientovana
cestu z J; do Ji, znamena to, ze J; < Ji a vtedy sa pozaduje, aby
uloha J;j bola tiplne dokoncené skor nez zacne vykonavanie tlohy Jg.

B3 = tree G~ je korefiovy strom, v ktorom st bud vystupné stupne vSetkych
vrcholov najviac 1, alebo vstupné stupne vsetkych vrcholov st najviac
1.

(B3 = x nie je Specifikovana precedencia.

4) (4 € {r,*} charakterizuje vstupné okamziky ry,rs,...,r, Uloh Jy, Ja,..., J,
do systému.

(4 = r su Specifikované vstupné ¢asy ri,rs, ..., r,, ktoré mozu byt pre kazda
ulohu odlisné.

B4 = x predpokladéme, ze ry =ro=--- =17, =0



1.6 KLASIFIKACIA SYSTEMOV ROZVRHOVANIA PODLA LLRK 9

5) Bs € {9; < g,x} charakterizuje mnozinu tloh J z hladiska poctu operacii
jednotlivych tloh.

Bs = g; < g je Specifikovand konstantnd horna hranica pre pocty operacii g; (len
pre job shop — t.j. ak a3 = J).

(5 = * nie je Specifikovana horna hranica poc¢tu operacii tloh vchadzajucich
do systému.

6) 86 € {pij = 1,p < pij < p,*} charakterizuje doby trvania operacii aloh
vchadzajucich do systému.

B¢ = pij = 1 kazd4a operacia ma jednotkovy cas spracovania.
Be = p < pij < p je Specifikovand konstantnd horna aj dolnd hranica pre p;;.
B¢ = * trvania operacii nie si ¢asovo obmedzené.
Priklady:

1]|Cax — systém s jednym strojom, v ktorom minimalizujem ¢as vystupu poslednej
ulohy zo systému.

17| (Fw)max — systém s jednym strojom, v ktorom kazda z tloha prichddza do
systému v case r; a v ktorom minimalizujem maximum z vazenych pobytov tloh v
systéme.

P3|pmtn| > F; — systém s troma paralelnymi identickymi strojmi, kde je povolené
prerusenie operacii, a v ktorom minimalizujeme celkovii dobu pobytu tloh v sys-
téme.

Poo|prec|Crax — systém s neobmedzenym poctom strojov, medzi ilohami je prece-
denc¢né relacia, minimalizujeme cas vystupu poslednej tilohy zo systému. Toto je
vlastne tloha siefového planovania, ktora sa dé riesit metédou CPM.

F2||Cpax — Flow Shop s dvoma strojmi s minimaliziciou ¢asu vystupu posled-
nej ulohy zo systému. Kazda z tloh pozostava z dvoch operacii, vsetky tulohy
prechédzaji najprv strojom M;, potom strojom Ms. Uloha znama ako Johnsonov
problém. Pre jej rieSenie existuje polynomialny Johnsonov algoritmus. Analogicka
tloha s troma strojmi je uz NP—tazka.

Jm|prec| >  F; — Job Shop s m strojmi, medzi ilohami existuje precedenc¢na relacia,
minimalizuje sa celkové doba pobytu tiloh v systéme. Uloha je NP—fazka.



