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Pokus

Ak chceme vediet odpoved na otdzku .Co si dostal z algebry”, chceme
vediet ktory jav z mnoZiny javov {A, B, C, D, E, FX} nastal.
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Pokus

Ak chceme vediet odpoved na otazku .Co si dostal z algebry”, chceme
vediet ktory jav z mnoZiny javov {A, B, C, D, E, FX} nastal.

Ak chceme vediet, & vonku mrzne, chceme vediet, ktory jav z mnoZiny
javov {(—0,0), (0,00)} nastal.
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Pokus

Ak chceme vediet odpoved na otazku .Co si dostal z algebry”, chceme
vediet ktory jav z mnoZiny javov {A, B, C, D, E, FX} nastal.

Ak chceme vediet, & vonku mrzne, chceme vediet, ktory jav z mnoZiny
javov {(—0,0), (0,00)} nastal.

Odpoved na otdzku o odchode vlaku Tatran da jeden z javov mnoZiny
{(0,1), (1,2), ..., (1439,1440)}
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Pokus

Ak chceme vediet odpoved na otazku .Co si dostal z algebry”, chceme
vediet ktory jav z mnoZiny javov {A, B, C, D, E, FX} nastal.

Ak chceme vediet, & vonku mrzne, chceme vediet, ktory jav z mnoZiny
javov {(—0,0), (0,00)} nastal.

Odpoved na otdzku o odchode vlaku Tatran da jeden z javov mnoZiny
{(0,1), (1,2), ..., (1439,1440)}

Definicia

Nech (2, A, P) je pravdepodobnostny priestor. Kone&ény meratefny
rozklad istého javu je koneénd mnoZina javov (t. j. podmnoZin Q)
{A1, Ag,..., Ay} takd, Ze Aj € Aprei=1,2,...,n, U A =Q
aA;ﬂAj:(Z)prei;éj.

Kone&ny meratelny rozklad A = {A1, Az, ..., A,} istého javu Q
nazyvame tieZ pokusom.
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Pokus

niektorej literattire sa od mnozin A = {Aq, Aa, ..., A} pokusu A
Ziadajl oslabené predpoklady,
ato P(U/_;A)=1aP(ANA)=0prei#]j.
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4 Pokus

ﬂ niektorej literattire sa od mnozin A = {A;, A,, ..., A,} pokusu A
Ziadajl oslabené predpoklady,
ato P(U/_;A)=1aP(ANA)=0prei#]j.

Ak dostaneme spravu, Ze nastal jav A; € A s pravdepodobnostou P(A;),
dostaneme s fiou informaciu — log, P(A;) bitov.

Predstavme si teraz, Ze mdme zakladnd mnoZinu javov 2 rozdelend na
kone&ny potet disjunktnych javov A, A, ..., A,. Chceme uskutotnit
pokus na uréenie toho javu A;, ktory nastal.

Pred vykonanim pokusu mame neistotu o jeho vysledku. Po uskuto&neni
pokusu sa vysledok dozvieme a naSa neistota zmizne.

MbZeme teda povedat, Ze velkost neistoty pred pokusom sa rovna
mnoZstvu informacie, ktord ndm doda vykonanie pokusu.

Ak majui vetky mnoZiny A; rovnaki pravdepodobnost, potom nezavisle
na tom, ktory z javov pokusu A nastal dostaneme rovnaki informaciu

MA) = logon. :
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4 Pokus

‘ﬁ niektorych pripadoch méZeme pokus organizovat — mdZeme uréit, aké
budi jednotlivé mnoZiny rozkladu, & chceme urobit tak, aby sme dostali
po vykonani pokusu ¢o najva&siu informaciu.

Rozklad mnoZiny Q na javy, z ktorych kazdy zodpoveda jednému
z vysledkov pokusu, volime podla vhodne zvolenej otdzky, siiboru otazok,
moZnosti meracieho postupu a podobne.

Spravne zvoleny experiment je v mnohych odboroch ludskej &innosti
jednym z rozhodujtcich predpokladov Gspechu.

Priklad: Kedy odchddza Tatran zo Ziliny do Bratislavy?

P, = {(0, 720), (720, 1440)}
P, ={(0,1), (1,2), ..., (1439,1440)}

Odpoved na vysledok pokusu P; d4 1 bit informécie.
Odpoved na vysledok pokusu P, d4 10.49 = log,(1440) bitov informicie.
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Pokus

Co viak v pripade, ked javy pokusu nemaji rovnaki pravdepodobnost?
Nech Q = A; U Ay, AiNA, =0, P(A;) =0.1, P(A)) =0.9.

Ak vyjde Ay, dostaneme informdaciu /(A;) = — log,(0.1) = 3.32 bitov,
ale ak vyjde A, dostaneme informaciu /(Az) = —log,(0.9) = 0.15 bitu.

Vyslednd informacia teda zdvisi na vysledku pokusu.
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Pokus

Co viak v pripade, ked javy pokusu nemaji rovnaki pravdepodobnost?
Nech Q = A; U Ay, AiNA, =0, P(A;) =0.1, P(A)) =0.9.

Ak vyjde Ay, dostaneme informdaciu /(A;) = — log,(0.1) = 3.32 bitov,
ale ak vyjde A, dostaneme informaciu /(Az) = —log,(0.9) = 0.15 bitu.

Vyslednd informacia teda zdvisi na vysledku pokusu.
Predstavme si teraz, ¥e pokus vykoname velky potet krat — napr. 100
krat.

Priblizne v desiatich pripadoch dostaneme informaciu 3.32 bitov,

priblizne v 90 pripadoch dostaneme informaciu 0.15 bitu,

celkovti ziskand informdaciu moZno vy&islit ako
10 x 3.32 490 x 0.15 = 33.2 + 13.5 = 46.7 bitov.

Priemernd informacia na jeden pokus je 46.7/100 = 0.467 bitov.
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$ Shannonova definicia entropie

—1 Definicia
Shannonova definicia entropie.
Nech (S, A, P) je pravdepodobnostny priestor, na ktorom je dand informdcia
1(A) = — log, P(A). Nech P = {A1, Az, ..., An} je pokus. Entropia H(P)
pokusu P je strednd hodnota diskrétnej nahodnej veli¢iny X, ktord nadobida
na podmnoZine A; hodnotu I(A;), t. j.

n

H(P) = I(A)P(A; ZP(A) log, P(A;) (1)

i=1

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Entropia pokusu 6/47



i Shannonova definicia entropie

—1 Definicia
Shannonova definicia entropie.
Nech (S, A, P) je pravdepodobnostny priestor, na ktorom je dand informdcia
1(A) = —log, P(A). Nech P = {A1, As, ..., An} je pokus. Entropia H(P)
pokusu P je strednd hodnota diskrétnej nahodnej veli¢iny X, ktord nadobida
na podmnoZine A; hodnotu I(A;), t. j.

n

H(P) = I(A)P(A; ZP(A) log, P(A;) (1)

i=1

Co sa stane, ked sa v pokuse P = {A1, Az, ..., An} vyskytne mnoZina A;

s nulovou pravdepodobnostou. Potom toti? vyraz —P(a;). log, P(A;) nie je
definovany.

Pretoze limy— 0+ x log,(x) = 0, je prirodzené definovat funkciu 1(x) nasledovne

) =x.log,(x) ak x >0
() = {0 ak x =0.

Potom by Shannonova formula pre entropiu mala byt v tvare

Zn
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Shannonova definicia entropie

Odteraz budeme predpokladat, e vyraz 0.log,(0) je definovany a Ze
0.log,(0) = 0.

Entropia pokusu vyjadruje mieru nasho vahania pred jeho vykonanim.
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Axiomaticka definicia entropie

Majme pokus P = {A1, Az, ..., A},
nech p1 = P(A1), p2 = P(A2), ..., pn = P(An).

Predpokladdme, Ze funkcia H nezavisi od konkrétneho tvaru
pravdepodobnostného priestoru (2, A, P), ale zavisi iba od &isel
p1, P2, -- -, Pn, teda

H(P) = H(pla P2 apn)
Funkcia H(p1, p2, - - -, Pn) by mala mat niektoré prirodzené vlastnosti
vyplyvajlce z jej vyznamu.

Tieto vlastnosti mozno formulovat ako axiémy, z ktorych potom moZno
odvodit vlastnosti, resp. tvar funkcie H.

Existuje niekolko sistav axiém, my uvedieme tzv. Fadejevovu slistavu

z roku 1956:
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Fadejevove axiomy

AFO0: Funkcia y = H(p1,pa2, ..., pn) je definovand pre vietky n
a pre vietky p1 >0, po > 0,..., p, > 0 také, Ze
> o, pi =1, a nadobida redlne hodnoty.
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Fadejevove axiomy

AFO0: Funkcia y = H(p1,pa2, ..., pn) je definovand pre vietky n
a pre vietky p1 >0, po > 0,..., p, > 0 také, Ze
> o, pi =1, a nadobida redlne hodnoty.

AF1: y = H(p,1 — p) je spojitd funkcia premennej p € (0,1).
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Fadejevove axiomy

AFO0: Funkcia y = H(p1,pa2, ..., pn) je definovand pre vietky n
a pre vietky p1 >0, po > 0,..., p, > 0 také, Ze
> o, pi =1, a nadobida redlne hodnoty.

AF1: y = H(p,1 — p) je spojitd funkcia premennej p € (0,1).
AF2: y = H(p1,p2,...,Ppn) je symetricka funkcia, t. . pre

[ubovolnd permutdciu 7 &isel 1,2,..., n platf:

H(pTr[l]ap‘n'[2]a .- '7p7'r[n]) = H(plap25 .- 'apn) (2)
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Fadejevove axiomy

AFO0: Funkcia y = H(p1,pa2, ..., pn) je definovand pre vietky n
a pre vietky p1 >0, po > 0,..., p, > 0 také, Ze
> o, pi =1, a nadobida redlne hodnoty.

AF1: y = H(p,1 — p) je spojitd funkcia premennej p € (0,1).

AF2: y = H(p1,p2,...,Ppn) je symetricka funkcia, t. . pre
[ubovolnd permutdciu 7 &isel 1,2,..., n platf:

H(pﬂ'[].]? p7r[2]a ey pTr[n]) = H(pla P2, pn) (2)
AF3: Ak p,=q1+g >0, g1 >0, gop >0, potom

H(p17p2a ««+yPn-1,91, q2) =

= H(PlvPZw~7Pn717Pn)+Pn.H (;717,:2) (3)
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Shannonova axiéma

tymto axiémam priddme eSte Shannonovu axiému. Ozna&me

11 1
Finy=H|=,=,...,>
(M=H| T *)
—_———
n—krat

Shannonova axiéma znie:
AS4: Ak m < n, potom F(m) < F(n).

Fadejevove axiémy AFO0, az AF3 si dostato¢né na odvodenie tvaru funkcie H
a d4 sa z nich dokazat i platnost Shannonovej axiémy AS4.

Veta

Shannonova entropia

P)_ZI(A)P(A)_ ZP ) log, P(A;)

spl/ﬁa axiomy AF1 aZ AF3 a Shannonovu axicmu AS4.
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Vlastnosti axiomaticky definovanej entropie

T Veta

Funkcia y = H(p1, p2, - - -, pPn) je spojitd funkcia na mnoZine

Q, = {(X17X27...,X,,) | ; >0prei=1,2...,n, Zx,-—l}.
i=1

Dékaz matematickou indukciou podla m.

Pre m = 2 je tvrdenie axiémou AF1.

Nech funkcia y = H(x1, x2, . .. Xm) je spojitd na Q.

Nech (p1, 2, ..., Pm, Pmt1) € Qme1.

Predpokladajme, Ze aspoii jedno z &isel pm, pm+1 je nenulové (inak zmenime
poradie &isel p;).

PouZitim axiémy AF3 mame:

H(p1,p2,- .-, Pm; Pmi1) = H(p1, p2,. .., pm—1, (Pm + Pmi1))+

Pm Pm+1
(P + prs).H ( , ) 5
(P P H) (Pm + Pm+1) (Pm + Pm+1) ( )

Spojitost prvého s&itanca pravej strany (5) vyplyva z indukéného predpokladu,
spojitost druhého s¢itanca vyplyva z axiémy AF1. O
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Axiomaticka definicia entropie

Ve
eta H(1,0) = 0. ]
Dokaz. 11 11 1

H 575,0 H<2 2)+§.H(1,0)

<~
11 11 11 11
H(E,E,O) ’575 H(0,1) +H(2 2) H(2 2)+H(10)
—~
O

Veta

H(P1:P27~--7Pn70):H(P1:P2w--apn)- J
Dokaz.

Aspofi jedno z &isel p1, p2, ..., pn je kladné. Nech je to p, (inak zmenime

poradie). Potom

H(p1,p2,---,pn,0) = H(p1, p2, .., pn) + pn. H(1,0) (6)
——
0
O
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$ Axiomaticka definicia entropie

1 Veta Nech p, = q1 + g2+ -+ + qm > 0. Potom

H(pl,p27' -y Pn-1,41,Q2, .. -7qm) -

:H(P17P2,,Pn—1,Pn)+PnH <27$73q7m) (7)
Pn’ Pn Pn

Dékaz matematickou indukciou podla m.

Pre m = 2 je tvrdenie axiémou AF3.

Nech tvrdenie plati pre nejaké m > 2.

Polozme p’ = g2 + g3 + - - - + gm+1, predpokladajme, %e p’ > 0 (inak zamenime
poradie g1, @2, - - ., Gm+1). Podla indukéného predpokladu

H(P1,p27 «eesPn—1,41,q2, ..., qm+1) =
—_—————

=321 ak
qz dm+1
=H(p1,p2,. -, pn-1,q1,p" )+ p'.H (f, ~ ):
SN~ P P
Pn
/ /
—Hlpuncoopr) 4 on [H( L)+ By (2 S0)] L qg)

Pn Pn Pn P p
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Axiomaticka definicia entropie

/ /
(o @ 9o :H<ﬂ,g)+gH<g_”,qmﬂ)_ )
Pn Pn Pn Pn Pn Pn P
N———

p’

Vidime, Ze prava strana (9) je totoZn s obsahom velkej hranatej zatvorky na
pravej strane vztahu (8).

Dosadenim lavej strany vztahu (9) do (8) dostdvame (7).

O
Veta
Nech pre i =1,2,...,n mame p; = gi1 + qi2 + - - - + Gim; > 0. Potom
H(qi1, q12 - - - Gimy, @21, G225 - - -, @mys - - - 5 Gnl, Gn2, - - -, Gnmy) =
P P Pn
‘ di1 qi2 Qim;
= H(p1,p2, ..., Pn) +;ple (E’E"”’F) (10)
Dokaz opakovanym pouZitim predchadzajiicej vety.
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Axiomaticka definicia entropie

Veta 11 1
Oznaéme F(n) = H (;, PORERE ;) Potom F(mn) = F(m) + F(n). J

Dékaz.

PouZitim (10) mdme

Fimn) = H(l,..,,l,.._l,_._,l):
mn mn mn mn
m-krat m-krat
n-krat
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Axiomaticka definicia entropie

Veta F(n*) = k.F(n) J

Dékaz.
F(n*) = F(n"™") + F(n) = F(n"~*) + F(n) + F(n) =
=F(n*" )+ F(n)+F(n)+F(n)=---=
=F(n)+ F(n)+---+ F(n) = k.F(n)

k krat

Désledky:

© F(1) = F(1?) = 2.F(1), &oho vyplyva, ?e F(1) =0, a teda
F(1) = c.log,(1) pre kazdé c.

@ Pretoze podla axiémy AS4 je funkcia F na mnoZine prirodzenych &isel
rastica, je pre kazdé m>1 F(m)> F(1) =0.
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Axiomaticka definicia entropie

Veta

Nech F(n) = H (E’ TR %) . Potom F(n) = c.log,(n).

Dékaz.
Vezmime dve prirodzené &isla m > 1, n > 1 a lubovolne velké prirodzené &islo

vy

K. Potom existuje prirodzené &islo k také, Ze
m* < < mt (11)
PretoZe F je rastlica funkcia, je aj
F(m") < F(n") < F(m"™).
Pouzitim F(n*) = k.F(n) dostdvame
k.F(m) < K.F(n) < (k+1).F(m).

Z posledného vyrazu mame (F(m) > 0, takZe nim moZno delit bez zmeny
nerovnosti)

Lorm o
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Axiomaticka definicia entropie

PretoZe plati (11) mé%eme podobnou Gvahou postupne pisat

Iog2(mk) < Iog2(nK) < Iogz(mkﬂ)

k. log,(m) < K.log,(n) < (k + 1).log,(m),
a teda (spomefime si, 2e m > 1 a teda log,(m) > 0)

k _ logy(n) k—+1
— < _—
K ~— log,(m) <K (13)

F(n) logy(n)

Ak porovname vyrazy (12) a (13) vidime, Ze oba zlomky , leZia
(12)2 (13) F(m)" Tog(m)
v intervale <£, ki—’K_l> dfiky % a teda
'F(n) B log,(n) < 1 (14)

F(m) log,(m) K
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Axiomaticka definicia entropie

Cely postup mdZeme zopakovat pre lubovolne velké &islo K, a preto (14) musi

platit pre lubovolné K, &o je moZné len tak, Ze

F(n) _ log,(n)

F(m) — logy(m)’

a teda

F(n) = F(m).282(n) _ ( F(’"))) log, ().

log,(m

F(m)

Ak v (15) fixujeme m a poloZime ¢ = ———~, dostaneme
log,(m)

F(n) = c.logy(n).

log,(m)
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Axiomaticka definicia entropie

Veta
Nech p1 >0, p» >0,..., pp >0, >.7_, pi = 1. Potom existuje ¢ > 0 také, Ze

H(p1, p2, -, pn) = —c. > pi.logy(pi)- (16)
i=1
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Axiomaticka definicia entropie

Dokaz.

Dokazeme najprv (16) pre pi, p2, ..., p» raciondlne — t. j. v tvare zlomkov
dvoch celych nezdpornych &isel. Nech s je spoloény menovatel zlomkov

P1, P2, - .-, Pn, nech p; = % pre i =1,2,...,n. Podla (10) vety 6 md%eme pisat

S

ClOgZ(S)_F(S)_H<17""i7 17 717 A 17 ’i7>_

S——— ‘f—’ W—’
q1-krat qp-krat qn-krat
1
:H 17 2,...’ ﬂ+ i . ( ..7*>:
(p P P Zp q/ CI: qi

= H(p1,p2, .-, pn) + Zp,uF(qf) =

= H(p1,p2,...,pn) +¢. Y _ pi-logy(q)). (17)

i=1
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Axiomaticka definicia entropie

ame teda: n
c.log,(s) = H(p1, p2, -, pn) + ¢ Y _ pilog,(qi).

i=1
Preto moZeme pisat

H(p1, P2, .., pa) = clogy(s) — c. > _ pilogy(ai) =

i=1

n n n n
= clogy(s) Y pi—c Y pilogy(a) =cy_ pilogy(s) —c Y pilogy(ai) =
i=1 i=1 i=1 i=1
n n ql
= —c > pillog,(a) — loga(s)] = —c Y _ pilog, (L) =
i=1 i=1

= —CZ pilog,(pi).  (18)

PretoZe funkcia H je spojitad a (18) plati pre v3etky raciondlne
pr>0,p2>0,..., p,>0také Ze > 7 pi =1,

musf (18) platit aj pre vetky redlne argumenty p; spfﬁajﬂce tie isté
podmienky. (I
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Axiomaticka definicia entropie — stanovenie konstanty c

Aby entropia pokusu s dvoma rovnako pravdepodobnymi javmi bola
jednotkova, musi byt H(1/2,1/2) =1, z &bho vyplyva

(3 el () ()] < (3D

H(p1,p2,---,pn) = — > pi-log,(pi)
i=1

| (A) = — log, P(A)|
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Dalsie vlastnosti entropie

~1Llemma
n(l+y)<y pre y>-1 (19)J
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Dalsie vlastnosti entropie

~1Llemma
n(l+y)<y pre y>-1 (19)J

Dokaz.
Polozme g(y) = In(1 + y) — y a hladajme jej extrémy.
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Dalsie vlastnosti entropie

“1lemma
n(l+y)<y pre y>-1 (19)J

Dokaz.
Polozme g(y) = In(1 + y) — y a hladajme jej extrémy.
Je

/ 1 " 1

= — — 1, = < 0
g(y) .y g (y) e
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Dalsie vlastnosti entropie

“1lemma
In(l+y)<y pre y>-1

Dokaz.
Polozme g(y) = In(1 + y) — y a hladajme jej extrémy.
Je

1

1
:7—1’
14y

g'(y)

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Entropia pokusu

g'(y) = _m <

Rovnica g’(y) = 0 m4 jediné rieSenie y =0 a g”(0) = -1 < 0.
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Dalsie vlastnosti entropie

-~ 1lemma
Inl+y)<y pre y>-1 (19)J

Dokaz.
Polozme g(y) = In(1 + y) — y a hladajme jej extrémy.
Je

/ 1 " 1

= 1, == _ <o
g(y) Ty g (y) TryR =

Rovnica g’(y) = 0 m4 jediné rieSenie y =0 a g”(0) = -1 < 0.
Funkcia g(y) nadobiida svoje lokdlne maximum v bode y = 0.
KedZe v&ak bod y = 0 je jediny, v ktorom méZe nastat extrém, funkcia g(y)

nadobida v bode y = 0 aj svoje globalne maximum.

Je preto g(y) <0, t. j. In(1+y) —y <0 ateda In(1+y) <y, pricom rovnost
nastava prave vtedy, ked y = 0.
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Dalsie vlastnosti entropie

-~ 1lemma
Inl+y)<y pre y>-1 (19)J

Dokaz.
Polozme g(y) = In(1 + y) — y a hladajme jej extrémy.
Je

/ 1 " 1

= 1, == _ <o
g(y) Ty g (y) TryR =

Rovnica g’(y) = 0 m4 jediné rieSenie y =0 a g”(0) = -1 < 0.
Funkcia g(y) nadobiida svoje lokdlne maximum v bode y = 0.
KedZe v&ak bod y = 0 je jediny, v ktorom méZe nastat extrém, funkcia g(y)

nadobida v bode y = 0 aj svoje globalne maximum.

Je preto g(y) <0, t. j. In(1+y) —y <0 ateda In(1+y) <y, pricom rovnost
nastava prave vtedy, ked y = 0.

Ak v (21) pi¢eme x — 1 namiesto y dostaneme vztah

‘In(x)gxfl pre X>0,‘ (20)

pritom rovnost nastdva prave vtedy, ked x = 1.
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i Dalsie vlastnosti entropie

—1 Lemma . . .
Nech pre véetky i =1,2,...,n platip; >0, gi>0,>:  ,pi=1>",q =1
Potom
- Z pilog,(pi) < Z pilog,(ai), (21)
pri¢om rovnost nastava prave vtedy, ked p; = q; pre véetky i =1,2,...,n.

Dékaz. Dosad me teraz do nerovnosti In(x) < x — 1 za x = % Postupnymi

1
Upravami dostdvame

i

qi qi
In(=) < = -1
()<
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i Dalsie vlastnosti entropie

—1 Lemma .
Nech pre vsetky i = 1,2,...,n platipi >0, i >0, > " ;pi=1,>" g =1

Potom
- Z pilog,(pi) < Z pilog,(ai), (21)

pri¢om rovnost nastava prave vtedy, ked p; = q; pre véetky i =1,2,...,n.

Dékaz. Dosad me teraz do nerovnosti In(x) < x — 1 za x = % Postupnymi

i

Upravami dostdvame

Q

qi
In(=)< = -1

)<
In(g)) ~ In(pi) < 7 — 1
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i Dalsie vlastnosti entropie

—1lemma ) . .
Nech pre véetky i =1,2,...,n platip; >0, gi>0,>:  ,pi=1>",q =1
Potom
- Z pilog,(pi) < Z pilog,(ai), (21)
pri¢om rovnost nastava prave vtedy, ked p; = q; pre véetky i =1,2,...,n.

Dékaz. Dosad me teraz do nerovnosti In(x) < x — 1 za x = % Postupnymi
i
Upravami dostdvame

qi qi
In(=)< = -1

(p,-) <
In(g)) ~ In(pi) < 7 — 1

i

piln(qi) — piIn(pi) < qi — pi
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i Dalsie vlastnosti entropie

—1lemma ) . .
Nech pre véetky i =1,2,...,n platip; >0, gi>0,>:  ,pi=1>",q =1
Potom
- Z pilog,(pi) < Z pilog,(ai), (21)
pri¢om rovnost nastava prave vtedy, ked p; = q; pre véetky i =1,2,...,n.

i

Dékaz. Dosad me teraz do nerovnosti In(x) < x — 1 za x = % Postupnymi
Upravami dostdvame

qi qi
In(=)< = -1

(p,-) <
In(g)) ~ In(pi) < 7 — 1

piln(qi) — piIn(pi) < qi — pi
= piIn(pi) < —piln(qi) + qi — pi

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Entropia pokusu 25/47



$ Dalsie vlastnosti entropie

—1 Lemma .
Nech pre vsetky i = 1,2,...,n platipi >0, i >0, > " ;pi=1,>" g =1

Potom

- Z pilog,(pi) < Z pilog, (i), (21)

pri¢om rovnost nastava prave vtedy, ked p; = q; pre véetky i =1,2,...,n.

Dékaz. Dosad me teraz do nerovnosti In(x) < x — 1 za x = % Postupnymi

1
Upravami dostdvame

qi qi
In(=)< = -1

(p,-) <
In(g)) ~ In(pi) < 7 — 1

piln(qi) — piIn(pi) < qi — pi
= piIn(pi) < —piln(qi) + qi — pi

n n n n
_ ZP’ In(p;) < — Zp,- In(gi) + Zqi - Zpi
i=1 i=1 =
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Dalsie vlastnosti entropie

~ _In(p) ~ In(q)
=D Pin@) < _;”" n(2)

i=1

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Entropia pokusu 26/47



Dalsie vlastnosti entropie

"\ In(p) ~ In(q/)
~2 P S ‘Z” in(2)
- Z pilogy(pi) < Z pilog,(qi),

pri¢om rovnost v prvych troch riadkoch nastdva prave vtedy, ked p; = g;,
rovnost v poslednych troch riadkoch nastdva prave vtedy, ked p; = g; pre
véetky i =1,2,...,n

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Entropia pokusu
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Dalsie vlastnosti entropie

- T Veta

Pre dané n funkcia

H(p17 P2, .., pn) = - Z pi Ing(pi)
i=1

nadobiida maximum pre py = p, = --- = p, = 1/n.
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Dalsie vlastnosti entropie

- T Veta

Pre dané n funkcia

H(p17 P2, .., pn) = - Z pi Iogz(p,’)
i=1

nadobiida maximum pre py = p, = --- = p, = 1/n.

Doékaz. Vezmime pi, p2, . .., pn lubovolné také, Ze spliiujii predpoklady vety,
1

apolozmev(2l) g1 =q=---=qgn= o
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Dalsie vlastnosti entropie

- T Veta

Pre dané n funkcia

H(p17 P2, .., pn) = - Z Pi |0g2(Pi)

nadobiida maximum pre py = p, = --- = p, = 1/n.

Doékaz. Vezmime pi, p2, . .., pn lubovolné také, Ze spliiujii predpoklady vety,
1

apolozmev(2l) =g =--=q,= —.
n

Potom

H(p1,p2,...,pn) = ZP!'ng(P/)< ZP/Ing( >—
Iog2( ) Zp,:qogQ(%):logzn:H(

W—’
=1

S =
S|
S
N——
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Podmienena entropia

= {B1, By, ...,Bn} pokus na pravdepodobnostnom priestore (2, A, P).
Predpokladajme, Ze nastal elementdrny jav w € Q.
Chceme vediet, ktory z javov B, nastal, t. j. pre ktoré j =1,2,...m je w € B;.

Pre nejaké ohranigenia nemdZeme vykonat pokus B (tym skér sa nembZeme
dozvediet, ktory jav w € Q nastal), ale dozvieme sa vysledok pokusu
A={A,A,..., A}
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Podmienena entropia

= {B1, By, ...,Bn} pokus na pravdepodobnostnom priestore (2, A, P).
Predpokladajme, Ze nastal elementdrny jav w € Q.
Chceme vediet, ktory z javov B, nastal, t. j. pre ktoré j =1,2,...m je w € B;.

Pre nejaké ohranigenia nemdZeme vykonat pokus B (tym skér sa nembZeme
dozvediet, ktory jav w € Q nastal), ale dozvieme sa vysledok pokusu
A={A,A,..., A}

Predpokladajme, Ze jeho vysledkom je jav A;. Ak uZ vieme, Ze nastal jav A;,
javy Bi, Ba, ..., Bn nastant s pravdepodobnostami

P(B1|Ai), P(B:|Ai), ..., P(Bm|Ai).
Neuréitost pokusu B sa zmeni z hodnoty
H(B) = H(P(B1), P(Bz),...,P(Bm)

na hodnotu
H(P(Bl|A,-)7 P(B:|Ai),. .., P(Bm\A,-)),

ktori budeme oznatovat H(BJA;).
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Podmienena entropia

Definicia

Nech A = {A1, A, ..., Ay}, B={By1,Bs,..., By} st dva pokusy.
Podmienenou entropiu pokusu B za predpokladu, Ze nastal jav A;
(alebo len za podmienky A;) je

H(B|A;) = H(P(Bl|A,-), P(By|A), ..., P(Bm|A,-)) =

==Y P(Bj|A). logy(P(Bj|A)). (22)

Jj=1

y

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Entropia pokusu 29/47



Podmienena entropia — priklad

ddZeme hracou kockou. Oznatme B = {By, By, ..., Bs} pokus, v ktorom jav
Bi znamena ,padlo i bodov" pre i =1,2,...6.
Véetky javy maju rovnakdi pravdepodobnost P(B;) = 1/6.

H(B) = H(1/6,1/6,...,1/6) = log,(6) = 2.585 bitu.
Predpokladajme, Ze sa po uskutoéneni pokusu dozvieme, Ze padlo nepérne ¢&islo.
Oznaéme Ay = Bi1 UB3UBs, Ay = B, U By U Bs.

Jav A; znamend ,,padlo nepérne &islo", jav A, znamena ,padlo pérne &islo".
Sprava S =, padlo nepdrne &islo” t.j. ,nastal jav A"
nesie so sebou — log,(P(A1)) = —log,(1/2) = 1 bit informicie.

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Entropia pokusu 30/47



Podmienena entropia — priklad

adZeme hracou kockou. Ozna&me B = {Bi, B>, ..., Bs} pokus, v ktorom jav
Bi znamena ,padlo i bodov" pre i =1,2,...6.
Véetky javy maju rovnakdi pravdepodobnost P(B;) = 1/6.

H(B) = H(1/6,1/6,...,1/6) = log,(6) = 2.585 bitu.

Predpokladajme, Ze sa po uskutoéneni pokusu dozvieme, Ze padlo nepérne ¢&islo.
Oznaéme Ay = Bi1 UB3UBs, Ay = B, U By U Bs.

Jav A; znamend ,,padlo nepérne &islo", jav A, znamena ,padlo pérne &islo".
Sprava S =, padlo nepdrne &islo” t.j. ,nastal jav A"

nesie so sebou — log,(P(A1)) = —log,(1/2) = 1 bit informicie.

Po sprave S sa na%a neurtitost o vysledku pokusu zmeni z H(B) na
H(BJAL) =
H(P(Bl|A1), P(Bz|A1), P(B3|A1), P(Ba|A1), P(Bs|Ar), P(Bs|A1)) =
H(1/3,0,1/3,0,1/3,0) = H(1/3,1/3,1/3) = log,(3) = 1.585 bitu.

Sprava S nestica 1 bit informécie znZila na¥u neurditost o vysledku pokusu
z H(B) = 2.585 na H(B|A;) = 1.585 — prave o mnoZstvo informdcie, ktoré so
sebou niesla. POZOR! Toto nie je vieobecne platna skutoZnost.
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Podmienena entropia

ichail Schumacher bol fenomendlny pilot formuly 1, ktory ziskal v rokoch
1994, 1995 a 2000-2004 sedem titulov majstra sveta. V roku 2004 vyhral 13
pretekov z celkového pottu 18, takZe pravdepodobnost jeho vitazstva bola
takmer 3/4. Na zéklade tejto skuto¢nosti vytvorme nasledujiici modelovy
priklad.
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Podmienena entropia

ichail Schumacher bol fenomendlny pilot formuly 1, ktory ziskal v rokoch
1994, 1995 a 2000-2004 sedem titulov majstra sveta. V roku 2004 vyhral 13
pretekov z celkového pottu 18, takZe pravdepodobnost jeho vitazstva bola
takmer 3/4. Na zéklade tejto skuto¢nosti vytvorme nasledujiici modelovy
priklad.

Na Starte je 17 jazdcov —

Schumacher s pravdepodobnostou vitazstva 3/4

a dalich 16 rovnocennych jazdcov, z ktorych m3 kaZdy $ancu na vitazstvo
rovnajicu sa 1/64.

Oznatme B = {Bi, By, ..., Bi7} pokus, v ktorom B je jav znamenajci, ze
vyhral Schumacher, B; pre i = 2,3,...,17 je jav, Ze vyhral i-ty jazdec.
Nech P(B:1) =3/4, P(B;) = P(B3) = --- = P(Bi7) = 1/64.

Ak sa po skon&eni preteku dozvieme, vyhral Schumacher, dostaneme
—log,(P(B1)) = — log,(0.75) = 0.415 bitov informdcie.

Ak sa v8ak dozvieme, Ze vyhral jazdec &islo 17, dostaneme
—log,(P(Bi17)) = — log,(1/64) = 6 bitov informcie.
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Podmienena entropia

tropia pokusu B je
H(B) = H (3/4,1/64,1/64,...,1/64) = 1.811.
Majme pokus A = {A1, A2}, kde

@ A; je jav ,vyhral Schumacher" a

@ A; je jav ,,nevyhral Schumacher®.

Je P(A1) = 3/4, P(A;) =1/4.
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Podmienena entropia

ntropia pokusu B je
H(B) = H (3/4,1/64,1/64,...,1/64) = 1.811.
Majme pokus A = {A1, A2}, kde

@ A; je jav ,vyhral Schumacher" a

@ A je jav ,nevyhral Schumacher".
Je P(A1) =3/4, P(A2) =1/4.
Predpokladajme, Ze sa po preteku dozvieme, Ze tentokrat Schumacher nevyhral
— nastal jav Az.
Téato sprava nesie so sebou — log,(P(Az)) = — log,(1/4) = 2 bity informacie.
Na%a neurgitost po tejto sprave sa zmeni a H(B) = 1.811 na H(B|A,).

H(B|A2) = H(P(Bi|Az), P(B2|A2), ..., P(Bir|A2)) =
= H(0,1/16,1/16,...,1/16) = H(1/16,1/16,...,1/16) = 4.

Sprava ,nastal jav A2" (t. j. ,Schumacher nevyhral*) doniesla 2 bity
informdcie, a napriek tejto sprave na%a neur&itost o vysledku preteku stiipla
z H(B) = 1.811 na hodnotu H(B|Az) = 4.
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Podmienena entropia

Ysledok A, nastane s pravdepodobnostou 1/4 a vtedy H(B|Ay) = 4.
Vysledok A; nastane s pravdepodobnostou 3/4 a vtedy H(B|A;) = 0.

Stredna hodnota zvyskovej neur&itosti pokusu B po vykonani pokusu A
sa bude rovnat

P(A1).H(B|A) + P(Ay).H(B|Ay) = (3/4).0 + (1/4).4 = 1.

Stredna hodnota zvyskovej entropie pokusu B po vykonani pokusu A
bude 1 bit.
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Podmienena entropia

Ysledok A, nastane s pravdepodobnostou 1/4 a vtedy H(B|Ay) = 4.
Vysledok A; nastane s pravdepodobnostou 3/4 a vtedy H(B|A;) = 0.

Stredna hodnota zvyskovej neur&itosti pokusu B po vykonani pokusu A
sa bude rovnat

P(A1).H(B|A) + P(Ay).H(B|Ay) = (3/4).0 + (1/4).4 = 1.

Stredna hodnota zvyskovej entropie pokusu B po vykonani pokusu A
bude 1 bit.

Definicia
Nech sti dané dva pokusy

A={A,A,. . A}, B={B,B,,...,Bn}.
Podmienenou entropiu pokusu B za predpokladu, vykonania

pokusu A (alebo len za podmienky A) je

H(B|A) = ZPA)HB\A) (23)

Stanislav-Paltich, Fakulita-riadenia-a-informatil

ilinska univerzi pia-pokusu 33/47



Podmienena entropia

lati:

Z P(A).H(B|A) = Z P(Ai). H(P(Bi|A), P(B2|Ai), - .., P(Bu|Ai)) =

274 P(BjlA;). loga(P(BjA}))

= —ZZP(A P(Bj|Ai). log,(P(Bj|A)) =

_ A N B) m _
= 121: 121: P(A)). A) .log, ( A >
- Z Z P(A: N B). log, <%) .
MbZeme teda tie? pisat
H(B|A) = —;;P(A,- N B)). log, (%) o0
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Entropia kombinovaného pokusu

Definicia

Nech A = {A1, A, ..., Ay}, B={By,Bs,..., By} st dva pokusy na
pravdepodobnostnom priestore (2, A, P).

Kombinovanym pokusom pokusov A, B nazveme pokus

A/\BZ{A,’QBJ|A,’€A, Bj€B} (25)

y
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Entropia kombinovaného pokusu

Definicia

Nech A = {A1, A, ..., Ay}, B={By,Bs,..., By} st dva pokusy na
pravdepodobnostnom priestore (2, A, P).

Kombinovanym pokusom pokusov A, B nazveme pokus

A/\BI{A,’QBJ|A,‘EA, BJ'EB} (25)

Ak najprv vykondme pokus A a potom pokus B, (alebo aj najprv B a potom
A), dozvieme sa to isté, t. j. ziskame rovnakd informdciu, ako keby sme
vykonali pokus A A B.

Ak uZ vykondme pokus A a jeho vysledok je A;, podmienend entropia pokusu B
za predpokladu, e nastal jav A;, je H(BJ|A;). KedZe jav A; m3
pravdepodobnost P(A;), jeho prispevok k celkovej strednej hodnote pokusu B
za predpokladu, Ze je zndmy vysledok pokusu A, je P(A;).H(B|A))

a podmienend entropia pokusu B za predpokladu, Ze pozndme vysledok pokusu
A, je H(B|A) =7 | P(Ai).H(B|A)).
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Entropia kombinovaného pokusu

Nech pre i =1,2,...,n mdme p; = gi1 + gi2 + - - - + Gim; > 0. Potom

H(q117q12 e CI1m1,CI21,CI22, i -,q2m27- <5 Qqn1, qn2, - . -7qnmn) =

g gir g2 Gim;
:H(P17P27---apn)+§ pl"H(i?i?"" I)
P pi  pi pi
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Entropia kombinovaného pokusu

ezmime pokus A A B. Ozna¢me q; = P(A; N B;), pi = P(Ai). Potom plati

m

pi = P(Ai) = ZP(AimBj) = un

=t

Predpoklady vety 6 st teda splnené a preto je

HAAB) = H|qu, g2, Gim, G21,G22,---GQ2m; -, Gnl, Gn2, - - - Gom | =
P1 P2 Pn
7 qdi1 gi2 dim
= HP,p,---,Pn-f— pi'H(iaiv"'vi):
(1 2 ) J—Z1 pPi  pi pi
= H(P(Al),P(Ag),‘..,P(A,,))-|—
a ' P(AiN B1) P(A:NB,) P(AiNBm)\
+ 3 optan (PG Foa e Haa) -

= H(A)+ H(B|A)
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Entropia kombinovaného pokusu

Teda plati nasledujiica veta:

Veta
H(A A B) = H(A) + H(B|A) (26)
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Entropia kombinovaného pokusu

Teda plati nasledujiica veta:

Veta
H(A A B) = H(A) + H(B|A) (26)J

H(B|A) je zvyskova entropia kombinovaného pokusu A A B po vykonan{
pokusu A.

podmienend entropia H(B|A).
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Entropia kombinovaného pokusu

Teda plati nasledujiica veta:

Veta
H(A A B) = H(A) + H(B|A) (26)J

H(B|A) je zvyskova entropia kombinovaného pokusu A A B po vykonan{
pokusu A.

podmienend entropia H(B|A).

Definicia

Nech A = {A1,As,..., A}, B={B1,B,,...,Bn} si dva pokusy na
pravdepodobnostnom priestore (2, A, P).

Hovorime, Ze pokusy A, B sii Statisticky nezavislé (alebo len nezdvislé),
ak pre kazdé i =1,2,...,n, j=1,2,...,m su A;, Bj nezdvislé javy.
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Spolo¢na informacia pokusov

Zaujimame sa o vysledok pokusu B s entropiou H(B).
Tento pokus z nejakych dévodov nemdzeme vykonat, ale vykoname pokus A.
Vysledky pokusu A zmenia neuréitost pokusu B z H(B) na H(B|A)

H(B|A) je stredné mnoZstvo dodatotnej informécie, ktord moZno ziskat
z pokusu B po vykonani pokusu A.

Rozdiel H(B) — H(B|A) moZno povaZovat za stredné mnoZstvo informicie
o pokuse B obsiahnuté v pokuse A.
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Spolo¢na informacia pokusov

Zaujimame sa o vysledok pokusu B s entropiou H(B).
Tento pokus z nejakych dévodov nemdzeme vykonat, ale vykoname pokus A.
Vysledky pokusu A zmenia neuréitost pokusu B z H(B) na H(B|A)

H(B|A) je stredné mnoZstvo dodatotnej informécie, ktord moZno ziskat
z pokusu B po vykonani pokusu A.

Rozdiel H(B) — H(B|A) moZno povaZovat za stredné mnoZstvo informicie
o pokuse B obsiahnuté v pokuse A.

Definicia
Stredné mnozstvo informacie /(A, B) o pokuse B v pokuse A je

I(A,B) = H(B) — H(B|A) (27)
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Spolo&nad informacia pokusov

Veta

I(A,B) = H(A) + H(B) — H(A A B) (28)
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Spolo&nad informacia pokusov

Veta

I(A,B) = H(A) + H(B) — H(A A B)

(28)

Podla definicie je
I(A,B) = H(B) — H(B|A)
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Spolo¢na informacia pokusov

Veta

I(A,B) = H(A) + H(B) — H(A A B) (28)

Podla definicie je
I(A,B) = H(B) — H(B|A)
Pred ¢asom sme dokazali
H(A A B) = H(A) + H(BJA)
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Spolo¢na informacia pokusov

Veta

I(A,B) = H(A) + H(B) — H(A A B) (28)

Podla definicie je
I(A,B) = H(B) — H(B|A)
Pred ¢asom sme dokazali
H(A AB) = H(A) + H(B|A)

Dosadenim za H(B|A) = H(A A B) — H(A) do prvého vztahu dostaneme
Yiadany vztah. O
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Spolo¢na informacia pokusov

Veta

I(A,B) = H(A) + H(B) — H(A A B) (28)

Podla definicie je
I(A,B) = H(B) — H(B|A)
Pred ¢asom sme dokazali
H(A A B) = H(A) + H(B|A)
Dosadenim za H(B|A) = H(A A B) — H(A) do prvého vztahu dostaneme
Yiadany vztah. O

Zo vztahu (28) vidime, ze I(A,B) = (B, A), t. j., Ze informdcia o pokuse B
obsiahnutd v pokuse A sa rovnd informdcii o pokuse A obsiahnutej v pokuse B.

Preto sa niekedy hodnote /(A, B) hovori aj
spolo¢na informacia pokusov A, B
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Spolo¢na informacia pokusov

Veta

Nech A = {A1, Az, ..., A}, B={B1,B,,...,Bn} si dva pokusy na
pravdepodobnostnom priestore (2, A, P). Potom

P(A n B)
I(A,B) P(AiN B;).1 . 2
i=1 j=1
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Spolo¢na informacia pokusov

Veta

Nech A = {A1, Az, ..., A}, B={B1,B>,...,Bn} st dva pokusy na
pravdepodobnostnom priestore (2, A, P). Potom

I(A,B) = ZZP (Ai N B;).log, (PP((AA)r;f ))) : (29)

i=1 j=1

Dokaz.
Pretoze A = {A1, Az, ..., An} je rozklad priestoru Q je

Bj:BjﬂQ:BJQOAiZOA,’ﬂBj.
i=1 i=1

PretoZe zjednotenie na pravej strane posledného vyrazu je disjunktné, je

P(BJ) = iP(A,‘ﬂ Bj) .
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Spolo¢na informacia pokusov

Dosadenim za H(B|A) zo vztahu (24) do defininej rovnosti /(A, B) dostdvame

I(A,B) = H(B) — H(B|A) =

:_zm:P ). log, P(B;) +ZZPAQB)|02<%>:

m n

= —S S P(ANB).log, P(B)+ 3 S P(AN B). log, <7P(;‘&2)Bf)) _

j=1 i=1 i=1 j=1

—iip Ai N Bj). [Iogz( (A(R)B)> — log, P(Bj)} =

AN B;
_ZZPA N Bj). |og2<P((A)r;( )))

i=1 j=1

O
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Spolo¢na informacia pokusov

Veta

Nech A = {A1, Az, ..., Ay}, B={B1,B,,...,Bn} si dva pokusy na
pravdepodobnostnom priestore (2, A, P). Potom

0< I(A,B), (30)

pri¢om rovnost nastava prave vtedy, ked' sii pokusy A, B &tatisticky nezavislé.
w
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Spolo¢na informacia pokusov

Veta

Nech A = {A1, Az, ..., Ay}, B={B1,B,,...,Bn} si dva pokusy na
pravdepodobnostnom priestore (2, A, P). Potom

0<I(A,B), (30)

pri¢om rovnost nastdva prdve vtedy, ked' sii pokusy A, B Statisticky nezavislé.

Dékaz. log, x = In2.Inx
PouZijeme vztah (29) z vety 14 a nerovnost Inx < x — 1, ktord plati pre vietky
x > 0, pritom rovnost nastdva prave vtedy, ked x = 1.
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Spolo¢na informacia pokusov

Veta

Nech A = {A1, Az, ..., Ay}, B={B1,B,,...,Bn} si dva pokusy na
pravdepodobnostnom priestore (2, A, P). Potom

0<I(A,B), (30)

pri¢om rovnost nastdva prdve vtedy, ked' sii pokusy A, B Statisticky nezavislé.
.

Dékaz. log, x = In2.Inx
PouZijeme vztah (29) z vety 14 a nerovnost Inx < x — 1, ktord plati pre vietky
x > 0, pritom rovnost nastdva prave vtedy, ked x = 1.

< P(ANB)). 12)- [(P((A")'P(Bf)> —1] - (2) [P(A).P(B;) — P(A;N B)],

In( P(A;iN Bj)
: . P(Ai).P(B; , Vo
pricom rovnost plati prave vtedy, ked % =1, t. j. vtedy, ked s javy

Ai, Bj nezavislé.
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Spolo¢na informacia pokusov

PouZitim priave dokdzanej nerovnosti mame

—I(A, ZZP (Ai N B;).log, (P;{‘A)r’:(BB))) <

i=1 j=1
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Spolo¢na informacia pokusov

PouZitim priave dokdzanej nerovnosti mame

P(A;).P(B;
;‘ZlPA N B)). Iog2< P((A)H(B))) <

In(2|: > (P(A).P(B) - (A,-ﬁBj))]—

Jj=1

—I(A,B)

IN
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Spolo¢na informacia pokusov

PouZitim priave dokdzanej nerovnosti mame

P(A;).P(B;
;‘ZlPA N B)). Iog2< P((A)H(B))) <

In(12) [ZZ )).P(Bj) — P(AiN Bj))] =

i=1 j=1

—I(A,B)

IN

|n:(Lz) : [Z > P(A).P(B)— > > P(ANB)

i=1 j=1 i=1 j=1
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Spolo¢na informacia pokusov

PouZitim priave dokdzanej nerovnosti mame

ZZPA N B)). Iog2<P(A)P( ))) <

P(Ai N B;
11_/1

—I(A,B)

= |n(12)' 2; i)-P(B;) — P(AiN B)))
= ﬁ ;P(Ai);P(Bj)—l] :@,{;P(Ai)_l
L I= j= . P .

pri¢om rovnost plati prave vtedy, ked st vietky dvojice javov A;, B;
prei=1,2,....n, j=1,2 ..., mnezavislé. O
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Entropia kombinovaného pokusu

Veta
H(B|A) < H(B), (31)

pri¢om rovnost nastdva prave vtedy, ked' sii pokusy A, B Statisticky nezavislé.
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Entropia kombinovaného pokusu

Veta

H(BJA) < H(B), (31)

pri¢om rovnost nastdva prave vtedy, ked' sii pokusy A, B Statisticky nezavislé.

Dokaz.

Pretoze 0 < /(A, B) s rovnostou prave vtedy, ked st pokusy A, B $tatisticky
nezavislé, mame

0 < I(A,B)=H(B)- H(B|A)
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Entropia kombinovaného pokusu

Veta

H(B|A) < H(B), (31)

pri¢om rovnost nastdva prave vtedy, ked' sii pokusy A, B Statisticky nezavislé.

Dokaz.
Pretoze 0 < /(A, B) s rovnostou prave vtedy, ked st pokusy A, B $tatisticky

nezdvislé, mame
I(A,B) = H(B) — H(B|A)
H(B) — H(BJA)

o
INIA
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Entropia kombinovaného pokusu

Veta
H(B|A) < H(B), (31)

pri¢om rovnost nastdva prave vtedy, ked st pokusy A, B $tatisticky nezavislé.

Dékaz.
Pretoze 0 < /(A, B) s rovnostou prave vtedy, ked st pokusy A, B $tatisticky
nezavislé, mame

< I(A,B) = H(B) — H(B|A)
0 < H(B)— H(B|A)
H(BIA) < H(B),

kde rovnost nastdva prave vtedy, ked st pokusy A, B &tatisticky nezdvislé. [
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Entropia kombinovaného pokusu

Veta

H(A A B) < H(A) + H(B), (32)

pri¢om rovnost nastdva prave vtedy, ked' sii pokusy A, B statisticky nezavislé.
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Entropia kombinovaného pokusu

Veta

H(A A B) < H(A) + H(B), (32)

pri¢om rovnost nastdva prave vtedy, ked' sii pokusy A, B statisticky nezavislé.

Dékaz.

Pretoze 0 < /(A, B) s rovnostou prave vtedy, ked st pokusy A, B $tatisticky
nezivislé, s vyuZitim vztahu /(A,B) = H(A) + H(B) — H(A A B) mdme

0 < I(A,B)=H(A)+H(B)— H(AAB)
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Entropia kombinovaného pokusu

Veta

H(A A B) < H(A) + H(B), (32)

pri¢om rovnost nastdva prave vtedy, ked' sii pokusy A, B statisticky nezavislé.

Dékaz.
Pretoze 0 < /(A, B) s rovnostou prave vtedy, ked st pokusy A, B $tatisticky
nezivislé, s vyuZitim vztahu /(A,B) = H(A) + H(B) — H(A A B) mdme

I(A,B) = H(A) + H(B) — H(A A B)
H(A) + H(B) — H(A A B)

INIA

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Entropia pokusu 46/47



Entropia kombinovaného pokusu

Veta

H(A A B) < H(A) + H(B), (32)

pri¢om rovnost nastdva prave vtedy, ked' sii pokusy A, B statisticky nezavislé.

Dékaz.
Pretoze 0 < /(A, B) s rovnostou prave vtedy, ked st pokusy A, B $tatisticky
nezivislé, s vyuZitim vztahu /(A,B) = H(A) + H(B) — H(A A B) mdme

0 I(A,B) = H(A) + H(B) — H(A A B)

<
0 < H(A)+ H(B)—H(AAB)
H(AAB) < H(A)+ H(B),

kde rovnost nastdva prave vtedy, ked st pokusy A, B &tatisticky nezévislé. [
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Zhrnutie - TAHAK

H(BIA) = H(P(B1|A), P(Ba|Ay), .., P(Bm|A)) = — > P(Bj|A)). logy(P(Bj|A))).
j=1

H(B|A) def Z P(Ai).H(B|A)) H(BJA) = ZZ P(AiNB)). log, <%)

I(A,B) ' H(B) — H(B|A) I(A.B)=2 > P(ANB).log, (%>

V nasledukiicich troch
nerovnostiach plati rovnost
prave vtedy, ked A, B st

H(AAB) = H(A)+ H(B|A) Statisticky nezavislé pokusy:
I(A,B) = H(A)+ H(B)— H(AAB) 0 < I(A,B)
H(B|A) < H(B),
HAAB) < H(A)+ H(B),
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