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Eulerovské sledy a eulerovské t’ahy

Defińıcia

Hovoŕıme, že sled s(u, v) v súvislom grafe G = (V ,H) je eulerovský,ak
obsahuje všetky hrany grafu G.

Poznámka

Pretože t’ah je špeciálnym pŕıpadom sledu, je defińıciou eulerovského
sledu presne vymedzený pojem eulerovský t’ah ako taký t’ah t(u, v) v
súvislom grafe G, ktorý obsahuje všetky hrany grafu G.
Ked’že t’ah obsahuje každú hranu grafu G práve raz, postupnost’ vrcholov
a hrán t’ahu t(u, v) predstavuje postup, ako nakreslit’ diagram grafu G
”jedným t’ahom”.

Defińıcia

Hovoŕıme, že graf G = (V ,H) je eulerovský, ak v ňom existuje uzavretý
eulerovský t’ah.
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Eulerova veta o existencii eulerovského t’ahu

Veta

(Euler, 1736.) Súvislý graf G = (V ,H) je eulerovský práve vtedy, ked’

stupne všetkých vrcholov grafu G sú párne.

Dôkaz.

1 Ak v grafe G existuje uzavretý eulerovský t’ah T , potom stupeň
každého vrchola je párny, pretože počet hrán ktorými t’ah T
z každého vrchola v vyšiel sa rovná počtu hrán, ktorými sme do
vrchola v vošli.

2 Konštrukciu uzavretého eulerovského t’ahu v súvislom grafe, ktorý
má všetky vrcholy párneho stupňa popisuje nasledujúci algoritmus:
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z každého vrchola v vyšiel sa rovná počtu hrán, ktorými sme do
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Veta
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Algoritmus na konštrukciu eulerovského t’ahu

Algoritmus

Krok 1. Začni z l’ubovol’ného vrchola z, polož T = (z) a postupne
predlžuj t’ah T pokial’ sa dá. Ukonč́ı̌s vo vrchole z.

Krok 2. Nájdi prvý vrchol v t’ahu T , ktorý má ešte aspoň jednu
hranu nepoužitú v t’ahu T .

Ak taký vrchol v neexistuje, STOP.

Ťah T je hl’adaným uzavretým eulerovským t’ahom.

Krok 3. Vytvor t’ah S takto:

Polož S = (v) a postupne predlžuj t’ah S doteraz nepoužitými
hranami, pokial’ sa dá. Ukonč́ı̌s vo vrchole v.

Krok 4. Rozdel’ t’ah T na z–v t’ah T1 a v–z t’ah T2, t. j.
T = T1 ⊕ T2.

Polož T = T1 ⊕ S ⊕ T2.

GOTO Krok 2.
♣
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Polož T = T1 ⊕ S ⊕ T2.

GOTO Krok 2.
♣
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Pŕıklad

4
10

11 7

8
13

1

25612

9

3

T = (1, 2, 5, 7, 4)
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Stanislav Palúch, Fakulta riadenia a informatiky, Žilinská univerzita Pochôdzky v grafoch 5/33
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Pŕıklad

4
10

11 7

8
13

1

25612

9

3

T =
(1, 2, 3, 5, 4, 2, 5, 7, 6, 12, 13, 9, 8, 10, 11, 12

︸ ︷︷ ︸

S

, 7, 11, 13, 10, 9, 4, 8, 7, 4, 3, 1)
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Fleuryho algoritmus

Algoritmus

Fleuryho algoritmus na hl’adanie uzavretého eulerovského t’ahu
v súvislom grafe G = (V ,H), v ktorom majú všetky vrcholy párny
stupeň.

Krok 1. Začni v l’ubovol’nom vrchole a do t’ahu T zarad’ l’ubovol’nú
s ńım incidentnú hranu.

Krok 2. Ak sú do t’ahu T zaradené všetky hrany grafu G, STOP.

Krok 3. Ako d’aľsiu hranu zarad’ do t’ahu T takú hranu incidentnú s
jeho posledným vrcholom, po vybrat́ı ktorej sa podgraf grafu G
pozostávajúci z nevybratých hrán a s nimi incidentných vrcholov
nerozpadne na

- dva netriviálne komponenty
- netriviálny komponent a izolovaný začiatok t’ahu T .

GOTO krok 2.
♣
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pozostávajúci z nevybratých hrán a s nimi incidentných vrcholov
nerozpadne na

- dva netriviálne komponenty
- netriviálny komponent a izolovaný začiatok t’ahu T .
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Fleuryho algoritmus – pŕıklad

Poznámka
Kontrola, či sa podgraf grafu G pozostávajúci z nevybratých hrán
a s nimi incidentných vrcholov nerozpadne na dva netriviálne komponenty
alebo netriviálny komponent a izolovaný začiatok t’ahu T , je pri ručnom
kresleńı diagramu jedným t’ahom intuit́ıvna. Pri poč́ıtačovej realizácii by
bolo potrebné túto kontrolu algoritmicky vyriešit’.
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Fleuryho algoritmus – pŕıklad
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a s nimi incidentných vrcholov nerozpadne na dva netriviálne komponenty
alebo netriviálny komponent a izolovaný začiatok t’ahu T , je pri ručnom
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1.

2.

3. 4.

Poznámka
Kontrola, či sa podgraf grafu G pozostávajúci z nevybratých hrán
a s nimi incidentných vrcholov nerozpadne na dva netriviálne komponenty
alebo netriviálny komponent a izolovaný začiatok t’ahu T , je pri ručnom
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Fleuryho algoritmus – pŕıklad
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Kontrola, či sa podgraf grafu G pozostávajúci z nevybratých hrán
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kresleńı diagramu jedným t’ahom intuit́ıvna. Pri poč́ıtačovej realizácii by
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Labyrintový algoritmus

Algoritmus

Labyrintový algoritmus na hl’adanie uzavretého eulerovského t’ahu
v súvislom grafe G = (V ,H), v ktorom majú všetky vrcholy párny
stupeň.

Krok 1. Začni z l’ubovol’ného vrchola u ∈ V .

Nech sled S inicializačne pozostáva z jediného vrchola u.

Polož w := u – vrchol w je posledný vrchol doteraz vytvoreného
sledu S.
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Labyrintový algoritmus – pokračovanie

Algoritmus ( – pokračovanie)
Krok 2. Ako d’aľsiu hranu vyber podl’a nižšie uvedených pravidiel
do sledu S hranu {w , v}. Zaznač si smer použitia hrany {w , v}.

Ak doteraz vrchol v ešte nebol zaradený do sledu S, označ hranu
{w , v} ako hranu prvého pŕıchodu.

Ďalej zaznamenaj tzv. spätnú postupnost’ — poradie hrán,
v ktorom sa v slede S vyskytujú po druhýkrát.

Pri výbere hrany dodržuj nasledujúce pravidlá:

(L1): Každú hranu možno v jednom smere použit’ iba raz
(L2): Poradie zarad’ovania hrán:

– nepoužité hrany
– hrany použité raz
– hrana prvého pŕıchodu (ak niet inej možnosti)

Krok 3. Ak taká hrana neexistuje – STOP.
Spätná postupnost’ určuje hl’adaný eulerovský t’ah.

Krok 4. Inak polož w := v a pokračuj krokom 2.
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Pri výbere hrany dodržuj nasledujúce pravidlá:
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Labyrintový algoritmus – pŕıklad

navšt́ıvený

Hrany smer použitia hrany vrchol

sledu S {1,2} {1,3} {1,4} {1,5} {2,5} {3,4} 1 2 3 4 5

- •
{5, 1} ⇐ •
{1, 2} ⇒ •
{2, 5} →

{5, 2} ←

{2, 1} ←

{1, 3} ⇒ •
{3, 4} ⇒ •
{4, 1} ←

{1, 4} →

{4, 3} ←

{3, 1} ←

{1, 5} →

4

5

1

2

3
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Labyrintový algoritmus – pŕıklad
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Hrany smer použitia hrany vrchol

sledu S {1,2} {1,3} {1,4} {1,5} {2,5} {3,4} 1 2 3 4 5

- •
{5, 1} ⇐ •
{1, 2} ⇒ •
{2, 5} →

{5, 2} ←

{2, 1} ←

{1, 3} ⇒ •
{3, 4} ⇒ •
{4, 1} ←

{1, 4} →

{4, 3} ←

{3, 1} ←

{1, 5} →

P

P

2.

1.

P

P

4

5

1

2

3
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Labyrintový algoritmus – pŕıklad
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navšt́ıvený
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- •
{5, 1} ⇐ •
{1, 2} ⇒ •
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Labyrintový algoritmus – pŕıklad
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Úloha č́ınskeho poštára

Úloha č́ınskeho poštára

Chinese postman problem

Slovná formulácia úlohy č́ınskeho poštára:
Poštár má vyjst’ z pošty, prejst’ všetky ulice svojho rajónu a vrátit’ sa na
poštu tak, aby sa čo najmenej nachodil.

Matematická formulácia úlohy č́ınskeho poštára.
V súvislom hranovo ohodnotenom grafe nájst’ uzavretý eulerovský sled
najmenšej d́lžky.
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Úloha č́ınskeho poštára

Poznámka

Model cestnej siete poštára – súvislý hranovo ohodnotený graf
G = (V ,H , c).

Keby mal graf G všetky vrcholy párneho stupňa, stačilo by nájst’

v G uzavretý eulerovský t’ah.

Ak má graf G vrcholy nepárneho stupňa, je ich 2t (párny počet).

Pridańım fikt́ıvnych hrán typu {nepárny, nepárny} s dĺžkou
rovnajúcou sa vzdialenosti pŕıslušných vrcholov v G možno z G
vyrobit’ eulerovský graf alebo multigraf.

Uzavretý eulerovský t’ah v rozš́ırenom grafe predstavuje trasu
poštára, pričom fikt́ıvne hrany predstavujú najkraťsie cesty medzi ich
koncovými vrcholmi a tieto cesty poštár prejde naprázdno – bez
roznášania pošty.

Č́ım meš́ı súčet d́lžok pridaných fikt́ıvnych hrán, tým lepšie
výsledné riešenie.
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Úloha č́ınskeho poštára

Defińıcia
Nech G = (V ,H , c) je hranovo ohodnotený graf.
Párenie v grafe G je taký jeho podgraf P, v ktorom má každý vrchol
stupeň 1.
Cena párenia P je súčet ohodnoteńı jeho hrán.
Hovoŕıme, že párenie P je maximálne párenie v grafe G, ak P nie je
podgrafom žiadneho iného párenia v G.
Párenie P je najpočetneǰsie párenie v grafe G ak P má zo všetkých
páreńı najväčš́ı počet hrán.
Párenie P je úplné párenie v G, ak P je faktorovým podgrafom grafu G
(P obsahuje všetky vrcholy grafu G).

a) Maximálne párenie, ktoré nie je ani najpočetneǰsie, ani úplné.
b) Najpočetneǰsie párenie, ktoré nie je úplné.

c) Úplné párenie v K6.
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stupeň 1.
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Edmondsov algoritmus

Algoritmus
Edmondsov algoritmus na hl’adanie najkratšieho uzavretého
eulerovského sledu v súvislom hranovo ohodnotenom grafe
G = (V ,H , c).

Krok 1. V grafe G nájdi všetky vrcholy nepárneho stupňa. Tých je
párny počet 2t.
Z vrcholov nepárneho stupňa zostroj úplný graf K2t . Jeho hrany
ohodnot’ vzdialenost’ami koncových vrcholov hrany v pôvodnom
grafe G.

Krok 2. V grafe K2t nájdi úplné párenie s minimálnou cenou.

Krok 3. Hrany párenia pridaj k hranovej množine pôvodného grafu
G. Dostaneš tak multigraf G, v ktorom majú všetky vrcholy párny
stupeň. V multigrafe G zostroj uzavretý eulerovský t’ah T .

Krok 4. Hrany párenia v t’ahu T nahrad’ pŕıslušnými najkraťśımi
cestami v grafe G a označ ich ako prejdené naprázdno. Dostaneš
tak najkraťśı eulerovský uzavretý sled v grafe G.

♣
Stanislav Palúch, Fakulta riadenia a informatiky, Žilinská univerzita Pochôdzky v grafoch 14/33
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ohodnot’ vzdialenost’ami koncových vrcholov hrany v pôvodnom
grafe G.
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Stanislav Palúch, Fakulta riadenia a informatiky, Žilinská univerzita Pochôdzky v grafoch 14/33



Edmondsov algoritmus

Algoritmus
Edmondsov algoritmus na hl’adanie najkratšieho uzavretého
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Edmondsov algoritmus

c)a) b) d)

Postup pri Edmondsovom algoritme.
a) Pôvodný graf, vrcholy nepárneho stupňa sú vyznačené štvorčekmi.
b) Pomocný úplný graf K2t zostrojený podl’a kroku 1. algoritmu 5.

c) Úplné párenie s minimálnou cenou v K2t .
d) Multigraf G zostrojený podl’a kroku 3. algoritmu 5,

kde už existuje eulerovský uzavretý t’ah.
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Hamiltonovský sled, hamiltonovský cyklus

Defińıcia
Sled v grafe G sa nazýva hamiltonovský sled v grafe G, ak obsahuje
všetky vrcholy grafu G.

Poznámka
Predchádzajúca defińıcia definuje i hamiltonovskú cestu i hamiltonovský
cyklus, pretože obe sú špeciálnym pŕıpadom hamiltonovského sledu.

Defińıcia
Hovoŕıme, že graf G je hamiltonovský, ak v ňom existuje hamiltonovský
cyklus.
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Hamiltonovský sled, hamiltonovský cyklus

Neexistuje jednoduché kritérium na zixstenie toho, či je daný graf
hamiltonovský.
Máme niekol’ko hrubých postačujúcich podmienok:

Veta

Nech v grafe G = (V ,H) s aspoň troma vrcholmi pre každé dva také
vrcholy vrcholy u, v, ktoré nie sú susedné, plat́ı

deg(u) + deg(v) ≥ |V |.

Potom je G hamiltonovský graf.

Veta

Nech v grafe G = (V ,H) s aspoň troma vrcholmi plat́ı pre každý vrchol
v ∈ V

deg(v) ≥
1

2
.|V |.

Potom je G hamiltonovský graf.
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Úloha obchodného cestujúceho – TSP

Úloha obchodného cestujúceho

Travelling Salesman Problem - TSP
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Úloha obchodného cestujúceho – TSP

Slovná formulácia úlohy obchodného cestujúceho:
Obchodný cestujúci má navšt́ıvit’ všetkých svojich zákazńıkov
a vrátit’ sa domov tak, aby sa čo najmenej nachodil.

Matematická formulácia úlohy obchodného cestujúceho:
Ak dovol’ujeme navšt́ıvit’ to isté miesto viackrát, úlohu obchodného
cestujúceho môžeme formulovat’ nasledovne:

V súvislom hranovo ohodnotenom grafe nájst’ najkratš́ı uzavretý
hamiltonovský sled.

Ak zakazujeme navšt́ıvit’ to isté miesto viackrát, úlohu obchodného
cestujúceho formulujeme takto:

V súvislom hranovo ohodnotenom grafe nájst’ najkratš́ı

hamiltonovský cyklus.
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V súvislom hranovo ohodnotenom grafe nájst’ najkratš́ı
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Úloha obchodného cestujúceho – TSP

Poznámka

V praktických pŕıpadoch niet dôvodu zakazovat’ prejst’ cez jedno miesto
naviac. Navyše v modeloch mnohých skutočných sitácíı hamiltonovský
cyklus vôbec neexistuje. Preto sa sústred́ıme na hl’adanie najkraťsieho
uzavretého hamiltonovského sledu.
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Najkraťśı uzavretý hamiltonovský sled
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V grafe G = (V ,H , c) a) hamiltonovský cyklus neexistuje.
Ked’že nám stač́ı nájst’ hamiltonovský sled, hl’adáme ho

pomocou hamiltonovského cyklu v úplnom grafe G = (G ,E , d)) (obr. b),
ktorý má hrany ohodnotené vzdialenost’ami v pôvodnom grafe G .

V grafe G plat́ı trojuholńıková nerovnost’ t. j.:
∀u, v ,w ∈ V u, v ,w po dvoch rôzne, plat́ı:

d(u, v) ≤ d(u,w) + d(w , v).
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Najkraťśı hamilt. cyklus v úplnom grafe s △ nerovnost’ou

V úplnom grafe G už každá permutácia vrcholov definuje hamiltonovský cyklus.

Ak fixujeme prvý vrchol, potom máme (n−1)! rôznych hamiltonovských cyklov.

Pre exaktné hl’adanie najkratšieho hamiltonovského cyklu niet podstatne
lepšieho algoritmu, ako systematické prehl’adanie všetkých (n − 1)! permutácíı.

Doba výpočtu pri prekontrolovańı 109 permutácíı/sec.

n (n − 1)! sekundy minúty dni roky

10 3,6E+05 0,36 ms - - -
15 8,7E+10 87,17 1,45 - -
20 1,2E+17 1,2E+08 2000000 1400 3,9
25 6,2E+23 6,2E+14 1,0E+13 7,2E+09 2,0E+07
30 8,8E+30 8,8E+21 1,5E+20 1,0E+17 2,8E+14
35 3,0E+38 3,0E+29 4,9E+27 3,4E+24 9,4E+21
40 2,0E+46 2,0E+37 3,4E+35 2,4E+32 6,5E+29
45 2,7E+54 2,7E+45 4,4E+43 3,1E+40 8,4E+37
50 6,1E+62 6,1E+53 1,0E+52 7,0E+48 1,9E+46

Doba od Vel’kého Tresku 1, 4 ∗ 1010 rokov.
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Najkraťśı hamilt. cyklus v úplnom grafe s △ nerovnost’ou

Dôsledok: Nutnost’ použ́ıvat’ algoritmy, ktoré dávajú dostatočne dobré, ale
nie zaručene optimálne riešenie – suboptimálne algoritmy, heuristiky.

Algoritmus
Pažravá metóda – Greedy Algorithm. Heuristika na hl’adanie
suboptimálneho riešenia úlohy obchodného cestujúceho v úplnom
grafe G = (V ,H , c) s aspoň tromi vrcholmi a s trojuholńıkovou
nerovnost’ou.

Krok 1. Začni v l’ubovol’nom vrchole a do (budúceho)
hamiltonovského cyklu vlož najlacneǰsiu hranu incidentnú s týmto
vrcholom.

Krok 2. Ak je vybratých n − 1 hrán, uzavri cyklus. STOP

Krok 3. Inak vyber takú najlacneǰsiu nevybranú hranu incidentnú
s posledným vrcholom doteraz vybranej postupnosti, ktorá nie je
incidentná so žiadnym iným vrcholom vybranej postupnosti.

GOTO Krok 2.
♣
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s posledným vrcholom doteraz vybranej postupnosti, ktorá nie je
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Greedy algoritmus pre TSP
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Greedy algoritmus pre TSP
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Greedy algoritmus pre TSP
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Greedy algoritmus pre TSP
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Greedy algoritmus pre TSP
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C = (2, {2, 4}, 4, {4, 5}, 5, {5, 6}, 6, {6, 1}, 1, {1, 3}, 3, {3, 2}, 2)
Každú hranu cyklu C nahrad́ıme pŕıslušnou najkraťsou cestou
v pôvodnom grafe G
(2, {2, 4}, 4) → (2, {2, 4}, 4)
(4, {4, 5}, 5) → (4, {4, 5}, 5)
(5, {5, 6}, 6) → (5, {5, 4}, 4, {4, 6}, 6)
(6, {6, 1}, 1) → (6, {6, 4}, 4, {4, 1}, 1)
(1, {1, 3}, 3) → (1, {1, 4}, 4, {4, 3}, 3)
(3, {3, 2}, 2) → (3, {3, 4}, 4, {4, 2}, 2)
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Metóda zdvojenia kostry.

Algoritmus

Metóda zdvojenia kostry. (Kim – 1975). Heuristika na hl’adanie
suboptimálneho riešenia úlohy obchodného cestujúceho v úplnom
grafe G = (V ,H , c) s trojuholńıkovou nerovnost’ou.

Krok 1. V grafe G zostroj najlacneǰsiu kostru K.

Krok 2. V kostre K zostroj uzavretý sled S, ktorý obsahuje každú
hranu práve dvakrát. (Použi napr. Tarryho algoritmus).

Krok 3. Z uzavretého sledu S vytvor hamiltonovský cyklus takto:
Postupne prechádzaj sledom S a ked’ naraźı̌s na taký vrchol, alebo
úsek niekol’kých vrcholov za sebou, ktoré sa už v slede vyskytujú,
premosti takýto vrchol alebo úsek priamou hranou.

♣
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Metóda zdvojenia kostry

Veta

Nech G = (V ,H , c) je úplný graf, v ktorom plat́ı trojuholńıková
nerovnost’. Nech c(MZK ) je dĺžka hamiltonovského cyklu źıskaného
metódou zdvojenia kostry, nech c(OPT ) je dĺžka najkraťsieho
hamiltonovského cyklu v grafe G. Potom

c(MZK )

c(OPT )
< 2.

Naviac posledný odhad už nemožno zlepšit’ – pre každé ε > 0 existuje
taký graf Gε, že preň je c(MZK )/c(OPT ) > 2− ε.
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Metóda zdvojenia kostry – pŕıklad
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Metóda zdvojenia kostry – pŕıklad
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1

7 2

36

45

T = (1, {1, 7}, 7, {7, 3}, 3, {3, 2}, 2, {2, 3}, 3, {3, 7}, 7, {7, 1}, 1,

{4, 1}, 4, {4, 1, }, 1, {1, 5}, 5, {5, 6}, 6, {6, 5}, 5, {5, 1}, 1)Skrátene
T = (1, 7, 3, 2, 3, 7, 1

︸ ︷︷ ︸

premostit’ hranou {2, 4}

, 4, 1, 5, 6, 5, 1)
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Algoritmus kostry a párenia.

Algoritmus
Algoritmus kostry a párenia. (Christofides – 1976.) Heuristika na hl’adanie
suboptimálneho riešenia úlohy obchodného cestujúceho v úplnom grafe
G = (V ,H, c) s trojuholńıkovou nerovnost’ou.

Krok 1. V grafe G zostroj najlacneǰsiu kostru K.

Krok 2. V kostre K nájdi všetky vrcholy nepárneho stupňa. Tých je 2t.

Krok 3. Z vrcholov nepárneho stupňa zostroj úplný graf K2t , jeho hrany
ohodnot’ ohodnoteniami pŕıslušných hrán v pôvodnom grafe G.

Krok 4. V grafe K2t nájdi úplné párenie s minimálnou cenou.

Krok 5. Hrany párenia dodaj k hranovej množine najlacneǰsej kostry K.
Dostaneš tak graf (multigraf) G, ktorý má všetky vrcholy párneho stupňa.

Krok 6. V grafe (resp. multigrafe) G zostroj uzavretý eulerovský t’ah T .

Krok 7. Z uzavretého t’ahu T vytvor hamiltonovský cyklus takto:
Postupne prechádzaj t’ahom T a ked’ naraźı̌s na taký vrchol, alebo úsek
niekol’kých vrcholov za sebou, ktoré sa už v slede vyskytujú, premosti
takýto vrchol alebo úsek priamou hranou. ♣
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Algoritmus kostry a párenia.
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Algoritmus kostry a párenia. (Christofides – 1976.) Heuristika na hl’adanie
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Krok 6. V grafe (resp. multigrafe) G zostroj uzavretý eulerovský t’ah T .
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Stanislav Palúch, Fakulta riadenia a informatiky, Žilinská univerzita Pochôdzky v grafoch 28/33
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niekol’kých vrcholov za sebou, ktoré sa už v slede vyskytujú, premosti
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Algoritmus kostry a párenia.

Veta

Nech G = (V ,H , c) je úplný graf, v ktorom plat́ı trojuholńıková
nerovnost’. Nech c(MKP) je dĺžka hamiltonovského cyklu źıskaného
metódou kostry a párenia, nech c(OPT ) je dĺžka najkraťsieho
hamiltonovského cyklu v grafe G. Potom

c(MKP)

c(OPT )
<

3

2
.

Naviac posledný odhad už nemožno zlepšit’ – pre každé ε > 0 existuje
taký graf Gε, že preň je c(MKP)/c(OPT ) > 3/2− ε.

Poznámka
Nie je známy polynomiálny algoritmus ALG, pre ktorý by bol zaručený
lepš́ı pomer c(ALG)/c(OPT ) než 3/2.
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Vkladacia heuristika pre TSP

Algoritmus
Vkladacia heuristika na konštrukciu suboptimálneho
hamiltonovského cyklu v úplnom grafe G = (V ,H , c)
s trojuholńıkovou nerovnost’ou.

Krok 1. Do cyklu zarad’ hranu h = {u, v} s najmenšou cenou.
Nájdi vrchol w ∈ V , pre ktorý je súčet c{u,w}+ c{w , v} najmenš́ı.
Vytvor cyklus C = (u, {u,w},w , {w , v}, v , {v , u}, u).

Krok 2. Ak cyklus C obsahuje všetky vrcholy grafu G, STOP.
Inak pokračuj krokom 3.

Krok 3. Pre každú hranu h = {u, v} cyklu C vypoč́ıtaj

z(h) = min{c{u,w}+ c{w , v} − c{u, v} | w ∈ V − C}.

Vezmi hranu h = {u, v} s minimálnym z(h) a w vrchol, pre ktorý
nastalo minimum v (9). Vytvor cyklus C ′ tak, že nahrad́ı̌s hranu
{u, v} dvojicou hrán {u,w}, {w , v}. Polož C := C ′.

GOTO Krok 2.
♣
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s trojuholńıkovou nerovnost’ou.

Krok 1. Do cyklu zarad’ hranu h = {u, v} s najmenšou cenou.
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Vkladacia heuristika pre TSP

1

7 2

36

45

z(h) = c{6, 5}+ c{5, 3} − c{6, 3}
z(h) = min{z(h), c{6, 4}+ c{4, 3} − c{6, 3}}
z(h) = min{z(h), c{6, 2}+ c{2, 3} − c{6, 3}}
z(h) = min{z(h), c{6, 7}+ c{7, 3} − c{6, 3}}

z(h) = min







c{6, 5}+ c{5, 3} − c{6, 3},

c{6, 4}+ c{4, 3} − c{6, 3},

c{6, 2}+ c{2, 3} − c{6, 3},

c{6, 7}+ c{7, 3} − c{6, 3}







Poznámka
Algoritmus vkladacia heuristika vytvára postupne cykly tak,
že do súčasného cyklu vkladná taký vrchol, ktorým ho najmenej predĺži.
Je to typická vytvárajúca heuristika.
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Vkladacia heuristika pre TSP

1

7 2

36

45

z(h) = c{6, 5}+ c{5, 3} − c{6, 3}
z(h) = min{z(h), c{6, 4}+ c{4, 3} − c{6, 3}}
z(h) = min{z(h), c{6, 2}+ c{2, 3} − c{6, 3}}
z(h) = min{z(h), c{6, 7}+ c{7, 3} − c{6, 3}}

z(h) = min







c{6, 5}+ c{5, 3} − c{6, 3},

c{6, 4}+ c{4, 3} − c{6, 3},

c{6, 2}+ c{2, 3} − c{6, 3},

c{6, 7}+ c{7, 3} − c{6, 3}







Poznámka
Algoritmus vkladacia heuristika vytvára postupne cykly tak,
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Algoritmus prehl’adávania okoĺı

Algoritmus
Algoritmus prehl’adávania okoĺı.
Ku každému riešeniu – hamiltonovskému cyklu C – definujeme jeho
okolie O(C ) ako množinu hamiltonovských cyklov, ktorú z cyklu C
dostaneme nejakými operáciami.
Označme c(C ) cenu hamiltonovského cyklu C.

Krok 1. Za počiatočný hamiltonovský cyklus C vezmi l’ubovol’ný
hamiltonovský cyklus (dostat’ ho môžeš náhodným generátorom
alebo ako výsledok niektorej vytvárajúcej heuristiky).

Krok 2. Hl’adaj C ′ ∈ O(C ) také, že c(C ′) < c(C ).

Ak pre všetky C ′ ∈ O(C ) c(C ′) ≥ c(C ), STOP, C je suboptimálny
hamiltonovský cyklus.

Inak pokračuj krokom 3.

Krok 3. Vezmi C ′ ∈ O(C ) také, že c(C ′) < c(C ) a polož C := C ′.
Goto Krok 2.

♣
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Krok 2. Hl’adaj C ′ ∈ O(C ) také, že c(C ′) < c(C ).

Ak pre všetky C ′ ∈ O(C ) c(C ′) ≥ c(C ), STOP, C je suboptimálny
hamiltonovský cyklus.

Inak pokračuj krokom 3.

Krok 3. Vezmi C ′ ∈ O(C ) také, že c(C ′) < c(C ) a polož C := C ′.
Goto Krok 2.

♣
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Cyklus C a niekol’ko prvkov jeho okolia.

Nebezpečenstvo algoritmu prehl’adávania okoĺı:
Algoritmus uviazne v takom zlom riešeńı, v okoĺı ktorého niet lepšieho
riešenia.

Riešenie:
Viacnásobné spustenie algoritmu s rôznymi štartovaćımi riešeniami.
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Viacnásobné spustenie algoritmu s rôznymi štartovaćımi riešeniami.
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