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Acyklicky digraf, orientovany strom

Definicia
Acyklicky digraf je taky digraf, ktory neobsahuje orientovany cyklus. J
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Definicia
Orientovany strom je neorientovane stivisly digraf, ktory neobsahuje
polocyklus.

Poznamka

Ak 8 (V, H) je acyklicky digraf, potom neméZe obsahovat hrany
(u,v) a (v, u) sti¢asne, lebo by v tomto pripade obsahoval i cyklus

(u, (u,v), v, (v,u), u).
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Acyklicky digraf, orientovany strom

Definicia
Acyklicky digraf je taky digraf, ktory neobsahuje orientovany cyklus.

Definicia
Orientovany strom je neorientovane stivisly digraf, ktory neobsahuje
polocyklus.

Poznamka

Ak 8 (V, H) je acyklicky digraf, potom neméZe obsahovat hrany
(u,v) a (v, u) sti¢asne, lebo by v tomto pripade obsahoval i cyklus

(u, (u,v), v, (v,u), u).

Poznamka

(u, (u, v), v, (u,v), u) nie je polocyklus, lebo obsahuje tii istii orientovand
hranu (u, v) dvakrat.
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Acyklicky digraf

Ku kazdému acyklickému digrafu 8 = (V, H) mozno zostrojit graf
G’ = (V, H') s tou istou mnoZinou vrcholov V a s mnoZinou hrdn H’
definovanou

H = {{u,v} | (u,v) € H}. (1)
H’ je vlastne mnoZina hran H, v ktorej ,,zabudneme" na orientaciu.
Pretoze acyklicky digraf moZe pre kazdu dvojicu vrcholov v € V, v € V,
kde u # v, obsahovat najviac jednu z orientovanych hran (u, v), (v, u),

plati
[H'| = [HI.
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Acyklicky digraf

iR
Y

Obr.: a) Neorientovane stivisly acyklicky digraf,

ktory nie je orientovanym stromom.
b) Orientovany strom G. c) Neorientovany strom prislusny k Z
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Vlastnosti orientovanych stromov

Veta

Nasledujtice tvrdenia su ekvivalentné:
a) Digraf? = (V, H) je orientovany strom.

b) V digrafe 8 = (V, H) existuje pre kaZdé u,v € V jedind u-v
polocesta.

c) Digraf C= (V, H) je neorientovane siivisly a kaZdd orientovand
hrana mnoZiny H je mostom.
(Mostom v orientovanom digrafe rozumieme takd orientovand
hranu, po vybrati ktorej stiipne poet komponentov digrafu).

d) Digrafg = (V, H) je neorientovane sivisly a |H| = |V| — 1.

e) V digrafe G = (V,H) plati |[H|=|V|-1a ¢ neobsahuje

polocyklus.
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i Vlastnosti acyklickych digrafov

- 1 Veta
Nech C = (V, H) je acyklicky digraf
Potom V' obsahuje aspori jeden vrchol z taky, Ze ideg(z) =0
a aspori jeden vrchol u taky, Ze odeg(u) = 0.

DOKAZ.
Nech IJ/(Vla Vk) = (V17 (V17 V2), V2,..., (kah Vk)7 Vk)

je orientovana cesta v digrafe 8 s najvacsim poctom hran.
Ukazeme, Ze odeg(vk) = 0.

%1 Vo

Vi
O O—=0 —=0O0—=0
Keby odeg(vx) > 0,
existovala by aspoii jedna hrana (&iarkovane) vychadzajdca z vy,
ktord predlZuje cestu p(vy, vk) (spor s tym, Ze je najdlhsia)
alebo uzaviera cyklus (spor s acykli¢nostou G)
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Monotdénne oclislovanie vrcholov acyklického digrafu

Veta
Digraf 8 = (V, H) je acyklicky prave vtedy, ked jeho vrcholy moZno
usporiadat do postupnosti

Vi, Va,. .., Vp (2)

(t.j, precislovat) tak, Ze plati:

Ak (vi,v) € H potom i< k. (3)
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Monotdénne oclislovanie vrcholov acyklického digrafu

Veta

Digraf 6 = (V, H) je acyklicky prave vtedy, ked jeho vrcholy moZno
usporiadat do postupnosti

Vi, V2,...,Vn
(t.j, precislovat) tak, Ze plati:

Ak (vi,v) € H potom i< k.

Definicia
Ocislovanie vrcholov vy, va, . .., v, acyklického digrafu
= (V, H), pre ktoré plati:
ak (vi, vk) € H, potom i < k,

nazveme monoténnym ocislovanim vrcholov acyklického digrafu.
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Monotdénne oclislovanie vrcholov acyklického digrafu

Algoritmus

%goritmus l. na monoténne oéislovanie acyklického digrafu
= (V,H).

@ Krok 1. PoloZ i := 1.
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Monotdénne oclislovanie vrcholov acyklického digrafu

Algoritmus
Algoritmus |. na monotdénne oéislovanie acyklického digrafu
G = (V,H).

@ Krok 1. Poloz i := 1.

o Krok 2. {Digrafg = (V, H) obsahuje aspori jeden taky vrchol
v eV, Zeideg(v) = 0.}
Vezmi taky vrchol v € V, Ze ideg(v) = 0 a poloZ v; :== v.
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Monotdénne oclislovanie vrcholov acyklického digrafu

Algoritmus
Algoritmus |. na monotdénne oéislovanie acyklického digrafu
G = (V. H).

@ Krok 1. Poloz i := 1.

o Krok 2. {Digrafg = (V, H) obsahuje aspori jeden taky vrchol
v eV, Zeideg(v) = 0.}
Vezmi taky vrchol v € V, Ze ideg(v) = 0 a poloZ v; :== v.

® Krok 3. Ak V —{v} =0 STOP,
inak G .= G — {v}, i==i+1a Goto Krok 2
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Monotdénne oclislovanie vrcholov acyklického digrafu

T Algoritmus
Algoritmus Il. na monoténne otislovanie vrcholov acyklického
digrafu G = (V, H).

@ Krok 1. Pre kazdé v € V prirad znatku d(v) := ideg(v). Ur&i
podmnoZinu Vjy vrcholovej mnoZiny V' s nulovou znackou d, t. j.

Vo={v|veV, dlv)=0}

PoloZ k := |W| a prvky z mnoZiny Vy zorad' do lubovolnej
postupnosti P = vy, va, ..., vk. PoloZ i:=1.
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Monotdénne oclislovanie vrcholov acyklického digrafu

¥ Algoritmus
Algoritmus Il. na monoténne otislovanie vrcholov acyklického

digrafu G = (V, H).

@ Krok 1. Pre kazdé v € V prirad znatku d(v) := ideg(v). Ur&i
podmnoZinu Vjy vrcholovej mnoZiny V' s nulovou znackou d, t. j.

Vo={v|veV, dlv)=0}

PoloZ k := |W| a prvky z mnoZiny Vy zorad' do lubovolnej
postupnosti P = vy, va, ..., vk. PoloZ i:=1.

@ Krok 2. Postupne pre kaZdy vrchol w vystupnej hviezdy vrchola v;
taky, Ze w # v;, urob:
d(w) :=d(w) — 1. Ak d(w) = 0 potom zarad vrchol w na koniec
postupnosti P, t. j. poloZ k .= k + 1, vy .= w.
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® Krok 3. Ak k =n=|V| STOP, inak poloz i :==i+1a GOTO
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4 Monotdénne oclislovanie vrcholov acyklického digrafu

ifviD]1 2 3 456 7 8
d(v)
T -J2222300 2
106 |2 211 0 2
(D—
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4 Monotdénne oclislovanie vrcholov acyklického digrafu

iTvi)|l 2 3 4 5 6 7 8
d(v)
- 2 2223002
116 |2 2 11 0 2
@-"? 2/ 7 (2 200 2 2
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Monotdénne oclislovanie vrcholov acyklického digrafu
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Monotdénne oclislovanie vrcholov acyklického digrafu
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Tranzitivny digraf

Definicia
Hovorime, Ze acyklicky digraf8 = (V, H) je tranzitivny, ak pre

lubovolné dve orientované hrany (u,v) € H, (v,w) € H existuje
orientovand hrana (u,w) € H.

u ANV

V tranzitivnom digrafe ku kazdej dvojici hrén (u, v), (v, w)
existuje aj "priama”hrana (v, w).
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Tranzitivny digraf

Definicia
Hovorime, Ze acyklicky digraf8 = (V, H) je tranzitivny, ak pre

lubovolné dve orientované hrany (u,v) € H, (v,w) € H existuje
orientovand hrana (u,w) € H.

u ANV

V tranzitivnom digrafe ku kazdej dvojici hrén (u, v), (v, w)
existuje aj "priama”hrana (v, w).

Veta

Acyklicky digraf 8 Jje tranzitivny prdve vtedy, ked ku kaZdej orientovanej
u-v ceste v G existuje orientovand hrana (u,v) € H.
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Tranzitivny uzaver, tranzitivna redukcia

Definicia
Hovorime, Ze digraf?r je tranzitivny uzaver digrafu 8 ak ET je
minimalny tranzitivny digraf obsahujici ako podgraf digraf G .
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Definicia
Hovorime, Ze digraf?r Jje tranzitivny uzaver digrafu 8 ak ET je

minimalny tranzitivny digraf obsahujici ako podgraf digraf G .

Hovorime, Ze digraf ER Jje tranzitivna redukcia digrafu 8 ak ER je
minimdalny faktorovy podgraf digrafu € s rovnakou dosiahnutelnostou

vrcholov ako digraf G.
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Tranzitivny uzaver, tranzitivna redukcia

Definicia
Hovorime, Ze digraf?r Jje tranzitivny uzaver digrafu 8 ak ET je

minimalny tranzitivny digraf obsahujici ako podgraf digraf

Hovorime, Ze digraf 8,;- Je tranzitivna redukcia digrafu 8 ak ER Je
minimdlny faktorovy podgraf digrafu € s rovnakou dosiahnutelnostou

vrcholov ako digraf

&

b) c)
a) Dlgraf 8 b) Tranzitivny uzaver 87 digrafu 8

¢) Tranzitivna redukcia 8,? digrafu 8
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Problém najkratsej cesty v pripade vSeobecnych cien hran

k v digrafe G = (V, h, c) existuje orientovany cyklus zdpornej ceny,
algoritmy na hladanie najkratgej cesty zlyhavaju.

of

H—=

0/0 0|0
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Problém najkratsej cesty v pripade vSeobecnych cien hran

k v digrafe G = (V, h, c) existuje orientovany cyklus zdpornej ceny,
algoritmy na hladanie najkratgej cesty zlyhavaju.

@ sef0 —20|2
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Problém najkratsej cesty v pripade vSeobecnych cien hran

k v digrafe G = (V, h, c) existuje orientovany cyklus zdpornej ceny,
algoritmy na hladanie najkratgej cesty zlyhavaju.

@ -

G—=

selo —30|3 —10/1
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Problém najkratsej cesty v pripade vSeobecnych cien hran

k v digrafe G = (V, h, c) existuje orientovany cyklus zdpornej ceny,
algoritmy na hladanie najkratgej cesty zlyhavaju.

ol

H—=

—303 —40/1—164%
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Problém najkratsej cesty v pripade vSeobecnych cien hran

k v digrafe G = (V, h, c) existuje orientovany cyklus zdpornej ceny,
algoritmy na hladanie najkratgej cesty zlyhavaju.
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Problém najkratsej cesty v pripade vSeobecnych cien hran

k v digrafe G = (V, h, c) existuje orientovany cyklus zdpornej ceny,
algoritmy na hladanie najkratgej cesty zlyhavaju.

—50|o

AN

—60/0—36}3 —40[1

V acyklickych digrafoch je v&ak problém najkrat3ej cesty polynomidlne
rieSitelny aj v pripade v&eobecnej ceny hran.
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4 Najkratsia cesta v acyklickom digrafe

— Algoritmus

Algoritmus na hladanie najkratsich orientovanych u—v ciest

z pevného vrchola u € V do vetkych dosiahnutelnych vrcholov v € V

v hranovo ohodnotenom acyklickom digrafe G = (V, H, ¢) s vSeobecnou

cenou hrany c(h).

@ Krok 1. Monoténne oc&isluj vrcholy digrafu 8 nech

P = vi,va,...,V, je postupnost vrcholov digrafu € zoradens pod/a
monotdénneho ocislovania. Zisti index vrchola u v postupnosti P.
Nech i je index taky, Ze u = v;.
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4 Najkratsia cesta v acyklickom digrafe
— Algoritmus

Algoritmus na hladanie najkratsich orientovanych u—v ciest

z pevného vrchola u € V do vetkych dosiahnutelnych vrcholov v € V

v hranovo ohodnotenom acyklickom digrafe 8 = (V, H,c) s vieobecnou

cenou hrany c(h).

@ Krok 1. Monoténne oc&isluj vrcholy digrafu 8 nech

P = vi,va,...,V, je postupnost vrcholov digrafu € zoradens pod/a
monotdénneho ocislovania. Zisti index vrchola u v postupnosti P.
Nech i je index taky, Ze u = v;.

@ Krok 2. Pre kaZdy vrchol v € V prirad zna&ky t(v), x(v).
Poloz t(u) :== 0, t(j) := oo pre vSetky j # u, j € V.
PoloZ x(j) := 0 pre vietky j € V.
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@ Krok 1. Monoténne oc&isluj vrcholy digrafu 8 nech

P = vi,va,...,V, je postupnost vrcholov digrafu € zoradens pod/a
monotdénneho ocislovania. Zisti index vrchola u v postupnosti P.
Nech i je index taky, Ze u = v;.

@ Krok 2. Pre kaZdy vrchol v € V prirad zna&ky t(v), x(v).
Poloz t(u) :== 0, t(j) := oo pre vSetky j # u, j € V.
PoloZ x(j) := 0 pre vietky j € V.
@ Krok 3. Pre vsetky vrcholy w vystupnej hviezdy vrchola v; také, Ze
w # v;, urob:
Ak t(w) > t(v;) + c(vi, w),
potom t(w) = t(v;) + c(v;, w), a x(w) := v;.
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@ Krok 2. Pre kaZdy vrchol v € V prirad zna&ky t(v), x(v).

Poloz t(u) :== 0, t(j) := oo pre vSetky j # u, j € V.

PoloZ x(j) := 0 pre vietky j € V.
@ Krok 3. Pre vsetky vrcholy w vystupnej hviezdy vrchola v; také, Ze

w # v;, urob:

Ak t(w) > t(v;) + c(vi, w),

potom t(w) = t(v;) + c(v;, w), a x(w) := v;.

@ Krok 4. i :=j+ 1. Aki=n STOP, inak GOTO Krok 3.
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Najdlhsia cesta

~ T Definicia
Nech 8 = (V, H,c) je hranovo ohodnoteny digraf, uc€ V, v € V.
Najdlhsia orientovana u—v cesta v digrafe G- (V,H,c) je ta orientovand
u—v cesta, ktord ma zo vSetkych u—v ciest najvacsiu diZku.

Analogicky definujeme najdlhsiu cestu v hranovo ohodnotenom grafe
G=(V,H,c).
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G=(V,H,c).

Poznamka
® Uloha hladania najkratSej cesty v hranovo ohodnotenom digrafe
= (V, H,c), v ktorom je c(h) > 0 pre Vh € H, je polynomiilne
riesitelnd.
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® Uloha hladania najkratSej cesty v hranovo ohodnotenom digrafe
= (V,H,c), v ktorom je c(h) > 0 pre Vh € H, je polynomidine
riesitelna.
® Uloha hfadania najkratSej cesty v hranovo ohodnotenom digrafe

= (V,H,c), v ktorom cena hrany mbZe nadobiidat aj zaporné hodnoty,
je vo vieobocnosti tazkd — nemame pre fiu polynomiilny algoritmus.
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Najdlhsia cesta

T Definicia
Nech

= (V, H,c) je hranovo ohodnoteny digraf, uc€ V, v € V.
Najdlhsia orientovana u—v cesta v digrafe G- (V, H,c) je td orientovand
u—v cesta, ktord ma zo vSetkych u—v ciest najvacsiu dizku.

Analogicky definujeme najdlhsiu cestu v hranovo ohodnotenom grafe
G=(V,H,c).

Poznamka

® Uloha hladania najkratSej cesty v hranovo ohodnotenom digrafe
= (V,H,c), v ktorom je c(h) > 0 pre Vh € H, je polynomidine
riesitelna.
® Uloha hfadania najkratSej cesty v hranovo ohodnotenom digrafe
= (V,H,c), v ktorom cena hrany mbZe nadobiidat aj zaporné hodnoty,
je vo vSeobocnosti tazkd — nemame pre fiu polynomidlny algoritmus.
® Uloha hfadania najdihgej cesty v digrafe C= (V, H,c) méZe byt

prevedend na tlohu hladania nakratej cesty v digrafe G = (V, H,¢), kde
¢(h) = —c(h). Vo veobecnom pripade je to tazkd dloha.

v
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Projekt — Metody ¢asového planovania

@ Projekt sa skladd z elementarnych innostf
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Projekt — Metody ¢asového planovania

@ Projekt sa skladd z elementarnych &innosti
@ Elementdrna &innost — je &innost, ktorii z prijatého rozli$ovacieho
hladiska povaZujeme za nedelitelna.
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hladiska povaZujeme za nedelitelna.

@ Pre kazdu elementarnu &innost je dany &as vykondvania, ktory je
nemenny. Jednotlivé elementdrne &innosti vak méZu mat vo
vSeobecnosti rézne €asy vykonavania.

@ Niektoré elementdrne &innosti sa mdzu vykonavat sti¢asne, aviak
niektoré Zinnosti mdZu zalat aZ po ukon&eni inych &innosti.
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Projekt — Metody ¢asového planovania

@ Projekt sa skladd z elementarnych &innosti

@ Elementdrna &innost — je &innost, ktorii z prijatého rozli$ovacieho
hladiska povaZujeme za nedelitelna.

@ Pre kazdu elementarnu &innost je dany &as vykondvania, ktory je
nemenny. Jednotlivé elementdrne &innosti vak méZu mat vo
vSeobecnosti rézne €asy vykonavania.

@ Niektoré elementdrne &innosti sa mdzu vykonavat sti¢asne, aviak
niektoré Zinnosti mdZu zalat aZ po ukon&eni inych &innosti.

Definicia

Budeme hovorit, Ze &innost A predchadza cinnosti B a pisat A < B,
ak sa &innost B méZe zadat vykondvat aZ po skonéeni vykondvania
&innosti A.

Ak A < B, budeme tieZ hovorit Ze &innost A je predchodca &nnosti B
alebo &innost B je naslednik &innosti A.

Vztah A < B je bindrnou reldciou na mnoZine vsetkych elementarnych
&innosti.

Budeme ju volat precedenéna relécia alebo relacia precedencie.
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Relacia precedencie.

T Poznimka

Reldcia precedencie < je tranzitivna, t. j. plati:
Ak A< B, B< C, potomajA=< C.

Ak elementdrna &innost B musi &akat na skonlenie &innosti A a &innost

C musi &akat na skon&enie &innosti B, tym skér musi &innost C Eakat na
ukoncenie ¢innosti A.

Stanislav_Paliich, Fakulta riadenia a_informatiky, Zilinsk univerzita Acyklické digrafy
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Relacia precedencie.

T Poznimka

Relacia precedencie < je tranzitivna, t. j. plati:
Ak A< B, B< C, potomajA=< C.

Ak elementadrna &innost B musi Eakat na skon&enie &Einnosti A a &innost
C musi &akat na skon&enie &innosti B, tym skér musi &innost C Eakat na
ukon&enie &innosti A.

Reldcia precedencie < je antireflexivna, t. j.:
Pre Ziadne A € £ neplati A < A.

V opaénom pripade by zaliatok &innosti A musel Eakat na jej viastny
koniec, o je technologicky nezmysel.

Désledok: Z toho dalej vyplyva, Ze neexistuje postupnost &innosti
A1, A, ..., A, taka, Ze

A1-<A2-<~"-<An-<A1,

lebo potom by z tranzitivity vy!)/yvalo A; < A

Stanislav Paliich,” Fakulta riadenia a informatiky, Zilinska finiverzit Acyklické digrafy A7/38




Bezprostredna precedencia. Uloha ¢asového planovania.

Definicia

Hovorime, Ze

ginnost A bezprostredne predchadza &innosti B a piseme A << B,
ak A < B a neexistuje ¢innost C takd, e A < C a sii¢asne C < B.

Ak A << B budeme tieZ hovorit Ze

&innost A je bezprostredny predchodca &innosti B,
alebo

ginnost B je bezprostredny naslednik &innosti A.
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Bezprostredna precedencia. Uloha ¢asového planovania.

Definicia

Hovorime, Ze

ginnost A bezprostredne predchadza &innosti B a piseme A << B,
ak A < B a neexistuje ¢innost C takd, e A < C a sii¢asne C < B.

Ak A << B budeme tieZ hovorit Ze

&innost A je bezprostredny predchodca &innosti B,
alebo

ginnost B je bezprostredny naslednik &innosti A.

Definicia
Uloha €asového planovania U/ je dand mnoZinou elementarnych innosti

&, precedenénou reliciou < na mnoZine £ a redlnou funkciou p : € — R
prirad ujiicou kaZdej &innosti A € £ jej trvanie p(A) (p — processing time).
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Digraf precedencie

—1 Definicia
Digraf precedencie < alebo precedenény digraf pre prislusnd tdlohu U
&asového planovania je vrcholovo ohodnoteny digraf

a< = (V7 Ha p)7
ktorého mnoZinou vrcholov je mnoZina vsetkych elementarnych &innosti,
ohodnotenie p(v) > 0 vrchola v € V je &as spracovania prislusnej elementdrnej
&innosti a mnoZinou orientovanych hran je

H. ={(A,B)| A, Bc V, A< B}.
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i Digraf precedencie

—1 Definicia
Digraf precedencie < alebo precedenény digraf pre prislusnd tdlohu U
&asového planovania je vrcholovo ohodnoteny digraf

6< = (V7 Ha p)7
ktorého mnoZinou vrcholov je mnoZina vsetkych elementarnych &innosti,
ohodnotenie p(v) > 0 vrchola v € V je &as spracovania prislusnej elementdrnej
&innosti a mnoZinou orientovanych hran je

H. ={(A,B)| A, Bc V, A< B}.

Definicia
Digraf bezprostrednej precedencie << pre prislusnii tlohu U &Easového
planovania je vrcholovo ohodnoteny digraf

a« = (V> H«vp)7
ktorého mnoZinou vrcholov je mnoZina vsetkych elementarnych &innosti,
ohodnotenie p(v) > 0 vrchola v € V je &as spracovania prislusnej elementarnej
&innosti a mnoZinou orientovanych hran je

He ={(AB) A BEV, A=< B}.

y
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Technologicka tabulka projektu

Technologicka tabulka projektu

ul
—F
H

Cinnost | Cislo [ Trvanie &innosti | Nésledné &innosti ||
Vykopy 1 4 3
InZinierske siete 2 3 89
Bednenie zikladov 3 2 4
Beténovanie zakladov 4 3 56
Obvodové mury 5 6 7891012
Priecky 6 8 8911
Strecha 7 6 13
Elektrické ingtalacie 8 2 11 13
Vodovodné instalacie 9 3 11 13
Vonkajsie omietky 10 2 12
Vnutorné omietky 11 3 13
Okna, dvere 12 1 13
Kolaudacia 13 1 -

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinska univerzita

Acyklické digrafy

20/38



Digraf precedencie k technologickej tabulke

[[Cinnost [ Cislo | Trvanie Zinnosti | Nasledné &innosti ||
Vykopy 1 4 3
InZinierske siete 2 3 89
Bednenie zdkladov 3 2 4
Betdnovanie zdkladov 4 3 56
Obvodové miry 5 6 7891012
Priegky 6 8 8911
Strecha 7 6 13
Elektrické instalacie 8 2 1113
Vodovodné instalacie 9 3 1113
Vonkajsie omietky 10 2 12
Vnitorné omietky 11 3 13
Okn3, dvere 12 1 13
Kolauddacia 13 1 -
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Rozvrh

ytvorit rozvrh pre dand tlohu I &asového planovania znamend kaZdej
elementdrnej &innosti A priradit asovy interval (ba,ca), ba < ca
v ktorom sa bude &innost A vykonavat.

@ by — zatiatok vykondvania &nnosti A (b — beginning time)

@ ¢4 — koniec vykondvania &innosti A (c — completion time)

Pripustny rozvrh tlohy I/ je taky rozvrh pre tlohu U, kde pre lubovolné
elementdrne &innosti A, B plati:

1. CA—bA:p(A)
2. ak A< B, potom by < ca < bg < cp

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Acyklické digrafy 22/38



Rozvrh

ytvorit rozvrh pre dand tlohu I &asového planovania znamend kaZdej
elementdrnej &innosti A priradit asovy interval (ba,ca), ba < ca
v ktorom sa bude &innost A vykonavat.

@ by — zatiatok vykondvania &nnosti A (b — beginning time)
@ ¢4 — koniec vykondvania &innosti A (c — completion time)

Pripustny rozvrh tlohy I/ je taky rozvrh pre tlohu U, kde pre lubovolné
elementdrne &innosti A, B plati:

1. CA—bA:p(A)
2. ak A< B, potom by < ca < bg < cp

Poznamka

Vsimnime si, Ze na zaklade vlastnosti 1. pripustného rozvrhu stali pre
kaZdu elementdrnu &innost A urlit jej zaliatok ba, &as ukonlenia sa
vypotita ako ca = ba + p(A).
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Trvanie projektu

@ Pripustnych rozvrhov pre dany problém &asového planovania je vela,
z nich by sme chceli vybrat optimalny z nejakého hladiska.

@ Velmi &asto sa ako kritérium optimality berie Cray &as ukonZenia
poslednej &innosti, teda

Cmax = max{ca | A€ &},

pri¢om sa predpoklada, Ze projekt zalina v ¢ase 0.

Veli¢inu Cpax budeme nazyvat trvanie rozvrhu (anglicky
makespan.)

v

@ Zakladnou otdzkou &asového planovania je pre dand dlohu U urdi
pripustny rozvrh taky, aby prisluiné trvanie rozvrhu Cyax bolo
minimalne.

@ Ozname T minimum zo v8etkym moznych trvani pripustnych
rozvrhov. Veli¢&inu T budeme nazyvat trvanie projektu.
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Najskér mozny zacliatok, najneskér nutny koniec, ¢asova rezerva

@ Zatiatok vykondvania projektu stanovime do &asu 0.
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Najskér mozny zacliatok, najneskér nutny koniec, ¢asova rezerva

@ Zatiatok vykondvania projektu stanovime do &asu 0.

@ Najskoér mozny zatiatok z(A) elementarnej &innosti A je najmensi
(t. j. prvy) Casovy okamih merany od za&atku vykondvania projektu,
kedy mozno za&at &innost pri dodrzani precedenénej relacie <.
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Najskér mozny zacliatok, najneskér nutny koniec, ¢asova rezerva

@ Zatiatok vykondvania projektu stanovime do &asu 0.

@ Najskoér mozny zatiatok z(A) elementarnej &innosti A je najmensi
(t. j. prvy) Casovy okamih merany od za&atku vykondvania projektu,
kedy mozno za&at &innost pri dodrzani precedenénej relacie <.

@ Ak uZ mdme najskdr mozny za&iatok z(A) pre kazdd elementdrnu
ginnost A, trvanie projektu T ur&ime ako

T = max{z(A) + p(A) | Ac &}
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@ Ak uZ mdme najskdr mozny za&iatok z(A) pre kazdd elementdrnu
ginnost A, trvanie projektu T ur&ime ako

T = max{z(A) + p(A) | Ac &}

@ Ak uz pozndme hodnotu trvania projektu T, chceme pre kazdu
elementdrnu &innost A poznat najneskdr nutny koniec k(A)
ginnosti A definovany ako najvadsi (t. j. posledny) &asovy okamih
merany od od zaciatku vykonavania projektu, po ktory sa ukonéenie
ginnosti A mdZe oneskorit bez predfienia trvania projektu T.
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Najskér mozny zacliatok, najneskér nutny koniec, ¢asova rezerva

@ Zatiatok vykondvania projektu stanovime do &asu 0.

@ Najskoér mozny zatiatok z(A) elementarnej &innosti A je najmensi
(t. j. prvy) Casovy okamih merany od za&atku vykondvania projektu,
kedy mozno za&at &innost pri dodrzani precedenénej relacie <.

@ Ak uZ mdme najskdr mozny za&iatok z(A) pre kazdd elementdrnu
ginnost A, trvanie projektu T ur&ime ako

T = max{z(A) + p(A) | Ac &}

@ Ak uz pozndme hodnotu trvania projektu T, chceme pre kazdu
elementdrnu &innost A poznat najneskdr nutny koniec k(A)
ginnosti A definovany ako najvadsi (t. j. posledny) &asovy okamih
merany od od zaciatku vykonavania projektu, po ktory sa ukonéenie
ginnosti A mdZe oneskorit bez predfienia trvania projektu T.

o Casova rezerva R(A) &innosti A je

R(A) = k(A) — 2(A) - p(A).
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Kritické &innosti, kriticka cesta

@ Kiriticka &innost je taka &innost A, pre ktord je R(A) = 0.
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Kritické &innosti, kriticka cesta

@ Kriticka €innost je taka ginnost A, pre ktorii je R(A) = 0.

@ Kiriticka cesta v digrafe @_« je taka orientovand cesta, ktord ma
maximalny stéet ohodnoteni vrcholov.

Poznamka
D4 sa ukdzat, Ze
@ Kritické cesty v @« obsahuju len kritické ¢innosti.

@ Sii&et ohodnoteni vrcholov kaZdej kritickej cesty v @« sa rovna
trvaniu projektu T.
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Ur&ovanie najskér moZnych &asovych poléh element. innosti

)

Hrany vyzna&ené &ervenou farbou nie sii hranami bezprostrednej
precedencie. Neovplyviiuju vysledok, mierne predlZuji vypolet.
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Ur&ovanie najskér moZnych &asovych poléh element. innosti

(2 )
:

Hrany vyzna&ené &ervenou farbou nie sii hranami bezprostrednej
precedencie. Neovplyviiuju vysledok, mierne predlZuji vypolet.
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Kritické &innosti, kriticka cesta

T Algoritmus

Algoritmus Il. na ur€enie najskér moznych zatiatkov z(v)
elementarnych ¢innosti v digrafe @« =(V,H,p).

@ Krok 1. Vytvor monotdnne olislovanie vy, va, . .., v, vrcholov
digrafu @_«.
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Pre kaZdé v € V inicializatne poloZ x(v) := 0, z(v) := 0.
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PoloZ r = v.
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@ Krok 1. Viytvor monotdnne oéislovanie vy, v, ..., v, vrcholov
digrafu @« .

@ Krok 2. Kazdému vrcholu v € V prirad dve zna¢ky k(v), y(v).

Nech T je trvanie projektu.
Pre kazdé v € V inicializatne poloZ k(v) := T, y(v) :=0..
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v | p(v) VT(v) v|p(v)|z(v)|[1 23456 7 8 9 10 11 12 13
(i)
- - /000000 O O O O O 0 o
1 4 3 1 4 0 4
2 3 89 2 3 0 3 3
3 2 4 3 2 4 6
4 3 56 4 3 6 9 9
5 6 |7891012|( 5 6 9 15 15 15 15 15
6 8 8911 6 8 9 17 17 17
7 6 13 7 6 15 21
8 2 11 13 8 2 17 19
9 3 11 13 9 3 17 20
10| 2 12 10| 2 15 17
11| 3 13 11 3 20 23
12| 1 13 12| 1 17
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Vypoclet najskér moZnych zacliatkov

Vystupné hviezdy

Tabulka pre vypolet najskor moZnych za&iatkov &innosti

v | p(v) VT(v) v|p(v)|z(v)|[1 23456 7 8 9 10 11 12 13
(i)
- - /000000 O O O O O 0 o
1 4 3 1 4 0 4
2 3 89 2 3 0 3 3
3 2 4 3 2 4
4 3 56 4 3 6
5 6 |7891012|( 5 6 9 15 15 15 15 15
6 8 8911 6 8 9 17 17 17
7 6 13 7 6 15 21
8 2 11 13 8 2 17 19
9 3 11 13 9 3 17 20
10| 2 12 10| 2 15 17
11| 3 13 11 3 20 23
12| 1 13 12| 1 17
13 1 - 13 1 23

T =max{z(v) + p(v) | v€ V} =24

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinska univerzita

Acyklické digrafy
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Vypoclet najneskér nutnych koncov

Vystupné hviezdy

Tabulka pre vypo&et najneskdr nutnych koncov &innosti

v

V()

p(v)

(V) = p(V)

k(v)

123456 78 910111213
k(v) = min{k(i) — p(i) | i € V*(v)}

-1

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinska univerzita

[ - [24 2424 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24

Acyklické digrafy
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Vypoclet najneskér nutnych koncov

Vystupné hviezdy — Tabulka pre vypo&et najneskdr nutnych koncov &innosti

v V*t(v) v |p(v)lk(v) — p(v)|k(v)[1 2 3 4 5 6 7 8 910111213
k(v) = min{k(i) = p(i) | i € V*(v)}
- - - |24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24
13 - 13| 1 23 24 24

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Acyklické digrafy 32/38



Vypoclet najneskér nutnych koncov

Vystupné hviezdy — Tabulka pre vypo&et najneskdr nutnych koncov &innosti

v V*t(v) v |p(v)lk(v) — p(v)|k(v)[1 2 3 4 5 6 7 8 910111213
k(v) = min{k(i) = p(i) | i € V*(v)}

- |24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24

13 - 13| 1 23 24 24

12 13 12| 1 22 23 23

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Acyklické digrafy 32/38



Vypoclet najneskér nutnych koncov

Vystupné hviezdy

Tabulka pre vypo&et najneskdr nutnych koncov &innosti

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinska univerzita

v V*t(v) v |p(v)lk(v) — p(v)|k(v)[1 2 3 4 5 6 7 8 910111213
k(v) = min{k(i) — p(i) | 1 € V*()}
- - |24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24
13 - 13| 1 23 24 24
12 13 12| 1 22 23 23
11 13 11| 3 20 23 23

Acyklické digrafy
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Vypoclet najneskér nutnych koncov

Vystupné hviezdy — Tabulka pre vypo&et najneskdr nutnych koncov &innosti

v V*t(v) v |p(v)lk(v) — p(v)|k(v)[1 2 3 4 5 6 7 8 910111213
k(v) = min{k(i) = p(i) | i € V*(v)}
- - - |24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24

13 - 13] 1 23 24 24
12 13 12| 1 22 23 23
11 13 11} 3 20 23 23

10 12 10| 2 20 22 22

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Acyklické digrafy 32/38



Vypoclet najneskér nutnych koncov

Vystupné hviezdy

Tabulka pre vypo&et najneskdr nutnych koncov &innosti

v V*t(v) v |p(v)lk(v) — p(v)|k(v)[1 2 3 4 5 6 7 8 910111213
k(v) = min{k(1) = p(i) | i € V+(v)}

- - 24 24 24 24 D4 24 24 D4 24 24 D4 24 24
13 - 13] 1 23 24 24
12 13 12| 1 22 23 23
11 13 11} 3 20 23 23
10 12 10| 2 20 22 22
9 1113 9| 3 17 20 20

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Acyklické digrafy 32/38



Vypoclet najneskér nutnych koncov

Vystupné hviezdy

Tabulka pre vypo&et najneskdr nutnych koncov &innosti

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinska univerzita

v V*t(v) v |p(v)lk(v) — p(v)|k(v)[1 2 3 4 5 6 7 8 910111213
k(v) = min{k(i) — p(i) | 1 € V*()}

- - |24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24

13 § 13 1 23 24 24

12 13 12) 1 22 23 23

11 13 11| 3 20 23 23

10 12 10| 2 20 22 22

9 1113 9| 3 17 20 20

8 1113 8| 2 18 20 20

Acyklické digrafy 32/38



Vypoclet najneskér nutnych koncov

Vystupné hviezdy

Tabulka pre vypo&et najneskdr nutnych koncov &innosti

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinska univerzita

v V*t(v) v |p(v)lk(v) — p(v)|k(v)[1 2 3 4 5 6 7 8 910111213
k(v) = min{k(i) — p(i) | 1 € V*()}

- - |24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24

13 § 13 1 23 24 24

12 13 12) 1 22 23 23

11 13 11| 3 20 23 23

10 12 10| 2 20 22 22

9 1113 9| 3 17 20 20

8 1113 8| 2 18 20 20

7 13 71 6 17 23 23

Acyklické digrafy 32/38



Vypoclet najneskér nutnych koncov

Vystupné hviezdy — Tabulka pre vypo&et najneskdr nutnych koncov &innosti

v V*t(v) v |p(v)lk(v) — p(v)|k(v)|1 2 3 4 5 6 7 8 910111213
k(v) = min{k(i) — p(i) | i € V*(v)}

- - - |24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24

13 - 13| 1 23 24 24

12 13 12| 1 22 23 23

11 13 11| 3 20 23 23

10 12 10| 2 20 22 22

9 11 13 9| 3 17 20 20

8 11 13 8| 2 18 20 20

7 13 7| 6 17 23 23

6 8911 6| 8 9 17 17
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Vypoclet najneskér nutnych koncov

Vystupné hviezdy — Tabulka pre vypo&et najneskdr nutnych koncov &innosti

v V*t(v) v |p(v)lk(v) — p(v)|k(v)|1 2 3 4 5 6 7 8 910111213
k(v) = min{k(i) — p(i) | i € V*(v)}

- - - |24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24

13 - 13| 1 23 24 24

12 13 12| 1 22 23 23

11 13 11| 3 20 23 23

10 12 10| 2 20 22 22

9 11 13 9| 3 17 20 20

8 11 13 8| 2 18 20 20

7 13 7| 6 17 23 23

6 8911 6| 8 9 17 17

517891012 ||5| 6 11 17 17

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Acyklické digrafy 32/38



Vypoclet najneskér nutnych koncov

Vystupné hviezdy

Tabulka pre vypo&et najneskdr nutnych koncov &innosti

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinska univerzita

v V*t(v) v |p(v)lk(v) — p(v)|k(v)|1 2 3 4 5 6 7 8 910111213
k(v) = min{k(i) — p(i) | i € V*(v)}

- - - |24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24

13 - 13| 1 23 24 24

12 13 12| 1 22 23 23

11 13 11| 3 20 23 23

10 12 10| 2 20 22 22

9 11 13 9| 3 17 20 20

8 11 13 8| 2 18 20 20

7 13 7| 6 17 23 23

6 8911 6| 8 9 17 17

517891012 ||5| 6 11 17 17

4 56 4| 3 6 9 9

Acyklické digrafy

32/38



Vypoclet najneskér nutnych koncov

Vystupné hviezdy

Tabulka pre vypo&et najneskdr nutnych koncov &innosti

v V*t(v) v |p(v)lk(v) — p(v)|k(v)|1 2 3 4 5 6 7 8 910111213
k(v) = min{k(i) — p(i) | i € V*(v)}

- - - |24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24

13 - 13| 1 23 24 24

12 13 12| 1 22 23 23

11 13 11| 3 20 23 23

10 12 10| 2 20 22 22

9 11 13 9| 3 17 20 20

8 11 13 8| 2 18 20 20

7 13 7| 6 17 23 23

6 8911 6| 8 9 17 17

517891012 ||5| 6 11 17 17

4 56 4| 3 6 9 9

3 4 31 2 4 6 6

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinska univerzita

Acyklické digrafy
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Vypoclet najneskér nutnych koncov

Vystupné hviezdy — Tabulka pre vypo&et najneskdr nutnych koncov &innosti

v V*t(v) v |p(v)lk(v) — p(v)|k(v)|1 2 3 4 5 6 7 8 910111213
k(v) = min{k(i) — p(i) | i € V*(v)}

- - - |24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24

13 - 13| 1 23 24 24

12 13 12| 1 22 23 23

11 13 11| 3 20 23 23

10 12 10| 2 20 22 22

9 11 13 9| 3 17 20 20

8 11 13 8| 2 18 20 20

7 13 71 6 17 23 23

6 8911 6| 8 9 17 17

517891012 ||5| 6 11 17 17

4 56 4| 3 6 9 9

3 4 31 2 4 6 6

2 89 2| 3 14 17 17

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Acyklické digrafy 32/38



Vypoclet najneskér nutnych koncov

Vystupné hviezdy — Tabulka pre vypo&et najneskdr nutnych koncov &innosti

v V*t(v) v |p(v)lk(v) — p(v)|k(v)|1 2 3 4 5 6 7 8 910111213
k(v) = min{k(i) — p(i) | i € V*(v)}

- - - |24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24

13 - 13| 1 23 24 24

12 13 12| 1 22 23 23

11 13 11| 3 20 23 23

10 12 10| 2 20 22 22

9 11 13 9| 3 17 20 20

8 11 13 8| 2 18 20 20

7 13 71 6 17 23 23

6 8911 6| 8 9 17 17

517891012 ||5| 6 11 17 17

4 56 4| 3 6 9 9

3 4 31 2 4 6 6

2 89 2| 3 14 17 17

1 3 1| 4 0 4 |4

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Acyklické digrafy 32/38



Kritické &innosti, kriticka cesta

p(v) z(v) k(v)
4

R(v) = k(v) —2(v) — p(v)

1 4 0
2 3 0
3 2 4
4 3 6
5 6 9
6 8 9
7 6 15
8 2 17
9 3 17
10 2 15
11 3 20
12 1 17
13 1 23

17

couoworNvONOORO

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinska univerzita

Acyklické digrafy
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Klasicka interpretacia metody CPM

Majme tlohu ¢asového planovania U dani mnoZinou elementarnych
&innosti £, preceden&nou reldciou < na mnoZine £ a redlnou funkciou
¢ : & — R prirad ujicou kazdej &innosti A € £ jej trvanie p(A).

Sietovy digraf je neorientovane suvisly acyklicky hranovo ohodnoteny
digraf G = (V, H, p), obsahujdci prave jeden vrchol z, z ktorého st
vetky ostatné vrcholy dosiahnutelné — zagiatok vykondvania projektu
a prave jeden vrchol k, ktory je dosiahnutelny zo vietkych ostatnych
vrcholov — koniec vykondavania projektu.

Hrany sietového digrafu predstavujd elementdrne &innosti — kaZdej tlohe
A € & pridelend préve jedna hrana ohodnotend dlzkou spracovania p(A)
prisludnej Cinnosti A.

Vrcholy — predstavuji ¢asové zaliatky a konce spracovania elementadrnych

&innosti.

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Acyklické digrafy 34/38



Klasicka interpretacia metody CPM

redpokladdme, ze V ={1,2,...n} azez=1, k=n.

AR 7
ﬂw 30

160 | 160

T; — Najskér mozny zaliatok &innosti
vychadzajucich z vrchola 7
T/ — Najneskdr nutny koniec &innosti
vchadzajdcich do vrchola i

Diagram sietového digrafu, aky najdete v mnohych u&ebniciach.

Ako ho zostrojit z technologickej tabulky bez fiktivnych &innosti
s nulovym trvanim, va&Sinou autori taktne zaml&ia.

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Acyklické digrafy
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Trvanie projektu, kritické Cinnosti, kriticka cesta, ¢asova rezerva

Oznaéme dmax(x, y) dizku najdlhdej orientovanej x—y cesty.

Pre kaZdy vrchol i sietového digrafu vypotitame T, t. j. najsk&r mozny
zaliatok &innosti vychadzajicich z vrchola /7, ako

Ti = dmax(1, 1)
a T/ najneskdr nutny koniec &innosti vchadzajicich do vrchola i ako
T = T, — dmax(i, n)
Hodnota T trvania projektu je

T =T,

Kazdu orientovant cestu dfiky trvania projektu T, v sietovom digrafe
nazveme kritickou cestou (kritickych ciest mdZe existovat aj viac).

Cinnosti le¥iace na niektorej kritickej ceste sa nazyvajii kritické &innosti.

Casova rezerva R; vo vrchole j je R =T/ — T,.

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Acyklické digrafy 36/38



Konstrukcia sietového digrafu

Konstrukcia sietového digrafu 85 (dole) z precedengného digrafu @« (hore).

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Acyklické digrafy 37/38



Konstrukcia sietového digrafu

© 06 6060660

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Acyklické digrafy

Zostroj graf bezprostrednej precedencie @_«.
Hrany digrafu @« prehlds za fiktivne &innosti s trvanim 0.

Pridaj dva vrcholy z a k.

Pridaj orient. hrany (z, v) pre vietky v také, Ze ideg(v) = 0. Tieto
hrany budi povaZované za fiktivne &innosti s trvanim 0.

Pridaj orient. hrany (v), k pre v3etky v také, Ze odeg(v) = 0.Tieto
hrany budid povaZované za fiktivne €innosti s trvanim 0.

Rozdel kaZdy vrchol predstavujici &innost na vstupnd a vystupni
¢ast a pridaj orientovand hranu vedicu zo vstupnej do vystupnej
Zasti. Ohodnot tiito hranu trvanim prislugnej &innosti.
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