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Predhovor

Uc¢ebnica Matematicka analyza 1 sa snazi zaplnit dieru nielen medzi doteraz vydanymi
u¢ebnicami na Fakulte riadenia a informatiky Zilinskej univerzity, ale vo veobecnosti
medzi uebnicami uréenymi pre Studentov, ktori Studuju na naSich vysokych skolach a
univerzitach. Uéebnic matematickej analyzy bolo do dnesnej doby napisanych dost, ale vo
vacsine pripadov je problém ich ziskat. Preto sa tato publikicia snazi zjednoduSit Zivot
vSetkym Studentom a ich ucitelom pri §tudiu predmetu matematicka analyza I. Na tuto
ucebnicu by malo nadviazat jej pokracovanie Matematicka analyza II.

V knihe sa ¢itatel, dafam, Ze pristupnym spodsobom, zoznami s latkou predpisanou
osnovami daného predmetu. Autor predpoklada zédkladné vedomosti Citatela zo strednej
gkoly. Lenze vedomostna troven z matematiky Studentov, ktori nastupuja do prvého roc-
nika je rozna. Preto st v prvej kapitole vysvetlené zakladné pojmy, ktoré st nevyhnutné
pre d'alsie §tudium a vzdelanejsi ¢itatel ich moze preskodit.

Latka je ¢lenené do Styroch kapitol a jednotlivych podkapitol. Na konci kazdej pod-
kapitoly st cvifenia, na ktorych si mé Studujuci overit ¢i porozumel vysvetlovanej latke.
Vysledky cvideni sii uvedené v zavere knihy. Pre spolahlivé a trvalé zvladnutie latky je
nutné ich prepocitanie. Vela Studentov tuto skuto¢nost podcenuje a zisti az pred skuskou,
7e nie je ¢as na dobehnutie zamegskaného. Ale, kedZe pocet prikladov uvedenych v pub-
likacii je z pochopitelnych dévodov obmedzeny, st uvedené v prehlade literatary dalsie
zbierky tloh a prikladov, z ktorych moze hibavy ¢itatel Gerpat. Ugebnica konéi registrom
pojmov s odkazmi na strany, na ktorych ich ¢itatel najde.

Definované pojmy si kvoli prehl'adnosti zobrazené tuénym pismom. Vo formulaciach
matematickych viet st niekedy pouZité symboly =, < , pripadne < (vid str. 6). Vztah
A = B ¢itame ,,Ak platia predpoklady (tvrdenia) A, potom platia zavery (tvrdenia) B.“
a vztah A < B ¢itame ,, Tvrdenia A platia prave vtedy, ak platia tvrdenia B.“.

KedZe nikto nie je dokonaly, pripadné zistené chyby a nedostatky, ako aj navrhy na d'al-
§ie zlepSenie ucebnice, moZete adresovat na adresu Katedry matematickych metéd, ktorej
je autor ¢lenom, pripadne na e-mail adrese beerb@frcatel.fri.uniza.sk.

Zilina jal 2009 Autor

Zial', motto mnohych studentov:

Od ucenia este nikto nezomrel, ale naco riskovat.
GTUBB






Kapitola 1

Zakladné pojmy

1.1 Logika

Predmetom skiimania logiky st myslienky. Logika sa zaobera sttdiom formalnych vlast-
nosti myslienky a stanovuje pravidla spravneho, t. j. logického usudzovania.

1.1.1 Vyrazy a vyroky

Na vyjadrenie myslienok pouzivame jazyk, ktory sa sklada z vyrazov. Vyrazy mozu byt
jednoduché alebo zlozené, ktoré sa tvoria z jednoduchych pomocou syntaktickych pravidiel
jazyka. V zivom jazyku st vyrazmi slovd a vety. Na ich oznacenie sa okrem latinskej
(slovenskej) abecedy pouZiva tiez abeceda grécka (tab. 1.1.1). Vyrazy sa rozdeluja na
konstanty a premenné. KonStanty si vyrazy, ktoré maju nemenny (t. j. konStantny)
vyznam. Premenné su vyrazy, ktorych vyznam sa moZze menit a v pripade potreby ich
mozeme nahradit konStantami.

a A | alfa a || n H | éta é v N | ny n T T | tau t
B B | beta b || ¥ © | théta th | & E | ksi (xi) x || v YT | ypsilon y
v I' | gama g v 1 iota i o O | omikron o || ¢ & | fi f
0 A | delta d || K K | kappa k|| = IT | pi p |l x X | chi ch
e FE | epsilon e A A lambda 1 p P | r6 r Y U | psi ps
¢ Z | dzéta dz || o M | mi m || o X | sigma s | w € | omega 6

Tabulka 1.1.1: Grécka abeceda

Vyrok je vyraz, ktory vyjadruje pravdivi alebo nepravdiva myslienku, preto ich delime
na pravdivé a nepravdivé. Kritériom pravdivosti je zhoda so skuto¢nostou a nemdze
byt zarovei pravdivy a nepravdivy. Gramaticky je vyrok oby¢ajne oznamovacia veta.!

10d gramatickej vety je nutné odlisovat matematickii vetu. Je to pravdivy vyrok o matematickych
objektoch a vztahoch medzi nimi, ktory je dokdzany (napr. binomicka veta, Pytagorova veta, ....)



Vyrazy, ktoré obsahuju premenné, nazyvame nesamostatné vyrazy alebo formy. Ak
nahradime vSetky premenné konstantami z oboru tvahy a dostaneme vyrok, potom hovo-
rime o vyrokovej forme. Vyrokova forma nie je vyrok! Z vyrokovej formy vznikne
vyrok dosadenim pripustnych konstant za vSetky premenné.

Vyrokové formy su napriklad: ,,2 + 3 = =, ,,Ak plati tvrdenie 1, potom plati tvrde-
nie 2.“. Vyrokmi st napriklad vyrazy: ,Pes je domace zviera.“, ,2 + 3 = 4%, | Pre kazdé
redlne ¢islo x plati x > 0.“, [ Trabant je auto..

1.1.2 Logické operacie

Ako sme uZ spomenuli, vyrok vyjadruje pravdiva alebo nepravdivi myslienku. Preto je
vhodné zaviest pojem pravdivostna, resp. logickA hodnota vyroku. Pre pravdivy vy-
rok definujeme pravdivostni hodnotu pravda a oznacujeme symbolom P. Pre nepravdivy
vyrok definujeme pravdivostnt hodnotu nepravda a ozna¢ujeme symbolom N.2

Pravdivostni hodnotu vyroku p budeme oznacovat |p|.

Vyrokovy pocet sa zaobera pravdivostnou hodnotou zloZenych vyrokov, ktoré si
vytvorené z inych vyrokov pomocou logickych operacii. Zékladné logické operécie su
negacia vyroku, konjunkcia, disjunkcia, implikacia a ekvivalencia vyrokov.

Negacia vyroku p sa tvori vyrazmi ,nie je pravda, Ze p“, , nie je pravda, Ze plati p“,
ynie p“,  non p“ a podobne. Negaciu vyroku p oznacujeme p, pripadne p’.

Vyrok a jeho negacia maji opac¢né pravdivostné hodnoty. Dalej je zrejmé, ze
negaciou negacie vyroku p je povodny vyrok p, t. j. @ =D.

Konjunkcia vyrokov p a ¢ sa tvori pomocou spojky ,,a“, oznac¢ujeme ju p A g, resp.
p&q a ¢itame ,p a ¢, ,p a sucasne ¢“, ,p konjunkcia q“, ,konjunkcia vyrokov p a q“
a podobne. Konjunkcia je pravdiva iba v pripade, Ze st pravdivé oba vyroky. Takze na
dokazanie nepravdivosti konjunkcie postaéi nepravdivost jedného z nich (tab. 1.1.2).

Ak pouZzijeme na oznacenie pravdivostnej hodnoty symboly 0 a 1, potom pravdivostna
hodnota konjunkcie dvoch vyrokov sa rovné nésobku pravdivostnych hodnot jednotlivych
vyrokov, t.j.1-1=1,1-0=0,0-1=0,0-0=0.

Disjunkcia vyrokov p a ¢ sa tvori pomocou spojky ,alebo“, ozna¢ujeme ju p V g
(skratka z latinského vel — alebo) a ¢itame ,,p alebo ¢, ,p vel ¢“, ,disjunkcia vyrokov p,
q“ a podobne. Disjunkcia je pravdiva, ak je pravdivy aspoii jeden z vyrokov (tab. 1.1.2).

Implikacia vyrokov p a ¢ sa tvori pomocou slov: ,Ak (plati) ..., potom (plati) ... *.
Oznadujeme ju p = q a &itame ,,Z p vyplyva ¢, ,p potom q“, Ak plati p, potom plati
q“, ,p je nutna podmienka pre q“, ,,q je postacujica podmienka pre p“.

Vyrok p sa nazyva podmienujici (predpoklad) a vyrok ¢ sa nazgva podmieneny vyrok
(zaver). Implikécia je nepravdiva iba v pripade |p| = P a |¢| = N (tab. 1.1.2).

Ekvivalencia vyrokov p a ¢ sa tvori pomocou konstrukcie: ,,... (plati) prave vtedy,
ak (plati) ... “. Oznacujeme ju p < ¢, pripadne p ~ ¢ alebo p = ¢ a &itame ,p (plati) prave
vtedy, ak (plati) ¢“, ,p plati vtedy a len vtedy, ak plati ¢“, ,Z p vyplyva q a naopak z q
vyplyva p“, ,p je nutnd podmienka a stcasne postacujica podmienka pre ¢ a podobne.

Ekvivalencia p < ¢ je pravdiva v pripade, Ze |p| = |¢| (tab. 1.1.2) a méZzeme ju nahradit
zloZenym vyrokom (p = ¢) A (¢ = p).

2Tiez sa pouziva 1, A (4no), T (true), Y (yes), resp. 0, N (nie), F (false), N (no).
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p q p p PAq | gAp | PVq | qVPp | P=q | q=pP | P=q | =P
P|P|[N|[P| P P P P P P P P
P|N N N P P N P N N
N|P|P|N| N N P P P N N N
N|N N N N N P P P P

Tabulka 1.1.2: Pravdivostné hodnoty zloZzenych vyrokov

1.1.3 Vyrokové formy

Nemé zmysel hovorit o pravdivosti vyrokovej formy, pretoze obsahuje premenné. Ale
mé zmysel uvazovat, pre aké premenné vznikne pravdivy alebo nepravdivy vyrok. Tau-
tologia je vyrokova forma, ktord po nahradeni v8etkych premennych konsStantami dava
vzdy pravdivy vyrok. Naopak z kontraindikacie vznikne vzdy nepravdivy vyrok.

Pravdivostné hodnoty vyrokov najcastejSie zistujeme pomocou tabulkovej alebo de-
duktivnej metody, pripadne tieto metdédy kombinujeme.

V prvom pripade zapiSeme dani vyrokovi formu a jej jednotlivé premenné do tabul'ky
pravdivostnych hodnét. Najprv ohodnotime pravdivostnymi hodnotami jednotlivé pre-
menné a potom uréime prislusné pravdivostné hodnoty vyrokovej formy (tab. 1.1.3).

p|a|p=>q|ag=>p|psq| @A (@=Dp) | [pedep=9A(@=Dp)
PP P P P P P
P| N N P N N P
N | P P N N N P
N | N P P P P P

Tabulka 1.1.3: Tautologia [p < q] < [(p = q) A (¢ = p)]

V pripade deduktivnej metédy vychadzame z axiom (str. 10) a tautologii, ktorych
pravdivost méame dokazani a pomocou pravidiel odvodzovania z nich dedukujeme nové
vztahy. NajcastejSie pri tom pouZivame pravidlo substitacie (t. j. nahradenie jedného
vyrazu druhym3) a pravidla odlti¢enia modus ponens a tollens.

Nech p = ¢ je pravdiva implikacia. Ak je p pravdivé, potom musi byt pravdivé tiez ¢
(modus ponens, t. j. kladny tsudok). V opa¢nom pripade, t. j. |g| = N, by sme dostali
nepravdivi implikaciu. Na druhej strane, ak je nepravdivé ¢, potom musi byt nepravdivé
aj p (modus tollens, t. j. zaporny tsudok). Pretoze v pripade |p| = P by sme taktiez
dostali nepravdiva implikaciu (vid. tab. 1.1.2).

Teraz uvedieme niektoré dolezité tautologie.

e Zakon dvojitej negacie: p< D, t.j.papmajirovnakt pravdivostnt hodnotu.
e Zakon vylaéenia tretiecho: pV7p, t.j. bud plati vyrok p alebo jeho negacia p.

e Zakon sporu: pAp, t.j. nemodze byt vyrok p pravdivy a zaroven nepravdivy.

3Ak v skiimanom vyraze T dosadime za nejakii prement (na kazdom mieste, kde sa vyskytuje) Tubo-
vol'nt vyrokovu formu, potom sa pravdivostna hodnota vyrazu T nezmeni.



e de Morganove zdkony: pVqg< (pAg), resp. pAg<s (pVQ).
e Zakon hypotetického sylogizmu: [(p=¢)A(¢=71)] = (p=7).
e Zakon transpozicie: (p=q) < (= D), t.]. obratena implikicia.
e Komutativne zdkony: (pAq)< (¢Ap), (pVq) < (¢VDp).

e Asociativne zdkony:* [(pAg)Ar] S [pA(gAT)], [PV VT pV(gVr).
e Distributivne zakony: pA(¢Vr) < [(pAq)V(pAT)], pV(gAT) < [(pVNA(pVT)]
e Vztah ekvivalencie a implikicie: [p< gl < [(p=q) A (¢=Dp)].

e Negacia implikacie: p=q¢< (pAq), t.j. princip dokazu sporom.

1.1.4 Kvantifikatory

V matematike ¢asto skimame, ¢i je nejaky vyrok pravdivy vSeobecne, t. j. platny pre
v8etky prvky z oboru uvahy, alebo iba pre niektoré prvky, pripadne iba pre prave jeden
prvok. Na druhej strane nas niekedy zaujima, ¢i existuje aspon jeden prvok, pre ktory je
tento vyrok pravdivy. Hovorime, Ze vyrok kvantifikujeme.

Ak danua vlastnost alebo dany vztah spliaju vietky prvky z oboru uvahy, kvan-
tifikujeme dany vyrok vSeobecnym kvantifikitorom. Oznacujeme ho symbolom V a
vyjadrujeme ho slovami ,kazdy*, ,vSetky“, ,Zziadny* a podobne.

Ak dant vlastnost alebo dany vztah spliia asponi jeden prvok z oboru uvahy, kvan-
tifikujeme vyrok existenénym kvantifikitorom. Oznac¢ujeme ho symbolom 3 a vyjad-
rujeme ho slovami ,existuje, ,jestvuje“, ,niektoré*, , aspon jeden“ a podobne.

Symbolom 3! vyjadrujeme, ze dant vlastnost alebo dany vztah splha prave jeden
prvok (aspoii jeden a najviac jeden). Namiesto oznacenia 3z sa pouziva pz.

Ozna¢me symbolom F(z) skutocnost, Ze prvok x mé vlastnost F' (napr. Ze prvok x
patri do nejakej mnoziny F'). Kvantifikicia sa vzdy vztahuje k oboru kvantifikacie, t. j.
k mnozine premennych prvkov z. Ak pouzijeme kvantifikdtor, potom viaZeme premennt
na tuto mnozinu a z vyrokovej formy F'(x) sa stava vyrok.

V nasledujicej ¢asti uvadzame priklady vyrokov s kvantifikitormi.
Va: F(z) ,Pre vSetky x, pre ktoré plati F(x).“, t. j. ,Kazdé x mé vlastnost F.“

Va: F(x) ,Nie je pravda, Ze kazdé x méa vlastnost F.“ t. j. , Nie kazdé x mé vlastnost F.“,
t. j. ,Existuje aspon jedno x, ktoré nemé vlastnost F.“.

Va: F(x) ,Nie kazdé x ma vlastnost F.“, t. j. ,Existuje z, ktoré nema vlastnost F.*.

Va: F(z) ,Pre kazdé x plati, Ze nemé vlastnost F.“, t. J- »Kazdé x nema vlastnost F.“.
V hovorovej redi pouzijeme dvojitt negaciu: ,,Ziadne x nemé4 vlastnost F.“.

Va: F(x)

Jz: F(x)

Jz: F(x) ,Nie je pravda, Ze existuje x, ktoré ma vlastnost F.“ t. j. ,Neexistuje x, ktoré
maé vlastnost F.“, t. j. ,,Kazdé x neméa vlastnost F.“.

,,Nie kazdé x nemé vlastnost F.“, t. j. ,Neplati, Ze kazdé x nema vlastnost F.“.

8

z) ,,Existuje aspori jedno x, ktoré méa vlastnost F.“

dz: F(x) ,Neexistuje x, ktoré mé vlastnost F.“ t. j. ,KaZdé x nemé4 vlastnost F.*.

4Pre jednoduchost zatvorky vynechavame a piSeme p A g AT, resp p\V gV r.
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Jx: F(x)

Jz: F ( ) ,Neexistuje z, ktoré nema vlastnost F.*
7 predchadzajiceho vyplyva, ze Vo F(z), Vo F(z) a 3z F(z), resp. 3z F(z), 3z F(z) a

Va F(z) vyjadruja tie isté vyroky. To znamend, Ze negécia kvantifikitora je ekvivalentna

negacii kvantifikovaného vyroku a Ze pri negécii vyroku sa menia kvantifikitory navzajom
a vyrokova forma sa meni na svoju negaciu, t. j.

) ,Existuje aspoii jedno x, ktoré nema vlastnost F.

Vo: F(r) & Va: F(z) < 3z: F(2), 3z: F(z) < 3x: F(z) & Vo: F(x).

Cviéenia

1.1.1. Vytvorte negacie nasledujicich vyrokov: *

a) VxeR: sinx < 1, b) Jx€R: sinx < 1, ¢) zeR: sinx <1,
d) PreR: sinz < 1, e) VreR: sinx > 1, f) JzeR: sinx > 1,
g) Az eR: sinx > 1, h) fzcR: sinz > 1, i) VxeR: sinx =1,
j) Jx€R: sinx =1, k) JlzeR: sinz =1, 1) freR: smxfl.

1.1.2. Napiste tabulky pravdivostnych hodnét pre nasledujiice vyroky: *

a) pV, b) p AT, c) pVI(¢AD), d) AV (pATG),
e) p=q, f) p&q, g)IP=q<7, h) (p=9 ANT=D,
i) pAgVop, ) PAGVaq, k) (pVq) =D, ) (pVg)A(pVY).

1.1.3. Utvorte vyroky p A g, p V ¢ a uréte, v ktorych pripadoch st pravdivé: *
a) p: ,,Dany trojuholnik je pravouhly.“, q: ,,Dany trojuholnik je rovnoramenny.*
b) p ,,Ce]é cislo k je parne.“, q: ,,Celé cislo k je deliteIné tromi.*,
c¢) p: ,Dana nerovnica plati pre x < 4.“, ¢: ,Dana nerovm'ca neplati pre x < 1.,
d) p: ,,Dana kvadraticka rovnica nema realne rieSenie.”, q: ,,Dana kvadratickd rovnica
ma absolitny ¢len s opacnym znamienkom ako znanuenko kvadratického c¢lena. .

1.1.4. Zistite, ktoré z nasledujucich vyrokovych foriem su tautologie: *

a) [(p=gANp=r)]=[p=(gnr)], ) llg=p)AN(r=p]=qgVr) =0,
o lp=q9Vg=nlelp=79AD, d) [(qVr)=pl=[¢g=p) = (r=Dp),
e) [(pAng)=r]e[F=(qVD) ) (pVag) =r]e[F=(qAD)

g)llp=gNp=r)]ep=(AT)), h) [(p=q¢gV=r))ep=(@Vr)

1.1.5. Ku p = ¢ a p & ¢ najdite ekvivalentné formy, ktoré obsahuju iba negaciu a:

a) konjunkciu, disjunkciu, b) konjunkciu, ¢) disjunkeiu.

1.1.6. Z erokOVy'ch foriem p: ,.x je delitelné dvomi.“, q: ,x je delitelné tromi.“, ri T je

delitel'né Siestimi.“ vytvorte v slovnom zneni zlozené formy F(x), F(z): *
a) F(z): (pAq) <, b) F(z): (pVaq) =, ) F(x): pVg= (pA7g),
d) F(z): (p=q)VpAT, e F): (p=4q) = (pvy, f) Fx): (pv )=>(qu)~

1.1.7. Zistite, ktoré z vyrokovych foriem F(z) z prikladu 1.1.6 st tautologie. *
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1.1.8. Zamenme v priklade 1.1.6 vyrokovu formu r na tvar ,,x je delitelné piatimi.“. Ktoré
z vyrokovych foriem F'(z) st tautologie v tomto pripade? *

1.1.9. Nech vyrokova forma ¢ je tautologia a vyrokova forma k je kontraindikacia. Zistite,
ktoré z nasledujucich vyrokovych foriem su tautologie a ktoré kontraindikacie: *

a) t, b) k, o) t =k, d) k=t e) (t=k)VtAEK,

f) tVk, g) t Ak, h) £V k, i) tAK, i) tVEk)=k=t

1.1.10. K vyrokovej forme p= ¢ V (r < s) najdite ekvivalent bez symbolov =, <, V. %

1.1.11. Dokazte, ze vyrokova forma p = g < r < p < q& 1 je tautologia.

1.1.12. Vytvorte negaciu a rozhodnite, ktory z vyrokov je pravdivy: %

a) Ir€R: cosx = /1 —sin’z, b) Ve €R: cosx = /1 —sin®z,

¢) Ve€R: sin®x +cos’x =1, d) VzeR: sin®x — cos?z =1,
e) IreR: z* < a3, f) Vee RVyeR: 22 +y% > 0,
g) IreRYneN: n+ 3 < nz, h) Vne N3z €R: n+ 3 < nz.

1.2 Zakladné prvky matematickej teorie

Hlavnym znakom stucasnej matematiky je, Ze svoje jednotlivé discipliny buduje axioma-
ticky. Na zaciatku st najjednoduchsie pojmy (tzv. primitivne) a stubory viet (axidémy),
o ktorych predpokladame, Ze platia a nedokazujeme ich.

Vyber primitivnych pojmov a axiém je ovplyvneny réznymi podmienkami a hlavne
ucéelom, pre ktory sa disciplina buduje. Najdoélezitejsia je podmienka bezspornosti sys-
tému. To znamena, Ze v sytéme nemozeme odvodit vyrok a zaroven jeho negéciu. Taktiez
nemdze nastat situacia bezna pri pravnych normach a zakonoch platnych v SR, ked dvaja
rovnako odborne fundovani pravnici si vykladaju jeden a ten isty zakon protikladne. Na
tomto zéklade definujeme pomocou definicii nové pojmy a pomocou uz dokazanych (t. j.
platnych) viet formulujeme a dokazujeme vety nové. Struktiru matematiky moézeme cha-
rakterizovat trojicou zakladnych kamenov, ktoré nazyvame definicia, veta a dokaz.

Definicia uréuje vyznam zaviadzaného pojmu pomocou uz znamych pojmov.

Veta (poucka, tvrdenie, lema, pravidlo) je pravdivy vyrok o matematickych objek-
toch a vztahoch medzi nimi, ktory je dokézany, resp. nie st o iom pochybnosti. Pravidlom
nazyvame oby¢ajne vetu, ktora obsahuje navod na dalsi postup (napr. konstrukciu danych
objektov). Lemy (t. j. pomocné vety) maji pomocny vyznam pri dokazovani inych viet.

1.2.1 Dokazy

Dokaz vety, resp. daného tvrdenia je logicky proces, ktorého cielom je ukazat pravdi-
vost tvrdenia pomocou axiom, definicii a uz predtym dokézanych viet. Dokazy modZzu mat
rozne formy, najznamejsie s priamy, nepriamy a dokaz matematickou indukciou.

Priamy doékaz sa pouziva pri dokazovani platnosti viet, ktoré maji vo vSeobecnosti
tvar p = ¢ (ak plati vyrok p, potom plati vyrok ¢). Predpokladame, Ze vyrok p je pravdivy
a pomocou definicii, axiom a uz dokdzanych viet postupne ukdZeme (s pouzitim modus
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ponens), ze plati vyrok g. Prakticky zostrojime koneéna postupnost pravdivych vyrokov
P1, P2, - - - Pk, Ktord moézeme symbolicky zapisat p = p; = ps = -+ = pr = q.
Nepriamy dokaz sa tiez pouziva pri dokazovani platnosti viet tvaru p = ¢. Nedo-
kazujeme v8ak vyrok p = ¢, ale nejaky ekvivalentny vyrok (napr. obratena implikiciu)
alebo dokazujeme platnost, resp. neplatnost negécie povodného vyroku (dokaz sporom).
Pri dékaze pomocou obratenej implikidcie nahradime pévodna implikaciu p = ¢
obratenou implikaciou § = p (zakon transpozicie, str. 8) a ttto potom dokazeme.
Pri dékaze sporom predpokladame platnost negacie vyroku p = ¢, t. j. vyroku p Ag
a ukaZeme jeho nepravdivost. Prakticky to znamené, Ze dospejeme k sporu.
Matematicka indukcia je dolezity prostriedok na dokazovanie tvrdenia, ze prvky
danej mnoziny (najéastejsie prirodzené ¢isla) splhaji nejakt vlastnost F. Pomocou mate-
matickej indukcie dokazujeme pravdivost vyrokov tvaru Vne N,n > ng: F(n), kde noe N
je vopred dané &islo.® Samotny dokaz pozostéva z krokov 1, 2 a zéveru:
Krok 1:  UkaZeme, Ze tvrdenie F je splnené pre prvy prvok n=ny, t. j. Ze plati F(ng).
Krok 2: Predpokladame, Ze tvrdenie F' plati pre nejaké prirodzené &islo n=k > ng a (za
tohto predpokladu) dokdZeme, Ze tvrdenie F' plati aj pre nasledujuce prirodzené
¢islo n=k+1. Takze dokdzeme implikaciu F(k) = F(k+1).
Zaver: 'V kroku 1 sme ukazali, ze plati F'(ng). Z kroku 2 vyplyva platnost F(ng+1).
Z tohto opét na zaklade kroku 2 vyplyva platnost F(ng+2), F(no+3) atd.
Potom je tvrdenie F' splnené pre vSetky prirodzené ¢&isla n > ny.

Priklad 1.2.1.
Dokazte: ,Ak je ne N delitelné ¢islom 4, potom je tieZ delitelné ¢islom 2.4
Priamy dokaz [Vn€N: 4|n = 2|n]: VneN: 4|n = Fke N: n=4k=2(2k) = 2|n.
Obrdtend implikdcia [Yn€N: 2fn = 4/n]: YneN: 2fn = (2-2)/n, t.j 4/n.
Doékaz sporom [VneN: 4|n A Z/fn = spor]:
VneN: 4nA2fn = [BkeN: n=4k=2(2k)|A2fn = 2|nA2{n, t.j. spor.m
Priklad 1.2.2.
Dokazte matematickou indukciou, Ze pre vietky n€ N plati 14+3+5+---+(2n—1) = n?.
Riesenie.
Oznaéme F(n) = 14+3+5+---+(2n—1). TakZe mame ukizat rovnost F(n)=n?.
Krok 1 [F(1)=1?%]: Plati trivialne, pretoze F(1)=1=12.
Krok 2 [F(k)=k* = F(k+1)=(k+1)?]: F(k)=k> =
Fk+1) =143+ -+ (2k—1)+ (2k+1) = F(k) + (2k+1) = k2 +2k+1 = (k+1)%. m
Priklad 1.2.3.
Dokézte matematickou indukciou, ze pre Vn€ N, n > 5 plati nerovnost 2" > n?.
RieSenie.
Krok 1 [n=5]: 32=2%>5% =25
Krok 2 [2F > k? = 21 > (k+1)2]: k>5= (k—1)2=k*-2k+1> (5—-1)2=16 =
k2> 2k+15>2k+1 =281 =2.2F > 2 k2 = 2 4+ K2 > K2+ 2k + 1 = (k+1)%. m

5To znamena, Ze st splnené tvrdenia F'(ng), Fi(no + 1), F(no +2), ....
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Nie vsetky tvrdenia sa daju dokéazat predchadzajicimi spésobmi. Niekedy potrebujeme
overit existenciu nejakého objektu, t. j. dokazat pravdivost vyroku 3z F'(x). Tu nam stadéi
najst jeden prvok, pre ktoré F' plati. Preto sa tieto dokazy nazyvaji existencéné.

Na dokazanie pravdivosti vyroku Vz F(x), je nutné ukazat, Ze vlastnost F' je splnena
pre vietky prvky z. Z ekvivalencie Va F(z) < Va F(x) < 3x F(x) vyplyva, Ze na dokdzanie
nepravdivosti vyroku Va F'(z) postac¢i najst jeden prvok, pre ktory vlastnost F' splnené nie
je. Takyto prvok nazyvame kontrapriklad.

Casto v matematike potrebujeme zostrojit (skonstruovat) nejaky objekt s danymi,
konkrétnymi vlastnostami, preto takyto postup niekedy nazyvame konstruktivny dékaz.

Priklad 1.2.4.

Dokazte, ze pre vietky ne N plati 1 +24+3+---+n = w
RieSenie.
arptr_, =1{1,2,3,...,n} je koneéna n-¢lenns aritmeticka postupnost s diferenciou d=1.
k=1 J
Pre stcet jej clenov plati 1 +24+34---4+n = S(a1 +a,) = (HQ”)".

Iné riesSenie.
Ak ozna¢ime 1+ 243+ -+ +n = s, potom plati:
1 + 2 + 3 + n = S

+
n + n-1 4+ n-2 4+ - + 1 = s
(n+1) + (n+1) + (n+1) + + (n+1) = n(n+1).

= 2s=n(n+l) = s=1+2—|—3—|—---—|—n:w.

Iné rieSenie.
Dokazeme matematickou indukciou, ze pre vetky ne N plati F'(n) = G(n), pri¢om:

Fn)=1+4+2+---+n, G(n)zn("2+1).

Krok 1 [F(1)=G(1)]: F1)=1,G6(1)=X40 -1 = F(1)=G(1).
Krok 2 [F(k)=G(k) = F(k+1)=G(k+1)]: F(k)=G(k) =
Flk+1)=1+24+---+k+ (k+1)=[14+2+ -+ k| + (k+1) = F(k) + (k+1) =
=MD (k1) = (k+ 1) [5+1] = (k+ 1)kf2 = SHUGIDH] Gk 4 1) m

1.2.2 Sumacni a stcinova symbolika

Znak > (velké grécke sigma) sa pouziva na zjednoduSenie zapisu suétu s mnohymi
séitancami. Ich pocet moze byt konecny ale aj nekone¢ny. Tento sidet zapisujeme v tvare

n o0

Z aj =05+ Qs41 + -+ ap_1 +an, rEsp. Z ; =05+ Usy1 + G512+ Asyp3+ -

j=s j=s
a Citame suma (stucet) a; pre j=s az n, resp. az do nekone¢na. Pismeno j nazyvame
s¢itaci index, s € Z nazyvame dolna hranica pre scitanie a n€ Z, resp. co nazyvame
horna hranica pre scitanie. Za j dosadzujeme postupne celo¢iselné hodnoty od dolnej
hranice po hornt hranicu (vratane hranic). Nekonetné sumy sa nazyvaja ¢iselné rady a
budeme sa nimi podrobne zaoberat neskorsie.
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Na zjednodusenie siacinu pouZzivame analogicky znak ] (vel'ké grécke pi). PiSeme
n (oo}
H @j = Qs - Qsy1 - Qp_1 - Qp, TESP. H Aj = Qs - Qsy1 - Asp2 - Qsp3- -
j=s j=s
a ¢itame stcéin (produkt) a; pre j=s az n, resp. az do nekoneéna. Pismeno j nazy-
vame nasobiaci index, s dolna hranica a n, resp. co horna hranica pre nasobenie.
Nech n € N, potom sucin n! = H?zlj = 1-2-3---n nazyvame faktorial ¢isla n a

¢itame n faktorial. Specidlne pre n=0 definujeme 0! =1.
Cvicenia

1.2.1. Dokéazte roznymi sposobmi nasledujice tvrdenia:

a) Pre vietky redlne ¢isla a, b plati a® + b > 2ab.

b) Suc¢in dvoch nepéarnych ¢isel je ¢islo neparne.

¢) Sudin dvoch parnych ¢isel je ¢islo parne.

d) Sucin dvoch &isel, z ktorych je aspon jedno péarne, je parny.
1.2.2. Dokazte, ze V2, v/3, V5, V6, V7, V/8, V10, V11 st iracionélne ¢sla.
1.2.3. Dokazte: Va,b€ R: a#b < a? + b > 2ab.
1.2.4. Dokézte roznymi sposobmi, ze pre vSetky ne€ N plati: 3)(71 = 3’(112 —1).

1.2.5. Dokazte priamo a potom matematickou indukciou, ze pre vietky ne€ N plati:

a) 2|/(n? —n), b) 3[(2n3 + n), c) 5|(n® —n), d) 6[(n3 —n),
e) 6|(n® +3n% +2n), ) 6{(n” —n), g) 7|(n" —n), h) 7((6%" — 8).
1.2.6. Dokazte priamo a potom matematickou indukciou, ze pre vSetky n€ N plati:
n 1 n 1
a) X1 7G5 = win b) X i mEDEED = T
n 1 o n n 1 _ n
c) Zj:l (Bi—1(3j+2) _ 2(3n+2)’ d) Zj:l @—3)(4j+1)  dnf1°

1.2.7. Dokéazte pomocou matematickej indukcie, ze pre vietky ne N plati:

a) Z?:l 25 =n(n+1), b) 2?21(23'_1) = n2, ¢) Z;}:O 9-i =9 9"
. n2 2 ) . N 4 i
d) Yo, g3 = ¢) Y 20 =2ntl 1, £) Y30 = EL

1.2.8. Dokéazte pomocou matematickej indukcie, ze pre vSetky n€ N plati:
n i n n i - —1)"(2nt1)—1
a) S0 (1) (2j-1) = (=1)"n, b) 37 (~1)7j = SHEGrRL,

¢) g, 42 = R, d) 37 (—1)752 = Cpes),
n ey, n343n242n n ey . I
e) YUy j(j+1) = niSndn, £) 320 (1) (j+2) = M),

1.2.9. Dokazte, Ze pre vietky n€ N, n > 9 plati 2" > (n—1)?(n—2).

1.2.10. Dokazte:  a) VneN: 4|[n®+(n+1)2—1], b) VneN: 9|[n3+(n+1)*+(n+2)).
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1.2.11. Predpokladajme, 7e existuju trojhalierové a péathalierové mince. Dokazte, ze kazdy
nakup s cenou viac ako 7 halierov mozeme zaplatit iba tymito mincami.

1.2.12. Dokéazte pomocou matematickej indukcie:
a) Vypukly n-uholnik mé (n—3)n/2 uhlopriecok.
b) Stcet vnutornych uhlov vypuklého n-uholnika je (n—2)x.
¢) Sucet vnutornych uhlov Tubovolného n-uholnika je (n—2)r.
d) n priamok prechadzajucich jednym bodom deli rovinu na 2n ¢asti.

1.3 Mnoziny

Pod pojmom mnoZina rozumieme neusporiadany stbor (skupinu, sihrn) predmetov
(veci, pojmov, &sel, ... ), ktoré nazyvame prvky mnoziny. MnoZiny sa obvykle oznacuji
velkymi pismenami a ich prvky sa ohrani¢uju zloZenymi zatvorkami { }. Symbolmi € a ¢
vyjadrujeme, Ze prvok patri alebo nepatri do danej mnoziny.

Mnozinu povazujeme za dani, ak o kazdom predmete je uréené, ¢i do nej patri
alebo nepatri. Mnozinu definujeme vyjadrenim vSetkych jej prvkov, napriklad zépismi

A = {zoznam prvkov} = {z; podmienky pre z}.

Ak mé mnoZina koneény pocet prvkov, nazyva sa koneéna mnozina. Ak nie je ko-
ne¢né, nazyva sa nekonecnid mnozina. Prikladom koneCnej a nekonefnej mnoziny sa
napriklad A = {neN;n <10} ={1,2,...,9} a B={neN; n > 10} = {11,12,13,...}.

Hovorime, e mnoZina A je podmnoZinou® mnoziny B ak, kazdy prvok mnoziny
A patri aj do mnoZiny B a zapisujeme A C B. V opa¢nom pripade zapisujeme A ¢ B.

Hovorime, Ze mnoziny A a B sa rovnaju (st totozné), ozn. A = B, ak maja rov-
naké prvky, t. j. ak kazdy prvok z A patri do B a zaroven kazdy prvok z B patri do A.
Takze A = B prave vtedy, ak A C B a zaroven B C A.

Ak neplati A = B, potom hovorime, 7Ze mnoziny A a B st rozne (nerovnaju sa) a
zapisujeme A # B. Je zrejmé, Ze mnoZiny A a B st rozne, ak existuje aspon jeden prvok,
ktory patri do jednej z nich a nepatri do druhe;j.

Niekedy sa pouzivaju oznafenia A C B alebo A S B, aby sme zdoéraznili, Ze moze
platit A = B a naopak oznacenia A C B, resp. A ; B, aby sme vyluécili moZznost A = B.

Mnozinu, ktora neobsahuje Ziadne prvky, nazyvame prazdna mnozZina a oznacujeme
ju @, pripadne {}. Musime si ale uvedomit, Ze symbol {}} vyjadruje jednoprvkovt mnozinu,
ktora ako prvok obsahuje prazdnu mnozinu. Dalej si treba uvedomit, ze prazdna mnozina
je podmnozZinou kazdej mnozZiny a Ze je kone¢nou mnoZinou.

Moze sa stat, Ze prvkami mnoziny st opdt mnoziny, si to tzv. systémy mmnoZzin.
Speciélny vyznam méa mnozina vSetkych podmnozin danej mnoziny A, ktord nazyvame
(potenéna mnozina mnoziny A) a oznaujeme 24, t. j. 24 = {B; B C A}.

Priklad 1.3.1.
Poten¢nou mnozinou mnoziny X = {0, 1,2} je mnoZzina

2% = {4, AC X} ={0, {0}, {1}, {2}, {0,1}, {0,2}, {1,2}, X} . m

6Niekedy tiez hovorime, ze B je nadmnozinou A a oznafujeme B D A.
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1.3.1 Operacie s mnozinami

Prienikom mnozin A a B nazyvame mnoZinu, ktora obsahuje vSetky prvky patriace
do mnoziny A a zaroven do mnoZiny B, t. j. AN B = {z; x € A A x € B}. Ak pre mnoziny
A, B plati AN B = (), potom ich nazyvame disjunktné.

Zjednotenim (sti¢tom) mnozin A a B nazyvame mnozinu, ktora obsahuje vietky
prvky patriace do mnoziny A alebo do mnoziny B, t.j. AUB = {z; xt€ AV x € B}.

Rozdielom mnozin A a B nazyvame mnozinu, ktora obsahuje vSetky prvky patriace
do mnoziny A a zaroven nepatriace do mnoziny B, t. j. A — B = {z; xt€ AN x ¢ B}.

Symetrickym rozdielom mnozin A a B nazyvame (A — B) U (B — A), t. ].

AAB=(A-B)U(B—-A)={z;z€(A—-B)Vze(B-A)}.

Nech A C X. Doplnkom (komplementom, doplnkovou, resp. komplementarnou
mnoZinou) mnoziny A do mnoZiny X nazyvame mnozinu A’ = X — A. Niekedy sa
zvykne doplnok tiez oznaovat A¢, A, resp. A’y (aby sa zd6raznilo do mnoziny X ). MnoZziny
A a A’ sa nazyvaji doplnkové (komplementarne) vzhl'adom na mnozinu X.

Z definicie vyplyva, Ze kazdy prvok x € X patri do préave jednej z mnozin A, A’.

A B A B A B
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Obr. 1.3.1: Prienik, zjednotenie, rozdiel, symetricky rozdiel a doplnok mnozin

Kartezianskym sti¢inom mnozin A a B nazyvame Ax B = {[z;y]; v €A, y€ B}.
Vyraz [x;y] sa nazyva usporiadana dvojica prvkov z a y, pretoze zalezi na poradi
prvkov z a y. Usporiadané dvojice [z1;y1] a [x2; y2] sa rovnaja, ak plati 1 = x9, y1 = yo.

Podobne pre n€ N nazyvame vyraz [21; Z2;. .. ;Z,] usporiadana n-tica a mnoZinu
Ay x - x Ay ={[z1;. . ;an] ;1 €AY, T €ALY
kartezianskym sucinom mnozin Ay, As, ... A,. Pre Ay =As=---= A, = A zjedno-

dusene piseme AxAx---xA=A"t.j. A=A", AxA =A% AxAx A= A3

MnoZinové operécie (prienik, zjednotenie, ...) maju podobné vlastnosti ako logické
operacie (konjunkcia, disjunkcia, ... ).
Veta 1.3.1.
A je Tubovolna mnozina = AUQ0=A, AN0=0, 0—-A=0.
Dokaz.

Tvrdenia vyplyvaju priamo z definicie: AUQ={z; x€ AV rxel}={x; z€A}=A,
Anb={z;zcAnzeld}={z; zcl}=0, 0—A={z; 2D ha¢A}={x; zcl}=0.m
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Veta 1.3.2.
A, B, C su l'ubovolné mnoziny —
a) ANB=BNA, AUB=BUA, AAB=BAA,
b) AnN(BNC)=(AnB)NnC, Au(BUC)=(AUB)UC,
c) AN(BUC)=(ANB)U(ANC), Au(BNC)=(AUB)N(AUC).
Dokaz.
a) Vyplyva z definicie.
b) Z asociativnych zakonov pre A a V vyplyva:

ze[AN(BNQO)] < [zeAN(zeBAzel)| & [(xeANzeB) NzelCl < xzc[(ANB)NC],
re[AU(BUQ)| & [reAV(zeBvVzel)| < [(xcAVezeB)Vael] < xe[(AUB)UC).

¢) Z distributivnych zdkonov pre A a V vyplyva:

ze€[AN(BUC)] & [z€AN(zxeBVzel)| &
& [(reANzeB)V(zeANnzel)] & z€[(ANB)U(ANC)],

ze[][AU(BNC)] & [z€AV(zeBAzel)] <
< [(zeAvazeB)AN(zeAVvzel) & z€[(AUB)N(AUC)]. =

Veta 1.3.3.

X#0, A, BCX —

a) (ANB) =A'UB', (AUB)=A'NnB, b X' =0, =X, ¢ (4)=A
Dokaz.

a) Tieto rovnosti nazyvame de Morganove zakony a vyplyvaja zo vztahov:
2€(ANB) < non (r€ANTEB) © 2¢AVa¢B e rcA'VaeB < xc(A'UB).
r€(AUB) < non (z€AVrEB) ¢ ANr¢B e rcA ANeeB < xc(A'NDB).
b) Vyplyva zo vztahov: € X' © 2¢ X e axzecl & x¢d < zeX.

¢) Vyplyva zo vztahov: € (A') < a¢ A’ & rcA. m

Pre kone¢ny systém mnozin Ay, As, ..., A,, n € N a pre nekone¢ny systém mnozin
Ay, Ag, Az, ...maju de Morganove zakony tvar:

[kélAk}/:kglA;w [kL:JlAk}/:kélA;w [kiAk}/:kE:le;w [kD:lAk}l:ﬁlA;c'

1.3.2 Zobrazenie mnozin

Nech A#(), B#(. Binarnou relaciou medzi mnozinami A a B nazyvame kazdu
podmnozinu kartezianskeho stc¢inu AxB. Slovo binarna ¢asto vynechavame. Ak T'C AxB,
potom skuto¢nost, ze prvok [x;y] patri do relacie T, zapisujeme [z;y] €T, resp. zT'y.

Hovorime, Ze binarna relacia T C Ax A je relaciou ekvivalencie’ na mnozine A, ak
je reflexivna, symetrickd a tranzitivna na mnoZine A, t. j. ak pre vSetky x,y, z € A plati:

reflexivnost: [z;2] €T, resp. z1'z,
symetria: [z;y] €T < [y; x] €T, Ty < yTx,
tranzitivnost: ([z;y]€T A ly;z]€T) = [x;2] €T, (Ty NyTz) = 2T 'z.

7Je potrebné ju odliovat od logickej operécie ekvivalencie.
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Jednym zo zakladnych pojmov v matematike je pojem zobrazenie (v matematickej
analyze sa uprednostiiuje nazov funkcia). Nech A#(), B#(. Zobrazenim (funkciou) z
mnoZiny A do mnoziny B nazyvame kazdua relaciu f C A x B taku, Ze pre kazdé x € A
existuje najviac jedno y € B, Ze [z;y] € f.

Prvok z € A sa nazyva vzor (nezavisla premenna). Prislusné y = f(z) sa nazyva
obraz prvku x v zobrazeni f (zavisla premennd), resp. hodnota zobrazenia f
v bode z (funkéna hodnota v bode z).

Mnozinu D(f) vSetkych x € A, pre ktoré existuje y = f(x) € B, nazyvame definiény
obor zobrazenia f. Mnozinu H(f) vetkych obrazov y € B, pre ktoré existuje vzor z€ A
taky, ze y= f(x), nazyvame obor hodnot zobrazenia f. To znamena, Ze

D(f) ={z€A; IyeB: [x;ylef},  H(f)={yeB;IxeD(f): [x;ylef}.
Namiesto zéapisov [z;y] € f a xfy sa Castejsie pouZivaju zapisy

iz, resp. y = f(x), resp. y = f(x): D(f) = B.

Ak D(f) = A, t. j. ku kazdému z € A existuje y € B, potom [ nazyvame zobrazenie
zobrazujice mnozinu A do mnoziny B aznaime y = f(z): A — B, resp. f: A — B.

Nech C C D(f), potom mnozinu f(C) = {f(x); x€C} nazyvame obraz mnoziny C
v zobrazeni f.

Poznamka 1.3.1.

Ak defini¢ny obor nie je zadany, potom pod D(f) rozumieme mnoZzinu vSetkych x, pre
ktoré existuje y= f(x) (t. j. maximalnu moznt mnoZinu vzorov).

Obor hodnot funkcie f je mnozina H(f) = {f(z); € D(f)}, takZze zapisom y = f(x),
x€D(f) je zaroven urfeny aj obor hodnodt H(f). To znamena, Ze zapis y= f(x), x € D(f)
a zapis y=f(x): D(f) — H(f) st ekvivalentné.

Priklad 1.3.2.

a) Relacia f = {[:1:, y| € R?; siny = a:} nie je zobrazenie (funkcia), pretoze vzor x = 0 ma
dva obrazy y =0ay =, t.j. [0;0]€ f, [0;7] € f.

b) Relacia f = {[z;y] € R? 2% 4+ y*> = —1} je zobrazenie, pretoze f = 0 a [z;y] s danymi

vlastnostami neexistuje. T. j. kazdému vzoru je priradeny najviac jeden obraz. m

Hovorime, 7e f: A — B je injektivne zobrazenie (injekcia, prosté zobrazenie),
ak dvom réznym vzorom z mnoziny A prislichaji rézne obrazy z mnoziny B, t. j. ak rov-
naké obrazy maji rovnaké vzory (obratend implikicia). Symbolicky to moZeme vyjadrit:

VIIYl,Q?Q cA: 1 7é2172 = f("lll)?éf(xg), t. J V:cl,:cQGA: f(xl):f(:tg) = T1=2x2.

Hovorime, 7e f: A — B je surjektivne zobrazenie (surjekcia, zobrazenie na
mnozinu B), ak ku kazZdému obrazu z mnoziny B existuje vzor z mnoZiny A4, t. j. ak
f(A) = B. To znamen4, ak plati: Vye B Jz€ A: y = f(x).

Hovorime, Ze f: A — B je bijektivne zobrazenie (bijekcia, jednojednoznaéné
zobrazenie), ak je injektivne a zaroven surjektivne (prosté na mnozinu B), t. j. ak

Yz u1], [xe;y2) €F: 1 =y2 = 1 = 2, VyeB dx€A: [x;yl€f.

Je zrejmé, ze ak je zobrazenie y = f(z), x € D(f), t. j. f: D(f) — H(f) injektivne,
potom je zaroven aj surjektivne, t. j. je bijektivne.
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Priklad 1.3.3.
Nech Al = {a/a b, C}7 A2 = {a7b7 C, d}a Bl = {p7 q,T, S}a B2 = {paqar}'

f1=Ala;q], ;7] [e;p]} : A1 — By je injekcia, ale nie je surjekcia (s nema vzor).
fo={la;q],[b;7],[c;p]} : Aa — Bs je surjekcia, ale nie je injekcia (d nem4 obraz).
fs=A{la;q], [b;7], [¢;p],[d; q]} : A2 — Bs je surjekeia, ale nie je injekcia (f5(a) = f3(d)).
fa={la;q], [b;7], [e;p]} : A1 — Bs je bijekcia, t. j. injekcia a surjekcia (obr. 1.3.2). m

p q9 r f p q r p q r p q r
a b c a b c :1 a b ¢ d a b c
Obr. 1.3.2: Injekcia f1, sujekcie fa, f3 a bijekcia fy z prikladu 1.3.3

Priklad 1.3.4.
Oznacme f(z) = \/x, potom f: (0;00) = (0;00) je bijekcia.
f: R — R nie je injekcia ani surjekcia (z = —1 nemd obraz, y = —1 nemd vzor).
f: (0;4) — (0;1) nie je injekcia, je surjekcia (z = 3 neméa obraz).
f: (0;2) — (0;4) je injekcia, nie je surjekcia (y = 3 nemé4 vzor). m
Zobrazenia st mnoziny usporiadanych dvojic, takze ich rovnost musime chapat
ako rovnost mnozin. Inymi slovami f = g prave vtedy, ak [z;9] € f < [2;y] € g. To

znamena, Ze zobrazenie [, x € D(f) sa rovna zobrazeniu g, x € D(g) prave vtedy, ak

D(f) = D(g) a pre vSetky x € D(f) plati f(x) = g(x).
Nech M C D(f) N D(g), potom zobrazenie f, x € D(f) sa rovna zobrazeniu g,
x€ D(g) na mnozine M préave vtedy, ak pre vietky € M plati f(x) = g(z).

Priklad 1.3.5. s

Nech f(x) =22, g(x) = |2, h(z) = Z-.

Plati f = g, f#h, pretoze D(f)=D(g)=R, D(h) = R—{0} a pre vietky € R: 22 = |z|°.
2 z

Na druhej strane f = h na mnozine D(h), pretoZe pre vietky € D(h): 2° =% m

xT

Nech f: A— B, g: C — D, pricom H(f) C C. Potom zobrazenie F': A — D, ktoré
kazdému z € A priradi hodnotu z=g(y) € D, kde y= f(x), nazyvame zloZené zobrazenie
(kompozicia, resp. zloZenie) zobrazeni [ a g. ZloZené zobrazenie zapisujeme

F=g(f)=/fog, resp. F(z)=g[f(x)]=I[fogl(x), zeD(f).
Zobrazenie f nazyvame vnutorna zlozka a g vonkajsia zlozka zobrazenia g(f).

Priklad 1.3.6.
) Jtylys f={la;pl, [b;p], [e;r], [d; 8]} =
F(a)=g[f(a)|=g(p) ==, F(b)=g[f(b)]=g(p) ==, F(c)=g[f(c)]=g(r)=
F(d)=g[f(d)]=g9(t)=y = F=g[f]={la;z],[bi2],]e;y],[d; ]} (obr. 1.3.3). m
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d-/:i

cCe—»7T
b: e q
a p

f

"R 3I n o+

Obr. 1.3.3: Zlozené zobrazenie F = g(f) z prikladu 1.3.6

Priklad 1.3.7.
Ak f(z)=23: R — R, g(z)=sinxz: R — (—1;1), potom
flg(@)] = [g(@)]* =sin’a: R — (~1;1), g[f(2)] =sinf(z) =sina®: R — (~1;1). =

Veta 1.3.4.
f+ A= B, g: B— C st bijekcie = F=g|[f]: A— C je bijekcia.
Dokaz.
f, g sttinjekcie: x1, 20 € A, x1# w2 = 1 =f(x1)Fya=f(x2) = z1=9(y1) #22=9(y2) =
9(y1)=glf (z1)]|=F(z1) # g(y2) =g[f (z2)]=F(x2) = F je injekcia.
g, f st surjekcie: Vze€C JyeB: z=g(y), YyeB JzcA: y= f(z) =
= VzeC JzxeA: z=yg(y) =g[f(z)] = F(x) = F je surjekcia. m

Identickym zobrazenim (identitou) nazyvame zobrazenie f(z) = z, x € D(f). Je
zrejmé, Ze identita je injektivna a zaroven surjektivna, t. j. bijektivna.

Ak je y= f(z): A— B bijektivne, potom existuje zobrazenie x = f~1(y): B— A také,
7e plati [x;y] € f < [y; 2] € f~1. Zobrazenie f~! nazyvame inverznym k zobrazeniu f.

Priklad 1.3.8.
a) Ak f(z) =2z +3: R — R, potom f~'(y) = %: R — R, pretoze plati:
(253) = [ 20+ 3) €/ & [y 2] = [20 + 350] = [y 552 e f 1

b) Ak f(z) = cotgz: (0;m) — R, potom f~1(x) = arccotgz: R — (0;7).
c) Ak f(z) =x: R — R, potom f~}(z) =2: R — R, pretoze [z;z]€ f < [z;2]€f~t. m

Veta 1.3.5.
f: A— Bjebijekcia = a) f~': B — A je bijekcia, b) (f71)
o) VyeB: flf 1 (y)l=y, d) VzeA: f7[f(z)]==.
Dokaz.
a) Vyplyva z definicie.
b) f: A— B, f~': B — A st bijekcie, x€ A, yEB =

wylef & palef L, [palef e myle(F )™ = f= ()
c)yeB = e y=f(x),x=[""y) = [myl = [/ Whylef =y= "W
d)reAd=3FyeB: y=f(x),z=fy) = [ya] = [f(x)iz]ef ' = a=f"[f(x). m
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Postupnostou nazyvame Iubovolné zobrazenie f s definiénym oborom N, t. j.

f=Aln; f(n)]; neN} = {1 F(D], 12 £(2)], B FB)] - [ f(0)], -}

Pre jednoduchost oznac¢ime f(n)=a,, n€N a postupnost f budeme zapisovat

f:{f(l),f(2)vf('?’)v'H,f(n)v"'}:{al’a?a as, "'7an7"'}:{an};z.o:1‘

kde a,, n€ N nazyvame® ¢leny postupnosti {a,} ~ . Obor hodnot H(f), t. j. mnozinu
hodnét, ktoré nadobtidaji a,, nazyvame mnoZina hodnét postupnosti {a, } "

n=1"

1.3.3 Mohutnost mnozZin

Hovorime, Ze mnoZina A je ekvivalentna s mnozinou B, ozn. A ~ B, ak existuje
bijekcia f: A — B. Ak mnoziny A a B nie su ekvivalentné, potom piSeme A # B.

Ak A ~ B, potom tieZ hovorime, 7¢ mnoZiny A a B maji rovnakii mohutnost.
Ak existuje injekcia, ale neexistuje bijekeia (t. j. surjekcia) A — B, hovorime, Ze mnoZina
A m4a mensiu mohutnost ako mnoZina B, resp. B ma viésiu mohutnost ako A.

Priklad 1.3.9.

a) {1,2,3} ~{a,b, c}, pretoze zobrazenie {[1;a], [2;b], [3;¢|} je bijekcia.

b) N ~ Z, pretoze zobrazenie f: N — Z definované vztahom f(n) = § pre n parne a
vztahom f(n) = 1’?” pre n neparne je bijekcia.

c) N ¢ R, pretoze neexistuje bijekcia N — R (N mé mensiu mohutnost ako R).

d) (—m;m) ~ R, pretoZe zobrazenie f(x)=2tga: (—m;m) — R je bijekcia. m

MnoZina A sa nazyva nekonecne spoéitatel'na, ak je ekvivalentna s mnozinou pri-
rodzenych &isel, t. j. ak A ~ N. Ak je A nekonec¢ne spocitatelna alebo kone¢na, nazyvame
ju spoéitatel'na. Ak A nie je spocitatelné, nazyvame ju nespocitatel'na.

Poznamka 1.3.2.

MnoZina moZe byt kone¢na, nekonecnd, spocitatelné alebo nespocitatelna (tab. 1.3.4).
Mnozina A je kone¢né préave vtedy, ak je prazdna (t. j. A=) alebo je kone¢ne spoéitatelna
(t.j. A~{1,2,...,n}, kde n€ N). Ked nie je kone¢na, potom je nekonecne spocitatelna
(t.j. A~ N={1, 2, 3, ...}) alebo je nespocitatelna.

Veta 1.3.6.

Mnoziny A, B su spocitatelné — AU B, Ax B, C'C A su spocitatelné.

Priklad 1.3.10.

a) Mnozina celych ¢isel Z je spocitatelna (priklad 1.3.9).

b) Mnozina parnych prirodzenych ¢isel {2n; n€ N} je spocitatelna, t. j. {2n; ne N} ~ N.
¢) Mnozina hodno6t Tubovolnej postupnosti {a,},-, je konefna alebo konecne spoéita-
telné.

d) Mnoziny N2 = {[n1;ns]; n1,ne €N} a Q = {%, mEZ,nGN} st spocitatelné.

e) Nespoditatelné st napriklad (a;b), (a;b), (a;b), (a;b) prea < b, R, R®>, [=R— Q. m

8Kazdy ¢len an, n€ N predstavuje usporiadant dvojicu [n; an], t. j. vzor a, je uréeny jeho poradim.
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_ [ prazdna
konecéné {

mnozina .
mnozina

konecne spoditatelna spocitatelna
nekonecne spocitatelna }

nekonecna { . o
nespocitatelna

Tabulka 1.3.4: Koneéna, nekonecna, spocitatelna, nespodéitatelnd mnozina

Cvicenia

1.3.1. Nech X #(). Dokazte, Ze pre lubovolné mnoziny A, B,C' C X plati:
2) [(ANC) — BJU[(AAB) - C] = {[AAB]U[C N (A— B)l} — [BN (C - A)],
b) [(ANC) - BJU[(AAB) - C]Cc (A-B)U(AuC).

1.3.2. Nech A = {1, 2, 3, 4}, B = {1, 2, 3, 4, 5}. Najdite potenéné mnoziny 24 a 28. %

1.3.3. Nech n € N a nech A, = {1, 2, ..., n}. Kolko prvkov a kolko podmnoZin maja
mnoziny A,, A2, A3 ... AF kde ke N? *

1.3.4. Nech X #0 a nech A, B,C C X. Ktoré z uvedenych vztahov su pravdivé: *

2) A C (AN B), b) AC (AUB), ¢) (A—B) C A,

d) (A— B) C B, ) (A-B)UB = B, ) (A-B)NB =B,
g) (A-B)UA= A4, h) (A— B)NA= A4, i) (A—B)UB = 4,
) (A-B)NB = A4, ) (A—B)NA=B, ) (A—B)N B =0.

1.3.5. Nech X # ) a nech pre mnoziny A, B,C,D C X platia vztahy AU B’ C C,
(ANB)'UD = A’ U B. Zistite, aké st vztahy medzi mnozinami A’ UC, BU (D — A)',
DA(ANC), (D — B)' navzajom (rovnost, podmnozina) a ich vztah k mnozine X.

1.3.6. Nech A = {1, 2, 3,4}, B = {a, b}, C = {z, y, z}. Napiste vSetky prvky mnozin
Ax B, AxC,AxBxC.

1.3.7. Nech A = {z: z€ N,x < 11} a nech Ay, A3, A5 C A su takeé, ze As obsahuje vietky
parne ¢isla, A3 obsahuje vSetky ¢isla delitelné tromi a As obsahuje vSetky &isla delitelné
piatimi. Uréte a graficky znazornite nasledujice mnoziny: %

a) Ay — Az, Ay — A5, Az — As, b) A3 — Ay, As — Az, As — As,

c) AU Az, Ay U A5, Az U As, d) Ay N Az, AsNAs, AzN As,

e) Ao NAsNAs, Ay U A3 U As, f) AsANAs, AsANAs, AzNAs,

g) (A2 mAg) UA5, (A2 UAg) OA5, h) (AQ ﬂA5) UAg, (AQ UA5) ﬂAg,
l) (AgﬁAg,)UAQ, (AgUAE,)OAQ, J) (Ag —As)UAQ, (Ag —A5) ﬂAg.
1.3.8. Nech X #(). Dokazte, Ze pre vietky A, B,C, D C X plati:

a) ACB & AUB =B, b) AC (AUB), (ANB) C A,

c) ACB & A—B=1{), d) AcC,BcD = (AUB)C (CUD,),
e) ACB & ANB=A, fyAcC,BCcD = (ANnB)C (CND).
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1.3.9. Nech X #0 a nech A, B,C, D C X. Zistite, ktoré z rovnosti si pravdivé: *
a) (AxB)N(CxD)=(ANC)x (BND),
b) (Ax B)U(C x D)= (AUC) x (BUD,).

1.3.10. Uvazujme mnoziny A={1,2,3,5,7}, B={1,3,7,9}. Rozhodnite, ¢ mnoziny: *

a) fi={[1;1], [1;3], [3;1]}, b) fo={12:3], [32], [1;7], [7; 9]},
) fs={[L:1], [33], [7;7], [7:9]}, d) fa={11], [1;3], [1;7], [1;9]}
st relaciami medzi A a B, resp. B a A. Zistite, v ktorych pripadoch st zobrazenim.

1.3.11. Nech je dana mnozina A={a,b,c,d,e}. Definujte relaciu f € A? tak, aby bola: *

a) reflexivna, symetricka, tranzitivna, b) reflexivna, symetrickd, nie tranzitivna,
¢) reflexivna, tranzitivna, nie symetrickd, d) symetrickd, tranzitivna, nie reflexivna.

1.3.12. Rozhodnite, ktoré z mnozin st spocitatelné a ktoré nespociatelné: *
a) (0;1)NQ, b) (0;1) N1, c) (0;1)x{0,1}, d) (0;1) Q.

,» Tati, bila té nekdy tvoje maminka?“ , Ne, je'n:om tvoje. “
uryvok z filmu SLUNCE, SENO A PAR FACEK

Ach mili priatelia, priatelia neexistuju!
ARISTOTELES

,» Miidrejsi ustipi!“ — Smutnd pravda, zddévodriuje nadvlddu hliposti nad
svetom.
MARIE von EBNER-ESCHENBACHOVA

Nerdd sa mieSam do svojich sukromnich zdleZitosti.
KARL KRAUS

Vyhladdvanie ludskijch chyb je jedind zdbava, z ktorej sa mozZno tesit
zadarmo.
MAXIM GORKIJ

Skola rozvija vietky vlohy, vrdtane hliposti.
ANTON PAVLOVIC CECHOV

Aj tie najkrajsie nohy niekde kondia.
JULIUS TUWIM

Mdm rdd prdcu, priam ma fascinuje. Celé hodiny sa vydrZim na 7iu divat.
JEROME K. JEROME

Niektoré charaktery si nezlomné, pretoZe su pruzné.
STANISELAV JERZY LEC

Cakal som to, ale nie tq,k: slgoro!
NAHROBNY NAPIS



Kapitola 2

Realne déisla

2.1 Algebraické vlastnosti realnych cisel

Ak hovorime o mnozine realnych ¢isel, nemyslime tym iba ¢isla, ale aj ich porovnavanie
a operacie na nich definované (s¢itanie, od¢itanie, nasobenie).

Nech A je neprazdna mnoZzina. Zobrazenie, ktoré kazdej usporiadanej dvojici [a; b] € A
priradi dalsi prvok z A nazyvame binarna operacia (definovana) na mnoZine A.
Vysledok binarnej operacie ¢ oznacujeme ¢(a,b), resp. apb. V praxi sa mnohé binarne
operacie ozna¢uju $pecialnymi symbolmi, napr. +, -, U, N, A a podobne.!

Priklad 2.1.1.
Nech X #0 a nech 2% = {A; A C X}. Symboly U, N, —, A predstavuji binarne operacie
2% % 2% — 2% Doplnok mnoziny je unarna operacia 2¥ — 2%, m

Jednym zo zékladnych pojmov, s ktorym sa stéle stretavame, je ¢islo. Pojem ¢isla je
intuitivne jasny asi kazdému ¢loveku. Medzi najvSeobecnejsie ¢iselné mnoziny patri mno-
zina komplexnych ¢isel C, ktora obsahuje tzv. imaginarnu jednotku i s vlastnostou
iZ = —1. Najdolezitejsou ¢iselnou mnozinou je jej podmnozina, ktori nazyvame mnoZina
realnych ¢isel a oznacujeme R. Mnozinu redlnych ¢isel definujeme ako celok s relaciami,
operaciami a ich vlastnostami. Zadavame ich pomocou tzv. axiéom realnych é&isel. Pokial
nepovieme ina¢, budeme pod pojmom ¢islo rozumiet ¢islo realne.

Zakladnym vztahom medzi &islami je rovnost ,,=“. Hovorime, Ze ¢islo a sa rovna
¢islu b (¢isla a, b sa rovnaju), ozn. a=b, ak vyrazy a, b vyjadruja to isté &islo. V opatnom
pripade hovorime, Ze ¢islo a sa nerovna ¢islu b (Eisla a, b sa nerovnaji) a zapisujeme
a#b. Rovnost je relaciou ekvivalencie na R, t. j. pre vSetky a, b, c€ R plati:

a=a, a=b & b=a, (a=bAb=c) = a=c

Séitanie ,+“ je binarna operacia, ktora ¢islam a, b (séitancom) priradi ¢islo a + b,
tzv. stéet Cisel a a b. Nasobenie ,,+* je bindrna operacia, ktora ¢islam a, b (¢initel'om)

1o: A" — A, n€ N nazyvame n-narna operacia Ak n=1, potom hovorime o unarnej operacii.

23
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priradi ¢islo a - b=ab, tzv. sticin ¢isel a a b. Pre vSetky a, b, c€ R plati:

(S1) a+b=b+a, (N1) a-b="b-a,

(S2) (a+b)+c=a+(b+c), (N2) (@-b)-c=a-(b-c),

(Ss) F10€eR VaeR: a=a+0, (N3) F1€eR VaeR: a=a-1,

(S4) VYacR AlzeR: 0 =a+uz, (Ny) VaeR,a#0 NyeR: 1 =a-y,
)

(a+b)e = (ac) + (be) = ac + be.

Axiomy (S1) a (N7) nazgvame komutativny zakon, (S3) a (N3) nazgvame asocia-
tivny zakon. Cislo 0 nazyvame nula (nulovy prvok), z nazyvame opacné ¢&islo k
¢islu a a zna¢ime z=—a. Cislo 1 nazyvame jednotka (jednotkovy prvok), y nazyvame
inverzné (obratené) &islo k ¢islu a a znaéime a! = 1/a = 1. Axiému (D) nazyvame
distributivny zakon nasobenia vzhl'adom na sé&itanie.

Od¢itanie ,—“ je binarna operacia, ktora ¢islam a (mensenec), b (mensitel’) priradi
z € R také, ze b+ = a. Cislo = a+ (—b) = a—b nazyvame rozdiel &isel a a b. Delenie
,»/“ je binarna operacia, ktora ¢islam a (delenec), b#£0 (delitel) priradi y € R takeé, ze
by=a. Vysledok y = ab~! =a:b=a/b= % nazyvame podiel ¢isel a a b, resp. zlomok
s ¢itatelom a a menovatelom b. Nech a,b,c,d€ R, b#0, d#0, potom plati:?

=9 & ad=bc, 44 ¢ = adtbe

Reélne ¢isla modzeme porovnavat a usporiadat podla velkosti pomocou relécie uspo-
riadania mensi ,,<*, resp. VACSi ,>“. Vyrazy a < b (¢ je mensie ako b), b > a (b je
vacsie ako a) st ekvivalentné. Nech a, b, c€ R, potom plati:

(Uy) Plati prave jeden zo vztahov a < b, a=b, b< a,
(Uz) (a<bAb<c) = a<eg (Us) a<£a, t. ] neplati a < a,
(Ug) a<b = atc<b+e, (Us) (a<bA0<c) = ac<be

Ak binarna relacia T definovana na A#0 splha (Uy), (Uy), (Us), potom ju nazyvame
usporiadanie a mnozinu A usporiadana. Je zrejmé, ze R, N, Z, ) st usporiadané.

Ak plati a = b alebo a < b, resp. a > b, potom struéne piSeme a < b (¢ je mensie
alebo rovné b), resp. a > b (a je vacSie alebo rovné b). Tieto nerovnosti nazyvame
neostré. Nerovnosti <, > nazyvame ostré.

Redlne ¢islo z > 0 sa nazyva kladné, z > 0 sa nazyva nezaporné, z < 0 zaporné a
z < 0 nekladné. Cislo 0 je nezaporné a nekladné. Spec1a1ne oznacujeme

Rt={zeR; >0}, R-={r€R; 2<0}, RI={z€R; x>0}, Ry ={r€R; v<0}.

Nech A C R. Ak pre vietky z € A plati z < a [resp. b < x|, potom ¢&islo a € R [resp.
b € R] nazyvame horné [resp. dolné| ohrani¢enie mnoziny A. MnoZinu A nazyvame
zhora [resp. zdola] ohrani¢ena. Ak je A ohrani¢ena zdola a aj zhora, potom sa nazyva
ohranicena. Ak mnozina A nie je ohrani¢ena zhora [resp. zdola], nazyva sa neohrani¢ena
zhora [resp. neohrani¢ena zdola]. Ak A nie je ohranicena, t. j. nie je ohrani¢en4 zhora
alebo nie je ohrani¢ena zdola, nazyva sa neohranic¢ena.

2Rovnost dvoch zlomkov, resp. tiprava dvoch zlomkov na spolo&ného menovatel'a.
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Nech A C R. Ak a € R je horné [resp. dolné| ohrani¢enie mnoziny A a zaroveil a € A,
potom a nazyvame najvacsi prvok (maximum) [resp. najmensi prvok (minimum)]
mnoziny A a ozna¢ujeme a = max A [resp. a = min A].

Najmensie z hornych ohrani¢eni nazyvame suprémum a najvacsie z dolnych ohrani-
¢eni nazyvame infimum mnoziny A, oznaujeme sup A a inf A. Potom plati:3

a=supA < i) Veed: z<a, ii) WeR: VzeA:z<b)=a<b,
f=infA <« i) VeeA: f<uz i) VbeR: (VazcAd:b<z)=b<p.

Jednou zo zakladnych axiéom je axiéma o najmensom hornom ohraniceni: ,Kazda
neprazdna zhora ohrani¢end mnozina realnych ¢isel ma suprémum patriace do R.“, t. j.

VACR,A#0: (3aeRVzeA: x <a) = Ja=supA€R. (AH)

2.1.1 Ciselné mnoziny

Cisla1,2=1+1,3=2+1,4=3+1, ..., n= (n—1)+1, ...nazyvame prirodzené.
Mnozinu vSetkych prirodzenych éisel oznacujeme N. Symbolicky ju mozeme vyjadrit

N={1,2,3,...,n,n+1,n+2,...}.

Celymi c¢islami nazyvame dCisla, ktoré sa daju zapisat ako rozdiel dvoch prirodze-
nych ¢isel. Mnozinu vSetkych celych ¢isel oznacujeme Z. Do mnoziny Z patria vSetky
prirodzené &isla, vietky ¢éisla k nim opaéné a ¢&islo 0. To znamena, Ze plati:*

Z={m—-n; mneN} ={0,£1,4£2,+3,...,4+n,...}.

V mnoZine Z nie je vo vSeobecnosti definovany podiel ¢isel. Kazdé ¢&islo, ktoré sa da
vyjadrit ako m/n, kde m € Z, n € N sa nazgva racionalne ¢islo. Minozinu vsetkych
racionalnych ¢isel oznac¢ujeme Q. (V]isla7 ktoré nie st racionédlne, nazyvame iracionalne
(napr. v/2, e, 7). Minozinu vsetkych iracionalnych é&isel oznacujeme I. Plati:

Q:{%;m,neZ, n;«éO}:{%;meZ, neN}, I=R-Q.
Je zrejmé, Ze stcin a podiel dvoch racionalnych ¢isel (s nenulovym menovatelom) je
opéat racionalne ¢islo. Racionalne ¢islo moze mat viacero roznych vyjadreni, napr.:

0,5=23=1=7% avkonetnom dosledku aj 3 = %

Na druhej strane stucin a podiel dvoch iracionédlnych ¢isel moéze byt rozny:
V24v2=2€Q, V2-V3=V6¢€el, %:\/ZIZQEQ, %:\/Eel.

Priklad 2.1.2.
Dokéizte, ze /2 je iracionélne &islo.

Riesenie.
Sporom. V2€Q = V2= m neN st nestdelitelné¢ = 2= %’2 = m’P=m? =
2|m = m=2k k€N = 2n?2=m?=4k> = n?=2k%> = 2’n =
2lm a2ln = m, n st sudelitelné &slom 2 (spor) = v2¢Q.m

3Pre sup: i) a je horné ohraniéenie, ii) kazdé iné horné ohranicenie b je vi&sie ako a, t. j. « je najmensie.
4Symbol +n vyjadruje &islo n a zaroveii opaéné &islo —n. V praxi sa pouZiva tiez symbol Fn.
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Priklad 2.1.3.
Mnozina N je zdola ohrani¢en4 a zhora neohranic¢ena, t. j. nie je ohranicené.
Mnozina Z je zhora aj zdola neohrani¢ena. m

Veta 2.1.1.
ACR, A#() = min A = inf A, max A = sup A (pokial min, resp. max existuji).

Dokaz.
Dokazeme pre max, pre min je dokaz analogicky. Z definicie supréma vyplyva:
i) sup: max A€ A = maxA <supA

.. . i N = maxA =supA. m
ii) sup: max A je horné ohranicenie A = sup A < max A } P

Aj ked je mnozina realnych ¢isel R nekone¢nd, vsetky jej prvky su koneéné, pretoze
pod pojmom ¢&islo rozumieme konecné ¢islo. To znamen4, Ze pocet prvkov mnoziny R ne-
mozeme vyjadrit ¢islom. Preto ma zmysel rozsirit mnozinu R o prvky minus nekoneéno
a (plus) nekoneéno, ktoré oznafujeme symbolmi —oo a co. Tato mnoZinu nazyvame
roz$irend mnozina realnych ¢&isel a zna¢ime R* = RU {—o0, c0}.

Operécie a relacie, definované na R, moZeme Ciastoéne rozsirit aj na mnozinu R*. Pre
vSetky a € R plati —oo < a < co. Pre vSetky a,b€ R, b > 0 definujeme vyrazy:

00t+o00 =00, —00—00=-—00, atoo==+00, F00-00=1t00, —00:(—00)= 00,
+b- 00 =400, #b-(—00)=TFoo, L =0, =200, T =Foo.
Nedefinujeme vyrazy (nazyvaju sa neurcité a blizSie sa im venujeme na strane 105):

+oo [os) +oo a

00 —00, doo-0, 5 5 T o

Z definicie infima a supréma je zrejmé, ze kazdad mnozina A C R moéZe mat najviac
jedno infimum a najviac jedno suprémum. Ak je mnoZina A zhora ohrani¢ené, potom na
zéklade axiomy (AH) plati sup A€ R. V opa¢nom pripade definujeme sup A = oo.

Analogicky ak je mnozina A zdola ohranicenda, potom inf A € R a v opa¢nom pripade
pre mnozinu A neohranicent zdola definujeme inf A = —oo0.

Nech A C R, c€ R, potom ozna¢me symbolmi —A, ¢cA mnoziny:

Veta 2.1.2.
Ak A C R, potom plati: a=sup A< —a=inf(—A4), f=inf A< —p=sup(—A).

Veta 2.1.3.
ACBCR,A#0, B#) — inf B <inf A, supA <supB.

Doékazy predchadzajucich viet vyplyvaja z definicie infima a supréma. m

Intervaly a ich zjednotenia st najCastejSimi mnozinami, s ktorymi pracujeme.

Nech a,b€ R, a < b, potom ohrani¢enymi intervalmi s krajnymi bodmi a a b
(Tavym a, pravym b) nazyvame nasledujice mnoziny:

(a;0) = {x€R; a <x <b} uzavrety interval,

(a;b) ={z€R;a <z <b} =zlava uzavrety a sprava otvoreny interval,
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(a;b) = {xr€R; a <z <b} zlava otvoreny a sprava uzavrety interval,’
(a;0) ={r€R;a <z <b} otvoreny interval.
Ak T je ohraniGeny interval, potom dizkou intervalu I nazyvame &islo d; = b — a.
Nech a€ R. Neohrani¢enymi intervalmi nazyvame mnoziny:
(—o0ja) = {reR; x < a}, (a;00) = {z€R; a <z},
(—o0ja) = {r€R; z < a}, (a;00) ={x€R; a < x}.
Mnozinu R zvykneme zapisovat ako neohrani¢eny interval (—oo;00) = {x € R} = R.
Vsetky predchéadzajice intervaly nazyvame nedegenerované. Pokial nebude pove-
dané ina¢, budeme pod pojmom interval rozumiet nedegenerovany interval.
Ak a = b, potom intervaly nazyvame degenerované. Sua to intervaly:

(a;a) ={zr€R; a <z <a}=/{a}, (a;a) ={r€R;a <z <a}=0.

Usporiadand mnozina M # () sa nazyva husto usporiadana, ak pre vSetky prvky
a,be M, a < b existuje prvok ce M taky, ze a < ¢ < b.

Je zrejmé, ze R je husto usporiadané. Pre kazdé a,b€ R stadi polozit ¢ = (a + b)/2.

Mnozina racionalnych ¢isel @ je tiez husto usporiadana. Lenze medzi dvomi racional-
nymi &islami existuju medzery, ktoré vyplhaju iracionalne ¢isla.

MnozZina A C R sa nazyva suvisla, ak pre vSetky a,b€ A, a < b, plati (a;b) C A.

Z definicie vyplyva, ze kazdy interval v mnozine R je stvisld mnozina. Mnoziny N, Z,
@, I a Tubovolné ich podmnoziny nie s stvislé mnoziny.

Veta 2.1.4 (Princip savislosti).
A C R je stavislda mnozina, A obsahuje aspon dva rozne body = A je interval.

Dokaz.

. PP . .. P A nie je interval
Sporom. A je sivisla, existuji a#b, a,be A, A nie je interval

existuje c€ (a;b), c¢ A S LI N (a;0) CA = ce(a;by CA = ceA (spor). m

Mnozinu R moZeme reprezentovat priamkou. Zvolme v rovine priamku p a na nej dva
body O, J tak, aby vzdialenost |OJ| = 1. Ak bod P lezi na polpriamke OJ, potom mu
priradime ¢islo zp = |OP|. V opanom pripade mu priradime &slo zp = —|OP|. Je
zrejmé, ze xo = 0 a x; = 1. Priamku p nazyvame realna ciselna os, bod O nulovy bod
a bod J jednotkovy bod (obr. 2.1.1).

(—o0; —3) (—2;0,5) R (1;2.5) (5 00)

(0] J P

4 372y g 0 1V2 9 3 TPy

Obr. 2.1.1: Realna ¢iseln4a os

SIntervaly (a;b) a (a;b) struéne nazyvame polouzavreté, resp. polootvorené.
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Veta 2.1.5 (Archimedova vlastnost realnych &isel).
a€ER, z€R, x >0 — existuje k€7 také, ze: kx <a < (k+1)z.

Archimedova vlastnost_je dolezitym dosledkom axiomy (AH). Specialne pre z = 1
dostaneme k < a < k+1. Cislo k nazyvame (dolna) cela ¢ast ¢isla® a a oznacujeme |a,

9 w2

resp. [a], resp. Int a. Rozdiel @ — |a| nazyvame lomena ¢ast ¢éisla ac R (vid obr. 2.1.2).

a
2 la) 2
a—|a]
1 —o / 1
. / / / /
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2 a
—0—1 -1
———0 =% —2

Obr. 2.1.2: Cela a lomena cast ¢isla a

Veta 2.1.6.

a€R,a>0 = existuje ne N také, ze %<a.

Dokaz. s

a>0 = 1>0 S22, JneN: n-1<l<n = l<am

Veta 2.1.7.
a,bER, a <b = existuju s€@, vel také, ze s€(a;b), veE(a;b).

Dokaz.

a<b = 0<b—-a = IneN: L<b-—a = JkeZ:k<na<k+1 =
%Sa<%=%+%§a+%<a+(b—a):b = SZ%EQ,SE(a;b).

a—7 <b—m = Is€Q: a—T < sp <b—71 = a<sp+w<b,v=s9g+wEl, vE(a;b). M

Veta 2.1.8.
reR = sup{s; s€Q, s<r}=r.

Priklad 2.1.4.
Pre mnozinu A = {xEQ; x < \/5} plati sup A = v2¢ Q.
To znamend, Ze axidma (AH) neplati v mnoZine racionalnych ¢isel Q. m

Veta 2.1.9 (Cantorov princip vloZenych intervalov).

Nech (ay;b1) D (az;b2) D (as;b3) D+ D (ant1;bnt1) D (an;by) D0 =
existuje c€ R, ktoré lezi vo vSetkych intervaloch, t. j. 3c€ R: c€()o— (an;by).

Ak navySe Ve > 0 dneN: b,—a, < e = existuje také ¢ iba jedno.

6 Analogicky sa hornou celou ¢astou &isla a nazyva také celé &islo | = [a], pre ktoré platil < a < I+1.
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Dokaz.
Ozna¢me A = {an; neN}, B={b,; neN} =

ap <sup A <inf B <b,, ne N = c€ ) {(an;b,) = (sup A;inf B).
n=1
Jednozna¢nost. Oznaé¢me d=inf B—sup A, D={d}, RT=(0;00)={e; e >0} =

0<d=infB—supA<b,—a,<e = DCR*WM:M>

0<d=infD<infR" =0 = 0=d=infB—supA = c=inf B=supA. m

Cantorov princip vloZenych intervalov sa v matematike vyuziva ¢asto. Postupnost in-
tervalov sa spravidla konstruuje metédou bisekcie. Pri tejto metode sa interval rozdeli
na dva rovnaké podintervaly. Z nich sa vyberie vhodny interval a ten sa opét rozdeli na
dva rovnaké podintervaly. Tento postup sa opakuje aZ po pozadovanu presnost.

Priklad 2.1.5.
Dané postupnosti spliiaji predpoklady vety 2.1.9 (obr. 2.1.3) a plati

NhH =0 N1-ki+d) =1
n=1 n=1
-1 -3 oiid 1 -2 -f -1 0 S T

Obr. 2.1.3: Obrazok k prikladu 2.1.5

Absoliatnou hodnotou éisla a € R nazyvame &slo |a| = max {—a,a} = {_Z: Z i 8’
Priamo z definicie (vid obr. 2.1.4) vyplyva:
0l 20, la| =0 a=0, |-al=lal, lab|=lal-Pl, |%= Z|| a,b,cER, 0.
Veta 2.1.10.
a,beR = a) |a+0b| <lal+1b], b) |a|—|b] < |a+b|.
Doékaz.

a) Nerovnost sa nazyva trojuholnikova. Zo vztahov +a < |a|, b < |b| vyplyva:

a+b<lal+ b < |a+ b

—a—b<la]—=b< o] +b) b= ot bl =max{atb—a b} <ol +10].

b) Ak dosadime do trojuholnikovej nerovnosti ¢isla —b, a + b, dostaneme:

=0+ (a+b)[ <[=bl+|a+b] & laf <|b|+]|a+D], t.j |a|=[b]<]|a+0 =
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Priamo z definicie vyplyva aj nasledujuce tvrdenie.

Veta 2.1.11.
Ak a€R, a >0, potom plati: |z|<a & —a<z<a & z€(—a;a).

Vyraz |z — a| predstavuje vzdialenost bodov a a = na ¢iselnej osi. Pre 6 > 0 plati:

[x—a| <0 <= —0<zr—-—a<§ <<= a—d<zx<a+0 < z€{a—0da+9).

2 a —
! —2 —1 0 T 2 ¢
-2 -1 o0 i 2 ¢ -t
Obr. 2.1.4: Absoliatna hodnota ¢isla a Obr. 2.1.5: Signum ¢&isla a

Veta 2.1.12.
Mnozina A C R je ohrani¢end <= existuje a > 0 také, ze |z| < a pre vietky z € A.

Dokaz.
NP_.: A je ohraniend = Jcj,co€ RVz€A: ¢ <z <c¢y = a=max{

C1l, |C2 }
PP_:a>0 = VeeA: —a<zx<a = A jeohraniCeni. m
Ak pre a € R ozna¢ime at = max {a, 0}, a~ = max {—a, 0}, potom plati:
la|=aT+a", a=at—a", a+:7a+2|a|’ a” = —‘FQM.
—1, prea<0,
Nech a € R, potom signum ¢isla a definujeme vztahom sgna = { 0, prea =0,
1, prea>0.
Veta 2.1.13.
a,bER = a)a=sgna-lal, |a|=sgna-a, b) sgn (ab) = sgna - sgnb.

Dokaz.

a)a=0 = sgna-la]=0-0=0.

a#0 = sgna-la| = (£1)-(+a) =a, sgna-a=sgna-sgna-lal = (+1)-(£1)-|a| =|al.
b)a=0alebob=0 = ab=0 = sgn(ab) =sgna-sgnb=0.

a) a a a
a#0, b#£0 == sgn (ab) = ﬁ = ﬁ =T % =sgna-sgnb. m

n-krat
Nech a € R, n€ N, potom vztah o™ = aaa nazyvame n-t4 mocnina ¢isla a (&i-
tame a na n-ta). Cislo a nazgvame mocnenec (zdklad mocniny), n nazyvame mocnitel
(exponent). Pre a#0 definujeme a® =1, a™" = L.
S mocninou 0° je to trochu zlozitejsie. Na zéklade predchadzajiceho moézeme definovat
0° = 1, ale na zaklade vztahov (2.1) moézeme definovat’ 0° = 0. V beznych pripadoch

"Prvy pohlad je zaloZeny na funkcii y = 2% = 1, £#0 a druhy na funkcii y = 0% = 0, = > 0.
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definujeme 0° = 1. Na druhej strane limita v tomto tvare patri medzi neuréité vyrazy a je
potrebné ju individualne vyéislovat (str. 105).

Poznamka 2.1.1.
Vyraz a™" neméa zmysel, pretoZe nie je uréené, & vyjadruje (a™)" alebo a(™"). Tieto dva
vyrazy sa nemusia rovnat, napr. (22)% = 43 = 64, 2(2°) = 28 = 256.

Nech n € N, potom n-tou odmocninou ¢isla a >0 nazyvame také ¢islo x > 0, pre
. 1
ktoré plati " = a. Oznafujeme z = /a = an = a'/™ a pre n = 2 struéne z = Va.
Nech s = € Q, me Z, n€ N. Potom s-t1 mocninu ¢€isla a > 0 definujeme:

o =an = Yam = ({‘/E)m, pre a >0, s€Q, 0°=0, prea=0, s>0.
Nech r € R, potom r-tit mocninu ¢isla a > 0 definujeme:

sup{a®; s€Q, s<r}, prea>1,

. 1" =1, prea =1, 51
TV @)= (), preac(0:l), 6. 1> 1, (2.1)
0" =0, prea =0, r > 0.

Uvedena definicia je zaloZend na skutocnosti, Ze pre a € (1;00), s,t € Q, s < t plati

nerovnost a® < a® a Ze kazdé r € R sa da vyjadrit v tvare r = sup {s; s€Q, s < r}.

Navyse pre n€ N definujeme oco” = o0, co™" = % = 0 a nedefinujeme oo®.

Veta 2.1.14.
a,b,r,u€R, a>0,0>0 = a" -a"=aT" (a")%=(a")" =a"™, a"-b" = (ab)".

Veta 2.1.15.
a,breR, 0<a<l<b = a"<1<b pred<r, b <l<a prer<DO0.

Veta 2.1.16.
a,breR,0<a<b = a" <0 pre0<r, b <a" prer <Q0.

Veta 2.1.17.

a,r,ucR,a>0,r<u = a" <a"prel <a, a"<a" prea<l.
Cvicenia

2.1.1. Nech a€@Q, be I, potom (a + b) € I. Dokézte.

2.1.2. Nech a,beQ, Vabe I, potom (Va+ Vb) e I. Dokaite.

2.1.3. Dokazte, 7e st iracionlne: a) v/3, b) vV2++3, ¢ V15, d) V5.

2.1.4. Dokazte, ze pre a,b€ R, a > b > 0 plati: a) ¢ < Zj:’ b) 2 < ¢+ g.

2.1.5. Najdite infimum a suprémum nasledujtcich mnozin: *
) {225 nen}, b) (20N}, o (M2 e},

d) {sin ; ne N}, e) {77=r; neN}, f) {V/n++n;neN}.
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2.1.6. Najdite infimum a suprémum nasledujtcich mnozin: *
a) {a€R; 2a+ 1| <a<|a—1]}, b) {a€R; |a* - 1] <a<|a+1]}.

2.1.7. Nech A, B C R st neprazdne ohrani¢ené mnoziny. Ozna¢me stiet, resp. sicin
mnozin A, B symbolmi A+ B = {a+b; a€ A,be B}, resp. AB = {ab; ac A,be B} a
n-tt mocninu mnoziny A, n€ N symbolom A™ = {a™; a€ A}. Dokazte, ze plati:

a) sup (A + B) =sup A + sup B, b) inf (A + B) = inf A + inf B,

¢) sup (AU B) = max {sup A, sup B}, d) inf (AU B) = min {inf A, inf B},
e) sup (AN B) < min {sup 4, sup B}, f) inf (AN B) > max {inf A, inf B},
g) sup A" = (sup A)", h) inf A™ = (inf A)™.

2.1.8. Nech A, B C R st nepréazdne ohrani¢ené mnoziny. Dokazte, Ze aj mnoziny A U B,
ANB, A+ B, AB, A™ pre n€ N su ohrani¢ené mnoziny.

2.1.9. Najdite vietky = € R, pre ktoré predstavuju nasledujice vyrazy realne ¢isla: *

2) Vi34 V=T, b) oA+ i, o)+ /E

2.1.10. Najdite vietky = € R, pre ktoré predstavuji nasledujiice vyrazy realne ¢isla: *

a) /1—sgnuz, b) /sgnw — 1, c) /|x| —mx, d) Va3 + 2% — =z,
e) gi—;g, f) Vo + a3, g) /sgnx — 22,

2.1.11. Dokaite, Ze ak a,b€ R, potom: a) vab < ‘ITH’ b) (

2.1.12. Do akej mnoziny patri &islo z, ak plati: *
a) 12+ 3z — 1 € (2;3), b) 22 — 4z + 1 € (2;0), c)z?+z—-1€ R—(1;2).

2.2 Topologické a metrické vlastnosti readlnych cisel

2.2.1 Okolie bodu

Topologicka Struktira vyjadruje polohové vztahy medzi prvkami a podmnoZinami da-
nej mnoziny. Zakladnym topologickym pojmom je okolie bodu. Najprv uvedieme geomet-
ricki interpretéciu okolia bodu (obr. 2.2.6) Okolim O(A) bodu A € R na priamke je vnitro
tsecky so stredom v bode A, v rovine R? je to vnutro kruhu so stredom v bode A a v
priestore R? je to vnttro gule so stredom v bode A.

Nech M #(, M C R, resp. M C R?, M C R?, potom pre vietky body z mnoziny M a
ich okolia platia tzv. Hausdorffove axiomy (vid obr. 2.2.7):

(01) Ku kazdému bodu A€ M existuje aspoil jedno okolie O(A).

(O2) Pre kazdé O(A) a kazdé BeO(A) existuje O(B) C O(A).

(O3) Pre vietky O1(A), O2(A) existuje O(A) C O1(A) N O2(A).

(O4) Pre vsetky A+# B existuju O(A), O(B) také, ze O(A) N O(B) = .

Veta 2.2.1.
A, BeEM,CeO(A)NO(B) = 3J0(C): O(C) Cc O(A) N O(B).
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s N s N
/- O(A) /7 0(4)
o / N LR
‘l L] } L]
5 N, N
N // N //

Obr. 2.2.6: Okolie O(A) bodu A na priamke, v rovine a v priestore

02(4)
01(4) @ O(B)
B

(O3) (04)
Obr. 2.2.7: Axiémy (O2), (03), (O4)

Nech a € R, potom interval (a — d;a + J) oznacujeme Os(a) a nazyvame o-okolim
bodu a. Cislo § > 0 nazyvame polomer okolia.

Niekedy je vyhodné z okolia vyludit samotny bod a € R. MnoZzinu Og(a) —{a} nazyvame
prstencovym ¢-okolim bodu a € R a oznatujeme Pj(a).

V pripade, Ze nie je velkost polomeru § podstatna, hovorime o okoli bodu a, resp. o
prstencovom okoli bodu a a oznacujeme struéne O(a), resp. P(a).

Okolim (r-okolim) bodu oo nazyvame interval (r;00) a oznac¢ujeme O, (00), resp.
O(00). Analogicky interval (—oo;r) nazyvame okolim (r-okolim) bodu —oo a oznacu-
jeme O,.(—00), resp. O(—00). Tieto okolia st zaroven aj prstencovymi okoliami.

Poznamka 2.2.1.
Mnozina R = (—00; 00) je okolim kazdého bodu a € R* (t. j. aj £00) s polomerom 7 = c0.
Mnozina ) = (a;a) je okolim kazdého bodu a € R s polomerom § = 0. Otvoreny interval

(a;0), a,be R, a < b je okolim bodu ¢ = %rb s polomerom § = bTTa.

Nech re R, § > 0, potom mdZzeme okolia bodov a € R a 0o vyjadrit nasledujico:
Os(a) = (a—d;a+d) ={z€R;a—d <z <a+d0} ={x€R; |[x—a| <},
Ps(a) = (a—d;a+9)—{a} = (a—d;a) U (a;a+9) = {z€R; 0<|x—al<d},
Or(o0) = (r;00) ={x€R; r <z}, O,(—) = (—o0;1) ={zeR; z <r}.

V matematike maja velky vyznam a Gasto sa pouzivaju tzv. jednostranné okolia:

OF (a) = (a;a + 6) nazyvame pravé J-okolie bodu a«,

Oy (a) = (a—6;a) nazyvame 'avé J-okolie bodu «,

P (a) = (a;a +9) nazyvame pravé prstencové /-okolie bodu aq,
Py (a) = (a—6;5a) nazyvame 'avé prstencové J-okolie bodu a.
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O(A) O(B)
Al C B o(C)/B
0(C)

Obr. 2.2.8: Obrazok k vete 2.2.1

2.2.2 Otvorené a uzavreté mnoziny

Bod a € A sa nazyva vnatorny bod mnoziny A C R, ak existuje okolie O(a) C A.
Mnozinu v8etkych vnutornych bodov mnoZiny A nazyvame vniutro mnoziny A a ozna-
¢ujeme int A, resp. A°.

Bod a € R sa nazyva vonkajsi bod mnoziny A C R, ak je vnutornym bodom jej
doplnku A" = R—A. Mnozinu v8etkych vonkajsich bodov mnoZziny A nazyvame vonkajsok
mnoziny A a oznaCujeme ext A.

Bod a € R sa nazyva hraniény bod mnoziny A C R, ak nie je ani vnutornym a ani
vonkajdim bodom® mnoziny A. Mnozinu véetkych hraniénych bodov mnoziny A nazyvame
hranica mnoziny A a oznacujeme 0A.

Mnoziny int A, 0A, ext A su disjunktné. NavySe pre mnoziny A a A’ plati:

0A = 0A, int A = ext A, ext A =int A’

Priklad 2.2.1.
a)intf=ext R=0, ext0Q=intR=R, 900 =0R=10, 0Q=R.

b) Interval (a;b) je vntitrom, mnozina R— (a; b) je vonkajskom a mnoZina {a, b} je hranicou
(obr. 2.2.9) kazdého z intervalov (a;b), (a;b), (a;b), (a;b). m

int (a; b)

o 9(a;b) ={a,b} o o ext (a; b) o
(a; ) (a;b) (a; b)
: — S— .
a @ b a b a b c
o——o o——o o——o o——o
0(c) 0(a) o(b) )
int (a;b) = (a;b) A(a; by = {a,b} ext (a;b) = R — (a;b)

Obr. 2.2.9: Mnoziny int (a; b), d(a; b), ext (a; b) z prikladu 2.2.1 b)

Bod a € R sa nazyva hromadny bod mnoziny A C R prave vtedy, ak v kazdom jeho
okoli O(a) lezi aspon jeden bod z mnoZiny A, ktory je rozny od bodu a, t. j. pre kazdé
prstencové okolie P(a) plati P(a) N A#Q.

8T. j. v kazdom jeho okoli lezi asponi jeden bod z mnoziny A a aspoii jeden bod z mnoziny A’.
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Poznamka 2.2.2.

Mnozina N nemda hromadny bod patriaci medzi realne ¢isla. Ale v kazdom okoli bodu oo
lezi aspon jedno prirodzené ¢islo. Preto rozsirime definiciu hromadného bodu na mnozinu
R* = RU {400} a pri vySetrovani hromadnych bodov, budeme overovat aj +oo.

Bod a € R* sa nazyva hromadny bod mnoziny A C R* prave vtedy, ak v kazdom
jeho okoli lezi aspon jeden bod z mnoziny A, ktory je rozny od bodu a.

Uzaverom mnoziny A C R, ozn. A, nazyvame zjednotenie mnoziny A s mnozinou
vietkych jej hromadnych bodov. Mnozina A C R sa nazyva uzavreta, ak obsahuje vSetky
svoje hromadné body, t. j. ak A = A.

Ak bod a € A nie je hromadnym bodom A, nazyva sa izolovany bod mnoZiny A.
Mnozina, ktor& obsahuje iba izolované body sa nazyva izolovana mnozina.

Mnozina A C R sa nazyva otvorena, ak kazdy jej bod je vnitorny, t. j. ak A = int A.

Poznamka 2.2.3.

Je zrejmé, ze ak v okoli O(a) lezi aspoini jeden bod rozny od a, lezi ich tam nekonecne vela.
To znamené, Ze a € R* je hromadnym bodom mnoziny A C R prave vtedy, ak v kazdom
jeho okoli lezi nekoneéne vela roznych bodov z mnoziny A.

Priklad 2.2.2.

a) Interval (0;1) je otvorena mnozina, (0;1) je uzavreta mnozina,” (0;1), (0;1) nie s ani
otvorené ani uzavreté mnoziny a ich uzaverom je (0;1).

b) Interval (—oo;1) je otvorend mnozina. Jeho uzéverom je mnozina (—oo; 1) U {—o0}.

¢) Mnozina N neobsahuje svoj hromadny bod oo, preto nie je uzavreta. Vsetky jej body
su izolované, takze je izolovana.

d) Mnozina @ nie je uzavreta, pretoze neobsahuje vietky svoje hromadné body (neobsahuje
napriklad hromadny bod v/2). Nie je ani otvorena, pretoze Ziaden jej bod nie je vnitorny.

e) Mnozina {1,2,3,4,5,6} nemé hromadné body. To znamen4, Ze obsahuje vietky svoje
hromadné body a je uzavreta. NavySe kazdy jej bod je izolovany.

f) Mnozina {%,n; nGN} = {1,1 12131 4,...} mé dva hromadné body 0, co. m

19941399 4
Veta 2.2.2.
A C R je otvorena <= A’ = R — A je uzavreta.
Doékaz.

A’ nie je uzavreta

NP_.: Sporom. A je otvorend, A’ nie je uzavreta

A je otvorena

A’ mé hromadny bod a¢ A’ = acA
O(a)N A" =0 = a nie je hromadny bod A’ = A’ je uzavreta (spor).

existuje okolie O(a) C A =
PP._: Sporom. A’ je uzavreta, A nie je otvorena A nic je otvorend

existuje a € A hrani¢ny (nie vnatorny) = v kazdom okoli O(a) lezi be A', b#a =
a€ A je hromadny bod A" = A’ nie je uzavreta (spor). m

9Preto aj nazov otvoreny a uzavrety interval.
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Veta 2.2.3.
A, B C R st otvorené = AN B, AU B st otvorené.

Dokaz.
a€ANB = existuju okolia O1(a) C A, Oz(a) C B
existuje okolie O(a) C O1NO02 C ANB = AN B je otvorena.

acAUB = a€Aalebo a€B = a je vnutornym bodom A alebo B =
a je vnutornym bodom AU B = AU B otvorena. m

axioma (O3)

Veta 2.2.4.
A, B C R st uzavreté = AN B, AU B st uzavreté.

Dokaz.
A, B st uzavretée = A', B, AU B’, A’ N B’ st otvorené =
(AUB) =A)N(B) =AnB, (ANB') =(A) U(B') = AUB st uzavreté. m

Veta 2.2.5. o

A C R, k€N st otvorené mnoziny = A = |J Ay je otvorena mnozina.
k=1

Dokaz.

a€ A = existuje otvorena A,, taka, ze a € A,, = a je vonutornym bodom A,, =
a je vnutornym bodom nadmnoziny A = A je otvorena mnozina. m

Veta 2.2.6. -

A C R, k€N st uzavreté mnoziny = A = [ Aj je uzavreta mnozina.
k=1

Doékaz.

Ay, k€N st uzavreté mnoziny = A}, k€N st otvorené mnoziny =

o0 oo /
N Ax = [ U Aﬁv} je uzavreta. m
k=1 k=1

de Morganové zakony

(o]
U A}, je otvorena
k=1

Ako dokazuje nasledujuci priklad, prienik nekone¢ného systému otvorenych mnozin

nemusi byt otvorend mnoZina. A taktieZ zjednotenie nekonecného systému uzavretych
mnozin nemusi byt uzavretd mnoZina.

Priklad 2.2.3.

a) (—%; %), k€N st otvorené mnoziny, (=, (—%; %) = {0} je uzavreta.

b) Mnoziny {%}, k € N st uzavreté, o, {%} = {%, kEN} nie je uzavretd, pretoze
neobsahuje bod 0, ktory je jej hromadnym bodom. m

2.2.3 Metrické vlastnosti ¢isel

S pojmami ako dlzka vektora, skalarny sac¢in dvoch vektorov, vzdialenost dvoch bodov
sme sa uz stretli v analytickej geometrii. Tieto pojmy predstavuja metrické vlastnosti
mnoziny a v tejto Casti sa budeme zaoberat metrickymi vlastnostami realnych &isel.

KedZe je mnozina R! = R &pecidlnym pripadom R", uvedieme nasledujtce pojmy
vieobecne pre n € N. MnoZina R"™ = {(x1; z2; ...; n); 21, T2, ..., Ty € R} tvori linedrny
priestor, ktory nazyvame Euklidov (euklidovsky) n-rozmerny priestor.
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Prvky x = (215 z2; .. .; ) € R™ nazyvame vektory (n-rozmerné vektory). Vektor
x = (x1; T2; ...; ) € R™ graficky reprezentuje orientovani tsefku zo zaciatku suradni-
cového systému!® O = (0; 0; ...; 0) do bodu @ = (z1; T2; ... ; Tp)-
Rozdiel vektorov x—y = (x1—y1; T2—Y2; .. .; Tn—Yn) predstavuje orientovant tsecku
z bodu & = (z1; x2; ...; ©p) do bodu y = (y1; Y25 - -; Yn)-
Skalarnym stc¢inom vektorov z,y€ R, n€ N nazyvame &islo
n
(@) = ((T15 @25 -5 Tn)s (Y15 Y25 -3 Yn)) = T2y + Taya + -+ + Tl = D Tilhs
i=1
Pomocou skaldrneho stuc¢inu moézeme vybudovat v priestore R™ geometriu s pouzitim
vzdialenosti a uhlov, ako sme zvyknuti v rovine, resp. v priestore.

Veta 2.2.7.

neN, z,y,2e R", ce R —

(,9)20, (z,2)=0&2=0, (z,y)=(y,2), (@+y,2)=(2,2)+(y,2), (cx,y)=c(z,y).
Dokaz.

Vyplyva priamo z definicie. m

(Euklidovskou) normou vektora = = (z1; z2; ...; 2,,) € R", n€ N nazyvame ¢islo

o= E = AT AT [
=1

Vektor « € R", pre ktory plati |z| = 1 nazyvame jednotkovy, resp. normovany
vektor. Z geometrického hl'adiska predstavuje norma |z| dlzku vektora x.
V priestore R sa norma vektora = € R, t. j realneho ¢isla z, redukuje na absoldtnu

hodnotu. Vyplyva to zo vztahov |z| = \/(z, ) = |z|.
S 2 N9
i=1 i=1
Dokaz.
Ozna¢me'! S UZTNS@/ 1/ 1/17 a; =g bi=4,i=12,...,n, 8, #0,5, #0.
i=1 ! Y

n n no o
Plati: Za,izzsfzsifoizs—gzL Zb?zz%zs%zlq/?:s—gzl.

i=1 i=1 =1 i=1 i=1

0<(a2:i:b) = a? & 2a;b; + 3,2':1.,2,...% = ¥2ab <a +b7,i=1,2,.

Lema 2.2.8 (Cauchyho nerovnost).
X1,T2, . Tn €R, Y1,Y2,...,yn €ER, NnEN —

i=1 =1 =1 =1 =1
n n n
= 222 Z a;b;| = Z (éﬁgf;) Z TiYi| = SwSy > Z x;y; |- 1
i=1 i=1 i=1
Veta 2.2.9.
neN,z,yec R", ceR —
a) |z|20, |z|=0 < z=(0; 0; ...; 0), b) [cx|=c|-|x], ¢) |lz+yl<|z]+ [yl

10To znamena, e vektor vyjadruje smer a vzdialenost od zadiatku stradnicového systému O.
UpPre Sy =0 (21 =+ =an = 0), resp. Sy =0 (y1 = -+ = yn = 0) plati nerovnost trivialne.
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Dokaz.
a) Vyplyva priamo z definicie.

b) |ex| = \/(cx,cx) = \/c(x,cx) = \/c(cx,x) = /2 (x,2) = |¢| /(2,2) = |¢|

n
¢) Z Cauchyho nerovnosti vyplyva: |z + y|2 = zjl(l‘z +yi)? =
1=

(27 + 2z + y2) Ew +22xzyz+2y <Z$ +2 szyz +Zyz <

(Euklidovskou) metrikou priestoru R™ nazyvame zobrazenie p: R" X R" — R:

plr,y) =lr—yl=+(r—y,z—y 1/2 —y)?, z,yER™

Cislo p(x,y) nazyvame vzdialenost vektorov = a y.

™=

=1

Poznamka 2.2.4.
Euklidovska metrika reprezentuje vzdialenost, ako ju pozname z geometrie. Pre =,y € R

plati p(z,y)=+/(z—y)?>=|z—y| a pre z,y € R? plati p(x,y) = /(x1—y1)?+ (22— y2)>.

Veta 2.2.10.
neN, z,y,ze R" —
a) p(z,y) >0, p(z,y)=0<z=y,  b)plz,y)=py.z), c)pz,y)<p(z,2)+p(2,y).
Doékaz.
a), b) Vyplyva z definicie.
o) plz,y)=lz—yl=[—2)+ -y <|z—z+|z -yl =plz,2) + p(z,y). =

Nerovnosti ¢) vo vetach 2.2.9 a 2.2.10 nazyvame trojuholnikové nerovnosti. Sa to
analogie z geometrie znamej nerovnosti, platnej medzi dlzkami stran v trojuholniku.

Cvicenia
2.2.1. Dokézte, ze v R"™, n€ N je zjednotenim kone¢ného poctu otvorenych, resp. uzavre-

tych mnozin otvorena, resp. uzavretd mnozina.

2.2.2. Dokazte Cauchyho nerovnost (lema 2.2.8).

[Navod: Pre vietky t € R, z,y € R™ plati P(t) = > I (tz; + y;)? > 0. Takze kvadraticka
rovnica P(t) = 0 ma najviac jeden realny koreil a nekladny diskriminant.

Iny névod: Pre vietky z,y€ R" plati 31| Y7 (viy; — x;j;)* > 0]

2.2.3. Néjdite vietky hromadné body mnozin: *

{m =:m, nGN} b) {#—&—%;m,nEN} c) {% GN}
{W-&-n; m,nEN}, e) {%+n2; m,ne]\/'}7 f) {# nEN}
2) {P’ + % p,qeQ}, h) {+p* neN, peQ}, i) {35 pEQ]}.
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2.2.4. Dokazte, ze kazd4 mnozina, ktora mé nekonecne vela prvkov, mé asponn jeden
hromadny bod.

2.2.5. Zostrojte v priestore R™, n€ N s euklidovskou metrikou mnozinu A s n+1 prvkami
tak, aby {p(z,y); z,y€ A} = {0,1}. *

2.3 Postupnosti realnych cisel

Postupnostou realnych &isel (realnou postupnostou) nazyvame kazda postup-
nost {a,}, -, ktorej ¢leny su realne &isla a,, € R. T. j. {a,}, ., je zobrazenim N — R.

Postupnost {a,} -, zaddvame explicitne, t. j. vieobecnym vyjadrenim ¢lena a,, ako
funkcie premennej n alebo rekurentne, t. j. zadanim prvého ¢lena a zadanim ¢lena a,,
pomocou predchadzajicich ¢lenov.

Postupnost {a,}, ., sa rovna postupnosti {b,} -, (postupnosti sa rovnaju),
ak pre vietky n€ N plati a,, = b,,. Symbolicky to zapisujeme {a,}, -, = {bn}, -
Priklad 2.3.1.

a) {an}or, = {2n—1}>", = {1,3,5,...} je explicitne zadana vztahmi a, = 2n—1, ne N
a rekurentne vztahmi a; =1, ap11 = a, + 2, n€N.
b) {52"}20:1 je rekurentne zadana vztahmi a; = 25, a1 = 25a,, n€N.

¢) Explicitny zapis a,, = ”TH, n€ N definuje postupnost {a,}.., = {”TH}:OZI ]

Niekedy potrebujeme definovat postupnost nie od prvého ¢lena, ale od nejakého ¢lena
ar, kde k € Z. Najcastejsie je to od nultého ¢lena ag. Postupnost potom zapisujeme v tvare
{an}; " = {ak, ak+1, aky2,...}. Ak pre n€ N oznacime b,, = an45—1, potom plati:

{an}y ) = {ak, ki1, appo, -} = {a14p—1, 024061, .} = {b1, b2, b3, ...} = {by}, ;.

Postupnost {a,},, sa nazyva:

— ohranicena zdola, ak existuje a € R také, ze pre vietky n€ N plati a < ay,,
— ohranicena zhora, ak existuje S € R také, ze pre vSetky ne€ N plati a,, < 3,
— ohranicend, ak je ohrani¢ené zdola a zhora,

t. j. existuju «, B € R také, ze pre vSetky n€ N plati a < a,, < S,
— neohraniena zdola [resp. zhora], ak nie je ohranifen4 zdola [resp. zhora],
— neohranic¢ena zdola, ak nie je ohraniena zdola, t. j. pre kazdé a € R existuje a,, < «,
— neohrani¢ena zhora, ak nie je ohrani¢ené zhora, t. j. pre kazdé S € R existuje a,, > 0,
— neohraniéena, ak nie je ohrani¢ena (je neohranicena zdola alebo neohrani¢en4 zhora),
— rastuca [resp. klesajucal, ak pre vietky n€ N plati a,, < apy1 [resp. an > any1],
— neklesajuca [resp. nerastiical, ak pre vietky n € N plati a, < apy1 [resp. an > any1],
— stacionarna (konStantna), ak pre vietky n€ N plati a, = a1 = a,
— monotdnna, ak je neklesajica, nerastiica alebo stacionarna,
— rydzo monoténna, ak je rastuca alebo klesajuca.

Nech {k, },, je rastiica postupnost prirodzenych ¢&isel. Potom sa postupnost {ay, } -,
nazyva podpostupnost (vybrana postupnost z) postupnosti {a,} .
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Priklad 2.3.2.

Uvazujme postupnost {a,}, -, ={2n—1} 7, ={1,3,5,7,9,11,13,...}.

Ak vyberieme parne ¢leny, t. j. {k,} —, = {2n} —, = {2,4,6,. }, potom vybrana po-
stupnost ma tvar {ay, } -, = {asn}r, = {a2,a4,a6,...} = {3 11,...}={4n -1} ,.
Vybrané s tiez postupnosti {2n — 1},7 |, {2n — 1}~ ,, {101, 109, 235,637,...}. m

Saétom, rozdielom, stéinom, resp. podielom postupnosti {an}ic:l a {b,,,l}zcz1
nazyvame postupnosti {a,+bn}o— 1, {an—bn}oo 1, {anbn}ooq, resp. {an/bn},~ ;. V pri-
pade podielu predpokladéame, Ze pre vSetky n€ N plati b, #0.

2.3.1 Limita postupnosti
Jednym zo zadkladnych pojmov v matematike je limita a s iou spojené limitné procesy.

Priklad 2.3.3.

a) Postupnost {an}n 1= { _1} N {17 5 3, 4,..., n,. } je klesajuca a s rasticou
hodnotou n sa ¢leny a,, blizia k bodu 0 Bod 0 je hranica, ktora nikdy neprekrocia. Mozeme
povedat, Ze sa body a,, hromadia v bode 0.

b) Uvazujme postupnost {a,},.; = {n, 1 2021 ={1,1,2, ;,3, $.4,4 0,1} Ne-
parne ¢leny a,, sa neobmedzene zva¢Suju a parne ¢leny zmensuju. Neparne sa priblizuja k
bodu oo (hromadia v o0). Parne ¢leny sa priblizuja k bodu 0 (hromadia v bode 0). m

Bod a € R* = R U {£00} sa nazyva hromadnou hodnotou postupnosti {a,},~,,
ak v kazdom okoli O(a) existuje nekoneéne vela ¢lenov a, € O(a). NavySe a € R sa nazyva
vlastnd hromadni hodnota a body +oo nevlastné hromadné hodnoty.

Poznamka 2.3.1.

Bod a € R je vlastnou hromadnou hodnotou {a,},- , ak pre kazdé ¢ > 0 existuje
nekone¢ne vela ¢lenov a, € (a —e;a+¢), t. j. lap, —a|] <e.

Bod oo [resp. —oc| je nevlastnou hromadnou hodnotou {a,},. ,, ak pre kazdé a€ R
existuje nekonec¢ne vela ¢lenov a,, > « [resp. a, < a].

Veta 2.3.1.
Kazda postupnost {a,},- ; ma aspoii jednu hromadni hodnotu.

Dokaz.
Ak je {a,},—, neohrani¢ena zhora, potom pre kazdé a € R existuje aspoi jedno a,, > a.

Vzhl'adom na to, Ze ¢isel vacsich ako « existuje nekonecne vela, musi existovat aj nekoneéne
d ~ 2 ~ . o0
vela ¢lenov a, > a. To znamena, ze a = oo je hromadnou hodnotou {a,},_,

Ak je {a,},—, neohrani¢en4 zdola, potom analogicky je hromadnou hodnotou a = —cc.
Ak je {a,},>, ohranifen4, potom existuje interval (by;c) taky, ze vietky a, € (bi;c1).
Oznacme jeho dlzku d = ¢; — by a rozdelme ho na dva rovnaké intervaly

(i), (M)

1 jednom z ni 71 nekonecne vela ¢lenov {a,,
V aspon jedno ch lezi nekonecne vel

> 1~ Ozna¢me ho (b; c2). Pre jeho
dlzku plati ¢y — by =

. Rozdelme (bs; c2) na dva rovnaké intervaly

(o). (4ia)

d _ _d
2 T 22—-1
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V aspon jednom z nich lezi nekoneéne vela ¢lenov {a,} - ;. Ozna¢me ho (bs;c3). Pre jeho
dlzku plati c3 — by = 2% = 23 . Rozdelme (b3; c3) na dva rovnaké intervaly atd.
Predpokladajme, Ze pre m € N méame zostrojeny interval (b,; ¢,,). Rozdelime ho na dva

rovnaké intervaly a symbolom (b, y1; Cm1) 0Oznacme ten z intervalov

(b fn), (B

v ktorom lezi nekonecne vela &lenov a,,. Pre jeho dlzku plati cq1 — b1 = %.

Je zrejmé, ze pre kazdé £ > 0 existuje interval (b,,; cp,) taky, ze ¢, — by, < 2,,,?% < e.
Potom (veta 2.1.9) existuje prave jeden bod a€()~_; (bm; Cm)-

Ak to zhrnieme, potom pre kazdé ¢ > 0 existuje interval (b, ; ¢,,), v ktorom lezi nekonecne
vela ¢lenov a,,, pre ktoré plati |a,, — a| < ¢, — by, < . To znamen4, Ze a je hromadnou

hodnotou postupnosti {a,} - . ®

Dosledok 2.3.1.a.
Ak je {an},, ohrani¢ena, potom ma hromadni hodnotu a € R. Ak je neohranic¢ena zhora
[resp. zdola], potom ma hromadnt hodnotu oo [resp. —oc].

Ozna¢me mnozinu vSetkych hromadnych hodnét postupnosti {an}oo symbolom FE.
Suprémum E nazyvame limes superior (horna limita) {a,} ~, a zna¢ime limsup a,.

n—oo
Infimum E nazgvame limes inferior (dolna limita) {a,}, ~, a oznac¢ujeme liminf a,,.
n—oo

Priklad 2.3.4.
a) {0,1,0,1,0,1,...} ma dve hromadné hodnoty 0 a 1.
)

b) {2n—1}>", ={1,3,5,7,. } mé jednu nevlastnt hromadni hodnotu oco.

c) {n,—n} >, ={1,— —2,...} ma dve hromadné hodnoty +oo.
d) { ,n}oo :{1 1 2,%,3,;’,. } mé dve hromadné hodnoty 0 a co.
e) {0 = {0,1 0, %,0, :1)),. } ma jednu hromadnta hodnotu 0. m

Bod a € R* nazgvame limita postupnosti {a,},~, ak je jedinou hromadnou hodno-

tou tejto postupnosti, t. j. ak a = liminf a,, = hm SUp ay,. Oznacujeme ju hm an = a.
n—oo

Limitu a € R nazyvame vlastna limita a hovorlme ze postupnost {aﬂ}'n , konver-
guje k (&slu) a. Strucne to zapisujeme {a,}°° , — a. Dalej hovorime, 7e postupnost

n=1
{a,};2, konverguje (je konvergentna) a oznacujeme {a,} ., —.
Limitu a £ oo nazyvame nevlastna a hovorime, Ze postupnost {a,},2, diverguje

do oo, resp. —oco. Struéne to zapisujeme {a,}, -, — 00, resp. {a,} - — —oc.

Ak lim a, neexistuje, potom hovorime, Ze postupnost {a,},>, osciluje.
n— oo

Ak postupnost {a,, } -, diverguje do oo alebo osciluje, potom hovorime, ze diverguje
(je divergentna) a zapisujeme {a,},., #—.
Priklad 2.3.5.
a) Postupnosti {0,1,0,1,...}, {n,—n},~, {n, %}20:1 osciluja.
1% . . 1 1)1
b) {E}nzl — 0, t. j. nlgr;o; =0, {0, ity — 0, {a};, — a,
3

) {n®} " o0, t.j. Jim n® = oo, {2n—1}" 00, {n"},_ —r00. B
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o0

Z definicie vyplyva, Ze ak existuje limita postupnosti {an},_;,

potom existuje jedinA.

Veta 2.3.2.
lim a, =a€R" &
e pre kazdé O(a) existuje ng € N tak, Ze pre vietky n€ N, n>ng plati a, € O(a).

Dokaz.

NP_: Sporom. Nech O(a) je také, ze ku kazdému ng € N existuje a,, ¢ O(a), n > ng. Potom
existuje nekonecne vela a,, ¢ O(a). Potom na zéklade dokazu vety 2.3.1 mé postupnost
{a,},2, dalsiu hromadni hodnotu b##a. To je spor s definiciou limity.

PP_: Je zrejmé, Ze a je hromadnym bodom {a,, }, ;. UkéZeme sporom, Ze je jedinym. Ak
b#a je hromadnym bodom {a,},,, potom v kazdom okoli O(b) existuje nekonecne vela
an, €0(b). Ak zvolime O(b) N O(a) = 0, potom neexistuje ngy také, aby pre vsetky n > ng
platilo a,, € O(a). To je spor. m

Z poznamky 2.3.1 a z predchadzajtcej vety vyplyva:
lim a, =a€R & Ve>03Inge N VneN,n>ng: ap€(a—¢e;a+¢),

n—oo

lim a, =00 & VaeR Inge N VneN,n > ng: a<anp,

n—oo

lim a, = —00 & VYa€eR Inge N VneN,n > ng: a, <a.

n—oo
Veta 2.3.3.
a€R* je hromadnou hodnotou {a,},., < existuje podpostupnost {a, },., — a.
Dokaz.

oo

NP_ : Nech a€ R* je hromadnou hodnotou postupnosti {a,}, ;.
a€R = Pre kazdé k€ N existuje nekonecne vela a,, takych, zZe |a, —a| < % Pre kazdé
k vyberieme jeden z ¢lenov tak, aby jeho index bol va¢si ako index predtym vybraného a

oznadime ho ay,,. Z konstrukcie vyplyva, ze {ax, },—, — a, t. j. lim ay, = a.
T n—o00
a = oo [resp. a = —o0] = Pre kazdé k€ N existuje nekonecne vela a,, takych, ze k < a,

[resp. a,, < k|. Postupnost {ay, },—, — oo, [resp. {ax, },-, —> —oo| zvolime analogicky.
PP_: Vyplyva z definicie hromadnej hodnoty a limity. m

Priklad 2.3.6.

a) {0,1,0,1,...} ma dve hromadné hodnoty 0 a 1.

Vybrané postupnosti st napriklad {0,0,...} — 0, {1,1,...} — 1.

b) {£n,0},2, ={1,-1,0,2,-2,0,...} m4 tri hromadné hodnoty +oo, 0.

Plati napriklad {—1,—-2,-3,...} — —0, {0,0,0,...} — 0, {1,2,3,...} — 0. ®

V mnohych pripadoch mozeme o konvergencii postupnosti {a,} -, rozhodnat aj bez
toho, aby sme poznali jej limitu. Této skuto¢nost vyplyva z axiémy o najmensom hornom
ohraniceni. Zakladné kritérium je uvedené v nasledujicej vete a uvadzame ho bez dokazu.

Veta 2.3.4 (Cauchy—Bolzanov princip konvergencie).
{a,},~, konverguje prave vtedy, ak ku kazdému ¢ > 0 existuje ng €N takeé, Ze pre vSetky
m,n€N, n > ng, m > ng plati |a,, —a,| < e.
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2.3.2 Prehlad zakladnych tvrdeni

V tejto ¢asti sformulujeme a dokdZzeme niektoré jednoduché tvrdenia, ktoré nam ulahdcia
pracu s postupnostami a hlavne s limitami postupnosti (realnych ¢isel).

Veta 2.3.5.
Bod a € R* je hromadnym bodom mnoziny A C R prave vtedy, ak existuje postupnost

{an},2 |, kde a, €A, a,#a taka, ze plati lim a, = a.
n— o0

Dokaz.

Z poznamky 2.2.3 vyplyva, ze bod a € R* je hromadnym bodom mnoziny A C R prave
vtedy, ak v kazdom jeho okoli lezi nekonecne vela bodov, ktoré st rozne od bodu a.

Na druhej strane je bod a hromadnou hodnotou postupnosti {a,} - ;. To znamen4, ze v
kazdom jeho okoli lezi nekonecne vela bodov z tejto postupnosti, t. j. bodov a,, € A, a,, #a.
KedZe uvedené tvrdenia st ekvivalentné, dokaz je ukonceny. m

Priklad 2.3.7.
Bod 0 je hromadnym bodom intervalu (0;2), pretoze {%}20:1 — 0 a pre vietky n € N
plati 0, 1€(0;2). m

Veta 2.3.6.
Ak existuje ng € N také, Ze pre vSetky n € N, n > ng plati a,, = b,, potom maju
postupnosti {a,} -, {b,},—, rovnaké hromadné hodnoty.

Dokaz.

Ak a€ R* je hromadnou hodnotou {a,, }, -, potom v kazdom okoli O(a) existuje nekonecne
vela bodov a,, = b,. To znamen4, Ze a je hromadnym bodom {bn}le.

Ak b€ R* je hromadnou hodnotou {b,, } -, potom v kazdom okoli O(b) existuje nekonecne
vela bodov b,, = a,,. To znamen4, Ze b je hromadnou hodnotou {an}io:l. [

Désledok 2.3.6.a.
Ak existuje ng € N také, ze pre vietky n€ N, n > ng plati a,, = b,,, potom (pokial limity

existujua) plati lim a, = lim b,.
n— 00 n— o0

Poznamka 2.3.2.

Z vety 2.3.6 vyplyva, ze koneény pocet ¢lenov neovplyvni konvergenciu, resp. di-
vergenciu postupnosti, t. j. nema vplyv na chovanie postupnosti. Prakticky to znamena,
ze podmienky platia az od nejakého ng (platia pre n€ N, n > ng). T. j. existuje ng € N
také, ze pre vietky n€ N, n > ng platia podmienky.

V budtcnosti budeme predpoklady a tvrdenia formulovat v zjednoduSenom tvare pre
vSetky a, okrem kone¢ného poctu ¢lenov a zapisovat o.k.p..

Veta 2.3.7.

lim a, =a€R* & pre kazda podpostupnost {ax, },-, plati lim az, = a.
n— oo n— oo

Dokaz.
NP_,: Sporom. Nech existuje podpostupnost {ag, },-, — b, kde b # a.
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Z vety 2.3.3 vyplyva, Ze b je hromadnou hodnotou {a,},- ;. To znamena, ze {a,},. ; ma
dve rézne hromadné hodnoty a nema limitu. To je spor.

PP_: 7 vety 2.3.3 vyplyva, Ze a je jedinou hromadnou hodnotou, t. j. lim a, =a. m
n— oo

Désledok 2.3.7.a.
lim a, =a = pre vSetky ke N plati lim a, = lim a,4; = a.
n—oo n— oo n—oo
Dosledok 2.3.7.b.
Ak existuju vybrané postupnosti také, ze lim ag, # lim a;, = lim a, neexistuje.
n— 00 n—00 n—00
Priklad 2.3.8.
a) Postupnost {a,} —, = {(=1)"}2, = {-1,1,-1,1,...} osciluje, pretoze vybrané po-

stupnosti {—1},7, — —1, {1}, 1.

b) Bod 0 je jedina hromadn4 hodnota postupnosti {%}:11, t.j. lim % =0.m
- n—oo

Veta 2.3.8.

{a,},2, — = {an},—, je ohraniena.

Dokaz.

Sporom. Nech {a,},> ; konverguje a nie je ohrani¢ena.

Ak {a,},2, nie je ohranifena zhora, potom z désledku 2.3.1.a vyplyva, Ze co je jej hro-
madnym bodom. To je spor s konvergenciou a znamena, ze {a,} ., je ohrani¢ena.

Ak {a,},~, nie je ohrani¢ena zdola, dokaz je analogicky. m

Opacéné tvrdenie neplati. Ohrani¢ené postupnost nemusi konvergovat. Napriklad po-
stupnost {—1,1,—1,1,...} = {(=1)"}_, je ohranifen4, ale nekonverguje.

Veta 2.3.9 (Bolzano—Weierstrass).
Z kazdej ohrani¢enej postupnosti {a, }, -, sa da vybrat konvergentna podpostupnost.

Dokaz.
Z vety 2.3.1 vyplyva, ze {a, },. , mé aspoii jednu realnu hromadnt hodnotu a. Z vety 2.3.3
vyplyva existencia vybranej postupnosti, ktora konverguje k a. m

Veta 2.3.10.
{a,},7, je monoténna = existuje lim a,€R".
n—oo

Ak je postupnost {a,} ., ohranifens, potom je jej limita realne ¢islo a ak nie je
ohrani¢ena potom mé nevlastna limitu oo (v pripade neklesajicej postupnosti) alebo —oo
(v pripade nerastiicej postupnosti).

Zakladom pre vypocet zlozitejsich limit a zjednoduSenie tohto vypocCtu je pouZitie
nasledujucich dvoch viet a ich désledkov.

Veta 2.3.11.
ceR, lim a,=a€R", lim b,=beR"
n—oo

n— oo

ak maju prislusné vyrazy zmysel

lim (¢-a,)=c- lim a, =c-a, lim (a, £b,)= lim a, £ lim b, = a=£b,
n—0o0 n—oo n—roo n—roo n—oo
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lim |a,|= ‘ lim a,| = |al, lim (a,-b,)= lim a, - lim b, =a-b,
n— o0 n—oo n— oo n—oo n— 00

lim A =1 =1 lim = = ”'l;m"" A 3

n— 00 by 7thamoc bn b’ n— 060 bn n,ll»moo b b

Veta 2.3.12.
an < b, pre vietky ne N o.k.p.

ak limity existuja . .
lim a, < lim b,.
n— o0 n—o00

Tvrdenie vety sa nezmeni, ak nahradime vyraz a, <b, vyrazom a, < b,. Napriklad
“ c 1 1 : 1 1 1o
pre vetky n€ N plati 5~ < =, ale nILH;O 5. = nILHQO ==0.
Dosledok 2.3.12.a (Veta o zovreti).
an < <b, pre véetky ne€ N o.k.p., lim a, = lim b, =a€R" = existuje lim ¢, = a.
n— o0 n—r o0 n—r 00

Doékaz.

Vyplyva z nerovnosti lim a, <liminfc, <limsupc, < lim b, = lim a,.®m
n—o0 n— oo n— oo n— oo n— oo

Veta 2.3.13.

lim a, < lim b, = a, < b, pre vietky n€ N o.k.p..

n— oo n—oo

Dokaz.
Oznafme li_>m an = a, li_>m b, = b, a < b. Potom existuju okolia O(a) N O(b) = 0.

Z vety 2.3.2 vyplyva, ze existuju nq,ne € N také, ze pre vSetky n > nq: a, € O(a) a pre
vietky n > na: b, €O(b). Potom pre vSetky n > ng=max {ni,n2} plati a,, < b,,. m

Priklad 2.3.9.
Vypocitajte lim n?, kde g€ R.
n—oo

RieSenie.

¢g=0 = lim n?= lim n°= lim 1=1.
n— 00 n—o0 n—oo

¢ >0 = je postupnost {n?} 7, rasttca a neohranifena zhora = lim n? = co.
n—oo
1 1

<0 = —¢>0 = lim n?= lim—:izézo.l

n—9 lim n—¢
n— o0 n—oo e

Ak niektory z Giastkovych vyrazov nemé zmysel, neznamené to este, Zze dané limita
neexistuje. V tomto pripade musime najst limitu inym spésobom. Niekedy pomdze vhodné
Gprava vyrazu, ktorym je dané postupnost definovana.

Priklad 2.3.10.
®) g, 1 e, (=)

lim [(-1)" 4+ (=1)"*! = lim 0=0, lim &2 = lim [(=1)"| = lim 1=1.

n—00 n— 00 n—oo (=nn n— 00 n— 00

"+ peexistuju, ale existuji:

b) lim n? = lim n =00 = lim (n®*—n)= lim n®— lim n = co—o0o nem4 zmysel.
n—r o0 n—roo n—oo n—roo n—roo
Limita ale existuje pretoze lim (n*—n) = lim n- lim (n—1) = 0000 = co. W
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Priklad 2.3.11.

a) Jim 5 = lim PR = i e = =0
b) Jim Zgk = Jim SR = lim A5 = 9 = oo
o) Jim B = lim i = lm et lim 55— oo 58 =00 1= o0
D Jim 5 = i = i, e = E = e

Limitu méZeme vypocitat roznymi sposobmi. Musime si déavat pozor, aby sme nedostali
nedefinované vyrazy, ako napriklad v limite z prikladu 2.3.11 ¢):

n?(n?—n) 00—00

—n3 .
=" — Jim

Al = I s = I T = Sigo = 00 oo

Veta 2.3.14.

lim a, =0 < lim |a,|=0.

n— o0 n—0o0

Doékaz.

NP_,: Vyplyva z vety 2.3.11.

PP_:0=— lim |a,|= lim (—|a,]) < lim a, < lim |a,|=0 = lim a, =0.m
n— oo n— o0 n— o0 n— o0 n— 00

Priklad 2.3.12.
a) lim [Vn+1—n]=lim vn [V1+nT—/n]=00-(1—-00)=—0c.
n— oo n—oo
: 1 n+1l+v/n __
) Ji, [T - VAl = D [V T - VAl - R =
= lim —Atirn —=L=0

_ntl-m___ 15 1 _
TR = A TR T e

. 1 vn+l4n _ q: n+17n2 _
¢) lim [Vn+1-n]= lim [Vn+1-n] Vet = lim 2220 =

n—oQ

-1
— hm n 14n~""—n — 1+0—o0
n—ooo ™ Vn—l4n=241 0+1

= —00.

Priklad 2.3.13.
Vypocitajte limitu geometrickej postupnosti lim a”, kde a € R.
n—r oo

Riesenie.
a>1 = a"— oo, a=1 = a" =1, ac(—1;1) = a"+—0,
a=-1 = a"=ad**+—1, a" =a’*!' — —1 = limita neexistuje,

a< -1 = a"=a**+— oo, a" = a?F!

ﬂa pre (ZG(*OO; 71>, lim a" = {
oo, prea€(l;00), =00

—> —oo0 = limita neexistuje.

0, preac(-1;1),

= Jim a :{ 1, prea=1.m

n—oo
Nasledujice dve vety ndm mozu ulahéit vypocet limit.

Veta 2.3.15. K limity existui
an > 0 pre vietky ne N o.k.p. 20 Jim {/a,, = lim %2,

n— oo n—o0 an
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Veta 2.3.16.
a, > 0 pre v8etky n€ N o.k.p., lim /a, =a€R" = lim a, = {
n—oo

n—roo

0, prea<l,
o0, prea > 1.
Dokaz. b

a<1 = zvolme g€ R: a<q<1 RSN existuje no € N, ze {/a, <q pre n>ng =

0<a,<q" = 0< lim a, < lim ¢"=0 = lim a, =0.

n— o0 n— o0 n— 00
a>1 = zvolme g€ R: 1<g<a = existuje ng €N, Ze ¢< {/a, pre n>ng =
1<¢"<a, = oco= lim ¢" < lim a, = lim a, =0c0. W

n—roo n—roo n—roo

Désledok 2.3.16.a.
an > 0 pre vietky ne N ok.p., lim “ =geR* = lim a, =

n—oo " n—oo

{O, pre a < 1,
00, prea > 1.

Ak lim %2t =1 resp. lim /a, = 1, potom vo vieobecnosti nevieme rozhodnut o
n—oo 9n n—00

konvergencii postupnosti {a, } - . Napriklad pre {%}Zozl, {1302, {n},~, plati:

lim 24L — lim {/a, =1, ale lim £ =0, lim 1=1, lim n=oco.
n—oo @n n—00 n—oo ™ n—00 n—00

Na zaver tejto ¢asti uvedieme bez vypoctu niektoré dolezité limity, na ktoré sa budeme
v budtcnosti odvolavat, a vyrieSime niektoré ukazkové priklady.

Veta 2.3.17.
Pre vietky a,b€ R, a > 0 plati:'? lim Ya=1, lim n=1, lim Vn!=oo,

n—oo n—oo n—oo
. Lo, 1y : 1\ _ . b\ _ b
Jm (Lt q g totg) =6 lm (145)7=e  lm (143)" =¢,
lim n(\”/é—l)zl, lim n(%—l):lna, lim 7%:0.
n—oo n—oo n—oo

Priklad 2.3.14. )
B Jim (142 = i [(142)"] = [m (1+2)"] =2

n—00 n—o00 n—00
’rL2 n
= dim [0+ 1) = gm0 1) — e — oo m

)n2+1
n— o0 n— oo

- 1
b) nh_)ngo (1+2

Priklad 2.3.15.
Vypocitajte lim Z—Z, kde a > 0, ¢ > 0.
n—oo

Riesenie.
— n? ant1 _ (n+D70" _ 1 1y¢ .y L.qqg — 1
a#Fl = an=15 = T =G =c04+)1 e 1= . !
. q . . re a >
a=1 = lim Z; = lim n? = co. = hman:{’ P ’
n— 00 n—00 n— 00 0o, prea<l. m

Priklad 2.3.16.

Dokazte, ze lim ——= =e.
’ n—oo Vn!
RieSenie. = -
_n" . _ n ant1 _ (41" nl _ (n+1)" _ (n+D)"
On = = Yan = Yn!? a, — (n+D!'nm T (n+l)n™ T n» =
. . . . )" . 1
lim %= = lim a — lim %t — Jjm @D iy 1+ =)"=e¢.m
n—oo Vn! n—00 " nSoo On n—ooo M n—>oo< ")

12@sl0 e nazyvame Eulerovo ¢islo. Jeho hodnota je priblizne 2, 718 281 827.
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Priklad 2.3.17.
Dokézte, Ze pre vietky a € R plati lim %7 = 0.
n—oo N

Riesenie. N
) n . .
Ia\ Ia\ _ 1 __la 1 Jal™ _ 1 kF Ja|” _ k® []al
Zvolme ke N: <l=0< = WO < B EE T A RE = R |k =
k n k n n n
0< lim 9" < 1im & [M} =k . lim [M} =0= lim " — 1im 2@ =o.
T n—oo n! n— o0 k! k k! n—oo L F n— 00 n! n— 00 n!
Iné riesenie.
_a” n _ nfjam| _ lal
an—ﬁ = ‘an‘— |F|_ Vil =
lim /|a,| = hrr;o Jlai” = % =0<1 = lim |ay| = lim a, = lim 4 =0
Iné riesenie.
_a” An+1 a"t! n!'| _ la|
an = 31 = an (n+1)!a™| — n+l =
. . . . n
lim M—hmlillzm20<1: lim |a,|= lim a, = lim ¢ =0.m
n—oo an n— oo TLJr S n—oo n—oo n— o0 n:
Priklad 2.3.18.
“, . . ol
Vypocitajte lim “-% kde a€ R, a >0, a # e.
n— 00
Riesenie. .
_ a™n! ant1 _ a" T (n+D)! p g n™ n_ \"
an = - = an ~ (n+1)TL ann! T (n41)m T a(nJrl) =
. , . 0 re a < e
lim 2 = ¢ lim [(2£ L "Tl=2 = lim a, —{ ’ p ’
n—oo @n n—00 n n—00 oo, prea>e.nm
Priklad 2.3.19. . (2
+3" +1 4. 041 _ 1
a) Jim st = lim Sradrs =1 et = 5
. . 1) : 1 1
b) lim |2 — lF=dn| _ jiy (o nled = lim lim — = =.
) n—oo L2 n+2 n—oo L2 2(n+2) nsoo 2(1+2) +2) n-yoo 2+% 2

¢) lim /3n — 927 = lim 3" = lim 3{/1— (% "—-3.1=3.m
n—oo n—oo n—oo

Priklad 2.3.20.

Vypocitajte limitu {a,}, ., zadanej rekurentne a1 =1, a,4+1 = v/a,+6.
Riesenie.

lim a, =a = a®> = lim ai = lim anJrl = hm (an+6) =a+6 = a?=a+6 =
n—o00 n—o00 n—o00

a’—a—6=(a—3)(a+2) =0 = a= -2 alebo a =3 = lim a, = 3 (pokial existuje).

n—oo
Este musime ukézat, Ze existuje lim a,, t. j. Ze {a,}, ., konverguje.
n—oo
ap=1 = aa=vV14+6<+/34+6=3 = a3=+Vax+6<+/34+6=3 = .- =
an =+Van—1 +6<3+6=3,neN = {a,},_, je ohranifena zhora.

an >0,a, <3, neEN = a2—aZ =a’—a,—6=(a,—3)(a,+2) <0 =
a2 <al., = ap, <any1 = {an},o, je rastuca.

{an} 2, je rasttica, zhora ohranicend = {a,} -, — = lim a, =3.®
n=1 ’ n=1 n—oo
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Priklad 2.3.21.

Vypoéitajte limitu {a,},-; ={0,2; 0,23; 0,233; ...}, t. j. vyjadrite 0,23 ako zlomok.

Riesenie.

g=0,1<1= a1=0,2 = as=0,2+0,03 = az=0,2+0,03+0,003=0,2+0,03(1+¢) =
an = 0,240,031+ g+ +¢"2) =0,2+0,03=C "

1—q >

neN =

Tim_a, = lim [0,2+ 0,03 S ]=0,240,03 1L =02+ %% = 1 = 0,23=7.m
Cvic¢enia

2.3.1. Najdite mnozinu hromadnych hodnét postupnosti {an}flozl, ak: %
a) a, = 2/(n + 3) pre n neparne a a,, = 3~ pre n parne,
b) a, = (n+1)/(n — 1) pre n neparne a a,, = 3" /(1 + 3™) pre n parne,
¢) a, =14 37" pre n neparne a a,, = n/(n+ 1) pre n parne,
d) a, =n/(2n+ 3) pre n neparne a a, = (2n + 3)/n pre n parne.

2.3.2. Nech {an},2 | —, {bn}o, v/—. Zistite, & {an £bp}oo s {anbn}or s {an/butie,
{bn/an}or 1, {1/(anby)}o, konvergujt alebo diverguji. Uvedte priklady. *

2.3.3. Nech {a, }o; v/, {by}oo /. Zistite, & {an £ by}, 1, {anbn}oe s {an/bn}oey,
{1/(anbn)},~, konverguju alebo divergujiu. Uved'te priklady. *

[eS)
n=1’

2.3.4. Najdite postupnosti {a, } {b,}>2_,, pre ktoré plati: *

a) lim apb, =0, lim a,#0, lim b,#0, b) lim ap = lim b, =0, lim = £1,
n— o0 n— o0 n—o0 n— o0 n—o0 n— 00 n

¢) lim a, = lim b, =0, lim a,b, =00, d) lim dn _ 1, lim (a, —b,) #0.
n— o0 n— 00 n—oo n— 00 n n— o0

2.3.5. Dokazte, ze {an}zo=1 zadana rekurentne a,+1 = 1+a, —n, a; = 1 je nerasttca a
ohrani¢ena zhora. Najdite vSeobecny vzorec pre ¢len a, a vypoéitajte jej limitu. *

2.3.6. N4jdite rekurentné vyjadrenie pre ¢len a,, n€ N postupnosti {a,} - ;: *
a) {27 +3}7,, b) {1+ (=1)"},2,, o) {1-n} 2, d) {7t}

2.3.7. Najdite vSeobecny vzorec pre n-ty ¢len postupnosti {a,}, -, zadanej rekurentne: *

a) a1=1, any1=an, + 1, b) a1 =1, apy1=—an, c) ar=1, any1=2(n+ 1)ay,,

2.3.8. Najdite mnoziny hromadnych hodnot postupnosti: *

a) {(~1)"¢/nke ), b) {(—n)"b ., o {(-D"s, A {2
o) fn+ (~1)"1 O {(-n)", g) {(~)"(VnZ+1-n)} -

n=1"
2.3.9. Nech {S,} —, je postupnost stvorcov, kde Sy je Stvorec so stranou a; = a > 0 a

§tvorec S, n > 2 mé vrcholy umiestnené v stredoch stran Stvorca S, _1. *

a) Uréte vieobecny vzorec pre dizku strany a,, Stvorca S,, n€ N.
b) Uréte sucet obvodov §tvorcov S,. c¢) Urcte stucet obsahov $tvorcov .S,,.
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2.3.10. Urcte, ktoré z nasledujucich rekurentne zadanych postupnosti konverguja: *

a) ag =1, an+1 = /+/an + 1, b) ag = 11, Upt+1 = Vap + 5,

a? “+1 a? “+1
c) ag = 2, Gng1 = 25—, d) ap =1, any1 = =%5—,

l1—ay — — eol—an
e) a():oaan-‘rlze a,7 f) aO_Qaan-‘rl—e a’

2.3.11. Vypocitajte lim a,, kde postupnost {a,},., je rekurentne zadané vztahmi:
n—oo

a) an1 = Van + 2, ag > 0, b) any1 = Vay + 12, ag > 0,
2

¢) ant1 = Van +20, ag >0, d) aps1 = 2, age(~1;1),
2

e) ant1 =e"% agER. f) apy1 = a”4+4, ap € (—1;1),

8) an+1 = 37—, ag > 0, h) any1 =14a,t, ag =1,

2.3.12. Urcte hm infa, a hm 1SUp Ay, ak pre vietky n€ N plati: *

a) ap = ™ S;ryf!, b) an = L, c) a, = nsnnt d) a, = ngsnt,
2.3.13. Urcte limity nasledujucich postupnosti (vyjadrite periodické ¢isla ako zlomky)

a) {0,1; 0,13; 0,135; 0,1355; ...}, b) {0,5; 0,53; 0,533; 0,5333; ...},

c) {0,9; 0,99; 0,999; 0,9999; ...}, d) {0,5; 0,50; 0,505; 0,5050; ...},

e) {0,6; 0,66; 0,666; 0,6666; ...}, £) {0,1; 0,12; 0,121; 0,1212; ...}.
2.3.14. Urcte a € R tak, aby nasledujtce limity boli vlastné: *

a) lim 753, b) lim [a+ 2]", ¢) lim [#£1]", d) lim {75

2.3.15. Najdite vietky ¢isla a, b€ R tak, aby platilo: *
a) nhﬁngo e tan+ b} =0, b) lim [n+2 —|—an—|—b} ¢) lim [% + bn} =0.

n— oo

2.3.16. Vypocitajte nasledujice limity: *

Oma W Im GRS o fm g d) i gy

e) nh~>néo Wgﬁﬁn, f) nh~>ngo 12+2'++n2’ g) nlggo 124324 n;F(ZTL n?
2.3.17. Vypodcitajte nasledujice limity: *

") Jim b) lim =2l ) lim

@ Jm [ - a5] ol [25 - 20, ) Jim G

®) Jim [n— 5], h) Jim 2R, )l [ -5
2.3.18. Vypocitajte nasledujice limity: *

a) lim {7Y2, b) lim 2437, ¢) lim g, d) lim T,

9 fm S0 Jm e @) fmomn Wl S
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R /s - (=D s 3"n4l
U R s R T2 VB S
n n
. 4™ n) : n/bn+1 : n—1 : n—3172
m Jm W g o m[E] L e tm
) lim |22l ! r) lim [1- é]n s) lim [l—i]n t) lim |2t6 ’
a n—oo [ 2nt+1] 7 n— o0 nl >’ n—o00 3nl 7 nooo LM 7
2.3.19. Vypocitajte nasledujice limity: *
. (—2)"+3™ . (n+4)!—(n+2)! . VnZ—1+vn2+1
a) nh_)ngo ()T ygnls b nh_{IOlo T (g3 ) c) nlgrgo n )
d) lim —Y2 e) lim ——Yntl f vt nt n

lim
) n—00 \/n4 nJr\/ﬁ’ ) n—00 \/n4 n+\/ﬁ7 ) n— 00 v2n+l

2.3.20. Nech a,be R, b > a > 0. Vypocitajte nasledujice limity: *

n—oo n— oo

nsM
. a+b" . a” —b" . Ya+ \/E
a) nll_)n;o anTipnTio b) lim i _pnFis C) lim |: 2 :| .

2.3.21. Nech a € R. Vypocitajte nasledujice limity: *

. . n . n . n
Vw9 imasn 9 m [
. n . — . — n . n

O Jim fo+ 3]0 It g R W) i

2.3.22. Nech a,b€ R. Vypocitajte nasledujice limity: *

a) Jim. [Vn+a—yn], b) lim [n—+n—al, c¢) lim [«/n(n—a)—n},

n—roo n—oo
d) lim [Vn?+1-n], e) lim [Vn?+n—n], f) lim [vn+1-n],
n— oo n—00 n—00
. o 2 o . 3 3 o o . . 2 o
g) nh_)rgc [n—vn?—1], h) nh_>n;0 [Vn? —1—n], i) nh_}rrgon [Vn2+1—n],
) : -ain2 _bn? : n®>  n? : n®—an’+3n
O R

2.3.23. Nech a, b€ R. Vypocitajte nasledujtce limity: *

a) lim Q/(n+1)2—\3/(n—1)2}, b) lim [3n —v9n% —10n + 1],

n—oo L n—00
c) li_>m [\?/n3+n+1—€’/n3—n—|—1}, d) h_)m [€/n3—|—n2+1—\3/n3—n2+1],
e) li_>m [ (n—a)(n—b)—n}, f) li_)m [\/n—l—\/n—&— —\/n—\/n—i—l]

2.3.24. Nech a,be R, a > b > 0. Vypocitajte nasledujice limity: *

a) lim [2y/a]”, b) lim 1+ a”, ¢) lim a™+b", d) lim na”,
n— o0 n—00 n—00

n— 00
e) lim n?[y/a— “yal, 0 lim 2l g) lim n[ya— V).

2.4 Ciselné rady

Ciselné rady tzko stvisia s postupnostami a zovSeobeciuji pojem séitavania na neko-
neény pocet s¢itancov. S vyrazmi, ktoré obsahuju nekonecne vela s¢itancov sa nepriamo
stretadvame uz v zakladnej Skole. Jednoduchym prikladom si zlomky a periodické ¢&isla.
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Priklad 2.4.1.
Nech T je pravouhly trojuholnik (obr. 2.4.10) s preponou 2, vyskou 1 a odvesnami V2.
Obsah trojuholnika T je S = 2! = 1.

Uvazujme postupnost Stvorcov vpisanych do T' . Prvy Stvorec mé stranu a = % a obsah
P = %. Druhy stvorec (st dva) ma stranu a; = § a obsah P = % = ﬁ. Treti stvorec
(st dva) ma stranu a3 = % = g5 a obsah P3 = % = gjz atd. Je zrejmé, Ze obsah

trojuholnika T je vac¢si ako stcet obsahov stvorcov, t. j.

I>P+28 428 4. 42b 4 =2 By S+ >0,

Priklad 2.4.2.

Nech S je §tvorec so stranou a = 1 a obsahom P = 12 =1 (obr. 2.4.11).

Stvorec S rozdelme uhloprietkou na dva zhodné pravouhlé trojuholniky. Jeden oznacime T}
a druhy rozdelime na dva zhodné pravouhlé trojuholniky. Jeden ozna¢ime T5 a druhy opét
rozdelime na dva zhodné pravouhlé trojuholniky. Takto pokrac¢ujeme pre vietky ne N.
Obsah trojuholnika T; je P, = g = %, obsah trojuholnika 75 je P, = % = 2%, obsah
trojuholnika T3 je P3 = % = 2% atd. Je zrejmé, ze tieto trojuholniky pokryju cely $tvorec
S, t. j. sucet ich obsahov je rovny ¢islu P = 1. Potom plati:

_ Py Py Py 1 1 1
l=P+3+3F+ 453+ =5+m++53+.0
. 'y 'y
Py
1 P> 1
P
P 1 P Pop
Ps 2 ’ P R 2 Ps ’ Y
Obr. 2.4.10: Priklad 2.4.1 Obr. 2.4.11: Priklad 2.4.2

o0 . v, 2 b » - Y2 -
Nech {a,},_; je ¢iselna postupnost, potom nekoneénym ¢&iselnym radom (neko-
neénym radom ¢isel), strucne (¢iselnym) radom, nazyvame vyraz

118

an:al+a2+a3+...+an+....

n=1

Ciselné rady a postupnosti tizko suvisia. Rad je jednoznac¢ne uréeny postupnostou. To
znamend, ze rad mozeme zadat vSeobecnym vyjadrenim (explicitne) kazdého ¢lena
an, n€ N alebo rekurentnym vyjadrenim prvého ¢lena a ¢lenov a,, n€ N.

Poznamka 2.4.1.
Pre spocitavanie nekoneéného poctu sc¢itancov neplatia vSetky pravidlé, ktoré platia pre
konec¢né pocty scitancov. Neplati tu komutativny zakon (prerovnanie radov, str. 64), a ako
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ukazuje nasledujuci priklad, ani asociativny zakon:

(_1)7z+1_{ (1*1)+(1f1)+(171)+--.:0+0+0+...:0’

2 I+ (-1+D)+(-14+4)+-=140+0+---=1.

n=1

o0
Nech k€ N, k-tym ¢iastoénym stctom radu > a, nazyvame konefny sucet
n=1

S, =a1+az+ -+ ag.

Postupnost {s;};—, = {sn},., nazyvame postupnostou ¢iastoénych suctov radu
o0 - v o0 - v - s
Y omey @p & k-tym zvySkom radu )~ | a, nazyvame nekonecny sucet

Tk = Qk+1 + Q2 + Qg3+ .

7 definicie vyplyva, ze pre vSetky k€ N plati:

k oo k oo
p =Sk +TH= D, An+ D, An= D An+ D Gptn.
1 n=1 n=k+1 n=1 n=1

118

n

&)
Vztah medzi Y a, a {s,}, -, je vzajomne jednozna¢ny. Pre {s,} -, plati:

n=1
s1=a1, S2=a1+ax=s5+a, ..., Sp=0a1+ -+ ap—1+ap = Sp—1 + ap,
(oo}
Ak oznagime sg = 0, potom pre rad Y a, plati:
n=1
a1 = 81 = 81 — S0, Qg = S2 — 81, ey Ap = Sp — Sn—1,

[ee]
Ak existuje lim s, = s, potom hovorime, ze . a, ma sufet s€ R* a zapisujeme:
n—oo
n=1

oo
anp = lim s, =s, resp. > a,+— s.
1 n—oo n=1

ap+ag 4 Han o=

8

Ak s € R, potom hovorime, Ze rad konverguje k ¢islu s (je konvergentny k s)
alebo stru¢ne rad konverguje (je konvergentny), oznac¢ujeme Zzozl an —.
Ak s = oo [resp. —oo|, potom hovorime, ze rad diverguje do oo [resp. do —oo]. Ak

rad stcet nema, t. j. ak lim s, neexistuje, potom hovorime, Ze rad osciluje.
n—oo

Ak rad nemé kone¢ny sucet, t. j. ak diverguje do +oc alebo osciluje, potom hovorime,
ze rad diverguje (je divergentny) a oznafujeme Y | an #—.

Priklad 2.4.3.
a) Y oo, 0=0, pretoze {s, },-, = {0}~ lim s, = lim 0= 0.

=1’
n=1 n—00

b) >°0° 1 =00, pretoze {s,}, -, ={n}, _,, Jim s, = lim n = oo.

o0
¢) Yoo, (1) = —o0, pretoze {s,} - ={-n},_,, Jim s, = Tim (—n) = —o0.
d) 07, (—1)™ osciluje, pretoze {s,}o., ={-1,0,—1,0,...} a lim s, neexistuje.
n—oo
o0

D T LR T

nl!
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Priklad 2.4.4.

o0 _ 0 1 _ 1 1 1 —
ZnZIGH_ZnZI n(n+1) — ﬁ“!‘ﬁ"‘ﬁ"’ =1
Riesenie.

Pre vsetky ne N plati a, = n(n1+1) = % — ﬁ =

mmatat o= (- H 4 H bt [Eo ] = 1o =

= 1 . T _

O gt = Jim o=l [1- ] =1 0= 1
Priklad 2.4.5.
Harmonicky rad Y2 2 =141 4+14+14+1 4+ =00

Riesenie.
Pre vSetky n € N platf s, = 1+ 5 + -+ + . Postupnost {s,},~, je rastica a podla
vety 2.3.10 ma limitu. Pre vybrani postupnost {ssn }.- | plati:
S0 = 51 =1>1+3, sgp=8s=s1+3>1+3+1=1+1
T

Poslednt nerovnost dokdZeme pomocou matematickej indukcie. Pre s; sme vztah uz do-
kazali. Predpokladajme, Ze plati sqr > 1+ g Potom pre sqr+1 plati:

— 1 1 1
Sok+1 = Sok +or g T oEgs T T R 2

k
e i =Tl A e B S e B

2k —krt

o0
Potom: lim so» > lim (l—i—%) =000 = lim s,=00 = > 1= lim s, =0c0. m
n—00 n—00 n—00 a1 n—00

Priklad 2.4.6.

Geometricky rad > 2 ¢" ' =1+q+¢*+---, kde geR.
RiesSenie.

g=1 = >,,¢" =32 ,1=00.

_ n__ iklad 2.3.
g#1 = sp=ldq+-+q" = (" g+ ) = 2.3.13

% =00, pregq>1, t.j. diverguje do oo,
i /= T s, = lim "1 _ oo pre ¢ = 1, t. j. diverguje do oo,
= noo ' n—oo 41 % = 1%(1, pre g€ (—1;1), t. j. konverguje,

) pre ¢ < —1, t. j. osciluje.'> m

13Pouzili sme nerovnost a™ — b = (@ — b)(a® ' +a" " 2b+ - +ab” "2 +b""1) pre a,b€ R, nEN.
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Priklad 2.4.7.
Vygetrite konvergenciu &selného radu > 7, ﬁ
Riesenie.
1

YneN: S":1+%+'”+ﬁ>ﬁ""ﬁ"’"""ﬁ:%:\/ﬁ N
=

lim s, > lim yn=00 = lim s, =00
n—oo n—oo n—oo

118

1 li
—= = lim s, =00. 1
1 vn n—oo

3
Il

2.4.1 Vlastnosti konvergentnych radov

V tejto Casti uvedieme niektoré zakladné vlastnosti ¢iselnych radov, ako aj niektoré
kritéria na urcovanie konvergencie, resp. divergencie radov.

Veta 2.4.1 (Nutna podmienka konvergencie radu).
>0 | an konverguje = lim a, = 0.

n—oo
Dokaz.
%) oo .
Gy — = _.a, = lim s, =s€R.
anl n anl n n—s 00 n
neN: a, =$s,—s,—1 = lim a, = lim (s,—s,-1) = lim s,— lim s, 1 =s—s=0.m
n—oo n—oo n—oo n—oo

Ako dokazuju priklady 2.4.5 a 2.4.7, tvrdenie vety sa neda obratit, t. j. z podmienky
lim a, = 0 nevyplyva konvergenciu radu Zflozl Q-
n—oo
Désledok 2.4.1.a.
Ak neplati lim a, = 0, potom rad Zf:l Qp H—.
n—o0 .

Priklad 2.4.8.
a)Rad > 0" ;n=1+2+3+4+5+--- nekonverguje (tento rad diverguje do co), pretoze
nie je splnena nutna podmienka konvergencie, lim n = oco.

n—oo

b) Rad > )7 (—1)"n=—142—-3+4—5+--- nekonverguje (tento rad osciluje), pretoze
nie je splnend nutna podmienka konvergencie, lim (—1)"n totiZ neexistuje. m
n—oo

Podobne ako pri postupnostiach, méZeme niekedy o konvergencii radu rozhodnut aj
bez toho, aby sme poznali jeho sucet. Nasledujica veta je analégiou Cauchy—Bolzanovho
principu pre ¢iselné postupnosti (veta 2.3.4, str. 42), ktory je pre postupnosti ¢iastoénych
suctov {s, } -, sformulovany v leme 2.4.2.

Lema 2.4.2.
{5,,,}2?:1 konverguje prave vtedy, ak ku kazdému € > 0 existuje ng € N také, ze pre vietky
m,n€N, n > ng, m > ng plati |s,, — s,| < e.

Veta 2.4.3 (Cauchy—Bolzanov princip konvergencie radu).
Zf;l a, konverguje prave vtedy, ak ku kazdému € > 0 existuje ng € N také, ze pre vietky
n,k€ N, n > ng plati |ap11 + apio + -+ + angi| < e.
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Dokaz.

. lema 2.4.2
Yo ia, = lim s, e R, m=n+k>n——=
n—oo

‘Sm - snl = ‘SnJrk - snl =

=la1 4 Fan+- - Fanpr) = (@1 +- Fan)| = lanp1 + g+ F apgp| <e.m

Podobne, ako pri ¢iselnych postupnostiach, ak zmenime v ¢iselnom rade koneény pocet
¢lenov, jeho konvergencia, divergencia do +oo, resp. oscilicia sa nezmenia. Toto plati pre
rady vo v8eobecnosti, t. j. kone¢ny pocet ¢lenov nema vplyv na vlastnosti radu.

o oo - P~ . o0
OQRady Yomeq (an £ by), D07 can nazyvameofuctom a rozdielom radov > " a,,
> n—1 b, resp. nasobkom ¢&iselného radu )~ , a, ¢islom ceR.

Veta 2.4.4. K i sl v 1
aK maju prislusne vyrazy zmyse
S jan =SER*, > 7 b, =tER*, cER B s
o0 o0 o0 o0
E(an:tbn):Zanj:an:s:tt., S can=c¢ > a, = cs.
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

Dokaz.

Ak oznac¢ime {s, },~ |, {t»},—, postupnosti ¢iastoénych suctov radov > 7 | an, > oo by,
potom st postupnosti {s, £t,} -, {¢sn} ., postupnostami mastocnych stuc¢tov radov
S0 (an £by), >0, cay a tvrdenie vyplyva z vety 2.3.11. m

Opac¢né tvrdenie v predchadzajicej vete neplati, t. j. konvergencia suc¢tu radov este
nezaru¢uje konvergenciu jednotlivych radov. Napriklad > 02 | [(=1)" 4+ (=1)"T!] — 0, aj
ked Zle (=1)" =, Zn 1 (= s
Priklad 2.4.9.

Urcte sucet radu Z text% kde a,b,p,q€R, |p| > 1, |¢q| > 1.

n=0
RiesSenie.
priklad 2.4.6 as n
|p\>1\q|>léﬁ<1ﬁ<l:>z% ZO[%]:IE%:ﬁé
: n=

ioji_ io: _§{1+L}_afi bii_ﬂ+b7p.

—~ q" g — g™ T pm| T =g — pm T q— p—1°

n=0 = n=0 n=0

Pre ¢iselny rad Yo, (—1)" ™! (poznamka 2.4.1) neplati asociativny zakon. Problém je
v tom, Ze tento rad nemé sucet. Ale ak rad sucet mé, potom asociativny zakon plati.

Veta 2.4.5.
Ak Y0 an, = seR*, {kn}, -

.— je rastica postupnost indexov, potom:

o0 [&.°]
San=a1+ - +ap, +ap 1+ Fap,+ag, 41+ Fag, += > ¢y =S
n=1 n=1
c1 Cc2 Cn
Dokaz.
Pre {s,} o, {tn}.- | postupnosti ¢iasto¢nych suctov radov Z s Z ¢y, plati:
n=1 n=1
tlzcl :a1+...+ak1 = Sk, t2:cl+02:a1+...+ak,2 = Sk,
t,=c1+c+--+c,=a1+---+ag, =Sk, ... =

o0 . - . o0 ” . .
{tn},_, je vybrana z postupnosti {s,}, -, a plati 7Lh_)rlrolo t, = nh_)n;@ S, =251
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Désledok 2.4.5.a.
Ak z radu ) a, vynechame vietky nulové ¢leny alebo don vlozime Iubovolny (aj
spocCitatelny) pocet nulovych ¢lenov, potom sa jeho stcet nezmeni.

2.4.2 Ciselné rady s nezapornymi ¢lenmi

Nech >"°7 | a,, je rad s nezapornymi ¢lenmi, t. j. nech pre vietky n€ N plati a,, > 0,
Jeho postupnost ¢iastoénych sactov {s,}, -, je neklesajica a podla vety 2.3.10 m4 limitu.
To znamené, Ze kazdy rad s nezapornymi ¢lenmi ma suacet.

Ak je {sn},-, ohrani¢ena zhora, potom rad konverguje, t. j. >, a, —>. V opatnom
pripade rad diverguje do 0o, t. j. Y00 | @y > 00, TESP. Yo | Gy = 00, TESP. Yoo | Ay .

Ak z takéhoto radu vyluc¢ime vSetky jeho nulové Cleny, dostaneme rad s rovnakym
suctom a pri vySetrovani konvergencie mozeme pouzit aj podielové kritéria.

Veta 2.4.6.
0<a, <b, pre vietky ne N = 0< Z an <

n=1
Dokaz.
{sn}oe 1, {tn},— s postupnosti ¢iastoénych sactov radov Y 07 | an, > oo by
neN = 0< s,=a1+--+a, <by+---+b,=t, =
0<Y 0 an = hm $p < lim ¢, =307 b, < oo.m

n—r n—r oo

by, < o0

gk

1

Rovnako ako pri postupnostiach (poznamka 2.3.2) koneény pocet ¢lenov nema
vplyv na konvergenciu a divergenciu radu. Je ale zrejmé, Ze ma vplyv na stcet.

V budticnosti budeme niektoré podmienky pre rady taktiez formulovat v zjednoduse-
nom tvare pre vSetky a, okrem koneéného poctu ¢élenov a zapisovat o.k.p..

Veta 2.4.7 (Porovnavacie kritérium).

0 <a, <b, pre vietky ne N ok.p. =
Sy r— = > ap —, Zan'—>00=>zb — 00.
=1 n=1

n=1 n=1

Dokaz.
Tvrdenie vyplyva priamo z vety 2.4.6. m

Priklad 2.4.10.

a) Yoo L =00, YREN: y/n<n, t. . %gﬁ = Yo 1f’—>oo
b) Zi‘;lmH (priklad 2.4.4), Vne N: (n+1)? = (n+1)(n+1) > n(n+1) =

1 1 o0 1
iR S ng D = 2enei gz~ ™

Priklad 2.4.11.

VySetrite konvergenciu Riemannovho rad Y ;7 | L =3 n~P,

RieSenie.
=1 = > nP= Z +—— oo (harmonicky rad).

n=1 n=1

. _ 1 prep=20 x
<0 = —p>0 = lim P—_{’ };A = S nPr— 0.
p<0 p>0 nh n  prep<0 0 n:1n
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ta 2.4.7 =
€(0;1) = VneN: n?<n = OS%S#%Z n P — oo.
n=1
priklad 2.4.10 & 4 1 1 1 &
— > —_— = —_ —_ —_ e —
p=2 erﬂ I+ t+tptpt Z n+1
n—= n=1
ta 2.4.7 o=
p>2¢Vn€N:n”2n2:&O§%§%:"ea::> S nTP
n=1

o0
€(1;2) = > nP+—. (Dokaz tohto tvrdenia je s nasimi doterajsimi vedomostami
n=1
pomerne zloZity a pracny a preto ho nebudeme robit.) m

Dosledok 2.4.7.a (Limitny tvar).
0 < ay < by, pre vietky ne N ok.p., lim 3= €(0;00) =
n—oo ’n

MR

n=1 n=1

o0 o0
Z sucasne konverguju alebo diverguju, t. j. > ap —> < > b, —.

n=1

Doékaz.
lim $2e(0;00) = {an/bn}y — sy 2238, {a,/bn},~, je ohrani¢ens =
n—0o0 "

Ja,feER, 0<a< <0 VneN: a<‘;—:<6 = ab, <a, < b, =
{NPizzroflan%: Yoo by = Y0 by

PP_:y > by —r = > Bby— = Y ja, — . B

veta 2.4.4
veta 2.4.7

Ekvivalencia > a, —> < Y, b, — znamend aj > b, /= < > a, /.

n=1 n=1 n=1 n=1

Priklad 2.4.12.
Uvazujme rady z prikladu 2.4.10.

a) O divergencii Zn 1 f pomocou y_°, + nevieme rozhodnut, pretoze plati:

1 1
hm#—hm%—hm n = 00, hm%zlim%:hmf 0.

—. h

1

s . n(n+1) . . =S

b) X e Jm 7= lim R =l (145) =12 3 e
n=1 (n+1)2 n=1

Veta 2.4.8.
a, >0, b, >0, M < M pre vietky n€ N ok.p. =

Zb'—>:>zan ) Zan'—>OO$an}—>oo

n=1 n=1 n=1

Dokaz.
Nech k€ N je také, ze pre vSetky n > k plati 0<%§bz—:1 = O<%§Z:—i =
, b n .

Vn > k: 0<a:2—i§ﬁ§-~-§an< - = VYn>k: aa, <b, =

{Zn LQp 00 = D7 aan —> 00 = Y0 by — 00,

S bpr— = Y jaa,— = > a,— .|

veta 2.4.4
veta 2.4.7
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Veta 2.4.9 (Podielové d’Alembertovo’* kritérium).
Nech a,, > 0 pre vsetky n€ N o.k.p. a nech:

) 00
a) 2t < g <1, kde ¢€(0;1) = 3 a, —, b) 1< %t — 3 g, — o0,
" n=1 " n=1
Doékaz.
Ant1 q"tt = n veta 2.4.8 s
a)n€Nokp. = 0< =28 <¢g= et SNt /= > a, .
" n=1 n=1

veta 2.4.8 2
l—oo=—7= > a,—>00. 8
n=1

b) ne Nokp. = 1=1< L

1 Qn

i

Dosledok 2.4.9.a (Limitny tvar).
Nech a,, > 0 pre vietky ne N o.k.p., nl;rr;@ % =p =

a)p<l = > 7 a,+—, b)l<p = > 7 a, — o0,
¢) p=1 = nevieme rozhodnit o konvergencii alebo divergencii radu Y~ | a,.

Doékaz. )
a) a, >0, pe(0;1), zvolme £ > 0 tak, aby pte < 1 Xtaz3z,

o0
—azzl €0.(p) pre vietky n€ No.k.p. = 0 < —"’2:1 <pte<l1 Yeta 249, S an —.

n=1

dosledok 2.3.16.a dosledok 2.4.1.a <2
_—————> e —————— Z Qp — OQ.

n=1

b)l<p lim a, = o0 #0

n—oo

c¢) Napriklad z_:l ﬁ —, 2] 1+ oo m

Priklad 2.4.13.

VySetrite konvergenciu Zzozl Qn, ak ask_1 = 2_6%, Ao = 6%, keN.
Riesenie.

Dany rad mozeme vyjadrit v tvare:

Yan=smtgtrgtet o togmt o taer ter o

6 GFFL
n=1 N—— N~~~ -~
azk—1 azk agk4+1  A2k42
_ Ant1 aski1 . 6F 1
n =2k = Tan T Tam T 26F 3 © anga .
aner  asese 268 1 [ lgm = neexistuje =
J— n —_ — © — = n o0
n= 2k+1 = an k41 6FFT T3
An41 1 - veta 2.4.9 0o
5 > .
o < 5 <1 pre vietky ne N Dopei G . W

Veta 2.4.10 (Odmocninové Cauchyho kritérium).
Nech a,, > 0 pre vSetky n€ N o.k.p. a nech:

a) /a, <q<1,kdeqe(0;1) = Z_:lan —, b) 1< y/a, = Z_:lan%oo-

14 Jean Baptiste d’Alembert [1717-1783] — franctzsky matematik, fyzik a filozof.
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Dokaz.
. = veta 2.4.7 X
a) neNokp. = 0< /a, <gq, t.j.a, <qg", > ¢"+— ——= > a, .
n=1 n=1
. e veta 2.4.7 x,
b)neNokp. = 1< ¢a,, t.j. 1<ay, Y, l—oo—7/7AAS= > a,—>00. 1
n=1 n=1
Dosledok 2.4.10.a (Limitny tvar).
Nech a,, > 0 pre vietky ne N o.k.p., lim /a, =p =
n— oo
a)p<l = > a,+—>, b)l<p = > 2 a,+— 0o,

¢) p=1 = nevieme rozhodnit o konvergencii alebo divergencii radu Y | a,.

Dokaz. o
a) a, >0, pe(0;1), zvolme £ > 0 tak, aby p+e < 1 et 282,

o0
/an, € O:(p) pre vietky n€ No.k.p. = 0 < /a, <pt+e<1 eta 2410, S an —.
n=1

doésledok 2.3.16 . doésledok 2.4.1.a
b) 1<p > llln an:()o#o:

n— o0

(o]
> ap — 0.

n=1

c¢) Napriklad ) ﬁ —, > % — 00. B
n=1 n=1

Poznamka 2.4.2.
Predpoklady a) % <qg<1, a, < qg <1z viet 2.4.9 a 2.4.10 nemdzeme nahradit

jednoduchsfmi tvarmi “2* <1, {/a, < 1. Dokazuje to rad > oo an = > e L — o0,

an n=1n

ktory spliia obidva predpoklady a;—:l = nil <1, /a, = "%/E < 1 pre vietky ne N.

Priklad 2.4.14.

Vysetrite konvergenciu Zzo:l Qp, ak asp_1 = QL,“ Qo) = 3%, keN.
Riesenie.

Dany rad mozeme vyjadrit v tvare:

118

Gn=gr+art+atg+-+ 5% + 3% +amT et
1 ~ N =~ =

a2k —1 a2k Aa2k+41 a2k+2

n

k
n=2k-1= "ot =t — 5 } _ podielové d’Alembertovo kritérium

a2k—1
— 9k Ant1 _ aspp1 _ 3" nemdzeme pouzit.
n=2 = “an  asn  _ 2RFT >1

n=2k—-1= Van= 2=l/azx—1 = 2k—11 ok < 2k12k = \/Lﬁ }
=
n=2k = Ya, = ¥/asx = % = \/ig

5 2.4.1
Wa, < \/Li < 1 pre vietky ne N 222410 o

Gy . B
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Priklad 2.4.15.
o0

n o . ntl . (n+1)" . 1\ "
a " oo, pretoze lim FLDT n— ]im A = lim (1+=) =e>1.
) ngl n! » P 00 (n+1)! n nooo M n~>oo( n)
b)io:an»—> re a > 0, pretoze lim 2 nl — Jijy o — a4 _ (<]
n=1 B prea » pretoze n—oo (MtDla™ ™ o ntl oo T ’

resp. lim /% = lim -4 =2 =0<1.m
P n—o00 n! n—ooo Vn! o
Na zaver uvedieme bez dokazu Raabeho kritérium, ktoré je eSte silnejsie ako Cau-
chyho kritérium a samozrejme tieZ ako D’Alembertovo kritérium. To znamené, Ze ak o
konvergencii radu méZeme rozhodniat pomocou d’Alembertovho kritéria, potom mozeme
rozhodnit tiez pomocou Cauchyho a taktieZ pomocou Raabeho kritéria.

Veta 2.4.11 (Raabeho!® kritérium).
Nech a,, > 0 pre vietky n€ N o.k.p. a nech:

a) rgn/[%—l],kde r>1— io: Ay —, b) n[ 4o —1} <l=— io: g, — 0O.

Q, 1 Q, 1
nt n=1 i n=1

Dosledok 2.4.11.a (Limitny tvar).
Nech a,, > 0 pre vSetky n€ N o.k.p., lim n[“—” — 1] =teR" —

n—00 an+1

a) 1<t = Z?;l Ap —, b)t<l = Zle Ay — 0.

Priklad 2.4.16.

VySetrite konvergeciu radu Y07 an = >0, a(a+1)(a-7|:!2)~~(a+n)’ a > 0.

RiesSenie.
Limitné d’Alembertovo a Cauchyho kritéria pouzit nemozeme, pretoze:

. n 9 Antl _ 1: a(a+1)--(a+n)(n+1)! _ 1. n+l
Jim = lim St = m SO = e =1
Raabe: lim n[-%2— —1] = lim n[22E 1] = lim 2% =gq lim = a.
n—o00 [a"+1 ] n— o0 [ n+l1 ] n—oo M1 n— 00 1+%

a=1 = Y7 an=>20", (nill)! = o1 %ﬂ = Zf:z% — 0.

S japr—prea>1, > a,—rocoprea<l.m

2.4.3 Absolitna, relativna konvergencia a alternujace rady

Doteraz sme sa zaoberali ¢iselnymi radmi s nezdpornymi ¢lenmi. Tieto rady konverguju
alebo diverguju do co. Rady vo vSeobecnosti moézu mat aj zaporné ¢leny. Pri vySetrovani
radov je niekedy vhodné skumat rady s absolutnymi hodnotami ich ¢lenov.

Rad )" 7 | a, konverguje absolutne (je absoltatne konvergentny), ak konverguje
rad absolitnych hodnot > 0% | |an], t. j. ak o0 | |a,| —. Oznadujeme > 00 | |a,| ——.

Rad )7 | a, konverguje relativne (neabsolutne), ak > 7 | a,, konverguje a rad
S Jan| diverguje, t. j. ak Y00 | an >, > o0 | |an| — co. Oznacujeme > o0 | |an| —.

15 Wilhelm Raabe [1831-1910] — nemecky matematik.
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Veta 2.4.12.
S | an — (absolitne) = >"°°  a, — (konverguje).
Dokaz.

> onet lan] —

Cauchy-Bolzanov princip konvergencie (veta 2.4.3)

Ve >0 3Inge N Vn,keN, n>ng: ||ant1]+ |anta|+- + lanik]] <e =
lant1 + ango + - F angr] < Janga| +lang2| +- -+ ann| <e = Zzo:lan'—>-.

Priklad 2.4.17.

Vysetrite konvergenciu Z;:O:l anp=1—-1+ % — % + % — % + -
RieSenie.
Pre postupnost ¢lasto¢nych sactov {s,} -, radu >~ a, plati:
nGN:>32n:1_1+%_%++%_%:07 S2n+1252n+%+1:%+1 =
. _ . _ . _ o0 _
30, o2n = 0 sner =0 = Jin on = Dy n = T e tem
oo 1,1 1,1 oo 1 n=1"n '
Done lan] = 1t g bbbyt =2300, g = 00

Nech Y77 | a, je ¢iselny rad, potom rady!'6

2?21 a; =sT, 2?21 a, =S8

obsahuju iba nezaporné ¢leny. To znamené, Ze maji vzdy sucet, pricom moZe byt aj
nevlastny. Potom na zéklade vety 2.4.4, pokial maja uvedené vyrazy zmysel, plati:

118

an =3 (af —a;)=s"—s7, Yolanl= Y (af +a,)=sT+s".
n=1

1 n=1 n=1

n

Poznamka 2.4.3.
S lan > = (sT—s7)ER, (st+s)eR = st,s”€R.

+_
S lan s = (stT—sT)eER, sT+s =00 = st =5~ =00

Nech a,, > 0 [resp. a,, < 0] pre vietky n € N, potom alternujicim radom (radom
so striedavymi znamienkami) nazyvame rad:

00
Z (_1)n+1an =ay —ay+az3—aq4+---+ (—1)”+1an 4.
n=1

Veta 2.4.13 (Leibnizovo kritérium).
Nech a, >0 pre n€ N, {a,},—, je nerastica, lim a,=0 = > 2 (=1)"Tla, —s.
’ n—00

n=1

Doékaz.
{a,},2 | je nerastica = VYneN: a, > apt1 = VneN: a, —anp1 > 0.

{sn}o—, je postupnost ¢iastoénych suctov > 7, (—1)""ta, =

Sop = a1 — (ag —ag) — -+ — (agn—2 — G2p—1) — G2, < a1,

163trana 30: at = max {a, 0}, a~ = max{—a, 0}.
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52(nt+1) = S2ny2 = Son + (A2ni1 — G2ny2) > 520 =
{s2n},—; je neklesajica a ohrani¢end zhora = {sa,}, ., — s€ER =

lim s9,41 =

lim (sop, + aopy1) = lim s9, + lim agpi1 =s+0=s =
n—0o0 n—oo n—o0 n—r o0

lim s, = lim s, = lim 9,01 =85 = >, 7, (-1)"tla, —. m
n—00 n—00 n—00 -

Priklad 2.4.18. (< (1t
. . 17 00 —1)" _ 1 1 1 -H" r
Anharmonicky rad anl - —1—§+§—Z+~-~+T+""—>ln2-

Riesenie.
oo . ., .

{%} _, Je klesajuca, lim -0
n= n—oo M

veta 2.4.13 5o (="t
_ —.

n=1 n

_1\n+1
P ‘7( 17)1 =Y t=0c0 = Y2 a,—.m

Priklad 2.4.19.
PMET D D m — In2.
RiesSenie.

1 1 1

an =G Tan = 31 — 2 MEN, {sn}oo, je postupnost ¢iastoénych suctov > 7 | a, =

_ (1 1 11 1 1y _ 11,1 1 1 1

=G )+G D+ Eam) =i ts it g e =t =
{sn}zo:l je rastiica a je podpostupnostou z postupnosti astoénych su¢tov anharmonického
radu {t,}°, — In2. Z toho vyplyva > °°  a, — In2. m

Niekedy je pri vySetrovani radu vyhodné jeho ¢leny vyjadrit v tvare su¢inu a,b, a
vySetrovat {a, },—, {bn} . Pre ilustraciu uvedieme dve kritéria bez dokazov.

Veta 2.4.14 (Abelovo'® kritérium).
a) > an konverguje o .
e . = Ciselny rad )~ anb, konverguje.
b) {b,},_; je monoténna a ohranicena =

o0 N

Poziadavku monoténnosti {b,},~; nemdzeme vynechat. Pre a,, = D g, = (1)
oo (=1)%" _ Zoo

n=1 n

by boli predpoklady vety splnené, ale > | a,b, =

Veta 2.4.15 (Dirichletovo kritérium).
Nech {s,},~ | je postupnost ¢asto¢nych sactov radu >~ a, a nech plati:

a) {sn},—, je ohranicena - _
b) {b,},2, je nerastica, lim b, =0 } = ciselny rad 57,7, anby konverguje.
n— oo
_Leibnizovo kritérium je $pecidlnym pripadom Dirichletovho. Ak rad S (1) Te,
splita predpoklady Leibnizovho kritéria, potom staéi poloZit a, = (—1)"*1 b, = ¢c,.

17Jeho sucet je In2 (vid napr. [9]).
18 Niels Henrik Abel [1802-1829] — noérsky matematik.
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Priklad 2.4.20.

_ n+1
Vysetrite konvergenciu radu - (=1)

n=1 n

In [c+ ﬂ, c>0.
Riesenie.

Pre ¢ > 0 st splnené predpoklady Abelovho kritéria:

an = = 71)"* ,neN = E 1 0n = ZOO (_17)Ln+1 — In2.

n=1

vlastnosti funkcie In (str. 85)

>c

bn:hl[ch ] neN = c+1>c+1 >c+7,+1_

In(c+1)>Infc+ L] >In {c—i—
———

bn

+1] >Inc = {b,} -, je ohrani¢ena, nerastica

brniy1

:>Zn1

(=1t 1 <
In [c + E] — pre vietky ¢ > 0. m

2.4.4 Prerovnanie radov a rady s predpisanym sic¢tom

UZ sme spominali, Ze pre nekone¢né rady vo v8eobecnosti neplati asociativny zékon.
Plati iba pre konvergentné rady (veta 2.4.5). S komutativnym zakonom je to trochu zlozi-
tejsie, nemusi platit ani pre konvergentné rady (priklad 2.4.21).

Nech {ky},-, je postupnost prirodzenych &isel, ktora obsahuje kazdé prirodzené &islo
préave raz.'® Prerovnanym radom (prerovnanim) radu ) ° | a, nazyvame rad

o0

> Gk, = Gk, + gy g o ag, o

n=1
Priklad 2.%21.

[e%s} —1)" 1
anl( 7)1 =l-3+3-3+ts-gti—st- + 5=
Rad prerovname pomocou postupnosti

{2k—1, 2(2k—-1), 2-2k};_, ={1,2,4, 3,6,8, 5,10,12, 7,14,16, ...}.

Potom dostaneme prerovnany rad

)n+1

4. =1In2.

0 —1-1_1 1_1_1 e 41 1
Ymmabn=1l-35-3+3-5-5 + T o1 T Im e T zer T

Ozna¢me postupnost ¢asto¢nych stuc¢tov péovodného radu {sn};o=1 a prerovnaného radu
{tn},—,. Potom pre n = 3k, n = 3k+1, n = 3k+2, k€N a pre k — oo plati:

_ 11 1 1 1] 11 1 1]
tar = [1_5_1] toee Tt [2k—1_2(2k—1)_ﬁ] - [E_Z] toee Tt {2(%—1)_@} -

-1 _ 1y .4 __1 1 1, ooy 1 1y _1 In 2
=31t Tt 3mm 2-2k—2[1 st g 219}—232/6'—)27

_ 1 sop 1 In2 —Sop . 1 1 In2
k1 =tk + o7 = 5 T o 2o takt2 =" T g —o@msn T 2

To znamen4, Ze prerovnany rad konverguje k (inému) ¢islu > 7 | b, — 1’12 ..

19Postupnost {kn}22 ; je bijekcia mnoziny N na mnozinu N. To znamena, Ze pre kazdé n€ N existuje
meE N také, ze plati knm = n (surjekcia) a pre v8etky m,n€ N, m # n plati kn # km (injekcia).
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Prerovnanim konvergentného radu mézeme dostat aj divergentny rad. Dokonca mo-
zeme tento rad prerovnat tak, aby smeroval k dopredu zvolenej hodnote s€ R*.

7 poznamky 2.4.3 vyplyva, Ze prerovnévat k inému stcétu mozeme iba relativne kon-
vergentné rady.

Veta 2.4.16 (Riemann).

a€R", Z:;l a, — = existuje prerovnanie Zf;l ay, — o.

Dokaz.

Dokaz je formélne naro¢ny a nebudeme ho robit. Myslienku ukézeme na priklade 2.4.22. Je

zalozena na skutoc¢nosti, ze stcéty kladnych a zapornych ¢lenov relativne konvergentného
radu si nevlastné (poznamka 2.4.3). m

Priklad 2.4.22.

Prerovnajte Y 0" a, = > o0, (_17):“ tak, aby konvergoval k &islu 2.
Riesenie.
°° a, — In2 (priklad 2.4.18). Z poznamky 2.4.3 vyplyva:
n=1
P:nz_:lajl'zl—&—%—i—%—k%—i-”-:oo, M:nz_:lagz—%—i—%—%—-~-:—oo.

Z radu P vyberieme tol'ko prvych ¢lenov, aby ich sucet s > g. Potom k nim pridame tol'ko
prvych ¢lenov z radu M, aby ich spolo¢ny siicet s < 2. V nasom pripade to bude:

Nl ot

1+1=3~1,333>5=1,25, 1+% -1=2~0,8333<3=1,25.
K nim pridame tol'ko prvych nevybratych ¢lenov radu P, aby spolo¢ny stucet s > g:
1+1 -1 414141 =87 287> 1,25
Potom k nim pridame tolko prvych nevybratych ¢lenov radu M, aby spoloény stcet s < 2:
1+1 -1 414141 —1=D0~1037<1,25.

Takto mozeme pokracovat do nekone¢na a prerovnany rad bude konvergovat k ¢islu %.
Prakticky pokrac¢ujeme po poZzadovanu presnost. Pre ilustraciu uvedieme este dva kroky:

Q

1 1 1 1 1 1 1 1 1
+7_7+3+7+7_7+H+T+T

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
+§_7+7+7+7_7+H+T3+T_7

1,272 > 1,25,
1,105 < 1,25. m

%

Pre absolutne konvergentné rady Riemannova veta neplati. V tomto pripade kazdé
prerovnanie daného radu konverguje k rovnakému saétu (poznamka 2.4.3).

Priklad 2.4.23.

Urcte sucet radu 220:1 an, ak a, = 2,1% pre n neparne a a,, = 2;—,11 pre n parne.
Riesenie.

Dany rad mozeme zapisat v tvare:

n

> 2 1 4 3
San=ddtd b= (D)D) D (DT
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1

Tento rad je prerovnanim geometrického radu > -, (—f)n . Potom plati

118

anzn;(—§)"=—1+n§::0(—§)”=—1+ﬁ:—1+§z—g.-

n=1

Na zaver sa budeme zaoberat tilohou ako najst nejaky rad s predpisanym stié-
tom. Vytvorit rad >~ ; a,, s konkrétnym stctom s € R* nie je zlozité.

Priklad 2.4.24.
Nech s€ R*. Zostrojte ¢iselny rad > | a, tak, aby > 7 | a, — s.
Riesenie.
Nech {s,},-, — s€ R*. Oznafme sy = 0. Ak pre n€ N poloZime:
ay =81 =5 — 50, G2 =5y —51, G3=253—52, ..., Uy =5p —Sn_1, ...,
potom pre n-ty ¢iastoény sucet ¢, radu > - a, plati:

th=ar+ax+---+a, =51+ (52— 51) + (53— 52) + -+ (50 — Sn—1) = 5n.

= > an = (Sn—8p_1) = nh_)rr;o ty, = nlgr;o Sp = S.
Iné riesenie.
Nech s € R, {b,},~, — 0. Ak polozime s, = s+ b, pre n € N, potom {s,} -, je

n=1
postupnost ¢iasto¢nych suc¢tov radu ZZOZI an, kde

a1 =81=8+by, an,=58,— -1 = (5+by)— (s+bp_1) =b, —bp_1 pren>2.

Zvolme by tak, aby by — bg = a1 = s+ by, t. j. bg = —s. Potom plati:

> an= 3 (bu—bat) = lim 5, = lm (s+b,) =s+0=s,
n=1

1 n—oo n—oo

Ak je {bn}:;o:l nerasttuca, resp. neklesajuca, potom a,, = b, — b,_1 > 0, resp. a,, <0.
To znamena, ze rad > _—_; a,, s predpisanym suc¢tom obsahuje iba nezdporné. resp. nekladné
¢leny a konverguje absolitne, t. j. Y00 ay, = > o0 (by —by_1) —> 5. W

Priklad 2.4.25.
Ak s =0, {sp}ro, = {%}:;1 — 0, potom pre vietky n€ N plati:

1 1 —1- —1
ap = s =1, (ln:Sn—Snflzg—ﬁZH:(n,l)n<0 pren>2 =
o = 1 1 1 1
anp=1-— —— =1l 55— = — .- = lim s, =
nZ::1 n nZ::Q (n—1)n 1-2 2-3 (n—1)n oo

Ztohonavyéevyplyvaz:f;lm:%+%+...+m+...&>1..

(V)
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Priklad 2.4.26.
Zostrojte ¢iselny rad > 7 ay, — s, s = 1.

Riesenie. oo
{by}o2, = {( i_)i_l } > 0. Potom (priklad 2.4.24) pre n€ N plati:
n=1
_ _ (= 1) n : _ _ _ 1_3_ 2141
Sp=58+b, =1+ , nlbn;osnfl, alferblfl+2f2f1.(14_1)7
1yt _1)n " n
p = bp—byy = E DT (g {niﬁ } = (-1 2L pre n>2 =
o)
nt+l 2n4l1 _ 3 5 7 9 nt1_2n+1
nzz:l(_l) etp =tz s tsa—as oot (DT o L

Iné rieSenie. -
{by}or, = {ﬁ} s 0. Potom (priklad 2.4.24) pre n€ N plati:

_ o 1 . o _ _1_1_3 _ 2-1+1
n=5+b,=1 CEsyED 711Lnéosn—1, ap=s+b =1 = 1= T
_ _ _ 1 1 —71,2+n2+2n,+1 _ 2n+1
n="bn—bp_1= (n+1)2 + nZ n2(n+1)2 = nZ(nt1)? >0 pren>2 =
SYogmtlo 84 5L Ty 0 4 w4t g
n2(nt1)? — 14 T 4.9 T 916 ' 1625 + Fnne :

n=1

Vytvaranie radov s predpisanym suc¢tom nie je samoucelné. Znalost siétu niektorého
radu moZeme vyuZit pri urovani saétu iného radu (priklad 2.4.27).

Priklad 2.4.27.
1 1 1 1
Urctesucetmduzjn1m sstast e T

Riesenie.
Na zaklade prikladov 2.4.19 a 2.4.25 plati:

o0

1 _ 1 1 1 1 1 1 1 1 _
Zln(nJrl) =tstastsatastsstertrstsat =1
=
o0

1 _ 1 1 1 1 _
Zl(zn_l)zn*ﬁ + 33t s 75t =In2,
n—=
< 1 1 1 1 1
272n(2n+1): 33 t 1 t+ & + gato=7

7 toho Vyplyva Zn 1 m = ZZO=1 m — Z;.Lozl m =1—-In2.m

Na zaver uvedieme bez vypoctu niektoré ¢iselné rady a ich sacty:

n a = 1 T = 1 T = (—1)"+1 Jis
r=elacR, Y A=% Y Lh-rn Y5 -1
n=1 n=1 n=1

NgH]
:\@

3
Il
=)
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Cvicenia

2.4.1. VySetrite konvergenciu radov: %

a) > o b) 3 Ay 0 > 5
= Inn? = n2417 = 2n—17
oo n—1 oo ‘ 2 oo 3
SR 0 5 G 8) X e
N n+1 ) - n_ k) 3"n!
1) n241 J \ nt+1’ ! nn )
n= n= n=
= n! = (=)™ — n®
m) 2T n) 21 o/’ 0) 21 P
n= n= n—=
oo oo oo
q) sin 1, r) Y cost, s) > cos
n=1 n=1 n=1

2.4.2. Vysetrite konvergenciu radov: *

o~ 1 o n?+1
a)ZwTH» b) > In nZ
n=1 n=1
o0 o0
d) > arcsin ﬁ, e) Y arctg L,
n=1 n=1
o0 o0
g) Y arcsin =+, h) arcsin -5,
n=1 n=1
. &0 1 2 n > 1
-]) nz::I n (g) ’ k) nz::I ny/n+1’

2.4.3. Vyéetrite konvergenciu radov: %

a) Z 131 4(2: 1) b) nglm;
d) 5 VS &) > [Vi—va—T],
=1 =1
= 1 1 = 1

B) 2 vmsina h) 3. Ve
)P =C k) ;(22,}_1 + ),
m) 3 GrnEe n) Y mmEeD

) i n+1 n—l ) i 3n "

p = n2+1 ) a S~ 3n+1 )

2.4.4. Vypoditajte sucet radov: *

1
2) 3 G

2n-+1

n+2
2n+1

)

)"
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S 1 o 2041 S 1
d) nz::1 (n13)(nt7)° e) ngl n2(n+1)2> £) ;::1 (n+2)(n+3)(ntd)’
o [l 1 o 2n-—1 -
g) 21 [27 + 37]’ h) — on 2 n( n+1 )(n+2)?
J) 21(*1)”“ ()" k) 21(*1)” (3)", 1) Z o G
2.4.5. VySetrite relativnu a absolatnu konvergenciu radov: %
X (_qyn-t X (_q)2n-t X ()t X (1 w
a) Z (nzl ) b) ( n)fl 9 C) ( \/)ﬁ 9 d) Z %a
n=1 n=1 n=1 n=1
JFew g Eent g Sor & oan
¢ n=2 ninn? n=1 " ' & n=1 Vn o n=1 vt (=1’
N (=1 N R (=) "sinn . X (—1)"sin?n
)y S R T 1) 3 T
n=1 n=1 n=1 n=1

2.4.6. Nech rady S°°° | a,,, S2°° | b, diverguji. Co plati o konvergencii radov: *

a) > (an+by), b) > apby, ) DB d) > max{an,b,}.
n=1 n=1 = n=1
2.4.7. Nech Y2°° | a,, konverguje a 3.0, b, diverguje. Co plati o konvergencii radov: *
a) > (an+bn), b) > anbn, c) Z }Tn d) > max{a,,b,}.
n=1 n=1 n=1 n=1
2.4.8. Prerovnajte rad Zn 1 = IBLHH aby divergoval do co, —oo a konvergoval k 0.

h
R
Obr. 2.4.12: Cvicéenie 2.4.10 Obr. 2.4.13: Cvicenie 2.4.11

2.4.9. Urcte sucet radu > o |

a) s, =1-— 2,” b) snzl—l—ﬁ, c) sn:%, d) sn:”’Qf.

a, a jeho ¢len a,, ak jeho n-ty Ciastoény sucet je: *

2.4.10. Uvazujme pravouhly trojuholnik s preponou 1 a odvesnami a1,b; € (0;1). Nech
b1 je preponou podobného pravouhlého trojuholnika s odvesnami as, by. Nech by je pre-
ponou podobného pravouhlého trojuholnika s odvesnami ag, b3. Takto pokracujeme az do
nekonecna (obr. 2.4.12). Zistite, ¢i rad Y.~ a, konverguje a vypocitajte jeho sucet a.
Vypoditajte stcet obsahov P tychto trojuholnikov. *
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2.4.11. Do rota¢ného kuzela s vySkou h a polomerom podstavy R st postupne vpisané
gule (obr. 2.4.13). Najdite stcet objemov tychto guli. *

Obr. 2.4.14: Cvicenie 2.4.12

<) P N >
7 VY Y > ¢ VY VYV
A A< K & A A
S [T N, S~

Obr. 2.4.15: Cvicenie 2.4.13

YAVAVAVAN
A B

A

2.4.12. Usecka AB dlzky d > 0 je rozdelena deliacimi bodmi na n € N rovnakych &asti.
Nad kazdou z tychto ¢asti zostrojime (vid obrazok 2.4.14): *

a) pravouhly rovnoramenny trojuholnik s preponou, ktora lezi na usecke AB,

b) pravouhly rovnoramenny trojuholnik s odvesnou, ktora lezi na tisecke AB,

¢) polkruznicu, ktorej priemer lezi na tsecke AB, d) rovnostranny trojuholnik.

Vypoéitajte dizku takto vzniknutej &ary pre n — oo a porovnajte ju s hodnotou d.

2.4.13. Do kruznice s polomerom 7 >0 vpiSeme pravidelny n-uholnik, n€ N. Nad kazdou
z jeho stran zostrojime smerom von z kruznice (vid obrazok 2.4.15): %

a) pravouhly rovnoramenny trojuholnik s preponou, ktora lezi na strane n-uholnika,

b) pravouhly rovnoramenny trojuholnik s odvesnou, ktora lezi na strane n-uholnika,

¢) polkruZnicu s priemerom na strane n-uholnika, d) rovnostranny trojuholnik.

Vypoéitajte dizku takto vzniknutej ¢ary pre n — oo a porovnajte s obvodom kruznice o.

,»Mi Tekni, prosim té, co na tom chlastu mads?“ ,,Ja ti to Feknu a ty zacénes
chlastat taky.“
uryvok z filmu SLUNCE, SENO A PAR FACEK

Kazdd brzda st mysli, Ze je zachranna.
TOMAS JANOVIC

Sprosty je ako peri, ale strykza‘ md m’tldreho.
DARGINSKE PRISLOVIE

Nie vietci somdri maji velké usi.
NEMECKE PRISLOVIE



Kapitola 3

Realne funkcie

3.1 Funkcie

V tejto kapitole sa budeme zaoberat zobrazeniami, ktorych defini¢ny obor a obor hod-
no6t st podmnozinami mnoziny redlnych ¢isel R. Takéto zobrazenia nazyvame funkcie.

Nech y = f(z), x € D(f), t. j. f: D(f) — H(f). Ak D(f) C R, potom f nazyvame
funkcia realnej premennej. Ak H(f) C R, potom f nazyvame realna funkcia.

Hodnoty x nazyvame nezavislé premenné a D(f) defini¢ny obor funkcie f.

Hodnoty f(z) nazyvame zavislé premenné (funkéné hodnoty) v bode 2 a mnozinu
H(f) = fID(f)] = {f(z); x€ D(f)} nazyvame obor hodnét funkcie f.

Pokial nepovieme ina¢, budeme pod pojmom funkcia rozumiet realnu funkciu jed-
nej redlnej premennej.

Funkciu y = f() tvoria usporiadané dvojice [z; f(x)], takZe ju modzeme v rovine R2
zobrazit v pravouhlom stiradnicovom systéme! ako mnoZinu bodov s tymito strad-
nicami. Tuto mnoZzinu {[x;y] ER*, xeD(f), y= f(m)} nazyvame graf funkcie f.

Karteziansky staradnicovy systém sa skladd z z-ovej a na fiu kolmej y-ovej (stradni-
covej) osi. Ich priese¢nik oznacujeme 0 alebo O a nazyvame pociatok stradnicového
systému. Kazdému bodu X € R? je priradena dvojica hodnot [z; y], ktoré nazyvame z-ova
suradnica a y-ova saradnica (obr. 3.1.1).

Y Yy
L [m2;y2] = X
T Y2 2
X
/2 -1 SWQ To ) 1 .
X1=[z1;91] 11 -3 —2 -1 0 1v22 3
Obr. 3.1.1: Karteziansky systém Obr. 3.1.2: Dirichletova funkcia x ()

Geometricka interpretacia funkcie naAm v mnohych pripadoch pomoéze pri skimani jej

1Tie# sa azyva karteziansky stiradnicovy systém.

71
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vlastnosti. Pojem grafu je ale u mnohych Tudi spojeny s pojmom krivka, t. j. ,stvisla
Glara®. Tato predstava je ale zavadzajica. Existuju funkcie, ktorych grafy maja velmi
malo spolo¢né s touto predstavou, dokonca sa daji velmi tazko nakreslit. Prikladom je
Dirichletova funkcia x (obr. 3.1.2) definovana x(x) = 1 pre z€Q, x(x) = 0 pre x € 1.
Dalsim prikladom st ¢iselné postupnosti, t. j. funkcie s definiénym oborom N C R.

Funkcia y = f(x) je uréend definiénym oborom D(f) a vztahom medzi = a y. Predpis
y = f(x), x€ D(f) vyjadruje zarovenr aj obor hodnot H(f).

Ak nie je definiény obor funkcie f zadany, potom budeme pod D(f) rozumiet tzv.
prirodzeny (maximalny) defini¢ny obor, t. j. mnoZzinu v8etkych realnych &isel, pre
ktoré ma predpis funkcie zmysel. Potom predpisy y = f(z), resp. y = f(z), = € R, resp.
y = f(z): R — R predstavuju funkciu s maximalnym defini¢nym oborom a predpisy
y= f(x), x€Aresp. y = f(z): A — R funkciu s defini¢nym oborom D(f) = A.

Funkcia y = f(z), z € A je injektivna (injekcia, prosta), ak pre vietky 1, s € A,
x1F# o, plati f(x1)# f(x2), t. j. ak zo vztahu f(xz1) = f(x2) vyplyva x1 = .

Ak f(A) C B, potom hovorime, Ze funkcia f: A — B zobrazuje A do B.

Ak f(A) = B, potom hovorime, Ze funkcia f: A — B zobrazuje A na B a funkciu
f nazyvame surjektivna (surjekcia, na mnozinu B). To znamené, Ze f je surjektivna,
ak ku kazdému y € B existuje z € A take, Ze y = f(x)

Ak je funkcia f injektivna a zéroveh surjektivna, nazyvame ju bijektivna (bijekcia,
prosta na mnoZinu, jednojednoznaéna).

Priklad 3.1.1.

Predpis f: y = x vyjadruje f(z) = /z, x€(0;00), t. j. f: (0;1) — R.

Predpis f: y = /z, z € (0;1) vyjadruje int funkciu f(z) = /z, f: (0;1) — R alebo
presnejsie povedané f: (0;1) — (0;1). m

Vyraz, ktorym je dané funkcia definovand, moZze mat rozne tvary. Najéastejie a pre
ucely matematickej analyzy najvhodnejsie je analytické zadanie vzorcom, t. j. rovnicou
y = f(x), x€ D(f). Hovorime, Ze funkcia f je zadana explicitne.

Casté v praxi je parametrické vyjadrenie (obr. 3.1.3), t. j. vyjadrenie dvojicou
rovnic

=), y=1(@), tel, (3.1)

kde ¢, 1 st funkcie definované na mnozine (obyajne intervale) J C R. Premenna ¢ sa
nazyva parameter a mi pomocny vyznam, pretoZe nas zaujima vztah medzi z a y.
Predchédzajice rovnice definuju relaciu

f=AlzyleR* = = o(t), y=0(t), te J} C R?,

ktora moze byt za urc¢itych podmienok funkciou. Je to v pripade, ked je x = ¢(t), t€ J
prosta a ku kazdému ¢(t), t € J existuje prave jedno v (t). Potom hovorime, Ze funkcia f
je definovana parametricky (funkciu parametrizujeme) rovnicami (3.1).

Kedze je funkcia z = ¢(t) na mnozine J prosté (t. j. aj bijektivna), existuje inverzna
funkcia t = ¢~ (z), € M = ¢(J). Funkciu f mozeme potom vyjadrit v tvare:

y=fle)=vt) =y [p ()], zeM. (3.2)



2.1 Algebraické vlastnosti realnych ¢isel 73

Prechod od systému rovnic (3.1) k tvaru (3.2) nazyvame eliminacia® parametra t.
Funkciuy = f(z), x € D(f) modzeme parametrizovat nekoneénym mnozstvom sposobov.

Staci zvolit funkciu z = p(t), t € J tak, aby bola bijekciou : J — D(f) . Pre y potom plati

y = f(z) = f(p(t)), t€J. Najjednoduchsie vyjadrenie ma tvar x =t, y = f(t), t€ D(f).

Y

w//«\<iwmwn //f \
‘ / \\\

; O A =7

—Ve
Obr. 3.1.3: Funkcia f: x = ¢(t), Obr. 3.1.4: Kruznica 2% +y> —c=0, ¢ >0
y = ¥(t) zadana parametricky z prikladu 3.1.2

Funkcia f moZe byt zadana rovnicou F(z,y) = 0, kde F': R?> — R. Niekedy sa navyse
pozaduje, aby [z;y], kde A C R? je vopred dana mnozina. Tym je definovana relacia:

f={[z;y]€ R* F(z,y) =0}, resp. f = {[z;y]€ R* F(z,y) =0, [x;y] € A} C R

Ak je f funkciou, potom hovorime, Ze f je definovana implicitne rovnicou F(z,y) = 0.
Ak uvazime y = f(x), potom moZzeme pisat F(zx, f(x)) = 0.

Priklad 3.1.2.

Uvazujme relaciu f. = {[z;y] € R?; 2 + y? = ¢}, c€R.

c=0= fo=1{[0;0]} je realna funkcia, mozeme ju vyjadrit napriklad f: y==z, = € {0}.
c< 0= f.=1, pretoze pre vietky =,y € R plati 22 + y?> —c> —c > 0.

c>0= f.={[r;£Vc—2?]; x€(—\/c;\/c)} nie je funkciou, geometricky predstavuje

kruznicu so stredom v pociatku [0; 0] a s polomerom +/c (obr. 3.1.4). m

Priklad 3.1.3.
Funkciu f: y = |z|, x € R mdzeme zadat mnohymi sposobmi. St to napriklad:

—x, prex <0,

Explicitne: y = Va2, resp. y =max{—z,z}, resp. y= { xz, prez >0

Parametricky: x=t, tER, 1tesp. x=t, tER, 1esp. x =13, tER.
y = [t, y = V2, y=|t

Implicitne: y?> — 22 =0,y >0, resp. y— |x| =0, resp. y — Va2 =0.m

)

Funkcia y = f(z), x € D(f) moZe byt niekedy zadana aj tabul'kou, t. j. dvojicami
hodnot = a f(z). Tato metdda sa pouziva najmé v praktickych pripadoch pre zéavislost
medzi nejakymi nameranymi hodnotami.

2Teoreticky vieme eliminovat parameter z kazdého vyjadrenia, prakticky to ale méze byt problém.
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V technickych aplikaciach sa niekedy funkcia zadava graficky, pomocou nakresleného
grafu. Z grafu moézeme hodnoty funkcie ur¢it iba priblizne a teda pre d'alie spracovanie
je tato metdda prinajmensom maélo vhodna.

Okrem pravouhlého siradnicového systému sa ¢asto pouZiva tzv. polarny suradni-
covy systém, ktory sa sklada z poc¢iatku (po6lu) a z jednej poloosi z neho vychadzajicej,
ktort nazyvame polarna os a oznacujeme o.

Pol ztotoznime s pociatkom 0 pravouhlého systému a polarnu os ztotoznime s kladnou
x-ovou poloosou (obr. 3.1.5). Ak ma bod X v pravouhlom systéme suradnice [z;y], potom
mé v polarnych suradniciach stradnice [g; p]. Suradnica p predstavuje vzdialenost bodu X
od podiatku 0 a nazyva sa sprievodi¢ (radiusvektor) bodu X. Suradnica ¢ predstavuje
orientovany uhol, ktory zviera polarna os o s polpriamkou 0X a nazyva sa polarny uhol
(amplitada) bodu X. Z vlastnosti goniometrickych funkcii potom vyplyva:

x=p-cosp, y=p-sing, pricom pe(0;00), Y& (—00;00),

(
p:\/m’ Cos(p:%:\/ﬁ, Sin(‘p:%:\/ﬁ’ prex2+y2>0.

Yit-g

To ol ?) 3,7 T
o S T1 0
P3xP3
[ Te—] Y2 ot

X2 Y2

Y3
X3

Obr. 3.1.5: Pravouhly a polarny stradnicovy systém v Euklidovskej rovine R?

Bod X € R? ma v kartezianskom systéme stradnice uréené jednoznacéne. Ten isty bod
mé v polarnych siradniciach nekone¢ne vela vyjadreni, pretoZe funkcie sinus a kosinus s
periodické s periddou 27. Preto sa pre rozsah uhla ¢ zvykne uréit interval dizky 27.

Funkcia ma v polarnom systéme tvar f = {[ap; ) €R2}, resp. [: p = f(p), p€A.

Priklad 3.1.4.

a) y = fi(z) =1, z€ R je konstantna (v pravouhlom systéme), jej grafom je priamka.

b) p = fa(p) = 1, p € R je konStantna (v polarnom systéme), jej grafom je kruznica so
stredom v poc¢iatku 0 a polomerom p = 1. V prvouhlom systéme ale funkciou nie je. m

Priklad 3.1.5.

Nech [z1;y1], [22; yo] € R?, 21 # 2o.

Urcte koeficienty a,b€ R funkcie f: y = ax + b tak, aby [z1;y1] € f, [x2;92] € f.
Riesenie.

[z1:01] s [x2iy2]€f = yi=avi+b,ys =azs+b =

— — — Y2~y
Yo — Y1 = axo —axy = a(ze — 1) = a= 2 =
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_ _ _ _ Y2—u1 _ Y1T2—Y1T1—Y2X1+Yi%T1 __ Y1L2—Y2x1
b=y —az1 =y wo—w 1= T2 —11 T z—a =
. _ _ Y2—uy1 Y1T2—Y2T1 __ Y2T—Y1T+Y1T2—Y2T1 __ T—x1 To—T
[ry=ar+b= x27x1x+ To—x1 To—T1 - Iz*ﬂ:lyz—i_ 2z Ib TER =

Funkcia f:y = ax + b, kde a,b € R, sa nazyva linearna. Jej grafom je priamka.
Hodnota a predstavuje jej smernicu, t. j. tangens uhla, ktory zviera priamka s osou x.

3.1.1 Zakladné vlastnosti funkcii

Funkcia y = f(z), x€ D(f) sa nazyva na mnozine A C D(f):
— ohranicena zdola, ak je ohrani¢ené zdola mnozina f(A), t. j. ak existuje a € R take,
Ze pre vietky x € A plati o < f(z),
— ohranicena zhora, ak je ohrani¢ena zhora mnozina f(A), t. j. ak existuje S € R take,
7e pre vietky z € A plati f(x) < S,
— ohranicena, ak je ohrani¢ena zdola a zhora na mnoZine A, t. j. ak existuja o, € R
take, Ze pre vietky x € A plati a < f(z) < 8,
— neohrani¢ena zdola, ak nie je ohrani¢ena zdola na mnozine A,
— neohranicena zhora, ak nie je ohrani¢ena zhora na mnoZzine A,
— neohraniéena, ak nie je ohrani¢ena (t. j. je neohranicena zdola alebo zhora) na A,
kde f(A) = {f(z); € A} je mnozina funkénych hodnot funkcie f.
Uvedené vlastnosti boli definované na mnozine A C D(f), preto hovorime o lokal-
nych vlastnostiach. Ak nejaka vlastnost plati na celom definiénom obore D(f), potom
hovorime o globalnej vlastnosti a privlastok ,na mnoZine D(f)“ vynechavame.

Funkcia y = f(z), € D(f) sa nazyva:
— ohranicena zdola, ak existuje o € R takeé, Ze pre vietky x € D(f) plati o < f(x),
— ohranicena zhora, ak existuje S € R také, Ze pre vSetky x € D(f) plati f(x) < 5,
— ohranicena, ak existuju «, € R takeé, 7e pre vietky xz € D(f) plati a < f(z) < 8,
— neohranicena zdola, resp. zhora, ak nie je ohrani¢ené zdola, resp. zhora,

— neohraniena, ak nie je ohranifen4 (t. j. nie je ohrani¢ena zdola alebo zhora).

Priklad 3.1.6.
a) Funkcia f: y = 22+1 je ohrani¢en4 zdola a nie je ohrani¢ena zhora. Na intervale (0; 1)
je ohrani¢en4, pretoze pre vietky z € (0;1) plati 1 < 22 +1 < 2.

b) f:y = (% + 1)~ je ohranicena, pretoze pre vietky x€ R plati 0 < (22 +1)"1 < 1. m
Nech y = f(x), xe D(f), A C D(f), potom:

_ grelgf(m):inf {f(x);x€ A} =inf f(A) nazgvame infimum funkcie f na mnozine A,

— gsctelgf(x):sup {f(z);x€ A} =sup f(A) nazyvame suprémum funkcie [ na A,

— inf f(z) = inf {f(x);x € D(f)} nazyvame infimum funkcie f,

— sup f(z) = sup {f(x); x€ D(f)} nazyvame suprémum funkcie f.

Z definicie vyplyva, Ze ak je funkcia f ohrani¢en4a zdola na A, potom inf f(A) € R a
ak je neohranideni zdola na A, potom inf f(A) = —oo. Analogicky plati sup f(A4) € R pre
funkciu ohrani¢ent zhora na A a sup f(A) = co pre neohrani¢ent zhora funkciu.



76

Nech y = f(x), z€D(f), A C D(f). Potom funkcia f nadobuda v bode z¢€ A:
— minimum (minimalnu hodnotu, najmensiu hodnotu) na mnoZine A, ak plati

f(zo) = min f(A4) = melg f(zx), t. j. ak pre vetky z € A plati f(xo) < f(x),

— maximum (maximalnu hodnotu, najvii¢siu hodnotu) na mnozine A, ak plati
f(zo) = max f(A) = majx(f(x), t. j. ak pre vetky x € A plati f(z) < f(xo),
e
— ostré minimum na mnoZine A, ak pre vietky x € A, x £xg plati f(zo) < f(z),
— ostré maximum na mnoZine A, ak pre vietky z € A, x #x plati f(z) < f(xo),

Minimum a maximum sihrnne nazyvame (ostré) extrémy funkcie f.

Ak A = D(f), potom hovorime o globalnych (absolatnych) extrémoch funkcie f
a ozna¢ujeme ich symbolmi min f(z), resp. max f(x).

V opacnom pripade hovorime o lokdlnych extrémoch funkcie f. Lokalne extrémy
postaci vySetrovat v nejakom okoli O(zg) C D(f).

Z predchadzajiceho vyplyva, 7ze ak existuje min { f(z); x € A}, resp. max {f(z); z€ A},
potom min{f(z); z€ A} =inf {f(z); x€ A}, max{f(z); x€ A} =sup{f(x); z€ A}.

Priklad 3.1.7.
Uvazujme funkciu f:y = 22 + 1, z€R.

A=D(f) = inf f(z) =min f(z) =1, sup f(z) = oo, max f(z) neexistuje.
A=(0;1) = ;Ielgf(x) =1, sup flz) =2, 211611141 f(z) a max f(z) neexistuja.
A=(0;1) = inf f(z) =minf(z) =1, sup f(z) =maxf(z)=2.m

Funkcia y = f(z), € D(f) sa nazyva na mnozine A C D(f):
— rastuca, ak pre vietky x1,x0 € A, 11 < xo plati f(x1) < f(z2),
— klesajuca, ak pre vSetky x1,z2 € A, x1 < x2 plati f(x1) > f(x2),
— neklesajuca, ak pre vSetky z1,22€ A, 21 < o plati f(x1) < f(x2),
— mnerastuca, ak pre vetky x1,2z0 € A, 11 < a9 plati f(z1) > f(z2),

— konstantna, ak pre v8etky x1,x2 € A plati f(x1) = f(z2), t. j. ak existuje c€ R take,
Ze pre vetky x € A plati f(x) = ¢, strucne ju ozna¢ujeme f(z) = konst.,

— monotoénna, ak je neklesajica alebo nerastiica (aj rastuca, klesajuca alebo konst.),
— rydzo (ostro) monoténna, ak je rastica alebo klesajuca.

Ak A=D(f) potom privlastok ,na mnozine D(f)“ vynechavame a hovorime o rastua-
cej, klesajucej, neklesajucej, nerasticej alebo konstantnej funkcii (obr. 3.1.6).

y Y|\ Y Y y
Ve

rl Tro I3 x Xy o I3 x T1T2 T3 T4 x X1 T2 T3 T4 x 1 T2 xr3 x

L N

Obr. 3.1.6: Grafy rastucej, klesajucej, neklesajucej, nerastiicej a konstantnej funkcie
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Niekedy je vyhodné definovat uvedené pojmy v konkrétnom bode mnoZiny. Funkcia

y = f(z), x€D(f) sa nazyva v bode zo€ D(f):

— rastuca, ak existuje okolie O(zg) také, Ze pre vietky © € O~ (z¢) (t. j. * < xo) plati
f(x) < f(zo) a pre vietky z€O™ (z0) (t. j. o < ) plati f(zo) < f(z),

— klesajuca, ak existuje okolie O(xz¢) také, ze pre vietky x € O~ (z¢) plati f(z) > f(xo)
a pre vietky € O™ (x¢) plati f(zo) > f(z),

— neklesajuca, ak existuje O(xzg) také, Ze pre vSetky x € O~ (xg) plati f(z) < f(zg) a
pre vietky z€OT (z0) plati f(zo) < f(z),

— nerastica, ak existuje O(z¢) take, Ze pre vietky x €O~ (z¢) plati f(z) > f(zo) a pre
vietky x € OT (zo) plati f(zo) > f(x).

Veta 3.1.1.

f je rastuca [resp. klesajuca] na intervale (a;b) <=

f je rastuca [resp. klesajucal v kazdom bode zq € (a;b).

Priklad 3.1.8.

a) Funkcia f: y =z + 1 je rastaca na D(f) = R

b) Funkcia f: y = |x] je neklesajica na R, konStantna na intervaloch (k;k + 1), k€ Z.

c) Funkcia f: y = 22 je klesajiica na intervale (—oo;0) a rastiica na intervale (0;c0).

d) Funkcia f: y = % je kondtantna na mnozine R — {0}. m
7 predchadzajucich definicii vyplyva nasledujuca veta, ktort uviddzame bez dokazu.

Veta 3.1.2.
f je rastuca [resp. klesajuca] na A =
f je rastuca [resp. klesajuca| v kazdom vnatornom bode zg € A.

Yy
sgnx
— 1a —=z +sgnx
0 0 x
—— 1 =1

Obr. 3.1.7: Grafy funkcii z prikladu 3.1.9 a), b), ¢)

<
NN: N\
= <

8
f=}
8

Ako dokazuje nasledujuci priklad, ak je funkcia f rasttica [resp. klesajtcal v jednom
bode z € A, eSte nemusi byt rastiica [resp. klesajtca] v jeho okoli O(x).

Priklad 3.1.9.

a) Funkcia f definovana vztahmi f(x) =z pre x€Q a f(z) = § pre x €1 je rastiica v bode
xo = 0, rastiica na mnoZine () a na mnozine /. Na druhej strane je zrejmé, Ze neexistuje
redlny interval I, na ktorom je f rastica (obr. 3.1.7).

b) Funkcia f(x) = sgnx je rastica v bode 0, konstantna na (—oo;0) a na (0;00).

¢) Funkcia f(z) = —x 4 sgnx je rasttica v bode 0 a klesajica na (—o00;0) a (0;00). m
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Funkcia y = f(z), € D(f) sa nazyva:
— parna, ak pre vietky x € D(f) plati —x € D(f) a navyse f(z) = f(—x),
— neparna, ak pre vietky xz € D(f) plati —z € D(f) a navySe f(z) = —f(—x).

Graf parnej funkcie je simerny podla osi y a graf neparnej funkcie je simerny podla
podiatku stradnicového systému (obr. 3.1.8).

Funkcia y = f(x), € D(f) sa nazyva periodicka, ak existuje p€ R, p#0 (nazyvame
ho peridda funkcie f) take, Zze pre vietky x € D(f) plati x+p € D(f), z—p € D(f) a
f(x) = flz+p) = f(z—p).

Najmensia kladna perioda funkcie f (pokial existuje) sa nazyva primitivna (za-
kladna). Je zrejmé, Ze kazdy celo¢iselny nasobok periody je tiez perioda.

Ak je funkcia f periodicka s periodou p > 0, potom ju stadi vySetrovat na intervale s
dlzkou p. Kazdy interval s dizkou p nazyvame interval periodicity (obr. 3.1.9).

y y y periéda p

AN AN ATV AT

Obr. 3.1.8: Graf parnej a nepéarnej funkcie Obr. 3.1.9: Graf periodickej funkcie

1>

Priklad 3.1.10.
a) Funkcia y = |z| je parna, funkcia y = sgnz je neparna.

b) Funkcia y = konst. je parna, funkcia y = 0 je parna a zaroveh aj neparna.
¢) Funkcia y = 2%, 2 € R je parna, ale funkcia y = 22, 2 € (0; 1) parna nie je.
d) Funkciey = &, y= %, y=1 y=a,y=2 y=2°

59 si neparne.

e) Dirichletova funkcia y = x(z) je parna. m

Priklad 3.1.11.
a) Funkcie y = sinz, y = cosx st periodické so zékladnou periédou 2.

b) Funkcie y = tgx, y = cotg x su periodické so zakladnou periédou 7.

¢) Funkcia y = « — || je periodicka s periodou 1 (obr. 2.1.2 na str. 28).

d) Funkcia y=1 je periodické, periodou je kazdé p€ R, p#£0. Zakladnt periédu nema.
e) Dirichletova funkcia x je periodické, pricom perioédou je kazdé p€ @, p#£0.

f) Funkcia y = (—1)1*! je periodicka so zékladnou periédou 2 (obr. 3.1.10). m

Funkcia y = f(z), x€ D(f) sa nazyva na intervale I C D(f):

(),

— konvexna, ak pre vietky z,x1,x0 €1 také, Ze x1 < x < x4 plati f(z) <r
— konkavna, ak pre vSetky z,z1,zo €1 také, ze x1 < x < x9 plati f(z) > r(x),
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F(w2) [z2; f(=2)]
O O *~—
r(z)
—2 —1 0 1 2 z [xy; £(z1)]
f(z1)
—O T O o . o T
Obr. 3.1.10: Funkcia y=(—1)L*J Obr. 3.1.11: Konvexna funkcia

— rydzo konvexna, ak pre vetky xz,zq, 22 €1 také, Ze 11 < x < xq plati f(z) < r(x),
— rydzo konkavna, ak pre vetky z,z1,x2 €1 také, 7e 1 < x < xg plati f(z) > r(x),

pricom? r(z) = = fw2) + 22 f@).

Obr. 3.1.12: Grafy konvexnej, rydzo konvexnej, konkivnej a
rydzo konkéavnej funkcie

Funkcia y = f(z), x€ D(f) sa nazyva v bode zo€ D(f):
— rydzo konvexna, ak existuje okolie O(zy), v ktorom je funkcia f rydzo konvexna,
— rydzo konkavna, ak existuje okolie O(zy), v ktorom je funkcia f rydzo konkavna.

Funkcia f ma v bode zy€ D(f) inflexny bod (inflexiu), ak existuje okolie O(zg)
také, ze v O~ () je f rydzo konvexna [resp. rydzo konkavnal a v Ot (zg) je rydzo konkavna
[resp. rydzo konvexna].

Priklad 3.1.12.
a) Funkcia y = ax+b je konvexné a konkévna na R pre vietky a,b€ R.

b) Funkcia y = konst. je konvexna (nie rydzo) a konkavna (nie rydzo) na R.
¢) Funkcia y = sinz je rydzo konkdvna na (0;7) a rydzo konvexna na (m; 2m).

d) Funkcia y = 22 je rydzo konvexna na R a funkcia y = —2? je rydzo konkdvna na R. m

Veta 3.1.3.
f je konvexné [resp. konkévna] na intervale I C D(f) <=
pre vietky x1, 20 €1, 1 #x9, pe(0;1), ¢ = 1—p plati:
f(pzy 4 quo) < pf21) +qf(22)  [resp. f(pz1 + qu2) = pf(21) + qf (22)].

3QGraficky lezi [z; 7(x)] na priamke spajajiicej body [z1; f(x1)] a [x2; f(x2)] (obr. 3.1.11). Z prikladu 3.1.5
vyplyva r(z) = {20l g feeafaen  ooor f(y,) 4 2222 f(ay),

r2—1
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Dokaz.
Vetu dokaZeme iba pre konvexnost, pre konkévnost sa dokaze analogicky.

NP_:pe(0;1), ¢ = 1—p, nech 21 < 29 = existuje x € (x1;x2) také, Ze plati:

To—T

— — . __ Xo2—Xy1 _ Xo2—T __ XT—T]
p= x2—x1’ 7= 1 p= To—T1 To—T1 To—T1 =

— T2—T rT—T1 _ T —TXT1+TT2—T1To __ .’IJ(.’CQ—.’L‘l) o .
Pr1+qr2 = ST Ty = p— = =re(za)

konvexnost

flpry + qua) = fz) < 2200 (@) + 2505 f21) = qf (x2) + pf(21).
PP_: pe(0;1), ¢ = 1—p, nech z1 < z9, oznacme = = pry + qro =

vy <21+ q(r2—21) = (1-q)21 + qr2 = pr1 + (1-p)r2 = T2 + p(X1—22) < T2 =
(N ———
xT
r=(1-q)z1+qre =21+ q(x2—11) = ¢= -
—
x=pr1+ (1-p)re =x2 —p(r2—x1) = p=

To—T
T2 —T1

f(@) = f(pr1 + qu2) < pfar) +qf(x2) = 2575 f (@) + =5 f(a2). w

Bod c € D(f) sa nazyva nulovy bod (koren) funkcie y = f(z), ak plati f(c) = 0.
Korene funkcie f najdeme rieSenim rovnice f(x) =0, z € D(f).

Priklad 3.1.13.
a) Funkcie y = |z|, y = 22, y = 2°, y = 22 + 2* maju jediny koren ¢ = 0.
b) Dirichletova funkcia x(2) mé nekone¢ne vela korenov, st to vietky iracionélne ¢isla.

¢) Funkcia y = 2% + 2 nemé korefi, pretoze pre vietky x € R plati 22 +2 >2 > 0. m

Funkcie st mnoziny, ktorych prvkami st usporiadané dvojice [x; f(x)]. TakZe aj relacie
a operacie s funkciami musime chapat ako relacie a operacie s mnoZinami.

Funkcia y = f(z) sa rovna funkcii y = g(z), ak D(f) = D(g) a pre vetky =€ D(f)
plati f(z) = g(x). Oznacujeme f = g a v opa¢nom pripade f # g.

Funkcia f sa rovna funkcii ¢ na mnozine A C D(f) N D(g), ak pre vietky x € A
plati f(x) = g(z). Zapisujeme f = g, x € A.

Funkcia f je mensia [resp. vi¢8ia] ako funkcia ¢ na mnozine A C D(f) N D(g),
ak pre vietky x € A plati f(z) < g(x) [resp. f(z) > g(z)].

Funkcie vo v8eobecnosti nemdzeme porovnavat. MoéZeme ale uréit mnoZziny, na ktorych
plati f < g, f = g alebo f > g, pripadne f < g alebo f > g¢.

Priklad 3.1.14.

a) Funkcie f: y =1, g: y = £ sanerovnaju, t. j. f # g, pretoze D(f) = R, D(g) = R—{0}.
Ale f=g na mnozine R — {0}, pretoze pre vietky x # 0 plati 1 = 7.

b) Nech f:y = x, g: y = 2. Na mnozine R neplati ani jedna z relacii f < g, f = g,
f > g. Ale plati f < g na mnozine R — (0;1), f =¢gna {0,1} a f >gna (0;1). m



2.1 Algebraické vlastnosti realnych ¢isel 81

Nech A C D(f) N D(g). Sucet [ + g, rozdiel f — g, suéin fg, podiel f/g (pre
g(x)#0) funkcii f a g na mnozine A definujeme vztahmi:

(f £9)(@) = f(@) £9(z), (f9)@) = f(@)g(x), (L)x)=LH, vea

Absolatnu hodnotu |f| a n-td mocninu f" funkcie f na mnozine A definujeme
vztahmi |f|(z) = |f(z)|, z€ A a f(z) = [f(x)]", x€ A, nEN.

Nech A C D(f). Funkcia y = h(z), x € A sa nazyva ztzenim (restrikciou) funkcie
y = f(z) na mnoZinu A, ak pre vSetky x € A plati h(z) = f(x). Oznadujeme h = f]|4.

Priklad 3.1.15.
a) f: y=0,2€(0;1) je zizenim funkcie g: y = || na interval (0;1), t. j. f = g|(0;1)-
b) y = 2%, x€(—1;1) je ziZenim funkcie y = 2%, z € R na interval (—1;1).

c) y =1, z€Q je zizenim Dirichletovej funkcie x(x) na mnozinu ). m

Nech y = f(z), y = g(x), pricom H(f) C D(g). Funkcia y = F(z) = g[f(x)], z€ D(f)
sa nazyva zlozena funkcia [ a ¢ (vid str. 18) a oznacuje sa g(f), resp. f o g. Funkcia f
sa nazyva vnuatorna zlozka a g vonkajsia zlozka (obr. 3.1.13).

Ak st funkcie zadané analyticky u = f(z), y = g(u), potom do vzorca pre g(f) staci za
u dosadit f(x). Hovorime, Ze vykonavame substitiiciu premennej u vyrazom f(x).

Y g

glf]
g(u) = g[f ()]
u = f(x)

Fe=
€T
0 w T
Obr. 3.1.13: Graf zlozenej funkcie Obr. 3.1.14: Graf inverznej funkcie

Priklad 3.1.16.
Nech f:y =22, g: y = sinz. Najdite zlozené funkcie f(g) a g(f).

RiesSenie.

Kedze D(f) = D(g9) = R, H(f) = (0;0), H(g) = (—1;1), potom plati:

f9):y = flo(@)] = [9(2)]* = (sinz)® = sin® 2, D(f(9)) = R, H(f(g)) = (-11),
y = glf(x)] = sin f(z) =sin (2), D(9(f)) =R, H(9(f)) = (~1;1).m

Il
©
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V mnohych pripadoch potrebujeme dant funkciu rozlozZit na vnatornu a vonkajsiu
zlozku. Takyto rozklad vicginou nebyva jednozna¢ny, preto ho musime prispdsobit nagim
moznostiam a danym poziadavkam.

Priklad 3.1.17.
Funkciu F: y = 1 —2?, x € (—1;1) mézeme povazovat za zloZenu funkciu F = g¢(f),
pricom f:y=1—2% re(-1;1), g: y=+/7, 2€(0;0). m

Ak je y = f(z), v € D(f) injektivna, je y = f(z): D(f) — H(f) bijektivna.* Potom
existuje inverzna funkcia » = f~'(y), H(f) — D(f) takd, Ze x = f~1(y) prave vtedy,
ak y = f(z). KedZe sa [x;y] € f a [y;2] € f~! lifia iba poradim prvkov, st grafy funkcif f
a f~1 osovo stimerné podla priamky y = = (obr. 3.1.14).

Veta 3.1.4.
f: D(f) — H(f) je bijekcia = f~1: H(f) — D(f) je bijekcia a plati:®

(FH'=f  WyeD( N flf W=y, VeeH(fY): fTf(z)] =

Spravidla sa dodrziava dohoda, Ze argument funkcie f a inverznej funkcie f~! zna¢ime
rovnakym symbolom. Preto namiesto z = f~1(y) piSeme y = f~!(z).

Priklad 3.1.18.

Néajdite inverznu funkciu k funkcii f: y =3z + 2, € R.

Riesenie.

Funkcia f je prostd na mnozinu R. Ak vyrieSime rovnicu y = 3z + 2 vzhladom k =,

dostaneme x = % Z toho vyplyva f~1:y = “’gQ, TER. m

Nech z = ¢(t), y = ¥(t), t€J je parametrické vyjadrenie funkcie f. Ak je ¢ je prosta,
potom existuje inverzna funkcia t = ¢~ 1(z): p(J) — J a f mdZeme vyjadrit v explicitne:

y =™ (2), z€0(J).
Tento prechod k explicitnému vyjadreniu nazyvame vylii¢enie parametra t.

Veta 3.1.5.
y = f(x), x€ D(f) je rydzo monoténna = f je prosta.

Ako dokazuje priklad 3.1.19, funkcia f moze byt prosté a nemusi byt rydzo monoténna.
To znamena, Ze tvrdenie vety 3.1.5 nemozeme obratit.

Veta 3.1.6.
y = f(x), x€ D(f) je rastuca [resp. klesajiuca] =
y= f"1(x), z€ H(f) je tiez rasttca |resp. klesajucal.
Dokaz.
[ je rastica: x1,x0 € D(f), 11 <2 = y1,y2 € H(f), n=f(x1) < f(x2) =1o.

4Surjektivnost je zaru¢ena existenciou vzoru pre kazdy obraz z mnoziny H(f).
5 Analogia vety 1.3.5 na strane 19.
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veta 3.1.5

y = f(x), x€D(f) je rastica f: D(f) = H(f) je prosta a tiez bijektivna =

existuje inverzna funkcia z = f~1(y): H(f) — D(f), ktora je tiez bijektivna.
f~! nie je rasttica = existuji y1,y2 EH(f), y2 <wy1: 2o = 1 (y2) > f 1) =21 =

f71 je prosta f je rastuca
_—>

Ty < Ty =——=> y; < Yo, t. j. spor = f71 je rastuca.
Pre klesajicu funkciu je dokaz analogicky. m

Priklad 3.1.19.

Najdite inverzna funkciu k funkcii f: y = { 2042, prex€(~1;0),

3x+3, prexze(0;1).

RieSenie.

Funkeia f je prost4 a nie je rydzo monotonna na D(f) = (—1;1).

Na intervale (—1;0) je klesajtca a na intervale (0; 1) je rasttca (obr. 3.1.15). Lahko overime,
ze f71: y=%—1prexec(0;2),y=% —1pre z€(3;6). m

Y Y
3 f 4 !
2 3 -1
2
1 2 L
-3 —2 -1 . 7
o 1 2 3 “2 321 /N1 2 3 4
92 -
-3 s h
-3 —4
Obr. 3.1.15: Graf k prikladu 3.1.19 Obr. 3.1.16: Graf k prikladu 3.1.20

Casto sa stéva, Ze funkcia f je prosté iba na nejakej casti A C D(f). V tomto pripade
mozeme utvorit restrikciu g = f| 4, ku ktorej inverzna funkcia g~! existuje.

Priklad 3.1.20.

Funkcia f: y = 22, x € R nie je prosta, t. j. k nej inverzna funkcia neexistuje.

Funkcia g = f|(_oo;0) méa inverzni funkciu g ' = —/x, x€(0;0) a funkcia h = Jli0;00)
mé inverzni funkeiu h=t = \/z, x€(0;0) (obr. 3.1.16). m

3.1.2 Elementarne funkcie

Elementarne funkcie maju velky prakticky vyznam, pretoZze sa daju pomocou nich
popisat (aspoil priblizne) mnohé prirodné a spolo¢enské zakonitosti a javy.

Elementarnou funkciou nazyvame kazda funkciu, ktora dokazeme utvorit pomocou
operacii séitania, od¢itania, nasobenia, delenia a skladania z funkecii:

y=konst., y=z, y=e°, y=Ilnzx, y=sinzx, y=arcsinz, y = arctgz.
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Polynémom (racionalnou celistvou funkciou)® stupiia n nazyvame funkciu:
fn: y=ao+ a1z +ar® +---+a,z”, kde ag,ai,...,a,€R, n€NU{0}, a,#O0.

Cisla ag, a1, . . . , a, nazyvame koeficienty. Prirodzeny D(f.) =R.
Funkcia fo: y = ap + a1z + asx?, ap # 0 sa nazyva kvadraticka, fi: y = ag + ay,
a1 #0 sa nazyva linearna funkcia, fy: y = ag, agp#0 sa nazyva konstantna funkcia.
Z algebry vieme, 7e funkcia f,, n€ N ma najviac n realnych koretiov.”

Priklad 3.1.21.

a) Funkcia f,,: y = 2™, n€ N je definovana pre vietky x € R. Jej grafom je tzv. parabola
stupna n. Pre n = 1 je grafom priamka (obr. 3.1.17). Funkcia f,, ma pre vietky ne€ N
prave jeden nulovy bod x = 0.

b) Funkcia f: y = 23 — 222 m4 korene z; = 0 (dvojnasobny), xo = 2 (obr. 3.1.19). m

Y Y
4 23 12 T 22
3
2
L —il
—4 -3 -2 —1 | &
o1 2 3 4 0 2 3 =
—1 \ Al
—2 -2
-3 -3
—4 —4
Obr. 3.1.17: f: y=a2", n=1,2,3 Obr. 3.1.18: f: y=a"", n=1,2

Racionalnou lomenou funkciou nazyvame funkciu:

fn(l') Qo +arx + a21‘2 + -t apx™

fry= fm(l') N b0+a1$+a2x2+...+bmxm’

kde n,meN —{0}.

Funkcie f,, f,, st polynémy stupiiov n a m, pri¢om ag, a1, ...,a, € R, bg,b1,...,bm € R.
Aby mala funkcia f zmysel, musi platit f,,(z)#£0.

Priklad 3.1.22.
Funkcia f: y = 27", n € N je definovana pre vsetky x € R — {0}. Jej grafom je tzv.
hyperbola stupiia n+1. Funkcia f nemé nulovy bod (obr. 3.1.18). m

6Viac informacii o polynémoch éitatel najde v [18].
7V mnozine komplexnych &isel C' ma prave n korefiov (vratane nasobnosti).
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Y Y e>1yr>0 Y| yv=z r<0
2 f 2 y=a 2
1
—1 01 2 - 1 r<1 1 L
P & =1l
0 2 & 0 3 @
Obr. 3.1.19: f: y = 23 — 222 Obr. 3.1.20: f: y=az"prer>0ar <0

Mocninnou funkciou nazyvame funkciu:
fry=2", kde reR, r#0.

Pre re€ N sa stédva polynémom a pre r € Z~ raciondlnou lomenou funkciou.

Prer > 0 je f rasttica a prirodzeny D(f) = (0; 00). Pre r < 0 je f klesajtca (obr. 3.1.20)
a prirodzeny D(f) = (0;00). Inverznou funkciou je f~': y = x/".

Exponencialnou funkciou so zakladom a > 0 nazyvame funkciu:
f:y=a", =xz€R.

Najdolezitejsia z nich je funkcia f: y = expx = €® so zékladom e (Eulerovo ¢islo).
Pre a = 1 sa rovna konstantnej funkcii y = 1. Pre a€(0;1) je klesajica a pre a > 1 je
rasttica. Jej graf nazyvame exponencialna krivka alebo exponenciala (obr. 3.1.21).
Kazda exponencialna krivka prechadza bodmi [0;1] a [1;a]. NavySe su grafy funkeii
y=a" ay=a"* symetrické podla osi y.

Y Y
o<t 4 a>1 2\ a>1
3 1 B H
2 o—1 0 2 3 4 5 6 71
=i
~—___ _2
—4-3-2-1 |0 2 3 4% a<1
Obr. 3.1.21: f: y=a",a>0 Obr. 3.1.22: f: y=1log,x,a >0, a#1

Logaritmickou funkciou so zakladom a > 0, a#1 nazyvame funkciu:
fry=log,z, v€(0;00) taka, ze x =a".

Graf funkcie f sa nazyva logaritmicka krivka, prechadza bodmi [1;0], [a; 1] a je osovo
samerny podla priamky y = x s grafom funkcie y = a®, z € R. Pre a€(0;1) je f klesajica
a pre a > 1 je f rasttca (obr. 3.1.22).



86

Cislo log, r nazyvame logaritmus cisla = so zakladom a. Logaritmus so zakla-
dom 10 nazyvame dekadicky a oznacujeme logz. Logaritmus so zakladom e nazyvame
prirodzeny a oznatujeme® In z.

Logaritmicka funkcia f: y = log, x, * > 0 a exponencialna funkcia g: y = a”, v € R
st inverzné, takze plati x = a'°8«® pre vietky > 0 a 2 = log, a® pre vietky x € R.

Veta 3.1.7.
a>0,a#1,b>0,b#1,2>0,21 >0, 20 >0, rec R — log, x =

log, ©
log, a’

zq

log, z1 +log, x2 =log, (z122), log,a" =rlog, x, log,z1 —log, x> =log, 7 .

Mocninna, exponencialna a logaritmicka funkcia si elementérne funkcie, pretoze plati

Inz” rilnz Ina® zlna

y=z"=e =e , y=a®=e =e , yzlogam:h‘”’.

Ina

Zakladné goniometrické (trigonometrické) funkcie sa sinus, kosinus, tangens, ko-
tangens. Definujii sa pomocou jednotkovej kruznice v rovine R2.

Uvazujme v rovine R? stradnicovy systém s osami u, v a kruZnicu so stredom v bode
O = [0;0] a s polomerom r = 1. Ozna¢me J = [1;0]. Kazdému x € R je priradeny préve
jeden orientovany uhol JOA (bod A = [u;v] zvolme na kruznici). Cislo z vyjadruje velkost
tohto uhla v oblikovej miere v jednotkach radiany. Pre x < 0 je orientacia tohto uhla
sthlasna so smerom otacania hodinovych ruci¢iek a pre x > 0 je jeho orientéacia opacna.

Prva saradnicu bodu A nazyvame kosinus uhla z, druhd nazyvame sinus uhla = a
ozna¢ujeme A = [cos x;sin z]. Tym st definované funkcie cosz a sinz pre vSetky x € R.

V pripade cos x#0, resp. sinx#0 definujeme tangens a kotangens uhla z vztahmi

sinx
cosx’

cos T
sinx °

tgxr = cotgx =

Pre hodnoty goniometrickych funkcii (obr. 3.1.23) plati |OA,| = cosz, |AA,| = sinz,
|OJ| = |OK| = 1. Z podobnosti trojuholnikov OA, A, OJT a OA, A, CKO vyplyva:

_ _TJ _ AA _ _CK _ OA
tgx =TJ = 55 = 55 cotgsr:—CK—OK—AAi.

KruZnica s polomerom r = 1 ma obvod® 27, velkost oblika od bodu J po [0;1] je %

velkost oblika od bodu J po bod [0; —1] je —7, resp. 2m — § = 37” Je zrejmé, ze ak sa
velkost obliku x zvicsi o 27, hodnoty goniometrickych funkeii sa nezmenia.

Niekedy sa na vyjadrenie velkosti uhla pouZivaju stupne, ktoré znacime °. Jeden
stupeni sa delf na 60 mintt a jedna mintta na 60 sektind. Uhlu 27 zodpoveda 360°. Uhol
x° prevedieme na radiany pomocou vzorca mz°/180°.

Funkcia y = sinz: R — (—1;1) je neparna, periodicka s periodou 2. Jej graf nazyvame
sinusoida a nulové body st km, k€ Z (obr. 3.1.24).

Funkcia y = cosz: R — (—1;1) je parna, periodickéd s periodou 27. Jej graf nazyvame
kosinusoida a nulové body st § + km, k€ Z (obr. 3.1.25).

Funkcia y = tgz: (R— {g + km; ke Z}) — R Je neparna, periodicka s periédou 7. Jej
graf nazyvame tangenta a nulové body st kn, k€ Z (obr. 3.1.26).

Funkcia y = cotgz: (R — {km; k€Z}) — R Je neparna, periodicka s periodou . Jej
graf nazyvame kotangenta a nulové body st § + km, k€ Z (obr. 3.1.27).

8Niekedy (hlavne v anglickej literatiire) sa oznagenie y = logx pouZiva pre prirodzeny logaritmus.
9Cislo 7 sa nazyva Ludolfovo, je iracionalne a jeho hodnota je priblizne 3,141592654.
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v v v
K cotgx K cotgx 5 cotgx K
A
tgx
sinx |© N
u Ay cosw cosz Az J
O cosxT A, | J -1 -1 o u
sin g sin @ |2,
tgx
A A
T
=il xG(O;%) -1 :EE(#;‘%T) -1 IE(*%;O)

Obr. 3.1.24: f: y=sinz Obr. 3.1.25: f: y=cosx

Hodnoty cosz, sinx st odvesnami pravouhlého trojuholnika s preponou 1. Potom z
Pytagorovej vety pre vsetky z € R plati sin?z 4 cos?z = 1.

= cos sin 5 = cos 0 ‘

el

. - z .
sin0 = cos 3 sin &

P

D=
N
N

B

Tabulka 3.1.1: Niektoré dolezité hodnoty funkcii sinus a kosinus

Na zaver uvedieme bez dokazov niektoré vztahy, ktoré platia pre goniometrické funkcie.

Veta 3.1.8 (Sauctové vzorce pre sinus a kosinus).
cos (zty) = cosx cosy F sinx siny,

r,y€R =  sin(z+y) =sinzcosy =+ coszsiny,
sin 2z = 2sinxz cosz, cos2x = cosZx — sin? T, sin?z = #, cos? x = W
Veta 3.1.9.
z,y€ R = sinx L£siny = 25111% cos £,
cosz 4 cosy = 2cos Tx¥ cos ¥, cosa — cosy = —2sin LY sin L5Y,

Veta 3.1.10 (Suétové vzorce pre tangens a kotangens).

z,y€R = cotg (r+y) = tBrcotavFl = ¢y (xiy)—w

e L
= ey = et (pokial vyrazy existuja).
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Y Yy
3 3
2 2
1 1 fus 3
= s / - 2 Ea
/_3x -z 0z 3% x _3777 -z 0 s x
Obr. 3.1.26: f: y=tgx Obr. 3.1.27: f: y = cotgx
sinx = V1 —cos?x '8 !

V1+tg2z | /1+cotg?x

1 cotgx
cosT = V1 —sin?z g

V1+tgZz | /14 cotg?x

sin x V1 —cos?x 1
tgx =
/1 —sin?z Ccos T cotg x
1 —sin’z cosx 1
cotgx = o

sin x V1 — cos2x tgx

Tabulka 3.1.2: Vztahy medzi goniometrickymi funkciami pre z € (0; §)

Ku goniometrickym funkciadm neexistuju inverzné funkcie, pretoze nie su prosté. Ked
ich ztZime na vhodné intervaly, potom k nim inverzné funkcie utvorit mozeme. Tieto
funkcie sa nazyvaju cyklometrické funkcie.

Restrikcia y = sinz|(_r/2;x/2), t. j. funkcia y = sinx: <—g; g> — (—1;1), je bijek-
tivna. Inverzna funkciu y = arcsinz: (—1;1) — <g, §> nazyvame arkussinus. Funkcia
arkussinus je rastica a neparna (obr. 3.1.28).

y = cosz, x € (0;7) je bijekcia. Inverzna funkciu y = arccosz: (—1;1) — (0;7)
nazyvame arkuskosinus. Funkcia arkuskosinus je klesajuca (obr. 3.1.28).

y = tgx, € (—%; %) je bijektivna. Inverzna funkciu y = arctgz: R — (—%;%)
nazyvame arkustangens. Funkcia arkustangens je rastica a neparna (obr. 3.1.29).

y = cotgx, x € (0;7) je bijektivna. Inverzna funkciu y = arccotgz: R — (0; ) nazy-
vame arkuskotangens. Funkcia arkuskotangens je klesajtca (obr. 3.1.29).

Veta 3.1.11 (Suétové vzorce pre cyklometrické funkcie).

s us

re(—1;1) = arcsinz +arccosz =5, x€R = arctgz + arccotgr = 7.
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y y Y jego
~~~~~ T
B arcsin x 4
1 . arccotg x
sin x E sl
-z 2 arctg x 2
0 E:

|

[SE]

—1 arccos

H

: T “r _= T T g _=x ™ T
i 1 W =% 0 3 m™—% 0 =

:

:/{ 1 ‘ cosx o

-z - 0 1 \x -
] e Y| cotgx

Obr. 3.1.28: Funkcie y = arcsin z, Obr. 3.1.29: Funkcie y = arctg z,
Yy = arccos x y = arccotg x

Sinus hyperbolicky a kosinus hyperbolicky, definujeme vztahmi:

. T LT 2z __ T —x 2z
sinhg ==~ =<1 R R, coshaz=te— =<4l R (1;00).

Funkcia y = sinh « je neparna a rastica. Funkcia y = cosh z je parna (obr. 3.1.30).

Tangens hyperbolicky a kotangens hyperbolicky definujeme vztahmi:

2

tghp=3he _c —c 2. p_, (_1.1), cotghp=<she_c+c 2. (R_(0}) — (~1;1).

coshz er f e~ sinh z er —e—®

Funkcia y = tgh z je neparna a rasttica. Funkcia y = cotgh « je neparna (obr. 3.1.30).

Yy Yy Yy Yy
4 4 4
3 3 3
2 2 2
1

% @ 1 x 1 x
01 2 0 1 2 01 2 0 1 2
—1
y = sinhz y = coshz y =tghx y = cotghx

Obr. 3.1.30: Hyperbolické funkcie sinh x, cosh z, tghx a cotghx

Hyperbolické funkcie'® majt podobné vlastnosti ako goniometrické funkcie, preto maja
podobné nazvy. Na zéver uvedieme bez ddkazov niektoré vztahy, ktoré pre ne platia.

Veta 3.1.12.
re€R = sinhz +coshz = +e**, cosh?z —sinh?*z = 1.

10Rovnost cosh? x —sinh? # = 1 znamena, ze body [cosh x;sinh z] leia na hyperbole y? — z2 = 1. Odtial
pochéadza néazov hyperbolické funkcie.
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Veta 3.1.13 (Suctové vzorce pre hyperbolicky sinus a kosinus).
x,y€ R = sinh(z+y)=sinhx coshy=coshz sinhy, cosh(z+y)=cosha coshy+sinhx sinhy,

cosh2z—1

sinh 2x =2 sinh z cosh x, cosh 2z = cosh’z+ sinh2x, sinh?z = , cosh’z =

cosh 241
coshaztl,
Veta 3.1.14.

r,y€R = sinhz & sinhy = 2 sinh % cosh ©5Y,

x

coshz + coshy = 2 cosh % cosh *5¥, coshx — coshy = 2 sinh ITJ”’ sinh &5

Veta 3.1.15 (Suétové vzorce pre hyperbolicky tangens a kotangens).
gh x+tgl +cotgh z cotgh ¢
r,y€ER = tgh(x+y) = 7&;& mttggllrlyy’ cotgh (z +y) = 71%5;;1%;’5;?}]‘; pre x#£y.

Veta 3.1.16 (Moivreov vzorec).
r€R, neN = (coshx + sinhz)™ = coshnx + sinh nz.

sinh z cosh x tghx cotgh x

tgh 1
sinhx = sinh x Vecosh?z — 1 gnz

\/1 —tgh’x \/cotghQ:cf 1

coshz = \/m cosh z 1 cotghz

\/1 — tgh®z \/cotghQ.r— 1

sinh x Veosh?z — 1 1

tghz = tgh
gnT /sinb® = + 1 coshx S cotgh z
V/sinh? z + 1 h 1
cotghx = ELEI e cosn cotgh x

sinh z N tghx

Tabulka 3.1.3: Vztahy medzi jednotlivymi hyperbolickymi funkciami pre
x>0

Funkcie sinhz, tghz a cotghx su bijektivne, funkcia coshz je bijektivna na (0;00).
Inverzné funkcie k tymto funkcidm nazyvame hyperbolometrické funkcie.

Inverzné funkcia k y = sinhz, z € R sa nazyva argument sinusu hyperbolického a
oznacuje argsinh x. Je rastica a plati y = argsinha: R — R (obr. 3.1.31).

Inverzna funkcia k y = coshx, x € (0; 00) sa nazyva argument kosinusu hyperbo-
lického a oznacuje argcosh x. Je rastica a plati argcoshz: (1;00) — (0;00) (obr. 3.1.31).

Funkcie argsinh z a argcosh z mézeme vyjadrit v tvare:

argsinhz = In {x—l— ac2—|—1}, x€R, argcoshz =In [x—i— } x €(1;00)
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Yy sinh Yy Yy Yy \ argcotgh =
3 4 3 _ 3
argtgh =
2 3 2 2
1 argsinhz 4 cosh z ) 1 cotgh z
3 X
oi 234w 7 0 12 o1 23 47z
1 : argcosh x iglne
0| 123 42
Obr. 3.1.31: Funkcie y = argsinh z, Obr. 3.1.32: Funkcie y = argtgh x,
y = argcosh x y = argcotgh x

Inverzna funkcia k tgh x sa nazyva argument tangensu hyperbolického a oznacuje
argtgh z. Je rastica (obr. 3.1.32) a méa tvar:

In z)—In (1—z
ln}"_'—’; = n(+o)-In(1-z) )2 -2, (-1;1) —» R.

argtghz = %

Inverzna funkcia k cotghz sa nazyva argument kotangensu hyperbolického a
oznacuje argeotgh x. Na intervaloch (—oo; —1), (1;00) je klesajuca (obr. 3.1.32):

argeotgha = §In 24} = w: (R—(—1;1)) — (R—{0}).

Cvicenia

3.1.1. Rozhodnite, & st nasledujice relacie funkciami: *
a) f={[z;y]eR* x+|y - 1] =0}, b) f = {lz; y|€R? |z — 1| +y = 0},
c) f={lz; yleR? ||+ |yl =2,y >0},  d) f={[z; y]eR? o — 1]+ y| = 0},
e) f= {[9:, yl€R?; 2% +y? — 22 = 72}, f) f= {[x, yleR%G 2 +2y+1 = 0}‘

3.1.2. Urcte prirodzeny definiény obor funkcie y= f(z) zadanej predpisom: *

a) y=arcsinlnz, b) y=arctgtg z, ¢) y=arcsinz !, d) y=+vsina?,
e) y:2ig__217 f) yzsiﬁr, g) y=Insin 7, h) y:,/%7
) _ 1 ) =1 1-xz k) _ 2 1) _ r—2
1)y el = J) y=n Y=oz Y=-"—1>

3.1.3. Urcte prirodzeny definiény obor funkcie y= f(z) zadanej predpisom: *

2) y=yT—Ta77, b) y=In (s - 4), &) y=In (z—2)+In (2+2),
d) y— ez oS, ¢) y= /e T /ST, ) y= vinsi v cos T,
g) y=arccos (2sinz), h) y=In|1 — /x|, i) y=In|z? - 2z — 6|,

3.1.4. Zostrojte graf funkcie y= f(z) zadanej predpisom:
a) y=|[sin’z|, b) y=|cos?z|, ¢) y=sin (z + 1), d) y=|z| -]z — 1],
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e) y=arcsin 3z, f) y=sin 3z, g) y=3sinwz, h) y=max {z,2?},
i) y=el®l, i) y=|e*], k) y=|Inz], 1) y=arcsinx + 1,
m) y=x?sinz, n) y=a3sinw, 0) y=|sinz|, p) y=|z + |z +1].

3.1.5. Zostrojte graf parametricky zadanej funkcie y= f(z) a urcte jej explictny tvar.

a) x=1—1,y=t, t€(—00;00), b) z =t, y=t2, t€(—o0; ),

c) x=1—1% y=t2 te(—o0;00), d) x =12, y=t3, t€(—o0;00),

e) x = 2cost, y=sint, t€(0;2m), f) @ = 2cost, y=sint, t€(0;m),
g) x=t—1t2, y=t> — 3, t€(—o00;00), h) x = cos?t, y=sin’t, t € (0; 27).

3.1.6. Rozhodnite, ¢ je funkcia y= f(z) parna alebo neparna. *
2

a) y=x2 + sin2?, b) y=cos (7 — z), ¢) y=xcoshz, d) y=sinz 4 cosx
e) y= wln\xlv f) y=z - 2%, g) y=z—a?, h) y=x(x)—x*(z),
) y=|z|z~ i) y=22 + |z, k) y=x + sinz, 1) y=|z| + cosz,
Hl) _lnmv Il) y_siflnh;a O) %7 p) y:21’722””

3.1.7. Nech y= f(x) je Tubovolna funkcia definovana na intervale (—k; k), k > 0. Dokazte,
ze funkcia f(z) 4+ f(—x) je parna a funkcia f(z) — f(—x) je neparna na (—k; k).

3.1.8. Je funkcia y= f(x) periodicka? Ak ano, uréte jej primitivnu periodu: *
a) y=|sin x|, b) y=sinz?, ¢) y=sin’z, d) y=(-1)l=—1,
e) y=x — |z}, £) y=|x()], g) y=x(lz)), h) y=(-1)l*l.

3.1.9. Je funkcia y= f(x) periodicka? Ak ano, uréte jej primitivnu periodu: *

a) y=sinz + cos z, b) y=sinx + tgx, ¢) y=sgn (r — |z]),
d) y=sinz + cos 2z, e) y=arcsinsinz, f) y=cosx — 3sin4x,
g) y=In|sinz + cos z, h) y=23+sin2z i) y=wxarccos x.

3.1.10. Najdite intervaly, na ktorych je funkcia y= f(x) monoténna: *

a) y= Lx—lJ’ b) y:(x2 _x):a ¢) y:2.1c2—:3ac+27 d) y= olz— 2\+\T+1|
e) y=x° — 3z +2 f) y —-322+2, g y=z— |z, h) y=In*z — Inz,
i) y=2 -3z, D) y=a®—ua, k) y=+v2 -3z, D) y=lz+3| - |zl
m) y=z — [z} n) y=lr+1|, 0) y=z + |z, p) y=z+Vz - 1L

3.1.11. Zistite, ¢ je funkcia y = f(x), x € D(f) ohrani¢ené zhora alebo zdola a urcte jej
suprémum a infimum, pripadne maximum a minimum, ak existuje. *

a) y=(1+2?)"", z€(0;00), b) y=(1+2a?)"!, z€R,
C) y:(1—|—x2)_1,x€(—1;1>, d) y:l—Sx,x6<0;5),
e) y=a? —4x +5, T€R, f) y=2% — 4 + 5, 2 €(3;6).
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3.1.12. Najdite maximum a minimum funkcie y= f(x) zadanej predpisom: *
a) y=2? -3z +1, b)y=2>-3z+1, c¢) y=22+ |z, d) y=2% — |z,

e) y=sin’z, f) y=sina?, g) y=2+sinz, h) y=sin (z + 1).

3.1.13. Nech f: y=ux, g: y=1—22, h: y = sinx. Urcte funkcie f(g), g(f), f(h), h(f),
g(h), h(g), flg(h)], flh(9)], glf (W], glh(f)], hlf(9)], hlg(f)]- *

3.1.14. Najdite funkcie f + g, fg, f/g, f(9), 9(f), (f), 9(g), ak: *
a) f(xz) = 2z, g():4—:c b) f(x) =22 +2+1, gx) =22 -1,
c) f(z) =Inz, g(x — |z, d) f(z) =Ilnz, g(z) = sinhz,
e) f(z) = (z+ )27 9(33) x, f) f(z) =22, g(z) = =],
§) f(z) = o+ [x), g(x) =2 — 3, b) f() = VET2, g(z) = (z+2)"*

8.1.15. Najdite funkcie |g|, f+g, 6%, fg, f/g, f(9), 9(f), F(f), g(g) a ich defini¢né obory,
ak f(z) =z prex <0 a f(r) = 2% pre z > 0 a plati: *

1, pre x < 0, [z, pre z <0,
a)g(m)—{ﬁ_'_l, pre x > 0, b)g(x)—{m+1’ pre x > 0.

3.1.16. Najdite zlozené funkcie fo = f(f), f3 = f(f(f), ---; fu = F(F(f-- f(f))), ak

funkcia f; = f je definované predpisom: *

a) f(x) =1+, b) f(z) =1-u, c) f(z) = £, d) f(z) = 7,
e) fz) = 1%, f) fz) = 132, g) flx) = =, h) f(z) = 35,
i) f(o) = 551 i) fl@) =35, k) f(z) =52, D) fla) =

3.1.17. Najdite inverznt funkciu k funkcii y= f(x) zadanej predpisom: *

a) y=a2 — 1, 2€(2;5), b) y=x /(x+3) reR — {3},
¢) y=a? — 8z + 16, x € (4;5), d) y=sin(3x — 1), |3z — 1| < 7/2,
e) y=Invz — 1, z€(1;00), f) y=In (Vx — 1), x € (1; 00).

3.1.18. Najdite definiény obor a obor hodnot funkcie y= f(z) tak, aby bola prosta. Potom
k nej uréte inverznu funkciu y=f~"1(x). *

a) y=1+2tgu, b) y=arcsinsinz, ¢) y=+1+sinz, d) y=arccose”,
e) y=Incosz, f) y=el=®" —1, g) y=In(1+e%), h) y=e*"1 -1,
) y=le|(-DI, ) y=a® 201, k) y=a' -1, D y=ylz+1].

3.2 Limita funkcie

Pri vySetrovani funkcie je ddlezité charakterizovat jej lokalne vlastnosti, t. j. jej chovanie
v okoliach danych bodov, napriklad v okoli bodu, v ktorom nie je definované.
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Priklad 3.2.12:
Nech f(z) = 2:24, x€R — {2}. Pre vietky x € R, x#2 plati:
fa)=2= =D =g 12,
Je zrejmé, ze ak x — 2, potom f(x) — 242 = 4. To znamen4, %e ak postupnost argumentov
{xp}o2, — 2, potom prislusnd postupnost funkénych hodnot {f(z,)},, — 4. m

Funkcia f nemusi byt definovana v bode a, v okoli ktorého ju skimame. Bod a musi
byt hromadnym bodom D(f). Ak to zhrnieme, zaujima nas spravanie f(x) pre z — a.

Funkcia y = f(z) ma v bode a € R* limitu rovnajacu sa b€ R* (limita funkcie f
v bode a sa rovna b)!! a oznacujeme il_rg f(x) = b, ak:

a) Bod a je hromadnym bodom mnoziny D(f).

b) Pre vietky {z,} —, C D(f), z,,#a také, ze {z,},— — a, plati {f(zn)} i —> b
(t. j. ak x, € D(f), zn#a, li_>m X = a, potom li_}In f(zn) =0).

Ak a € R, potom hovorime o limite vo vlastnom bode a. Ak a = +o00, potom
hovorime o limite v nevlastnom bode a. Ak b€ R, potom hovorime o vlastnej limite
a ak b = 400, hovorime o nevlastnej limite.

Poznamka 3.2.1.
Z a) vyplyva existencia aspon jednej postupnosti {z,} —, — a, z, € D(f), x, # a
(veta 2.3.5). Z b) vyplyva rovnost lim f(z,) = lim f(z) pre {z,},, — a.

n— oo Tr—ra

Priklad 3.2.2.
Vypocitajte lin}) x(z), kde x(z) =1 pre x €@, x(z) =0 pre z€ 1.
z—

RieSenie.
Je zrejmé, Ze bod 0 je hromadnym bodom mnoziny D(x) = R.
Uvazujme postupnosti {%}Zo:l — 0, {%}20:1 — 0. Pre vSetky N € n plati:

= lim x(x) neexistuje. m
z—0

120, Le@, x(H)=1= X))}, —1 }
240, Zel, X(£)=0 = {x(%)},_,—0

n=1

Priklad 3.2.3.
Vypocitajte lim ¢, kde ce R, a € R*.
Tr—a

Riesenie.

Oznatme f: y = c. Je zrejmé, 7e a€ R* je hromadnym bodom D(f) = R.

Nech {z,},2 | — a, 2, €R, zn#a = f(z,)=c =
lim f(z,)= lim c=c¢ = lim f(z)=limc=c. m
n—oo n—oo Tr—ra Tr—ra

Priklad 3.2.4.

Vypoditajte lim f(x) = lim 22, kde a € R*.

Tr—a Tr—a
Riesenie.
Kazdy bod x = a€ R* je hromadnym bodom mnoziny D(f) = R.

11 T4to definicia sa nazyva definicia limity funkcie v zmysle Heineho.
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Nech {z,}>° > a, 2,€R, v, #a, t.j. lim 22 =a =
n— o0 2
{a, pre a€ R,

hmx2—hm x —hmxz—limx~hmx—a a=
f(zn) n n 00, prea = =+co.m

Nn— 00 n—o00 n—oo n—00
Priklad 3.2.5.
Vypoéitajte lim cos 1.
z—0

Riesenie.
Oznaéme f: y = COS =. Bod 0 je hromadny bod mnoziny D(f) = R — {0}.
Nech {Oén}n: {27”7}” 1 — 0 {Bn}n 1 {ﬂ+2n7r }nzl — 0 =
ﬁ;&o flan) =cos(2nm) =1, neN = {f(an)},— 1%1}

#0, f(Bn) = cos (m+2nm) =0, neN = {f(Bn)},—1 — 0

= hm COb* Im
x—0

7'r+2n7'r

Z definicie je zrejmé, ze lim,_,, f(x) = b predstavuje lokalnu zélezitost v O(a), O(b).
Na zaklade vety 2.3.2 existuji n,,n, € N také, ze pre vietky n > n, plati z, €O0(a) — {a}
a pre vietky n > ny, plati f(z,) € O(b). Limitu potom moZzeme charakterizovat pomocou
O(a), O(b).*? Tento vztah vyjadruje nasledujtca veta, ktorti uvidzame bez dokazu.

Veta 3.2.1.
a,be R*, hm f(z) =b <= plati a) a zaroven plati b), pri¢om:

a) Bod a Je hromadnym bodom mnoziny D(f).
b) Pre kazdé O(b) existuje O(a) také, ze pre vsetky x € O(a), z#a plati f(x)€O(D).

Ak oznad¢ime €, § polomery okoli O(a), O(b), méZeme tvrdenie b) symbolicky zapisat:
lim f(z) =b, a,be R < YO (b)I0s(a)VxeD(f): z€0s(a),x#a = f(x)€O(D),
T—a —— ——

Ve>0  36>0 0<|z—al< s |f(z)—bl<e
lim f(z)=0b, béER < ve>0 3seR §<z [resp. z<4) |f(x)—b|<e,
z—+o0
lim f(z) = o0, a€ER & VeeR 35>0 0<|z—al<§ 5<f(z) [f(z)<d].
r—a
Veta 3.2.2.

a€R*, lim f(z)=be R (konetna) = existuje okolie O(a), v ktorom je f ohranicena.
T—ra

Dokaz.

O(b) je Tubovolné okolie eta 321, existuje O(a) také, ze pre vietky € O(a), x#a plati

f(z)€O(b), t. j. v ktorom je f ohranifena (obr. 3.2.34). m

Nasledujuce vety reprezentuju zékladné vlastnosti limit funkcii. Tieto tvrdenia vyply-
vaju z definicie a z analogickych vlastnosti limit postupnosti. Uvadzame ich bez ddkazov.

Veta 3.2.3.
a€ R* je hromadny bod D(f) a D(g), f(z)=g(x) pre vsetky z€O(a), r#a potom:

lim f(z) existuje prave vtedy, ak existuje lim g(x) a plati lim f(x) = lim g(x).
T—ra Tr—ra r—a r—a

12V literatture sa limita funkcie v danom bode asto definuje pomocou okoli a definicia pomocou po-
stupnosti sa uvadza ako ekvivalentna definicia.
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Y Y I
<
ow| » f(P(a))
b f(z)
[
f
a T = a X
P(a) P(a)
Obr. 3.2.33: Veta 3.2.1 Obr. 3.2.34: Veta 3.2.2

Priklad 3.2.6.

. 2 —
Dokazte, ze lim 28 +2=3 — 5
z—1 z—1

RieSenie. , .
zeR—{1} = 2itz=3_ (@=D@+3) _ 9,43 lim 255423 = lim (22+43) = 5.
T—r T—r

z—1 x—1

V praxi sa veta 3.2.3 neuvadza: lim Qz:%_?’ = lim % = lim (224+3)=5.m
x—1 z—1 z—1

Veta 3.2.4.

a€ R* je hromadny bod D(f) a D(g), f(z)<g(x) pre vietky x€O(a), z#a =

(pokial limity existuju) lim f(z) < lim g(z).
r—a r—a

Pre f(z) < g(z) sa tvrdenie vety lim f(z) < lim g(x) nezmeni (priklad 3.2.7).
r—a Tr—a
Priklad 3.2.7.
Nech f: y=0,z€Rag: y=1, z€ R—{0}. Bod 0o je hromadnym bodom D(f), D(g).
Pre vsetky = > 0 plati 0 < %, ale li_>m 0= li_>m % =0.m
Dosledok 3.2.4.a (Veta o zovreti).
a€ R* je hromadny bod D(f), D(g) a D(h), lim h(z) = lim g(x) = be R",
Tr—ra Tr—a
h(z)< f(z)<g(zx) pre vietky x€O(a), t#a = existuje lim f(z)="b.
T—ra

Désledok 3.2.4.b.
a€ R* je hromadny bod D(f) a D(g),

f je ohrani¢ena v nejakom okoli O(a), lim g(z) =0 = lim [f(z) - g(z)] = 0.

r—a r—a
Priklad 3.2.8.
Dokézte, ze lim =7 = (.
Tr—r00
Riesenie.
oo je hromadny bod defini¢ného oboru funkcie y=>*, —1<sinz <1 pre r€ R =
—l<ir <l pre >0 = 0=— lim 1< lim WL lim 1=0 = lim 22—,
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g P ) ’ P@
LT~ < b N i
/ \ f -

a xT a T

Obr. 3.2.35: Veta 3.2.3 Obr. 3.2.36: Dosledok 3.2.4.a

Iné riesenie.

. . .y , . désledok 3.2.4.b
y = sinz je ohrani¢end na R, lim % =) /—/———==
Tr—r 00

lim 2% = (. m
r—r 00
Veta 3.2.5.
a€ R* je hromadny bod D(f): lim f(z) =0 <= lim [f(x)] =0.
r—a r—ra
Dosledok 3.2.5.a.
beR, a€ R* je hromadny bod D(f): lim f(z) =b <= lim (f(z)—b) = 0.

r—ra Tr—a
Priklad 3.2.9.
Dokazte, ze lim 3£ =1,
z—0 T
Riesenie.
0 je hromadny bod D(f) = R—{0} funkcie f(x) ( o), x#0 =
0<z = O<sinz<z<tgr = 1—:iﬁg<si§x o= } )
sin cos ™ :>
<0 = tgx<x<sin:z;<0 = 1==:nI Siﬁz £2 = ——
=1m
:L’~>O sinz z—0 Sinz
Veta 3.2.6.
a€ R* je hromadny bod D(f), f(z)>0 [resp. f(z)<0] pre vietky z€O(a), z#a:
~ _ S ~ _ S B
;13% flz) =0 <= C}1_1}]((11 7 = % [resp. ;l—% fl)=0 = ;I—IEL E) 0.

Priklad 3.2. 10
lim x = 0, hm - heexistuje, pretoze {z, )0 = { }n L0, {xi};l’ozlz{n}zozl — 00,

z—0
ale {z,}ro = {— rlz}n:1 — 0, {i}?f:l ={-n} 2, — —co.m
Veta 3.2.7.
a€ R* je hromadny bod D(f) a D(g), lim f(x) < lim g(z) =
r—a r—a
existuje O(a) take, Ze pre vietky x € O(a), x#a plati f(x) < g(x).
Dosledok 3.2.7.a.
a€ R* je hromadny bod D(f), lim f(z)>0, [resp. h_l’)l’l flz)<0] =
r—a xr a
existuje O(a) take, Ze pre vietky x €O(a), x#a plati f(z)>0 [resp. f(z)<0].
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Veta 3.2.8 (Limita zloZenej funkcie).
a,b,ce R*, lim f(z)=b, lim g(u)=c, H(f) C D(g) }
T—ra uU—

’ = lim g(f(z))=lm g(u)=c.
f(z)#b pre vietky x€O(a), x#a alebo g¢(b)=c

Tz—a u—b

Dokaz. “
Ozna¢me F' = g(f), potom a je hromadnym bodom D(F).
lim fz) =b: {za}ily — 0, ona = {fl@a)}ily — b
iilgg(u) =c: {un}pq b, un#b = {g(un)},_ —c }
platf o) Up = f(xn)#b = {g(un)}i@:l = {g(f(xn))}n 1= {F(ln)} 1/ ¢
B [P}ty = (o @)}y = {0}, ={ehy, —c.m

Ak pri vypoéte lim g(f) polozime u= f(z), potom hovorime, Ze vykonavame sub-
stitaciu u=f(z). "
Ak polozime x = h+a, h — 0, potom plati lim f(z) = lim f(h+a).
T—a h—0

Priklad 3.2.11.

S/ |
Vypocitajte alcm T

RieSenie.
Zo vzorca a™ — b" = (a — b)(a" b+ a""2b+ - - - + ab" "2 + b" 1) vyplyva:

V-1 _ — lim (%)3_1 -] (%_1)[W+%+1} -1 Va?y 41 _ 3
- = = =

"ll—>ml V=17 251 ({3/5) -1 P (\5/571)[{5/5“] e1  Vatl 2"

Ak pouzijeme substitiiciu z = ¢/, t. j. 2 = 25, 2 — 1, potom je rieSenie prehladnejsie:

Vz6—1 7

. . 1 1 (2= 1)(z +241) _ 224241 _ 3
Priklad 3(..2.2%2. )
: sin (x—2 _ T—a=2| _q; sinz __
W et = [N e
b) lim In £=1 zln[ lim 12;11} :ln[ lim m} In [ lim (z + 1)} —n2.m
rz—1 z z—1 T r—1 x—1
Veta 3.2.9. Kial i o o o
a, b CGR* TER hm f( ) _ b lim g(T) — pokial maji dané vyrazy zmyse
r—a
lim |f(2)] = [lim f(2)] = bl, L [£(2)£g(e)] = lim f(2)%lim g(z) = bk,
lim [r f(@)] =r lin f(2)=rb,  lim [£(2) - g(e)] = lim f(z) - lim g(x) =
1 _ l flz) _ limg s, f( ) b
M}l 9(@) — Tm,oag(@) o lm 205 = T 9@ =

Ak niektory z danych vyrazov nema zmysel, nemusi to znamenat, Ze limita neexistuje.
V tomto pripade ju musime vypoditat inym spoésobom, napr. vhodnou tpravou vyrazu.
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Priklad 3.2.13. e R 2
. 2 1.1 — 1 24 ] g M2t gy, zotloa
Jim [Va?+1-a] = lim [vVa?+1-a] VB = lim Sise =

_ T 1 1 1 _
=M T T sre — s 0

Vetu 3.2.9 nemdZeme pouZit priamo, pretoze lim v/z2+1= lim 7 =oco. m
Tr—r 00 Tr—r0o0

Priklad 3.2.14.
a€{0;1),z— 00 = a®*+—0
} 2

lim a* =
Tr—r00

a=1,x—— 00 = a*+—1
a>1l, x+—00= a*+— 00

1, prea=1,
oo, prea€(l;o0). m

{O, pre a€(0;1),

3.2.1 Limita vzhladom na mnoZinu a jednostranné limity

Limitu funkcie v bode a € R* sme definovali v nejakom okoli O(a)—{a}. Ako ukazuje
nasledujuci priklad, niekedy lim f(x) neexistuje, ale existuje lim g(z), kde g je ziuZenie f
r—a r—a

na konkrétnu mnozinu A C D(f). Preto mé zmysel definovat limitu vzhladom na mnozinu.

Priklad 3.2.15.

a) Uvazujme Dirichletovu funkciu x a jej ztzenie f = x|g: y =1, z€Q.

Je zrejme, ze lin}) f(z) =1, aj ked lir% x(x) neexistuje (priklad 3.2.2).
xr—r xr—r

1, pre xz€(—o0;0),

2. preze(0:00), neexistuje (obr. 3.2.37).

b) Limita lim f(2), kde f(z) = {

Ale ak oznacime g = f[(_oc;0)s I = [l(0;00), POtom lim g(z) =1 a lim h(z) = 2. m
’ ’ z—0 z—0

Funkcia f ma v bode a€ R* limitu b€ R* vzhladom na mnozinu A C D(f), ak
ma v bode a limitu b jej ziZenie g = f|a, t. j. ak lim [f|a(x)] =b.
r—ra

Veta 3.2.10.
lim f(z) =b <= lim [f|a(z)] = b pre vietky A C D(f).
T—a

T—ra

Limitou zl'ava a limitou sprava funkcie f v bode a nazyvame limity:

lim f(@) = lim [flp(nn-eem(@)],  lm f(@) = Hm [fIp(naee) (@)]-

r—a~

Sthrnne ich nazyvame jednostranné limity, lim f(z) nazyvame obojstranna limita.
r—a

Priamo z definicie obojstrannej a jednostrannych limit vyplyva nasledujica veta.

Veta 3.2.11.

lim f(z) =b <= lim f(z)= lim f(z)="0.

r—a T—a~ r—at

Priklad 3.2.16.

a) lim 1 neexistuje, ale existuja lim 1 = —oo, lim 1 = cc.
=0 ¥ z—0- % z—0+ T

b) lim tgx =o0, lim tgax = —oo, lirﬂrzl arctgz = +75 (obr. 3.1.26, 3.1.29). m
Tr—r 00

T~ SN
‘L—>2 l—)z
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Y Y
b: . :
o =Tl ’ lim f(z) = by
9 = flooi0y 1 b1 lim f(z)=b
f T—>a—
0 T == a T
Obr. 3.2.37: Funkcia z prikladu 3.2.15 Obr. 3.2.38: Jednostranné limity

Priklad 3.2.17.1
a) lim (1+ax)> = [zzl/m} = lim (1—1—%)2:6“.
z—0t

z — 00 2500

tm (1+an)? = [F7507] = hm (1= )7 = dim [(1450)] 7 = @) =

zZ — 00

z—0— Z—00 Z—00
e?,
Setad2ll, Jim (1+ afc)% = lim (1 +ax)% = lim (1 +ax)i =e"
z—0— z—01 z—0
b) lim @@+l _ jiy In (1 —&—x)% =1In [Hm (1 —|—;E)ﬂ =lnel=1.m
z—0 z r—0 x—0

Na zaver uvedieme bez vypoctu niektoré dolezité limity.

Veta 3.2.12.
a,beR,a>0,geR =

. 1 . 1 . sing . em . @ _
lim a» =1, lim zz =1, lim¥82 =1 lim <=L =1, lim “= =Ina,
T—00 T—00 z—0 % z—0 T z—0 T

)
T—00

. q
lim :13{0% —1} =1, lim [1 + l]"L =e lim — =
T—00 x z—o00 q¥

lim LL|:LLLL — 1} =lIna, lim [1 + g]JC =e’,  lim a {

Tr—r 00 T—r00

3.2.2 Asymptotické vlastnosti

Nech a € R* a nech f, g st definované v nejakom prstencovom okoli P(a). Potom
hovorime, 7e funkcia f sa asymptoticky rovna funkcii g v bode a (funkcie f a g

sa asymptoticky rovnaja) a oznacujeme f ~ g, x — a prave vtedy, ak lim % =1.
r—a

Asymptoticky sa rovnaju napriklad funkcie:
?~z,x—1, sinz~z, -0, sinz~1, z—-7/2, In(z+1)~z, z—0.

Pri vySetrovani funkcie f je dolezité preskumat jej vlastnosti v nevlastnych bodoch,
t. j. pre z — +oo. A taktiez v okoli bodov a € R, v ktorych je aspon jedna z jednostrannych
limit lim f(z), lim f(z) nevlastn4, t. j. rovna oo alebo —oo.
z—a~ z—a™t

Ak ma funkcia f v bode a aspon jednu z jednostrannych limit nevlastnd, potom
priamku z = a nazyvame asymptota bez smernice (vertikalna) grafu funkcie f.
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0 a \ 0 T 0 a \ 0 a =
Obr. 3.2.39: Priklady asymptoty bez smernice

Priamka y = kx + ¢ sa nazyva asymptota so smernicou grafu funkcie f, ak plati:

lim [f(z)— (kx4+¢)] =0, resp. lim [f(z)— (kz +q)] =0.

li
T——00 T—00

Cislo k predstavuje smernicu priamky (obr. 3.2.40). Ak k = 0, potom sa priamka y = ¢
nazyva horizontalna (vodorovna) asymptota (obr. 3.2.41).

Y f@rn) . YIof
fla+h)=f(x)
- ' B
f(z) .
q
? Q@ . —_— VUV y=gq
0 z+h @
y=kz+q 0 T=a r
Obr. 3.2.40: Asymptota so smernicou Obr. 3.2.41: Asymptoty y =q, z =a

Veta 3.2.13.
y=kx+q je asymptotou grafu funkcie y= f(z) prave vtedy, ak existuju realne limity:

lim 'f(f) =k, lim [f(z)—kz]=gq, resp. lim ‘f(rw) =k, lim [f(x)—kz]=q.

T—r—00 r—r—00 T—r 00 T—r 00

Dokaz.
Vetu dokazeme pre x — oco. Pre z — —oo je dokaz analogicky.

NP_: y = kx + q je asymptota so smernicou = lim [f(z) — (kx +¢)] =0 =
Tr—r 00

lim {@=tetd) — g = iy [@—k—i — g Jdosledok 325a, . f@) g
T—00 x T—00 T T, o0 T

——k
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dosledok 32524 Jim [f(x) — ka] = q.

r—r 00

Tim [£(z) — (ke +q)) = lim (/) — ko) — g = 0
PP._:k,qeR = /lgn [f(x) = (kx +q)] = lgn [f(z) — kx] — lgn ¢g=q—q=0.m

Na obrazku 3.2.40 je nacrtnuty graf funkcie f s asymptotou y = kx + ¢. Smernica k
priamky predstavuje tangens uhla «, ktory zviera s osou z, t. j. k = tga.

Nech h > 0 je pevne dané ¢islo. Hodnota (3, predstavuje uhol, ktory zviera priamka
uréend bodmi [z; f(z)], [z + h; f(z+h)] so stiradnicovou osou z. Pre x — oo plati 8, — a,
t. j. tg B, — tga = k. Ak uvazime vetu 3.2.13, potom plati:

tg By = fxth)—f(x) _ f(ﬂﬂ-‘rh})L—f(w) —tga = k= lim @) _ Jim f(37+h})L—f(x)_

rx+h—x x

T—00 Tr—r00

Priklad 3.2.18. )
L. . _ 2x°+z+1

Néjdite asymptoty funkcie f(x) = ===,

Riesenie.

D(f)=R—{0}, t. j. asymptota bez smernice moze byt iba v bode z¢ = 0. Plati:

. . 2 .
lim f(z) = lim 22424l = Jim [24 14 L] =0+ 1 —0co=—o0,
T3y z—0— z—0—
2
lim f(z) = lim 22228 — Jim [2 4+ 14 L] =041 +00=00.
0L_>0L;r ( ) 20+ 8x 20+ |:4 8 Sw} 8

Pre koeficienty asymptoty y = kx + ¢ so smernicou na zaklade vety 3.2.13 plati:

_ f@) _ 3 2044l g 1 1 17 _1 1
_ _ 222 4a41 _ 7 1 1 _
4= argrjr:loo[f(l‘)_kx] —IEI:E)O[ - 8‘: _%} _acBI:Eoo [%—’—g - g_‘_%] o

Potom asymptoty (obr. 3.2.42) stt z = 0 (bez smernice) a y = % + & (so smernicou). m

Priklad 3.2.19.

Néjdite asymptoty funkcie f(x) = 2z — 3V/22.
RiesSenie.

D(f) = R, takze asymptoty bez smernice neexistuju.

£>0 = k= lim 22=3V2% _ {2-%}:2-%:2.

T—00 T—00 a
. _ 322 z=—x . _9,-3Y22 . 3
0 = kp= lim 2=3V2 [ | = lim =229 = i 24 ) =2
rs 2 'c—&IPoo x Z = 0 zggo -z zglolo + vz

Asymptoty so smernicou tiez neexistuju (obr. 3.2.43), pretoZe v oboch pripadoch plati:

g= lim {230 — 3V — 21:} = lim [—3\/3 mz} =—-c0¢ R nm
z—+o0 z—+o0
V zhode s definiciou, je priamka y = kx + ¢ asymptotou so smernicou grafu funkcie f
aj v pripade, ked graf funkcie f okolo priamky osciluje. Prikladom je funkcia f: y = =22
x€R — {0}. Jej graf osciluje pre & — +oo okolo priamky y = 0 (obr. 3.2.44).
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) 7
=l 0 1 2 3 4 5
x
=9 =i
—1
—1 —2
—2 -3
=0
Obr. 3.2.42: Graf funkcie s dvoma Obr. 3.2.43: Graf funkcie bez asymptot
asymptotami (priklad 3.2.18) (priklad 3.2.19)
Yy
1
b
—3m —T 21 4
—A47 *27"\/ 0 7'('\/ 3T &

Obr. 3.2.44: Funkcia f: y = % a jej asymptota so smernicou y = 0

3.2.3 Riesené priklady
Priklad 3.2.20.

: z—2 : z—2 : 1 1
a) lim %% = lim —%2*~— = lim — = =— = 1.
)J:—)Q 22 —3z+2 po (@=2)(z—1) po =1 2—1
s 3x42zt g 3x42z' x| _ 1o, 32242 _ 3042 _ 1
b) lim <A er = lim [ et T | = MM TR =S50 =5
¢) lim 253242 — Jiyy @=D@=2) _ iy 21 221 1 g
z—2 T2 r—2 z(z=2) z—2 T 2 2

Priklad 3.2.21.
Vypocitajte: a) lim

z—0 T r—1 %_1
RiesSenie. s
a) m=0 = lim YAFme=l — jipy 121 — i 0 =

z—0

m#o = hm 731-"_"“:_1 = [z3:1+mx

T m(z—1) 1 m m
- iL}H?i (z—1)(2%242+1) — lL}IIll 2242+1 — 3

. 3T_1 T =212 . ¥z . 4_q s (2=1) (2242242 41) 4
b) lim ¥Z=1 — = lim Y2 = lim 2 = lim =%.m
) 21 V221 S 231 21 (2=1)(2242+1) 3
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Priklad_3. 2.22.
a) lim [ 5z -1 +2r} = lim
Tr—r00 Tr—00

b) lim Y&=lEveitl = iy [ ﬂfc;ﬂ/wiﬂ = lim { -+ /1+&| =1+1=
T—00 rT—00 ’ T—00

) lim — lim z(V/1+z++1—x) — lim z(v/1+z+/1—x) _
I A=~ I e o A% (-0

2—|—hm 2T—5+20—6

T—00

1—

= lim fWitetvize) 1+x2+v =2)
z—0 x
. 1—/1—z __ 1: (A—v1—2)(1+V/1—z) _ 1-(1-z)
Ol == =ln s -~ Movemr - ave—==
1 _ _
=l e = s = 1
Priklad 3.2.23. / B
Nech a > 0. Vypocitajte: a) lim &1 b) lim 2—=1.
z—0 z—0 z

RieSenie.
a) Substitucia ¢ —1=2,a* =2+1, 2 >0 = zlna=mlae* =In(z+1) =

viklad 3.2.17 ;. ao_1q
:ml(ziﬂ)p:>hma fhmlﬂinal—lolnazlna.
na z—0 Z—0 I (=+1)
. 7‘E_ = — . Z_ . Z_

b) lim ¢—=t = [z Z}:hm“—lz—hm“—l:—lna.l

z—0 7 z—0 z—0 —F z—0 7
Priklad 3.2.24.
a) lim S25T — 5$:z} = lim 2802 — 5,

z—0 T z—0 z—0

b) lim arcsin (z—2) _ [ arcsin(af—Q):z } — lim (m 1 ) —1.1_ %

poy w22z z—2=sinz, 20 250 2+sin z

: t _ r=tgz | _ 1. T _ B
C)}"%arcajﬁ_ [Z_>O}_l%é_l%(bmzcosz)_1'1_1~.
Priklad 3.2.25. . )
Vypotftajte:  a) lim (cosx)*'® %, b) lim (sin2a)"® *".

x—0 x_>%

RieSenie.
a) Substitucia sin

2
- e _ 2 1 2 . _ cos’z _ 1—z
cosz >0 = cosx = |cosz|=1+1—sin"x=(1-2)2, cotg r=95" = =

z=z 20" Prex—0,z€(-%; %) plati:

sin2 z
1—
1
li . cotgzm:1~ |:1_ %:| _1 [1_ :| — —1 §:—%:L.
lim (cos ) lim (1-2) im z (e™) e NG
b) Substittcia cos? 2z = z, z — 0. Pre x =7 ( %) plati sin 22 > 0. Potom:
sin 2z = |sin 22| = V1 — cos? 22 = (1 — z)%, tg? 2x = 522232 = 1=z 2

lim (sin29[;)tgz 2 — lim [(1 — z)%} s =
=7 z—0
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Priklad 3.2.26.

Vypocitajte pre a € R: a) lim /e b) lim o/ e ¢) lim z™*®
z—0+ T—00 r—0+

Riesenie.
a) Z inverznosti funkcif e*, Inx a zo skuto¢nosti x — 07, x > 0 vyplyva:

a/lnz Inz

. . a/lnw . _a_ .
lim z — lim etle | = lim ems = lim e® =e”.
z—0t z—0t z—0t z—0t

b) Analogicky ako v Casti a) plati: lim z®™7 = lim ems "% = e,
Tr—r 00 xr—r o0

. - . oJdn @ . .. . _ o —
¢) lim 2% = lim e® lim eP@me — o(00)(=00) — g

z—0+t z—0t z—0t

=ocon

V priklade 3.2.26 sme poéitali limity vyrazov v tvare 0°. Vo vSeobecnosti nevieme uréit,
¢omu sa takyto vyraz rovna a nazyvame ho neur¢ity. S neurcitymi vyrazmi sa stretavame
pomerne ¢asto a pocitame ich pomocou limit. Medzi neurcité vyrazy patria:

0o 1 % + 0 + + 0
00 —o00, +00-0, &, 5 o T 07 0%, 17 (£o00)”.

Priklad 3.2.27.
a) lim z[ln(z+2) — 1na:]— lim zln 22 = lim In[1+2 ] =Ine? = 2.
Tr—r00 x

— 00 T—r0o0
tr =z 1 1 _ 1 1 _ 1
b) lim iy = { 250 } = lm sriosy = ¢ lim e T he T
z 31?+31—1 3241 _—
. 3e—2\" _ 1 3z4+1-3 _ [Bx+1=2] _ ;. -3 _
o m (551) =Jm () = [MUST = lm )T -
z—1 1
= li 1-3)71% =fe3]=el=1m
Jim [(1-2)7] [e™] :
Priklad 3.2.28.
Vypocitajte: a) lim /e b) lim z'/®.
z—0t T—0o0

RieSenie.
1/x
Pre vietky z > 0 plati z1/¢ = elnz'/" = ¢lne/z,
a)r— 0", 2z€(0;1) = Inz — —oo,Inx <0 =
Inz 1

. S . . 1/ . _

lim 22— =% -~ = lim 2% = lim ™® " = lim e™%/% = ¢~ = (.
T 0+

r—0t z—0+ r—0+ r—0+

b) Z vety 3.2.12 vyplyva: lim 122 — {Zil‘”‘} — lim 2 =0 =

z — 00 2500

. . . 1/a .
lim '/ = lim e™* " = lim e

Inz/z _ eO — 1. m
Priklad 3.2.29. _
Nech m,n€ N. Vypocitajte: a) hm sinmz a) lim nme

0 sinnx ’ Ty SinnT :

RieSenie. _
a) hm SILmE [y [siime ., nro mE] 1. ] . %= D (priklad 3.2.9).

-0 sin nx x—0 mx sSin nx nT
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b) Pre vSetky n€ N plati: sinnm =0, cosnm = (-1)" =
lim M _ |z=mt+z | _ sin (mm+mz) _ — i Sinmmcosmz+cos mmsinmz _
r=r sinne - z—0 T .50 sin(nm+nz) 250 sinnmcosnztcosnmsinnz T

_ i O (=1)™sinmz _ m—n sinmz __ m—nm
- ;I_I% 0+(—1)"sinnz (_1) hr% sinnz (_1) n
Cvicenia
3.2.1. Nech a,b€ R, a > 0, b > 0. Vypodcitajte limity: *
. 2 . . to 2x .
a) lim (z° —4 b) lim x cotgx ¢) lim (tgx)™® d) lim (tgx
)lim @ =4, b lmecoga, o lm (5% d) lm (ig2)
. z245 z—+/T . : 2?1
° s DS egime B e
. —4 z?/31 : z249 : VzZ¥9
UELCEE S s e
: l—cosz . V1—cosz : V1—cosz : l—cosz
m) lim n) lim Y—"2F 0) lim Y—"2% lim
z—=0 r ' ) z—0~ v ’ ) z—0t x ’ p) z—0 z? 0
. 137 s 13" . . 1-3" .13
q) i% sin 3z’ I‘) Ilgrolo sin 3z’ b) IEIPOO sin 3z’ t> ilgﬁ sin 3z
3.2.2. Nech a,be R, m,neN. Vypoéitajte limity: *
n ax ax bx
a) lim 12" b) lim § =¥ ¢) lim ¢=1 d) lim ¢2=<"
S - vz z—0 T z—0 x
3z x e QT
e) lim =——° f) lim —~— lim = h) lim =1
z—0 Az 7 ) r—0 " —e ™’ 8) z—0 & —17 ) z—0 6717
i) lim &= ) hm wsind, k) lim wsin i, 1) lim 1=cose
z—a TT@ T—00 z—0 z
li us li g li a\¥* li 3z+6
m) ni)ngonsm n) xi)rrgoxsm 0) Jim (cos 2)”, p) Jim S5
z4+1 41 . x+1 . x+1
q) 111112 z—17 I‘) hrnl z—17 S) mlir?* z—1) t) IILI{IJF z—1
3.2.3. Vypodcitajte limity: *
1 1 1 1
a) lim (cosx)= b) lim (cosx)=?, ¢) lim (cos®z)= d) lim (cos®z)=?,
) m—>0( )* ) m—>0( )= ) r—>0( )* ) .7:—>0( )=
. 1 1 1 1 2
e) lim (e® +z)=, f) lim BERe, g) lim s, h) lim 17
. |sin z| . . |sin z| . |sin z|
i) lim lim k) lim == 1) lim
) z—0 T J) z—0— 7 ’ ) z—0+ T ’ ) T—3 r 3’
5 . . .
m) ili% (I+sinz)=, n) whg}) (1+ax)sm=, o) IEIPOO tgha, p) zhﬁrrolo tghx,
: Vr—2 sin Tz tg mx arctg 3z
Q) il_IEL V3-8’ r) wh_)IIll sin 37’ S) il_)le r—2" t) i1—>0 arcsin 5z

3.2.4. Nech a€ R, ne N. Vypocitajte limity: *

a) lim 7”'”; -z b) lim #,
z—0 z—1
d) lim 7%32;\5, e) lim 7\/12*\/5,
T—00 z—0
. 22 +32%+22 3 14+x—32>
g) fim TEE h) Bim £
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224 . 2_y
) alclinl z2—3x+27 k) }:L)IHZ a:2173w+2’ 1)
m) lim (\/ 3 +a— :c), n) lim 2" sin27mn, 0)
xr—ro0 n—oo
p) lim 2%sin27z, q) lim 27%sin 27z, r)
xr—r—00 T—ro0

3.2.5. Nech n€ N. Vypoditajte limity: *

3 2
RN R ) Ccicac
d) lim 2= o) lim VI f)
g) lim Y=L h) lim Sadsiints N
P fim e, k) lim s, )
m) zgnll %’ n) ili% %7 0)
: 1
p) ig% (%)?’ q) ;li)% (ci)osséc)?v I‘)
S) 911301 (1 —JS) tg %v t) };ii%xcotgaj, u)

3.2.6. Nech a € R, m,n e R. Vypodcitajte limity: *

2 2
: r°—x—2 : " +xr—2
a') 3131_>H12 3 —3x2 42z b) tl_l)H_lQ 242z C)
3 3x47413+1 : x—3
d) lim S, e) lim =, f)
sin 3z : z242z41 :
&) lim - va b) Jim i
. JaFi-1 i a’—(a+)ata
i)l ST k) B o U
: xr—sin 2x 3 COS MIT—COS NT
m ilirb z+sin 3z’ n) }3% z2 ’ O)
. 1
p) lim arctg v, q) lim arctg = L, r)

3.2.7. Nech a € R, m,n € R. Vypotitajte limity: *

2
: z—4
:113}3 2 —3x+2°
lim 2% sin 27z,
Tr—r00

lim 2 *sin27x.

lim Y% Vaitltys

oo Vaitz—z’
2 —5x44
31

im ——z
ill,% Vit2z—-1’

tgz sin

1—cos 21+tg2 x

lim : ,

70 zsinx

lim ( sin2:v _ th .13)

cos® x ’

. arcsin (1—2x)

Th_rg 2—1

T3

lim Vab+ VaB+ Va®

T—00 VaT+2

9

lim sin (x+h)—sinz
h—0 h

lim arctg ——.
z—1t Iz

(4z—1)190 (341200

: z+3)(z+4)(z+5

a) lim (CEOMEUEAD), b) g}g{ﬁo B (==
e) hm z[lnzx —In(x+2)], f) hm z[ln(x+3)—In x],
g2) 1m z[n(z+a)—In(z —a), h) hm z[n(z+a) —Inzl,
1) hm vV 14z sin x—+/cos 2z J) 11 V2 4+T7—+/T—3x

x—0 th % ’ r——3 \/ﬁ m’
k) lim VaZ—1+Vax?+1 1) lim V1+sinz—+/1—sinx

T—00 x ’ 2—0 T )
m) sin (a+x)—sin (a—x) 7 1’1) qin (x+h);sin (z—h) )

x*)O €T h—>0
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3.2.8. Dokazte, ze neexistuja limity lim e”sinz, lim e”(1+sinz), lim €”(1 — sinz).

3.3 Spojitost funkcie

S pojmom limity funkcie f v danom bode a tizko suvisi pojem spojitosti tejto funkcie
f v bode a. Prirodné deje ¢asto prebiehaji spojite a popisuju sa ,,spojitymi funkciami®.
Niekedy mozu samozrejme prebiehat diskrétne alebo v kvantach, ale kvanta st vicS8inou
také malé, Ze nam (ako nedokonalym pozorovatelom) sa cely proces javi ako spojity. Naj-
znamejsim prikladom je premietanie filmu, kde postaci frekvencia véicsia ako 10 obrazkov
za sekundu a pohyb sa nam javi ako spojity.

Uvazujme hmotny bod, ktory sa pohybuje po nejakej drahe. Velkost drahy zavisi od
¢asu pohybu. Predpokladajme, Ze drahu popisuje funkcia y = f(t), kde ¢ reprezentuje ¢as.
V ¢ase T bude velkost drahy rovna hodnote f(T). Ak sa ¢as T zmeni o mald hodnotu,
potom sa draha f(T) tiez zmeni o nejaka mala hodnotu. Ak ¢ — T, potom f(t) — f(T).
To znamena, ze ak {t,} —, — T, potom {f(t,)},—, = f(T).

Funkcia y = f(z) je spojita v bode a€ D(f), ak pre vSetky {z,}.., C D(f) takeé,
ze {an},_y — a, plati {f(zn)},2, — fla)

(t. j. ak z, € D(f), nlin;o Tn = a, potom lim f(z,) = f(a)).

n—roo

Bod a€ D(f) moze byt iba hromadny alebo izolovany:
— Ak je bod a izolovany (obr. 3.3.45), potom existuje jedind {z,} -, = {a} —, — a.
Potom lim f(z,) = lim f(a) = f(a), t.]. [ je spojita v izolovanom bode a vzdy.
n—oo n—oo
— Ak je a hromadny (obr. 3.3.46), potom li_r>n f(z) = f(a) (veta 3.3.1).
x a

Ak je f spojita v bode a€ D(f), potom a nazyvame bodom spojitosti funkcie f.

Yy Y f n) — f
J(@) = f@r) =+ = flwn) =+ | o) )
f(z2) —7
f(a) f(a) - :
/_\f F(wa) 1
F@1) == } 3
& 1 | |a } B
a T1  TaT5Tn Te L3T2
Q=1 =" =Ty ="-"" Tn —a
Obr. 3.3.45: Spojitost funkcie f Obr. 3.3.46: Spojitost funkcie f
v izolovanom bode a € D(f) v hromadnom bode a € D(f)

Ak funkcia f nie je spojitd v bode a € D(f), nazyva sa nespojita v bode a. Bod a
nazyvame bodom nespojitosti funkcie f. To znamené, Ze f je nespojita v bode a, ak
existuje {x,},—, C D(f), {zn},—, — a taka, ze {f(z,)},—, #— f(a) (t. j. ak limita
existuje nh_}rr;o f(zn)# f(a) alebo nh_}rr;o f(z,,) neexistuje).
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Je zrejmé, funkcia f moZe byt nespojita iba v hromadnom bode D(f). Preto rozsi-
rime pojem bodu nespojitosti na vetky hromadné body mnoziny D(f). Body nespojitosti
rozdelujeme na body odstranitelnej a neodstranitelnej nespojitosti.

Funkcia y = f(z), x€ D(f) ma v hromadnom bode ¢ mnoziny D(f):

— bod odstranitel'nej nespojitosti, ak existuje kone¢na lim f(z)# f(a). Ak poloZime
f(a) = lim f(z), nespojitost sa odstrani (obr. 3.3.47). ““
r—a

— bod neodstranitel'nej nespojitosti 1. druhu, ak existuju lim f(x)# 1i1’n+ f(z)
Tr—a Tr—a
a s kone¢né. Cislo ¢ = lim+ f(x) — lim f(x) nazyvame skok funkcie [ v bode a.
r—ra Tr—a—

— bod neodstranitel'nej nespojitosti 2. druhu, ak aspon jedna z limit lim f(x),
r—a~—

lim (z) neexistuje alebo je nevlastnéa (obr. 3.3.49). Ak je niektora z nich nevlastna,
Tr—a

hovorime o asymtotickej nespojitosti funkcie f v bode a.

7 definicie asymptoty bez smernice vyplyva, Ze funkcia f ma v bode a asymptotu bez
smernice prave vtedy, ak je v bode a asymptoticky nespojita (obr. 3.2.39).

Y Y 7 Y f
f(a)
. I

Obr. 3.3.47: Nespojitost Obr. 3.3.48: Nespojitost Obr. 3.3.49: Nespojitost
odstranitelna neodstranitelna 1. druhu neodstranitelna 2. druhu

Priklad 3.3.1.
a) y="2%: bod 0 je odstranitelny bod nespojitosti, pretoze lirr%) =1
T—

b) y= 2?1, hod 1 odstranitelny bod nespojitosti, pretoze hm1 z—2 m(z+1)=2.
r—r

2 .
o1 el =
r—1

c) y=|z]: vietky k € Z st bodmi nespojitosti 1. druhu so skokom ¢ = 1 (obr. 2.1.2),
pretoze plati lim |[z|=k—1, lim [z| =k.
r—k— r—kt
d) y=sini:
jednostrannych limit 1i
Tr—

bod 0 je neodstranitelny bod nespojitosti 2. druhu, pretoZe ani jedna z
4 lim+ 1 neexistuje (postadi neexistencia aspoii jednej).
z—0

¢) y==: bod 0 je neodstrénitelny bod nespojitosti 2. druhu, pretoze fEl_i)]ré1+ l—-0o.m

Veta 3.3.1.
f je spojita v bode a€ D(f) <= a je hromadny bod D(f), lim f(z) = f(a).
Tr—a

Podobne ako limita, je aj spojitost lokdlna zéilezitost v nejakom okoli O(a). Pri spoji-
tosti je potrebné, aby a € D(f). Pri limite musi byt bod a hromadnym bodom D(f).
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Veta 3.3.2.
f je spojita v bode a€ D(f) <=
pre kazdé okolie O(f(a)) existuje O(a) tak, Ze pre vietky 2 € O(a) plati f(z)€O(f(a)).

Ak oznacgime ¢, § polomery okoli, potom je f spojitd v bode a € D(f) prave vtedy, ak:
VO:(f(a)) 30s(a) Ve € D(f): x€0s(a) = f(z) €0:(f(a)).
——— —— ——— —_—
Ve>0 35>0 lz—al< & |f(x)—f(a)|< e

Veta 3.3.3.
f, g s spojité v bode ae D(f) N D(g), re R =
v bode a su spojité |f|, f g, rf, fg, pre g(a)#0 st v bode a spojité aj

Q [~

1
g7
Veta 3.3.4 (Spojitost zloZzenej funkcie).

f je spojita v bode a € D(f), g spojita v bode b = f(a)€ D(g), H(f) C D(g9) =
F = g(f) je spojita v bode a.

Priklad 3.3.2.

a) Funkcia f: y = z spojitd v bode 1, f(1) # 0. Potom st v bode 1 spojité tiez funkcie
of iy =2w, fFiy=a? friy=a", n€N, 1/f*y=a".

b) Zlozena funkcia g(f): y = vx2 + 1 je spojita v bode a = 1, pretoze f: u = 2>+ 1 je
spojita v bode a = 1, g: y = \/u je spojitd v bode b= f(1) =2. m

Veta 3.3.5.
/ je spojita v bode a€ A, A C D(f) = restrikcia g = f|a je spojita v bode a.
Dokaz.
a je izolovany bod D(f) = a je izolovany bod A C D(g) = ¢ je spojita v bode a.
a je hromadny bod D(f) = f(a) = lim f(z), f(a) = g(a) = s dve moznosti:

Tr—a
— a je izolovany bod A = g je spojita v bode a.
— a je hromadny bod A ~cta 3210, Jim g(x) = lim fla(z) = f(a) = ga) =

Tr—ra r—ra

g je v spojita v bode a. m

Veta 3.3.6 (O zovreti).
g, h st spojité v bode a€ D(f)ND(g)ND(h), h(a)=f(a)=g(a),
existuje O(a), ze h(z) < f(z) <g(x) pre pre vietky x€O(a) = [ je spojita v bode a.
Dokaz.
Zo spojitosti funkcii f,g v bode a a z predpokladu h(z) < f(x) < g(x) vyplyva:

1 <1 <1 _ . _ . ey a
h(a)=lim A(z) <lim f(z)<lim g(z)=g(a) = lim f(z)=f(a) = f jespojiti va. m
Predpoklad h(a) = f(a) = g(a) je dolezity (obr. 3.3.50). Ak nie je splneny, potom
funkcia f v bode a nemusi byt spojita.
Funkcia y = f(z) je spojita v bode a€ D(f) vzhl'adom na mnoZinu A C D(f),
ak je v a spojité restrikcia f|4 (t.j. ak 2, €A, lim x, = a, potom li_)m f(zn) = f(a)).
n—oo n (oo}
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Yy Yy
\ ©la) f f
2
f(a) _\9
7 h 1
a z 2 1 0 1 5 T
Obr. 3.3.50: Veta 3.3.4 o zovreti Obr. 3.3.51: Priklad 3.3.3

Funkcia f sa nazyva spojita zl'ava [resp. spojita spraval v bode «, ak je spojita v
bode a vzhladom na mnoZinu D(f) N (—oc;a) [resp. na mnozinu D(f) N {(a;00)]. V tychto
pripadoch hovorime o jednostrannej spojitosti funkcie f v bode a.

Veta 3.3.7.
f je spojita v bode a€ D(f) <= [ je spojita zlava a sprava v bode a.

Priklad 3.3.3.
Funkcia f na obrazku 3.3.51 je spojita v kazdom bode mnoziny R — {0; 2}. V bode 0 je
spojita zlava a v bode 2 je spojita sprava. m

Funkcia [ je spojitd na mnozine A C D(f), ak je spojita v kazdom bode a € A.
Ak je funkcia f spojita na celom svojom D(f), potom ju nazyvame spojita.

Je zrejmé, Ze ak je f spojitd na A, potom je spojita na kazdej podmnozine B C A.

Funkcia f sa nazyva po &astiach spojita na intervale (a;b) C D(f), ak m4 na
(a; b) kone¢ny pocet bodov nespojitosti a ani jeden z nich nie je neodstranitelny 2. druhu.

Tito definiciu mozeme rozsirit na lubovolny interval I C D(f), napr. (—oo; 00), (0; 00).
Funkcia f sa nazyva po Castiach spojita na intervale I C D(f), ak je po ¢astiach
spojita na kazdom uzavretom intervale (a;b) C I.

Priklad 3.3.4.

a) Funkcia f: y = 22 je spojita na R, t. j. aj po ¢astiach spojitd na R.

b) Funkcia f: y = [z] je po Castiach spojitd na R, pretoZe je po ¢astiach spojita na kazdom
uzavretom intervale {a;b), a,bER. =

3.3.1 Vlastnosti spojitych funkcii na intervale

Spojitost funkcie f na uzavretom intervale (a;b) C D(f) znamena obojstranna spoji-
tost na (a;b), spojitost sprava v bode a, spojitost zlava v bode b.

Veta 3.3.8 (Lokalna ohranienost).
f je spojita v bode a€ D(f) =

f je lokalne ohranicena (t. j. existuje okolie O(a), v ktorom je f ohranicena).
Dokaz.

Ak je a izolovany bod mnoZiny D(f), tvrdenie je zrejmé. Ak je a hromadny bod, potom
lim f(z) = f(a) a tvrdenie vyplyva z vety 3.2.2 (obr. 3.3.52). m

T—a
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Zo spojitosti funkcie f na mnozine A C D(f) eSte nevyplyva jej ohranic¢enost na tejto
mnozine. Napriklad f: y = 27!, 2 € R je spojita na intervale (0; 1), ale nie je ohrani¢ena.

Veta 3.3.9.
f je spojita v bode a€ D(f), f(a) > 0 [resp. f(a) < 0] =
existuje okolie O(a), 7Ze pre vetky x€ O(a) plati f(xz) > 0 [resp. f(x) < 0].
Dokaz.
Vyplyva z dosledku 3.2.7.a (obr. 3.3.52) m

Yy I Yy f (x) >0
0< f(a1) /
O(az2)
f(a) f(=) a: .
0 ar
— [0(ax)
I v 0> f(az)
O(a) f(z)<0
Obr. 3.3.52: Veta 3.3.8 Obr. 3.3.53: Veta 3.3.9
Veta 3.3.10 (Weierstrass).
/ je spojita na uzavretom intervale {a;b) —
a) f je na (a;b) ohrani¢ena, b) f nadobuda na (a;b) svoje extrémy.

Dokaz.
a) Sporom. Nech je f spojitd a neohrani¢ené na (a;b) =

pre kazdé n€ N existuje x, € (a;b) také, ze |f(zn)| >n = {|f(zn)]},—, — oo

{xn},2, je ohrani¢ena Seta 239, existuje podpostupnost {zy, boo > cE{a;b)

{f (@, )bty — flOER = {|f(@r, )}y — [f(c)|#00, t. j. spor.
b) f je ohraniCend na (a;b) = existuju «, S € R také, ze a= inf )f(x), B:El(lpw f(z).

re(a;

spojitost

)

Sporom. Ukazeme pre § (pre « je dokaz analogicky). Nech f nenadobuda 8 =
pre vietky x € (a;b) plati f(z) <8 = 0<f— f(z) = 0< m

funkcia g: y = ﬂ_lf(w), x € (a;b) je spojita 2, g je ohranifend =

existuje k > 0, Ze pre vSetky x € (a;b) plati 0 < m <k = 1<B-f(x) =
Vz€(asb) : f(z) <B—+ < B, t. ] sporstym, ze B =supA. m
Veta 3.3.10 plati iba pre uzavrety interval {(a;b). Funkcia f: y = %, 2z €(0;4) je spojita,

ale nie je ohrani¢ena (obr. 3.3.55). Ohrani¢ena je napriklad na kazdom otvorenom intervale
(a;4), kde 0 < a < 4.
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Y (]
fld)y=M T
2
1
fle)=m | =1
X H
a 4 cp o] @1 2 3 4 T
Obr. 3.3.54: Veta 3.3.10 Obr. 3.3.55: f:y =1, z€(0;4)

Veta 3.3.11 (Cauchyho o nulovom bode).
f je spojita na (a;b), f(a)f(b) <0 = existuje c€ (a;b) také, ze f(c) =0.

Dokaz.

Nech!® f(a)<0< f(b) (pre f(a)>0> f(b) je dokaz analogicky).

Ozna¢me a=ag, b=by, d:b*?a. Rozdelme (ag; by) na poloviné intervaly (obr. 3.3.56):
<a0;1'1>, <£E1;b0>, kde xr1 = 110742470'

Ak f(xz1) =0, potom z je koreil. V opa¢nom pripade zvolme za (a1;by) interval:

(ap; 1) pre f(z1) >0

(x15b0) pre f(z1) < 0} = Ja) <0< S (b)), asiby) ©{aoibo), br—ar = WT% - %'

Interval (a;b1) rozdelime na poloviéné intervaly (ai;za), (xo;b1), kde x9 = “1241“

Ak f(x2) =0, potom x5 je koren. V opa¢nom pripade zvolme za (as;ba):

(ar;xe) pre f(x2)>0

<.T2;b1> pre f(x2)<0} = f(a2)<0<f(b2), <CL2;bQ> C <a1;b1>, bg—ag = bl_Ta] = %

Ak budeme takto pokracovat d'alej, dostaneme po koneénom pocte krokov koren xy, alebo
dostaneme postupnost do seba vloZenych intervalov {(a,;b,)} -, pre ktort plati:

flan) <0< f(bn), {an;bn) Clan—1;bn-1), bp—a, = b"’ﬁ% =4 nen.

Z Cantorovho principu vloZenych intervalov (veta 2.1.9) vyplyva, Ze existuje jediné c také,
7e c€ (ay;by) pre vietky n€ N, t. j. lim a, = lim b, = ¢. Zo spojitosti f vyplyva:
n—oo

n—roo

flan) <0< f(by,) = fl(e) = nhﬁrrolo fla,) <0< lim f(by) = f(c) = f(e)=0.m

n— oo

Metdda z dokazu predchadzajucej vety sa nazyva metoda delenia intervalu (me-
toda bisekcie) a Casto sa pouziva pri numerickom hladani korefiov rovnice f(x) = 0.

3Predpoklad f(a)f(b) < 0 znamena, Ze plati f(a) < 0 < f(b) alebo f(a) >0 > f(b).
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Yy ao bo
ay — by = xq
T = a2 —— by
T3 = a3 —— bg
ag+—by = x4y

Obr. 3.3.56: Veta 3.3.11 Obr. 3.3.57: Priklad 3.3.5

Koreii rovnice f(z) = 0 aproximujeme hodnotou z,+1 = “";b" tak, aby b, — a, < ¢,
resp. |f(zn+1)| < €, kde € je dopredu zvolena tolerancia (chyba vypoé&tu).

Metoda bisekcie je pomerne jednoduché, ale aj pracna. Na spresnenie korefia o jeden
rad potrebuje priblizne 4 kroky, preto sa vic8inou pouziva iba ako Startovacia metéda na

ziskanie pociato¢nych hodnot pre iné metody.

k | ap [f(ax) >0] | b [f(br) <O] | @py1 F(xry1) by — ag

0 0,0 1,0 0,5 —0,375 — b1 1,0

1|00 0,5 0,25 0,265 625 —az | 05

2 0,25 0,5 0,375 —0,072 265625 — b3 0,25

33 0,25 0,375 0,3125 0,093 017578 — ay 0,125

4] 03125 0,375 0,343 75 0,009368896 | — a5 | 0,0625

5) 0,343 75 0,375 0,359375 —0,031711578 — bg 0,031 25

6 0,343 75 0,359 375 0,3515625 —0,011235714 — by 0,015 625

7 0,343 75 0,3515625 0,347 656 25 —0,000949 323 — bg 0,0078125
8 0,343 75 0,347 656 25 0,003 906 25

Tabulka 3.3.4: RieSenie rovnice 23 —3x+1=0 z prikladu 3.3.5 met6édou bisekcie

Priklad 3.3.5.

Najdite s presnostou € = 0,01 korene funkcie f: y = 2% — 3z + 1.

Riesenie.

Z priese¢nikov grafov funkcii y = 2%, y = 3z — 1 (obr. 3.3.57) odhadneme, Ze funkcia f ma

tri korene v intervaloch (—2; —1), (0;1), (1;2). Korene skuto¢ne lezia v tychto intervaloch,
pretoze (veta 3.3.11) plati:

f(2)=-1<f(-1)=3, fO)=1>f(1)=-1, f(1)=-1<f(2)=3.

Pomocou metoédy bisekcie najdeme s presnostou e = 0,01 koren z intervalu (0; 1). Na jeho
najdenie budeme potrebovat minimalne n krokov, pri¢om musi platit:

by —ap =270 =L ce=1 = 102=100<2" = n="78,... = n="T.
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Postup rieSenia je znézorneny v tabulke 3.3.4 a korehiom je ¢islo zg = 0,347 656 25, kto-
rého odchylka od skuto¢ného korena je mensia ako 0,003 906 25. Keby sme pozadovali
iba presnost |f(c)| < e, postacil by nam korenr x5 = 0,343 75. Na zaver pre porovnanie
uvadzame vSetky tri korene vypocitané s presnostou na devit desatinnych miest:

c1 = —1,879 385242, co = 0,347 296 355, c3 =1,532088886. m

Veta 3.3.12 (O medzihodnote).
f je spojita na intervale IC R, a,bel —
f nadobuda vgetky hodnoty z intervalu J s koncovymi bodmi f(a), f(b).

S22 existuje p€ (a;b) take, Ze g(p) = f(p) —q =0 = [(p) =q.

fla)>q> f(b): dokaz je analogicky ako v predchadzajucom pripade (vid obr. 3.3.58). m

Y If Y If
Fb) f) =M [
J £
q
f(a) f(a) /_\
%
a p1 P2 P3 p T I = (a;b) € p B
Obr. 3.3.58: Veta 3.3.12 Obr. 3.3.59: Dosledok 3.3.12.a

Dosledok 3.3.12.a.
/ je spojita na intervale I C R = f(I) je interval.

Ak je f spojité a I je uzavrety (a teda aj ohraniceny), potom aj interval f(I) je uzavrety
a na zaklade vety 3.3.10 plati f(I) = («; ), pricom'* o = mi?f(m), 8= max f(x).
FAS rEe

Ak je f spojita a I nie je uzavrety alebo ohrani¢eny, potom vo v8eobecnosti typ inter-
valu f(I) ur¢it nevieme (obr. 3.3.60). Ale ak je funkcia f rydzo monoténna, potom interval
f(I) mé rovnaky typ ako I.

Priklad 3.3.6.
Spojita funkcia moze zobrazit I = (—m;m) rdzne, napr. (obr. 3.3.61):

fi(x) =cosa: I — (—1;1), folz) =sinz: I — (—1;1),

MAk o = 8 dostaneme degenerovany interval f(I) = (a;a) = {a}.
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o] r(r)=(01) ol fy=(000) O (n=000) O p(y=(;1) %

Obr. 3.3.60: Zobrazenie intervalu I = (0; 0o) spojitou funkciou f

fa(x)=1:T— {1}, Ja(z) =2:1 = (=1;1), fs(x) =tg$: I — R,
fo(z) = ‘t %’ I — (0;00), fr(x) = —ﬁfﬂ —1= —35_:':: I —(0;00).m

Veta 3.3.13.
f je spojita na intervale I, potom:

Dokaz.

PP_: Vyplyva z vety 3.1.5.

NP, : Sporom. Funkcia f je prostd = Va;,x; €1, x;7#x; plati f(xz;)# f(z;).

f nie je rydzo monoténna = existuji x1, xs,x3 €, v1 <wzo <x3 také, ze plati:
i) f(@1) <flx2), flas)<[f(w2) = fla1) <[f(ws)<[f(x2), resp. f(as) <f(z1)<[f(w2).
i) f(z1)> f(x2), f(z3)> f(22) = f(z1)> f(23)> f(22), resp. f(z3)> f(21)> f(22).

T. j. $tyri moznosti. Ich dokaz je podobny a preto dokazeme iba f(z1) < f(z3) < f(x2):

veta 3.3.12 existuje p€ (z1;2), t. j. p£x3 také, ze f(p) = f(x3) = spor. m

f je prosta na I <= f je rydzo monoténna na I.

sin x 4 y=1 & %
—T xr 1 T x
0 a —T 0 s —7 0 i
b —1] —1 - —
fiD) = (=1;1) f2(I) = (=1;1) fs(I) = {1} fa(I) = (=1;1)
Y Y { | ztax|Y
te s ke gl
il Lz I T
- 0 ™ - . 0 ™ - } 0
fs(I)=R fe(I) = (0;00) fr(I) = (=2;00)

Obr. 3.3.61: Zobrazenie intervalu I = (—; 7) z prikladu 3.3.6

Na zaver spomenieme bez dékazu vetu o spojitosti inverznej funkcie (obr. 3.1.14).
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Veta 3.3.14 (Spojitost inverznej funkcie).
f je prosta a spojita na intervale I == inverzna funkcia f~! je spojita na f(I).

Ak uvazime v8etky doterajsie vysledky o spojitych funkcidch, mézeme vyslovit tvrde-
nie, ze vSetky elementarne funkcie si spojité.
Cvicenia

3.3.1. VySetrite spojitost a charakter bodov nespojitosti funkcie: *

)y:.’ESil’ll b)y:Sirllz7 )y:ma d)y:ﬁa

e) y=[sinz], f) y = |cosz], g) y =1In|sinz, h) y =In|cosz|,
. .2

1)y—sm J)y:COS%a k)y—lﬂ,z, ) y= ‘§2|7

q) sm:z: I‘) Y= Sl‘lelfv7 b) y= bma:’ t) Y= aI‘Ctg%.

3.3.2. Urcte a € R tak, aby bola funkcia f spojita na svojom D(f), ak: *
2

a—2%, prexz <0, a—x*, prex <0,
a)ﬂx)*{x—i—Q, pre z > 0, b)f(l)f{a—m, pre x > 0,
_ [ax, pre z <1, - {e“m, pre x < 0,
C)f(x)—{Q_x/a’ pre z > 1, d) flz) = a—x, prex > 0.

3.3.3. Urcte a,be R tak, aby bola funkcia f spojita na svojom D(f), ak:

a— 2%, pre x€(—o0;0), 2% —a, prexz€(—oo;b),
a) f(x) =< x+2, prexze(0;2), b) f(z) =< z+2, prexze(ba),
3x +0b, prexze(2;00), 3z +b, prezela;0).
3.3.4. Uréte f(0) tak, aby bola funkcia f spojita v bode 0, ak pre z#0 plati: *
sin g r— T 2_
a) f(x) =L, b) f(z) = S ¢) fla) = =,
7 1 /7r2 —
d) f(x) = (1+22)"/*, o) f(x)=a?+e /o1, ) fa) = YEEL

3.3.5. Nech je funkcia f nespojita v bode a€ D(f). Aka je funkcia |f| v bode a? *

3.3.6. Zostrojte funkciu, ktoréd je definované na mnozine R, je vSade spojita a ma prave
0,1,2,...,n, (n€N), resp. nespocitatelne vela bodov nespojitosti. *

3.3.7. Nech su funkcie f, g nespojité v bode a€ D(f) N D(g). Zistite, aké st nasledujice
funkcie v bode a. Svoje tvrdenie ilustrujte konkrétnymi prikladmi.

a) f+g, b) g/, ¢) f9, d) f(f), e) f(9), ) 1f(g)l-

3.3.8. Nech je funkcia f spojita a funkcia g nespojita v bode a€ D(f) N D(g). Zistite, aké
st nasledujuce funkcie v bode a. Svoje tvrdenie ilustrujte konkrétnymi prikladmi.

a) f+y, b) g/f, ¢) fg, d) g(f), e) f(9), £) 1f(9)l-
3.3.9. Ur¢te mnoziny, na ktorych su spojité funkcie f(g), g(f ) ak f(x) =sgnr a plati: *
a) g(z) = z(1 —2?), b) g(z) = (-1)l*), g(x) = (1 — ),

)
d) g(z) =14z — [z], e) g(zr) =1+ |z], g(a) =1 = x(z).
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3.3.10. Dokazte, ze ak st na mnozine A spojité funkcie f, g, potom st na mnoZzine A
spojité aj funkcie y = min {f(z), g(x)}, y = max {f(z),g(z)}, z€ A.

3.3.11. Metodou bisekcie s presnostou € = 0,01 najdite vietky korene rovnice: %
a) 0 =a3+ 2z — 11, c) 0 =e" +z, b) 0 =23 —62%+2~1+5,
d)0=Inz -3+, ) 0=e” "t _p—1, f) 0 =cosa? +x — 1.

3.3.12. Néjdite mnozinu f(I), ak: *

a) I = (m;3r/2), f(x)=sin2z, b) I =(-2;4), f(z)=2a>+2,
¢) I =(0;00), f(z)=uzlz], d) I =(0;4r), f(z)=z|sinz],
&) I={0:00), f(z) = x(a? 1 1), 1= (01), f(x)=(a®—a).

Optimista vyhlasuje, Ze Zijeme v najlepSom svete. Pesimista sa obdva, Ze je
to pravda.
JAMES BRANCH CABELL

Zivot je zart. To som si vidy myslel, teraz to viem.
JOHN GAY — ndhrobny ndpis

Recénik md vycderpat tému, nie posluchdcov.
WINSTON CHURCHIL

KaZzdy je taky, ako ho boh stvoril, ba casto aj horsi.
RODA RODA

Klamdr musi mat dobri pamdt.
QUINTILIANUS

Kde sa nudime lepsie ako v rodinnom kruhu?
OSKAR WILDE

Nikto uceny z neba nespadol, ale hlupdkov akoby zhadzovali.
JULIUS TUWIM

Je stdle lepsie byt Zenaty, ako byt mrtvy.
JEAN BAPTISTE MOLIERE

Treti v hre je ten, co nie je.
RAINER MARIA RILKE

Najhorsie je tvdrit sa, Ze chdpeme, ked’vnechdpeme.
LEV NIKOLAJEVIC TOLSTOJ

Zaujimam sa o budicnost, pretoZe v nej hodldm strdvit zvysok svojho Zivota.
CHARLES KETTERING



Kapitola 4

Diferencidlny pocet realne;j
funkcie realnej premennej

4.1 Derivacia realnej funkcie

Zakladnym pojmom diferencidlneho poctu je derivicia. K zavedeniu derivacie funkcie
viedli predov8etkym dva problémy, ktoré st uvedené v nasledujicich prikladoch. Po mate-
matickej stranke vedu obidva priklady na rovnaki limitu, ktora sa v praxi pouZiva velmi
Casto a nazyva sa derivacia funkcie.

Priklad 4.1.1.

Uvazujme auto pohybujice sa po priamke (obr. 4.1.1). Jeho pohyb je opisany funkciou
s(t), zavislou od Casu t. Cas za¢neme merat od okamihu to a bod na priamke, v ktorom
sa prave auto nachédza, nazveme pociatok F.

Ak sa auto nachadza v ¢ase t >ty v bode P, potom s(t) predstavuje dizku tsecky PyP.
Oznagme polohu auta v case t + At (At #0) symbolom Q. Usetka PQ prestavuje jeho
dréhu v ¢ase od t po t+ At, t. j. v intervale At. Ak oznaéime As = s(t+At) — s(t), potom
priemernd rychlost ¥ auta v ¢asovom intervale At mozeme vyjadrit vztahom:

T = As __ s(t+At)—s(t)
- At At .

Ak At — 0, potom sa bude T pribliZzovat k okamzitej rychlosti v(t) v ¢ase t. Potom plati:

s(t+At)—s(t)
At )

v(t) = lim 7= lim §% = lim |

At—0 At=0 At ATS0

Priklad 4.1.2.
Uvazujme bod P = [z¢; f(x0)] leziaci na grafe spojitej funkcie y = f(x), x € D(f). Rovnica
doty¢nice dp k funkcii f v bode P ma tvar (obr. 4.1.2):

y— fxo) = k(z — z0) = tgp(z — 9) = smernica k = tgp = =L

r—x0

119
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Ak bod Q = [z; f(z)] lezi na grafe funkcie f, potom pre smernicu priamky PQ plati:

tga = L@)=I0)

r—xo
Ak sa bude bod @ priblizovat k P, bude sa priamka PQ priblizovat k doty¢nici dp, t. j.
x — g, f(x) = f(z0), @ = ¢, tga — tg . Smernica tg ¢ ma potom tvar:

tg = lim tga = lim f@)=f(z0) g
a—p

T—x0 T—To
Yy f
i e 9
Py P 0
y F(@) = f(@0)
s(t s(t + At) — s(t s - .
@ s ) —s@®) f(20) P - 1y~ £(zo)
s(t+ At) dp | . x — xo i
0 0
Obr. 4.1.1: Uloha o rychlosti Obr. 4.1.2: Uloha o doty¢nici

Funkcia y = f(z) ma v bode xo€ D(f) derivaciu f'(z), ak existuje limita:

[ (zo) = xllg}o %ﬁémo) = }lblgb M (subst. h = x—xg).
Podla toho, ¢i je predchadzajtca limita vlastna alebo nevlastna, hovorime o vlastnej
(konecénej) alebo nevlastnej derivacii funkcie [ v bode z,. Pokial nebude uvedené
ina¢, budeme pod pojmom derivacia rozumiet vlastnu derivaciu.
Niekedy sa namiesto oznadenia f'(zg) pouziva f'(x)|z=., alebo Castejsie y'(zg).
Casto sa pouziva oznacenie pomocou tzv. diferencidlov, ktoré zaviedol G. W. Leibniz:

df(x dy(x
f(wo) = ek = & f(ao),  vesp. y(wo) = 3 = L y(wo). (4.1)
Tieto vztahy &itame derivacia f podla x v bode 1z, resp. struéne df(xg) podla dx.

Priklad 4.1.3.
a) [:y=c¢, kde c€ R (konstantna funkcia) = pre vSetky xo € R plati:

fao) = lim LB=S@o) — piyy e}y 0 =0,

T—T0 T—Tg 0 T—T0

resp. f(z0) = %ﬁ%w = lim 7€ = lim 0 = 0.

b) fry=a", z€R, nEN = pre vietky zo € R plati:
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f/(x ): lim 2" —ag = lim (xnil+$n72$0+“'+3¢371)(’»5—180) =
0 x—xy L0 T T—T0
= lim (.’Enil + 1’n721' + 4 xnfl) — .’En71 + l'n72$ R l,’n.fl _ nxnfl -
=, 0 0 -0 0 0 0 = 0o -
Veta 4.1.1.
f mé v bode zp kone¢ni derivaciu = f je v bode xo spojita.
Dokaz.
xz)—f(x
J'(x0) = lim M je konecna, lim [z —xp) =0 =

T—To Tr—xg T—T0

lim [f(z)—f(zo)] = lim L&=LE) 4] — f'(@o) lim [z—x0] = f(20) - 0=0=

T—xo T—xTQ T—=To
veta 3.3.1

lim f(x) = f(zg) =——=== funkcia f je spojita v bode xy. m
T—T0

Ako dokazuje priklad 4.1.4, opacné implikicia neplati. To znamena, Ze spojitost funkcie
v danom bode nezarucuje existenciu derivacie v tomto bode.

Geometricky predstavuje f'(x¢) € R smernicu priamky, ktora sa dotyka grafu funkcie
f v bode [zg; f(x0)] a ktort nazyvame doty&nica (so smernicou) ku grafu funkcie f
v bode (. Jej rovnica ma tvar (priklad 4.1.2):

y = f(xo) + f'(z0)(x — x0).

Ak f'(xg) = +oo a f je spojitd v bode xp, potom dotyénicou bez smernice ku
grafu funkcie f v bode z( nazyvame priamku, ktora je rovnobezna s osou y (kolméa na
os z) a prechadza bodom [zo; f(zo)], t. j. priamku « = z¢ (obr. 4.1.3).

Normalou ku grafu funkcie f v bode xy nazyvame priamku, ktoré prechadza
bodom [z; f(20)] a je kolm4a na dotyénicu ku grafu funkcie f v tomto bode.

Normala ku grafu funkcie f v bode z( existuje prave vtedy, ak v tomto bode existuje
doty¢nica. Ak f'(zo) € R, f'(x¢)#0, potom m4 normala tvar:'

y— fxo) = *%(w —x0) = y=flzo) - m@ — Zo).
4.1.1 Jednostranné derivacie a derivacia na mnozZine
Funkcia f ma v bode x( derivaciu zlava [’ (1), ak existuje limita:

f/_(ﬂio): lim f(a)—f(fﬂt)) — lim f(ﬁo-‘rh’z—f(%).

Ty —*o h—0~
Funkcia f ma v bode x( derivaciu sprava [’ (z(), ak existuje limita:

f-/t,-(xO): lim {@=f=o) _ 15 f(zoJrh})L*f(Io)'

:v—ntg r=To h—0+

Priamky y = kz +a, y = qz +b (t. j. kr —y+a =0, gz — y + b = 0) st na seba kolmé, ak st na seba

kolmé ich normalové vektory (k; —1), (¢; —1). T. j. ak plati k¢ + (—1)(—=1) = kg+ 1 =0, resp. k = 7%,
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Yy n Yyn d Y d
f
f(zo) 4 o)
f (o) =
f/ A~ f a5
i T Zo T ] i
F'(z0) =0 f'(w0) € R, f'(w0) #0 f'(20) =

Obr. 4.1.3: Doty¢nica a normala k funkcii f v bode xg

Tieto derivacie nazyvame jednostranné, f’(zg) nazyvame obojstrannou deriva-
ciou. Z vlastnosti jednostrannych limit vyplyva nasledujica veta.

Veta 4.1.2.
f'(x0) existuje <= existuju f’ (xo), f(z0) a f(x0)=f} (x0).
Priklad 4.1.4.

a) Funkcia f: y = |z| je spojita na R, f/(0) neexistuje, pretoze:

F20) = lim B0 — i —e = g ) = lim P2 = gy 2=

z—0— z—0- * 0+ *0 z—0+

b) Funkcia f: y = sgnx ma derivaciu v kazdom z( € R, aj ked nie je spojita v bode 0. Pre
zo < 0 plati f/(x0) = [-1) =0, pre 0 < xo plati f'(zo) = [1]' = 0. Pre zo = 0 plati:

/ T sgnx—sgn0 __ q: —-1-0 _ : 1 _ 1 —
FLO0) = Tim Y i 0= - i =~k = —(—o0) =
’ : sgn z—sgn 0 . 1-0 : 1 1 !
J4.(0) Jim = Jm =3 Jm, g =g =00 = f(0) =00

UZ sme spominali, Ze ak méa funkcia f v bode x( vlastna derivaciu, potom je v tomto
bode spojita (veta 4.1.1). Analogické tvrdenie plati aj pre jednostranné derivacie.

Veta 4.1.3.
[l (o) [resp. f (x0)] je vlastnd = f je v xo spojita zlava [resp. spraval.

Dosledok 4.1.3.a.
[ (x0), fi(zo) st vlastné (nemusia sa rovnat) = f je v zg spojita.

Graficky predstavuju f’ (o), f/ (zo) smernice I'avej [resp. pravej| poldotyénice ku
grafu funkcie f v bode zg, t. j. polpriamky vychadzajice z bodu zy smerom dolava
[resp. doprava| a dotykajice sa grafu funkcie f v bode [xo; f(z0)] (obr. 4.1.4, 4.1.5).

Nech y = f(z), x € D(f) a nech A C {zo€D(f); f'(zo) je konecna}. Ak A # 0,
potom ma zmysel funkcia g: y = f'(x), x € A, ktora nazyvame derivacia funkcie f na

o o . df d
mnozine A a oznacujeme symbolmi f', y', resp. 3o, 52.
Poznamka 4.1.1.

Derivacia funkcie f v bode 2o € D(f) je f'(xo). Je to ¢islo, pripadne hodnota +oco. Na
druhej strane derivacia funkcie f na mnozine A C D(f) je funkcia y = f/(z), = € A.
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Y
dp
d;
!
0 ‘ o T
Obr. 4.1.4: Roznobezné poldoty¢nice Obr. 4.1.5: Jednostranné poldoty¢nice

Derivacia funkcie f na intervale (a;b), podobne ako spojitost, znamené obojstranna
derivaciu f'(x), z € (a;b) a jednostranné derivacie f! (a), f.(b).
Z definicie f’ a z viet 4.1.1, 4.1.3 vyplyva priamo nasledujtice tvrdenie.

Veta 4.1.4.
f ma na mnozine A derivaciu f° = f je na A spojita.

Priklad 4.1.5.
Vypocitajte derivacie funkcii y = e*, y = sinx, y = cosx na mnozine R.

Riesenie. . ) )
. xz+h _ x . v . v
[e") = lim &—== = lim e” ©—1 =¢” . lim &~ =e” .1 =¢",
h—0 h—0 h—0
. . 2 h/2==z
Na zéaklade vztahov hm gm(h/ ) [ M = lim 82z =1
b
h— z—0 z—0 *
zta _ _
=4 £4, cosx —cosa = 5
. ) . o . 2sin & L 2z+h
[sinz]" = lim w = lim =222~ =1 cos 220 = cosx,
h—0 h—0 2
. — . —2sin 2 sin 2210 .
[cosz] = }lllm W = ’lllm % =—1-sin2 = —sinz. m
—0 —0 2

4.1.2 Zakladné pravidla pre vypocet derivacii

Pri praktickom vypocte derivécii, t. j. pri derivovani roznych funkcii spravidla nepou-
zivame definiciu. Pouzivame rézne vzorce a pravidlé, z ktorych si niektoré odvodime.

Veta 4.1.5.
c€ R, existuju f’, ¢’ na mnozine A% = (cf), (f+g), (fg) existuju na A,
existuje (5) na A; = {x € A; g(x) #0}. NavySe pre vetky x € A, resp. x € A; plati:

a) (cf)(x) = cf'(x), b) (f+9)(z) = f'(z) £ ¢'(x),
b) (f9)'(z) = f'(x)g(x) + f(2)g (), d) [£](2) = Lee@J@d @),
Dokaz.

a), b) Vyplyva priamo z definicie.
. _ iy D @th)=(fg)(x) _ ;. f(@th)g(z+h)—f(z)g(z) _
c)z€A = (fg)'(a:)—}llli%gfy— lim A 9(z)

h—0
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— lim f@Eth)g@+h)—f(@)g(@+h)+f(@)g(z+h)—f(z)g(x) _
B0 h
— 1 fz+h)—f(z) ; glzth)—g(@) | _ ¢ !
= Jim | HEIE) (g )| o Jim | () L] = (@)g(a) + f(@)g/(2).
!
1 1 1] oy g@—g@th) _ g'(@) )
d) CCEAl = |:g} ( ) - IILLH) h |:g(m+h,) g(r):| - }1111)1%) hg(z+h)g(z) —  g%(x) =

/ /
4 0= 2] 0= gty s - Femgn.
Predchéadzajice vzorce zvykneme strucne zapisovat:

(cf) =cf', (fxg) =[f%g, (f9)=Ffg+/[d, B]I = =7, m’ — floofa,

Priklad 4.1.6.
Vypocitajte derivacie funkcii y = tgx, y = cotgx.

Riesenie.
T /__ [sinzx [sin z]’ cos zx—sin z[cos z]' _ coswcosx—sinz[—sinz] 1
.737&2+k‘ﬂ', keZ = [tga:] _[coso;] cos2 x - cos2 x ~ cos2zx
/ [ ]’ sin [sin z]’ — sin? £—cos? 1
!/ __ [cosx __ |cosx] sSInIT—COoSXT _ sin“ x—cos“ x __
l‘#k‘ﬂ',kez = [cotgx] - [sinx] - sin? z - sin? = sz B

Priklad 4.1.7.
Najdite rovnicu doty¢nice ku grafu funkcie f: y =
s priamkou p: y =2 — x.

—£5, € R — {1}, ktora je rovnobezna

Riesenie. )
£l = f'(z)= [ﬁ} = L@ (i) S“ 0 _ = 2= 1) = (wj)Q.

Dotyc¢nica y = f(xo)+ f'(zo)(z—2x0) ma smernicu f’(x¢), priamka p ma smernicu —1.

f’(xo)zﬁ:—l = (r9—1)>=1 = z0=0alebo zg =2. =

Dva dotykové body [0;0], [2;2] a dve doty¢nice:
di:y=0—(z—0)=—z, dp:y=2—(2—-2)=4—z.nm

Veta 4.1.6 (Derivacia inverznej funkcie).
y = f(x) je spojita a rydzomonotonna na intervale I C R, xo €1 je vnatorny bod,
f'(20) #0 je konetna, = inverzna funkcia z = f~!(y) ma deriviciu v bode yo = f(z0):

(o) = 7

_ 1
zo=F""1(y0) F/(f=*(yo))

Dokaz. 5
Z vety 3.3.13 vyplyva, Ze f je prosta a f~! existuje. Dalej (veta 3.2.8) plati:

1Y — i @)= we) _ [y = f@) r=f‘1(y)] _
[ (yo) = ylggo y—vo - [ Y — Y0 T = xo -
— _ 1 1 1
= M e o @G~ P~ PO o)

T—xo T—To
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Ak f'(z)#£0 plati pre v8etky € I, potom mozeme zjednoduSene pisat:

-1 1 1 df Yy) _de _ 1 _ 1
U1 =7 =77y P Tg T4y T dg = )

Priklad 4.1.8.
a) f:y=e" x€R jespojita a rastiica, f'(z) =e*#0,2€R = fliz=hy,y>0 =
Moyl = [F () = b = by = & =

_ 1
f/(x) [ez]/ — er — ghy — 57 Yy > 0

b) f:y=sinz, x € (fg; g) je spojita, rastica, f'(z)=cosz=+/1—sin’z >0 =
[arcsiny]’ = o = L L

—_— 1 = — 1 —1:
[sinz]” ™ cosw \/1—sin2w \/1—[sinarcsiny]2 \/l—yz7 ye( 1 1)

¢) f:y=cosx, x€(0;7) je spojita, klesajuca, f'(z)=—sinx=—v1-cos?z <0 =

’__ 1 1 1 1 1 _1-
[arccosy] ~ [eosal” T —sina T 1—cos®z \/1—[cos arccos y]2 Vi-y?’ yE( L 1).
d) f:y=cotgx, x€(0;m) je spojité, klesajuca, f'(x) = fﬁ <0 =
! __ 1 _ 1 _ —1 _ —1 _ —1 _ -1
[aI"CCOtg y] " Jeotgz] T =1 T sin®z+cos’x  ltcotgZx ~ 1+[cotgarccotgy]? T y2+1° yeR.
sin? z sin? x

e) fry=tgz, x€(—%;3) je spojité, rastica, f'(z) = 5= >0 =

/I __ 1 _ 1 _ 1 _ 1 _ 1 _ 1
[arctg y] T Itgx) T L 7 sinfazdcosix | tg2x+l T [tgarctgy]?+1 T y2+41° yen. m
cos? x cos? x

Veta 4.1.7 (Derivacia zlozenej funkcie).
u=f(x), y=g(u), H(f) C D(g), o€ D(f), uo=f(20), ['(0) a ¢'(uo) st vlastné —

lg(f ()] = g'(f(w0)) - ['(w0) = g (uo0) - ['(wo0)-

Dokaz.

Ozna¢me F = g(f), potom F(x¢) = g(f(x0)) pre zo€ D(f).
— i L@ —f(xo)
['(x0) = lim L2)=1Gn),

/! _ : . v 2
s g (up) = lim st konetné =
0 U—> U,

9(W)—g(uo)
0 u—uo

F'(zo) = lim F(m):fo(ffo) — lim g(f(m);:g(()f(-’l«‘o)) _
T—x0 T—x0

— 1 g(f(x))=g(f(z0))  f(@)=f(=a) | _ 1: g(f (@) —g(f(z0)) . 1: f(x)—f(x0) __
- 41;1320 [ f(x)—f(zo) T—x0 } = lim (@)~ f(zo lim =

T—x0

T—x0 T—To

= [uuifq(j)) } = uhjzlo 79(2:'3&“0) . f/(xo) = g’(uo) : f/(xo) = 9/(!}['(950)) : f/(xo). u

Pre vetky x € D(f), pre ktoré existujia f’, ¢’, mozeme zjednoduSene pisat:

F'(a) = [g(f)) (2) = ¢'(u) - f'(z), resp. L)

[=H

_dy _ dy  du _ dg(u)  df(z)

de = du  dz du =T dz -
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Priklad 4.1.9.

Vypoéitajte derivaciu funkcie F': y = 1 — 22, z€(—1;1).
Riesenie.

F=g(f), fru=1-2%ze(-11), g: y=u, ue(0;00) =

2a’
F/@) = ¢/ (f(@)) - /(@) = s /(@) = 575 = — 1. wE(-1i1).

V praxi jednotlivé funkcie (aj viacnasobne zloZené) nevypisujeme:

/

e = fo et =3 o] e -

_1 —2z z
= % |:(1 - .1:2) 2:| : (—QI) = 2\/12,x2 = _\/17127 IE(_:[, 1) -u

Priklad 4.1.10.
a) [sin (sinz)])’ = cos (sinz) - [sinx])’ = cos (sinz) - cosz, x € R.

b) [sin (sin (sin (sinx)))]’ = cos (sin (sin (sinx))) cos (sin (sinz)) - cos (sinx) - cosx, = € R.
c) [a”]

I = [elnaz}/ = [exlna}/ =e? e [glna) =e* ™. Ing =a®Ina, v€R, a>0, a#1.
) [l.a}/ _ [elnza}/ _ [ealnw}/ :ealnm'[alnx]/ :ealna:'g — 9.
I

oL

=ax® ', 2>0, a€R.

gl

x

e) [z¥] [elnzi]/ = [emln“’]/ =e? [gIng] = 2% [I'lnz+z-1] =2*[1+Inz), 2 > 0. =

Na zaver uvedieme jeden ddsledok vety o derivécii zlozenej funkcie, ktory moze v mno-
hych pripadoch zjednodusit derivovanie zloZitej$ich funkcii.

Dosledok 4.1.7.a (Logaritmicka derivacia).

y = f(x), f'(x0) existuje, f(xo) >0 pre xoc D(f) = f'(x0) = f(xo) - [In f(z0)]".
Dokaz.

F(r) = In f(x) splia predpoklady vety 4.1.7, f(zo) >0 =

F'(x9) = [In f(a0)) = by - /' (w0) = 29 = f(wg) = f(xo) - [In f(z0))'. m

Vyraz [In f(xg)] = J;’((;e(?)) nazyvame logaritmicka derivacia funkcie f v bode z.

Poznamka 4.1.2.
Ak pouZijeme logaritmické derivovanie v priklade 4.1.10 e), dostaneme:

[2°) = 2"[In2®] = 2"[zInz] = 2%[Inz + 2] = 2*[1 + Inz], = > 0.

Najst derivaciu danej funkcie v tvare analytického vzorca je pomerne Gasta a dolezita
tloha pri rieSeni mnohych problémov nielen v matematike, ale aj v praxi. Zakladom tychto
vzorcov st derivacie elementarnych funkcif, ktoré s zhrnuté v tabul'ke 4.1.1. Pre praktické
potreby je nevyhnutné si tieto vzorce zapamiitat.
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Vzorec Platnost Vzorec Platnost

[c] =0, z€R, ceR [z] =1, zER

[z"]! = nz"1, xER, nEN B2 = @™, z>0,a€R

[€®] = e®, zER [@*] = a®Ina, zER, a>0
[lnx}’:%, x>0 [logax]’:ﬁ, z>0,a>0,a#1
[In|z|] = %, x#0 [log, |z|]" = m, z#0,a>0, a#1
[sinz]’ = cosw, zER [cosz]’ = —sinz, zER
[tgx]’:ﬁ, r#£(2k+1)5,k€Z [cotga]’ = — >, x#km, keZ
larcsinz]|” = \/117?, ze(—1;1) [arccos z] = —\/1177, ze(—1;1)
larctg z]’ = ﬁ, zER [arccotg z] = —ﬁ, zER

[sinhz]’ = coshz, TER [coshz]” = sinh z, TER

[tghz] = ﬁ, zER [cotghz]’ = —m, z#0

[argsinh z] = m12+1, zER [argcosh z]’ = m12—1’ z>1

[argtgh z]’ = 1\?: z€(—1;1) [argcotgh z]’ :\/1: zER— (—1;1)

Tabulka 4.1.1: Derivécie zédkladnych elementarnych funkcii

Priklad 4.1.11.

/ 1 /

a) [log, 2]’ = [22] = []r;g;] =—— 2>0,a>0,a#l.

_ 1 | _ 1
b) [log |1'H/ = { [loga (_Z‘)]/ ~ —zlna’ (—.13)/ — zlna (_1) — zlna’ z<0,

¢ log, )/ = —1—, >0 = [log, (—2)) = -, 2 #0,a>0,a#1. m
Priklad 4.1.12. ,
a) [sinhz]) = [em *2671 =< _(ge ) = & +2e*w =coshz, zeR.
x —z ! @ —x
b) [coshz] = {e tr ] = &= =sinhz, z€R.
i / —sin sin sh? 2 —sinh?

) ligha) = [smhe]’ = cohocohrsghrsinhe _ el osths — L R
d) [COtghl‘]l _ [Z?I?E;c]’ _ Sinhmin?sﬁlii;izthOth _ sinh[zsifl;(;(igh2m _ 5115112@7 rER. m

Priklad 4.1.13.
1

1 1 1
argsinh = = = = rz€ER.
) [ g ] [smh y|’ coshy \/1+sinh2 y \/1+[sinh argsinh z]2 Vi4z2’ €ER

_ 1 _ 1 _ 1 _ 1 .

b) [argCOth] [smhy]’ " coshy T \/cosh2 y—1 a \/[coshargcoshrP—l T Va1’ .’EG(l,OO).
_ 1 _ 1 _ 1 _ 1 .

) [argtghy] [tghm] o 1 T cosh®z—sinh®z ~ 1—[tgh(argtghy)]? — 1—y2’ SEG(—L 1)'

2
cosh® cosh? z
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-1 -1 N |
d) [argcotgh y] [cotghz]’ - 1 ~ [cotgh (argcotghy)]2—1 — y2—-1 — 1—y?’
sinh?

r€(—o00;—1)U (1;00). m

Cvicenia
4.1.1. Z definicie vypoéitajte derivaciu funkcie y = f(x): *

a) y=2z2 -5, b) y=va?+1, c) y=vuz —1, d) y=z — 22,

e) y=cotg, f) y=2— 3z, g) y=(z—-1)7", h) y=e~".
4.1.2. Nech f: y=222 + 1. Najdite vietky body, pre ktoré plati f(x) = f'(x). *

4.1.3. Urcte derivaciu f/(x), ak pre funkciu y = f(x) plati: *

a) y=2"" b) y=e= 5%, c) y—{f d) y=¥r+1, e)y=2'8"

f) y:x(e’”)7 g) smw h) lno: 1) y:etghm’ J) y_[1n$}17

k) y:eﬁ7 1) _earctgw m) z+1 n) y:x(w1)7 O) y:(xw)x7
5

p) Y= \/Ejﬁ’ q) :qanT’ 1“) S) Y ﬁ’ t> y_ggZa:g

4.1.4. Urcte derivaciu f'(x), ak pre funkciu y= f(z) plati: *

a) y:tg%, b) y= s, o) y=5, d) y="5, e) y=arctg
f) y=a"e" g) y=tg’z, h) y=sina?, i) y=ve’r, j) y=esine
k) y 1) y== |, m) y=|z], n) y=3%, 0) y=|cosz],
p) y= 38““ q) y=zv7, r) y=z%", s) y=a"*1,  t) y=Ina?,
u) y V) y—%7 W) Y=g, X) Y=g y) y=m

1ix
a) y=12, b) y= e, 0) y=1{/1, Q) y=(12)"
e) y=e—cos’e, f) y=Incos, g) y=z % +277, h) y=va5 — Vat
i) y=ln 33, i) y=ims k) y=In|tg 3], D y= s
m) y=In[l + 2], n) y=[z% - 1)3, o) y=e T 4e ¥ p) y=2°lnz — 1],
q) y:\/ﬁ, r) y:arctg%, s) y:‘;’:'fi t) y=arctg i;}

a) y=sin 7z, b) y=E, ©) y=5TFe d) y= e
¢) y=eneteost o f) y=y1—af, g) y=cotg /z, h) y=(1-2%)%,
i) y=2571, i) y=1%7 k) y="12, D) y= 17,

m) y=a2e 7, n) y=x2e"sinz, 0) y=ze p) y=arccotg /.
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4.1.7. Uréte derivaciu f'(x), ak pre funkciu y = f(x) plati: *

Wy=tgl  By=iE Ju=fEE dv=yEs
e) y=In*[z2 + 1], f) y=In \mn 2xl, g) y=wsinhz, h) y=Inarccotg 22,
i) y=Jheos2r i)y is—ﬁ, k) y=arccosIn 1 1) y=arccos 321,
m) y=[sinx]°*5* n) y=/[cosz]*n®, 0) y=/cosh x}lnm p) y=[z2+1]xcter,
q) y=[tgx]cote, r) y=3mn*+e+1] s) y=2?lnx — 2%, t) y=x+ 5cos®x.
4.1.8. Uréte derivaciu f’(x), ak pre funkciu y = f(x) plati: *
a) y=arccos Inx, b) y=Insine??, ) y=|a? — 1|, d) y=arcsinlnz,
e) y=warcsinz, f) y=e" cos, g) y=(z —1)e", h) y=InInlnlnz,
i) y=In|z? - 1|, j) y=In (2% - 1), k) y=tghz — z, 1) y=Inarcsin 5z,
m) y=Insinz, n)y —ln arcsin x, 0) y=argtghtgx, p) y=arccotg Ilnz,
q) 'lrgsmh 2 ) I') y= CO%hr’ S) df/i‘i’;;: ) t) Y= arCCOtg 111 T
4.1.9. Urcte derivaciu f/(z), ak pre funkciu y = f( ) plati: *
a) y:xfsinxcosx, b) y=22\/x — xVx c) y=e Tlx* + 2% + 1],
Q) y=arcsin? 715, o y- e 0 y=urets 1555
g) y=argtgh —2 T h) y=arccotg 2+1, i) y:$3+1 +1In £3+1,
Dy 7arglco'f2hx, k) y=Incos =1, 1) y=Vsin?z + e
m) y=arccotg 2, n) y= S footgr, o) y= s g s

4.1.10. Uréte derivaciu f’(z), ak pre funkciu y = f(x) plati: *

a) y—arccotgtgm b) y=arctg cotg x, ¢) y=arcsinsin x,
d) y p 2=l o2 1:2 (; 2) e) y=In 12212;:-11’ f) y=Incos Va2 + 1,
T z3
g) 300521 - tsolsac7 h) y=arcsin Vaiil’ 1) Y= 2( [3 Inx — 2],
j) y=arcsin cos x, k) y=+/cotgz — /g, 1) y=zsin[lnx — «],
m) y=arccos vV + 1, n) y=./cosrevVetl 0) y=+/1+ arcsinz.

4.1.11. Uréte jednostranné derivacie f’ (0), f/.(0), ak pre funkciu y = f(x) plati: *

a) y=|sinz], b) y=|sinz ¢) y=Vsina?, d) y=|x]sinz,
o) _{ x2sin%, pre x # 0, _{ xsml, pre x # 0,
y= 0, pre x = 0, - pre x = 0,
) _{x, pre x < 0, {1—3: pre x < 0,
&Y= In(x+1), prex >0, ) y= e~  prex > 0.
4.1.12. Nech f je realna funkcia. Dokazte, ze plati:
a) Ak f je neparna, potom f’ je parna. b) Ak f je parna, potom f’ je neparna.

c) Ak f je periodicka s periodou p, potom f’ je periodicka s periodou p.
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4.1.13. Najdite rovnicu dotyénice ku grafu funkcie y = f(z) v bode x, ak: *

a) y:$2,$0:2, b) y:%ax():g', C) y:\/i7 $0:47
d) y=2% + 2z, 19 = 1, e) y=In(zx+1), 29 =0, f) y=cos2zx, xqg =0,
g) y=sin2zx, xg =0, h) y=e” -1, 29 =1, i) y:T{rQ,xO:&

4.1.14. Najdite rovnicu dotyénice ku grafu funkcie y =22 — 2x + 3 tak, aby bola: *
a) rovnobezné s priamkou 3z —y +5 =10, b) kolmé na priamku z +y — 1 =0,
¢) prechadzala bodom [0; 0], d) prechadzala bodom [a;b], a,b€ R.
e) zvierala s osou x uhol 7, f) zvierala s osou y uhol € (0; ).

4.1.15. Najdite rovnicu normaly ku grafu funkcie y =22 — 2z + 3 tak, aby bola: *
a) rovnobezné s priamkou 3z —y +5 =10, b) kolmé na priamku z +y — 1 =0,
¢) prechadzala bodom [1; 3], d) zvierala s osou y uhol 7.

4.1.16. Urcte vietky doty¢nice ku grafu funkcie y = f(x), ktoré s rovnobezné s osou x.
Urcte body, v ktorych sa dotykaju grafu funkcie f, ak:
a) y=sin (z + 1), b) y=cos 2z, c) y=In(x+1), d) y=a3 -,

e) y=12, f) y=v1—22, g) y=zInz, h) y=%<

T

Y Y 2

4.2 Diferencial funkcie a derivacie vyssich radov

4.2.1 Diferencial funkcie

Casto potrebujeme aproximovat (t. j. priblizne vyjadrit) dant funkciu f nejakou inou,
jednoduchsou funkciou g tak, aby bol ich rozdiel | f(z) — g(z)| ¢o najmensi. Va&Sinou nam
postadi lokdlna aproximacia v nejakom okoli bodu zo € D(f).

Nech y = f(z), z € D(f) a nech z¢ € D(f) je vniatorny bod. Hladame funkciu y = g(x),
x€0(xg), O(xg) C D(f), spojita v bode z( tak, aby platilo:

f(x0) = g(wp),  lim LD=all —q, (4.2)

T—x0 |z—ao]

To znamena, 7e |f(x) — g(z)] — 0 rychlejsie ako |z — zg| — 0. Graficky si to moZzeme
predstavit tak, Ze v okoli O(zg) su grafy f, g ,blizko pri sebe“ a v bode x¢ sa dotykaja.
Ako g sa najcastejSie pouziva linearna funkcia, ktora prechadza bodom [z¢; f(z0)], t. j.

g(x) = f(zg) + a(x —x0), kde a€R.

Po dosadeni do vyrazu (4.2) a substittcii ¢ = x¢ + h, x — g = h, h — 0 dostaneme:

lim L9 — iy MOS0 —oletol]l — Jiy | [GotIoflBo)—eh) — o (4.3)

T—x0 T—To T—x0 [z —z0] h—0

Linearna funkcia A(h) = ah, ktora vyhovuje limite (4.3), sa nazyva diferencial funkcie
/ v bode z( a oznatuje df(xp). Funkcia f sa nazyva diferencovatelna v bode z.
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Diferencial df(zg) je linearna funkcia s argumentom h a je definovana na mnozine R.
Namiesto df(zo)(h) stru¢ne piseme df(zo, h). Potom plati:

A(h) = df(zo)(h) = df(xo,h) = ah, resp. df(wo,h)=df(zo,x—m0) = a(z—1x0).

Ak je funkcia y = f(x), z € D(f) diferencovatelna v kazdom bode mnoziny A C D(f),
potom ju nazyvame diferencovatelna funkcia na mnoZzine A.

Poznamka 4.2.1.

Ak je funkcia f diferencovatelna na mnozine A, potom diferencial df(z,h) modzeme po-
vazovat nielen za funkciu premennej h, ale aj za funkciu premennej z € A (t. j. dvoch
nezavislych premennych). Stru¢ne ho oznac¢ujeme df(z), z € A, resp. df.

Veta 4.2.1 (Existencia a jednoznaénost diferencialu).
f ma v bode xg € D(f) diferencial <= existuje kone¢na f’(xg).
Diferencial je jednoznac¢ne uréeny vztahom df(zg, h) = f'(zo)-h, h€R.
Dokaz.
NP_ : existuje df(xo, h) = ah :3)>
i f@oth)—f(zo)—ah _ . f(zot+h)—f(zo) ah _ _
%%%_i%% ’1'13%) ah — f(p)) —a=0 =

existuje f'(zo) =a = df(xzo,h) = ah = f'(x0)h (jednoznacne uréeny).

PP_: f'(zg) = %%M je konetna = 0= }llliz}) [M (o) =

0= lim
h—0

fzo+h)—f(xo) ‘f(ﬂco-s-h) flzo)—f'(zo)h
h

— (o) ‘— lim ’ =

existuje df(zo,h) = f'(xg)h,h€R. ®

Priklad 4.2.1.

Vypoéitajte diferencial funkcie f: y = 23 v bode zo = 2.

RieSenie.

df(zo,h) = f'(xzo)h = 323h = df(2,h) = f'(2)h =3 -2%h = 12h, he R.

Tento vysledok dostaneme tiez priamo z definicie diferencidlu. Je nutné ale poznamenat,
Ze aj tu prakticky pocitame hodnotu f/(2). Zo vztahu (4.3) vyplyva:

0 = lim @ERZ-2Pmah _ jip, 84120460 4h"—8—ah _ |y [1246h—h2—a] = 12—a =
h—0 h—0 h—0

a=12 = df(2,h) =12h, h€R. m

Pre diferencial identickej funkcie f: y = x v bode z¢ € R plati:

df(l’o,h) = fl(l’o)h =1-h=h= ($0+h) — Xy, heR.
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To znamené, Ze diferenciél identity sa rovna prirastku premennej x. Oznacuje sa dz.
Uvazujme funkciu y = f(x), ktora je diferencovatelna v bode zg. Potom plati:

df (w0, h) = f'(zo)h = f'(x0) dz = f/(wg) = L) — dI@oh) e g

To znamena, Ze derivaciu f’(zg) modzeme chapat ako podiel diferencialu funkcie a diferen-
cidlu premennej v tomto bode zp a ma zmysel oznaenie vo vyraze (4.1):

d d
Flwg) = L) — dulto) - pesp. fr= 4L = qu.

4.2.2 Vyuzitie diferencidlu na priblizné vypocty
Nech y = f(x), x € D(f) je diferencovatelna funkcia v bode zg € D(f). Ak oznaime

w(h) = f(xo+h) = f(zo) = f'(zo)h = f(xo+h) — f(xo) — df (o, h),

f(zoth)—f(xo)=f'(za)h _ 5 W(h) —0.
h h—)O
Pre prirastok funkcie f od bodu zy po zy + h potom plati:

Af(zo,h) = f(zo+h) = f(x0) = df (w0, h) + w(h) = f'(z0)h + w(h).

2

potom zo vztahu (4.3) vyplyva lim
h—0

Vyraz w(h) nazyvame? zvySok prirastku.
Funkciu f aproximujeme v bode z = zg + h v tvare:

J(@o+ h) = f(x0) + df (2o, h) = f(zo) + f'(wo)h,  kde lim “f =0.  (44)
Ak polozime h=xz—x¢, x=x¢+h, w(z)=f(x)— f(xo)—f'(xo)(x—2x0) potom plati:
f(z) = f(xo) + df (zo,x — x0) = f(wo) + f'(w0)(x — x0), lim ;“_(‘Z)O =0.

Tr—T0o

Veta 4.2.2 (O najlepsej lokalnej linearnej aproximacii).
f je diferencovatelna v bode xo € D(f), c€R, c# f'(x0),

¢ y= f(zo) +clz —m0), g:y=f(zo0)+ f'(20)(x —20) =
existuje O(zg) tak, Ze pre vietky € O(zg), x#xo plati: |f(x)—g(x)] < |f(z)—¢(z)|.

Dokaz.
¢(x0) = g(w0) = f(wo), c# f'(z0) =

: flx)—e(z) | _ f@)—f(@o) _ clm—wo) | _ ¢/ \ _ .
xlggo T—x0 T—To T—ITo T—To |f (”LO) C| >0
=
lim [{@=9@) | _ iy f@)—f(zo)—f'(zo)(@—x0) | _ lim | <@ | — 9
Tz T—x0 Tz r—x0 T—xo | TT0
= lim |[@=e@)) o jjy |[@)—el@)| yetad2T,
T—xT( T—To T—xT( T—o

Existuje okolie O(z) take, Ze pre vietky x € O(xg), x #xo plati:

gl < U=l = | f(2) — (o) < | (@) — p(a)] . m

lz—x0]| |z—x0]

2Zvysok prirastku ma vyznam chyby pri nahradeni prirastku A f(xo, h) diferencialom df(zo,h).
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7 predchadzajucej vety vyplyva, Ze aproximéacia pomocou doty¢nice v bode xg:

9. y = f(@o) + f'(wo) (2 — o) = (o) + f'(z0)h, x€P(x0)
je najlepsia zo v8etkych linearnych aproximacii funkcie f. Tato aproximécia ma iba lokalny
vyznam v nejakom okoli O(xp), ale nie na celom D(f).
Priklad 4.2.2.
Priblizne vypocitajte /1, 06.
Riesenie.
“ 1
Oznatme zo = 1, f(z) = ¢z, 2 >0 = f'(z) =[z1/°) = L2756 z > 0.
Nech okolie O(1) je také, ze 1,06 € O(1), potom plati:
Vr=f@) = )+ ()(@=1) = 1+§(z—1) = 22 = YT,06 ~ 25 = 50 = 1,01.
Presna hodnota je /1,06 = 1,0097588. Chyba vypoctu je mensia ako 0,00025.
Iné rieSenie. o
Oznacme f(z)=vVe+1,2>-1 = f'(z)= %, x> —1.
Nech zg =0, h = 0,06 a nech O(0) je také, ze 0,06 € O(0). Potom v okoli O(0) plati:

VI+h=f0+h)~ f0)+ f(Oh=1+2="5" = YT 06~ 2% =1,01.m
Vztah ¢z =~ %"5 mé zmysel iba pre hodnoty x nachadzajuce sa v blizkosti bodu 1.

Ako dokazuje tabulka 4.2.2, pri neuvaZenom pouZiti tohto vztahu moze chyba priblizného
vypo&tu narast do neprijatelnych rozmerov.

i Jx (z+5)/6 chyba B Vx (z+5)/6 chyba
0,1 | 0,6812920 | 0,8500000 | > 0,16870 1,3 | 1,0446975 | 1,0500000 | < 0,00531
0,3 | 0,8181888 | 0,8833333 | < 0,06515 1,5 | 1,0699132 | 1,0833333 | < 0,01343
0,5 | 0,8908987 | 0,9166666 | < 0,02577 2,0 | 1,1224620 | 1,1666667 | < 0,04421
0,7 | 0,9422865 | 0,9500000 | < 0,00772 || 3,0 | 1,2009369 | 1,3333333 | > 0,13239
0,8 | 0,9634924 | 0,9666666 | < 0,00312 5,0 | 1,3076605 | 1,6666667 | > 0,35900
0,9 | 0,9825931 | 0,9833333 | < 0,00075 10 1,4677993 | 2.5000000 | > 1,03220
1,1 | 1,0160119 | 1,0166667 | < 0,00066 20 1,6475490 | 4,1666667 | > 2,51911
1,2 | 1,0308533 | 1,0333333 | < 0,00249 64 2,0000000 | 11,500000 | = 9,50000

Tabulka 4.2.2: Vypocet /x pomocou pribliZzného vzorca “‘5

Nech y je veli¢ina zavisla od = podla vzorca y = f(x). Predpokladajme, Ze sme veli¢inu
x namerali s chybou Az, ktora je v porovnani s z mala. Tuto chybu nazyvame absolttna
chyba veli¢iny z. Absolatnu chybu Ay zavislej veli¢iny y modZeme potom vyjadrit
ako diferencial df(x,h) = df(z, Az).

Nech O(z) je také, ze x + Ax€O(x), t. j. Az €0(0). Potom pre Az e O(0) plati:

fla+Az) = f(z)+f' () Az = f(z)+df(z, Az) =
Ay = f(z+Azx)—f(x) = f'(x)Az = df(z, Ax).

Aa:

Chyby sa spravidla vyjadruju ako relativne (pomerné) v tvare: §, = 2%, resp. §,, = Ay

Y
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Priklad 4.2.3.
AK4 je chyba pre objem gule, ak sme jej polomer r namerali s absolutnou chybou Ar?

RiesSenie. .
Vir)= 4’? , 0p = % = pre absolutnu chybu AV a relativnu chybu dy plati:
/
AV = V'(r)Ar = [—4”;3] Ar = 4%37‘2Ar =dnr?Ar, Sy = —AVV A~ 47;:;3AT = —3%T =30,. 1

4.2.3 Derivacia a diferencial vyssich radov

Nech méa funkcia y = f(z), z € D(f) derivaciu na mnozine A; C D(f), Ay # 0. Ak
ma y = f'(z), z € Ay derivaciu [f']’ na Ay C Ay, A2 #0, potom ju nazyvame derivacia
druhého radu (druha derivacia) funkcie f na mnozine A, a oznacujeme f’ = f(2.

Ak ma y = f"’(z), x € Ay derivaciu [f”] na A3 C A, Az # (), potom ju nazyvame
derivacia tretieho radu (tretia derivacia) funkcie f na mnoZine Mj; a oznafujeme
[f") = " = f®). Takto mozeme pokracovat pre n=4,5,6, . ...

Predpokladajme, Ze ma funkcia f derivaciu 1 na mnozine A,,_, #0. Jej derivaciu
na mnozine A, C A,_1, A, # 0 nazyvame derivacia n-tého radu (n-ta derivacia)
funkcie f na mnoZine A, a oznacujeme [f("~D) = f(7),

Hodnotu derivacie f™(z¢) v bode xq € A,, nazyvame derivacia n-tého radu (n-ta
derivacia) funkcie f v bode 1.

Derivacie (™, n € N nazgvame derivaciami vysSieho radu. Speciélne = fm
nazyvame prvou derivaciou (derivaciou prvého radu) a f = f© nazyvame nultou
derivaciou (derivaciou nultého radu) funkcie f.

Z definicie vyplyva, ze y = f(x) ma v bode zo € A derivaciu f"(x¢), ak existuje:

£ (z0) = lim L2@=F" D @o) _ iy S0 Do) =" Do)
z—z0 z—Zo h—0 h

To znamena, Ze funkcia f(~1) musf byt definovana v nejakom okoli O ().

Vypocet derivacie f(™ moze byt vo vieobecnosti velmi pracny, pretoze musime zacat
derivaciou f’. Ako dokazuju nasledujuce priklady, niekedy sa daja f(™ odvodit pomerne
jednoducho. Vzorce pre elementarne funkcie st uvedené v tabulke 4.2.3.

Priklad 4.2.4.

a)y=a" r€R, k€ N = prex€ R, n€ N plati:

[2%) = ka*=1, [2%]) = k(k—1)zF2, ... [2%]*D = k(k—1)--- 2z, [2F]®) = k!,
(2% = k(k—=1)--- (k—n+1)z* ", 2<n<k, [z*]™) =0, n>k.

b)y=e", z€R = [e*]™) =e” neN.

c)s:y=sinx, xR, c: y=cosz, tER = pre z€R, n€ N plati:

/

s': cosx, s: —sinwz, s —cosx, s

sinz, s®: cosz, s9: —sinz,... =
(—=1)Fsinz, n=2k,
(—=1)**tcosz, n=2k—1, kEN.
" ocosz, ¢ —sinz, 9 —cosz,... =
(—=1)* cosx, n=2k,

(—=1)*sinz, n=2k—1, kEN. m

[sin z] (n) = [sin x](”+4) = [sinz] (n+4k) _ {
c: —sinz, ’: —cosx, ": sinz, ¢

[cos 2](™) = [cos z](" ) = [cos ] (" H4F) = {
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Vzorec Podmienky platnosti || Vzorec Podmienky platnosti

[£*](") =0, xR, keN,k>n | [¢*]() =k(k-1)---(k—n+1)azF~", xR, kEN, k<n

[2"] () = nl, z€R | [#9™ =a(a—1)---(a—n+1)z>" 7, x>0,a€ER

[e*](™) = ez, zeR | [a®](™ = a®In"a, TER,a>0

[]n;p}("):%i(”—l)!7 x>0 | [log, z]™ :%1;(:_1”’ z>0,a>0,a#1

lnaf)(™) = CRZZ0DL 20 | log, fof) (M) = SRl 2£0,0>0, a1
g (n) — g nm . (n) _ sinhz, n = 2k,

[sin z] sin (z+ %), z€R | [sinhz] { coshz, n = 2k+1, zER, kEN
(n) — Wis (n) — coshz, n = 2k,

[cos z] cos (z+27), zE€R | [coshz] { sinhz, n = 2k+1, zER, keN

Tabulka 4.2.3: Derivacie f(™, ne N zakladnych elementarnych funkeii

Veta 4.2.3 (Leibnizov vzorec).
f, g maja na mnozine A derivacie do radu ne€ N vratane —

[Fgl™ = 32 (7) Fr=9g = () fm g 4 () fr=D g ... 4 () O gm)

=0

Dokaz.
Veta sa dokdZe matematickou indukciou. Dokaz prenechavame na ¢itatela.

Priklad 4.2.5.

Nech f:y = e* 22, z€R. Vypocitajte f(™, ne N.

Riesenie.

[€?]*) = e keN, [2?) =2z, [2%]" =2, [2?]®) =[2?]W =... =0 =

[e” 2% = €% 20 + €% 2% = e* (2 4 2z), [e* 2?)" = e*(x? + 4z + 2),

[e® 2] = (7 e® a2 + (1) e® 2z + (3) e 2 = €[22+ 2na+2n(n—1)], ne N, n>2. m

Nech mé funkcia y = f(z), # € A koneént derivaciu £ (z¢) vo vnitornom bode xq € A.
Diferencialom n-tého radu (n-tym diferencialom) funkcie f v bode z( nazyvame:

d* f(wo): d*f(xo, h) = [T (zo)h™, heR.

Ak ma funkcia f v bode x( diferencial n-tého radu, potom ju nazyvame diferencova-
tel'na radu n v bode z4. Ak je f diferencovatelna radu n v kazdom bode xg € A, potom
ju nazyvame diferencovatel'na radu n na mnozine A.

Pre diferencial prveho radu plati d* f(zo, h) = df(zo, h) = f'(x0)h, h€R.

Poznamka 4.2.2.
Aj diferencial n-tého radu d” f(x, h) modZeme na mnozine A povazovat za funkciu s dvomi
nezavislymi premennymi A€ M, h€ R. Stru¢ne ho oznacujeme d" f(x), z€ A, resp. d"f.
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Ak oznagime h = x — xg, potom d" f(x,x — x¢) = f) (z0)(x — z0)", zER.
Ak ozna¢ime h = dz, potom z definicie diferencialu n-tého radu funkcie f vyplyva:3

df (@) = f™ (z0)[da]" = f) (o) dz" = f0V(z) = TLE neN.

dxn

Ak uvazime definiciu derivacie vyssich radov funkcie f, potom pre ne€ N plati:

f"(z) =4 {M} _ i) e, f(z) = 4 [d("_l)f(z):| _ d"f(2)

— dx dx — dz dzn—1 dz™

Priklad 4.2.6.
Vypoéitajte piaty diferencial funkcie f(z) =Inz, >0 v bode g = 1.

RiesSenie.
fa)=a71, f1(@)=—a72, f"(z)=223, D (z)=—627*, fO)(r)=2427" =
O (z)=f®(1)=24 = d°f(1,h) = fO(1)h® = 24h5, resp. d°f(1) = 24d2". m

Cvicenia

4.2.1. Vypocitajte diferencial df(z,h), ak je funkcia f definovana predpisom: %

a) y = xe’, b) y = 2327, c)y=a"1, d) y = arcsin z,
s _

e)y=2""%, f) y =12, g y=1%, h) y =In 32,

i) y= e*"’”z, j)y=zlnz, k) y =tgx, 1) y = arctg .

4.2.2. Kruhovy vysek ma polomer r = 30 cm a stredovy uhol ¢ = 60°. Uréte priblizne,
ako sa zmeni obsah kruhového vyseku, ak: *

a) r sa zvadsi o 1 cm, b) r sa zmensi o 1 cm, ¢) ¢ zmensi o 1°.

4.2.3. Urcte absolitnu a relativnu chybu obsahu kruhu s polomerom r, ak je polomer
dany s absolatnou chybou Ar. %

4.2.4. Pomocou diferencialu vypocitajte priblizne hodnoty: *

a) cos61°, b) tg44°, ¢) In0,9, d) /2000, e) arcsin 0, 54,

f) V17, g) V267, h) /82, i) V214, j) arctg 0,97,

k) 1,045, 1) 21,002, m) 1n 20, 1) log 1001, o) arctg 1,05.
4.2.5. Vypocitajte derivaciu tretieho a piateho radu funkcie y = f(x), ak: *

a) y = a’sinz, b) y = 23 cos , c) y = z3sin 2, d) y = 23 cos 2,

e) y=-esinz, f) y =e®cosu, g) y=12"Inax, h) y = ze®sinz.

4.2.6. Vypocitajte derivaciu n-tého radu, n€ N, funkcie y = f(x), ak: *

a) y = sin’ z, b) y = cos® x, ¢) y=uzsinz, d)y=a2""1tlnz,
e) y = £, f) y= 2, g) y = ThnL, h) y = =5,
i) y=xe”, j) y=xInz, k) y =2+ Inz, ) y=a(nz—1).

3Pre zjednodusenie sa pouziva zapis [dz]” = dz™.
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4.2.7. Dokazte, ze funkcia y = c¢; e cosx + coe®sinx + c3e *cosx + cue Tsinx, x € R,
kde ¢1, 9, ¢3, ¢4 st Tubovolné realne ¢sla spliia rovnicu y*) + 4y = 0.

4.2.8. Nech a > 0. Dokézte, ze funkcia y = ¢1 e® +co e 4+c3cosax + ¢y sinax, € R,
kde ¢1, 2, ¢3, ¢4 st Tubovolné realne &sla spliia rovnicu y® — a*y = 0.

4.3 Aplikacie diferencidlneho poctu

4.3.1 Vety o strednej hodnote funkcie

Vety o strednej hodnote funkcie (Rolleho, Lagrangeova a Cauchyho) a 1’Hospi-
talovo pravidlo patria medzi najcastejsie aplikacie diferencidlneho poctu.

Veta 4.3.1.
f ma vo vntatornom bode c€ D(f) lokdlny extrém, f’(c) existuje = f’(¢) = 0.

Dokaz.
f(c) je lokdlne min = existuje O(c) take, ze pre vetky € O(c) plati f(z)> f(c) =

r<c= 192D <o o f7 ()= tim LB <0

t; f@=f©) s = fL(e) <0< fi(e) = f'(e)=0.
+ r—c -

T>c= WEOﬁ file)=1
T—rC

V pripade lokdlneho maxima je dokaz analogicky a prenechavame ho Citatelovi. m
Veta 4.3.2 (Rolle*).
f je spojita na (a;b), f(a)=f(b), pre vietky = € (a;b) existuje (aj nevlastna) f’(z)
— existuje aspoii jedno c€ (a;b) take, ze f'(c) = 0.
Dokaz.
f je spojita na (a;b) veta 3310, f nadobuda na (a;b) svoje extrémy o a § =
existuju ¢1, co € (a;b) také, ze f(c1)=a< f(x) <= f(c2) pre vietky x € (a;b) =
a) aspon jeden z cq, ¢o je vnutorny bod intervalu (a; b) Jetaddl, f'(c1)=0alebo f’'(c3)=0.
b) obidva ¢y, ¢z st hrani¢né body intervalu (a;b) = f(a)=f(b)=f(c1)=f(c2)=a=p
= f je konStantnd = pre vSetky c€ (a;b) plati f'(¢) =0.m
Bod c€ (a;b) lezi na usetke s koncovymi bodmi a, b, preto sa ¢asto zvykne vyjadrovat
vtvare c=a+6(b—a), kde 6€(0;1).
Veta 4.3.3 (Lagrange).
f je spojita na (a;b), pre vietky x € (a;b) existuje (hoci aj nevlastna) f'(z)
—> existuje aspon jedno c€ (a;b) také, ze f/(c) = fO)=fa)

(@) = [f()—f(@)] (6—0) = [f )~ (@)] (+—), € (asb) =
F(a)=F(b)=0, F je spojita na (a;b), F'(x) existuje na (a;b)

existuje c€ (a;b) take, ze F'(c)=f'(c)(b—a) — [f(b)— f(a)]=0 = f'(c)=L0=S(0) o

Rolleho veta

4 Michel Rolle [1652-1719] — franctzsky matematik.
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Lagrangeova veta sa ¢asto nazyva veta o prirastku funkcie, pretoze
f'(o =10 = 1) - () = 1) (b~ a).
vyjadruje prirastok funkcie f na (a;b). Ak ozna¢ime b=a+h, potom plati:
fla+h)— f(a) = f'(a+6h)h, kde 6€(0;1).
Pre dostato¢ne malé h modzeme predpokladat f'(a + 6h) ~ f'(a). Potom plati:
fla+h)~ f(a)+ f(a)h = f(a) + df(a,h).
Tento vztah je zhodny so vztahom (4.4) pre lokilnu aproximéaciu pomocou diferencialu.

Priklad 4.3.1.
Vypoditajte priblizne hodnotu vyrazu tg2, 1.

Riesenie. s
f(x)=tguz, x6<2§;2, 1> je spojita, f’(ac):ﬁ, x6<2§;2, 1> e ldd,
existuje ce (%”, 2, 1) také, ze plati: tg %” —tg2,1= FI% (%’r -2, 1)
tg = —V/3, cos I = —1, polozime c ~ 2T, /3~ 1,732, 2T ~ 2,094, cos’c = & =
tg2,1=tg2 — 1 (3 —2,1) & —1,732 — 4(2,094-2,1) = —1, 708.

Po porovnani s vypoctom kalkulacky —1,709 847, dostaneme chybu 0,001 847 <0,01. m

Yy f/(Cl) =0 Yy
Cy i
f(®) B
f ! ©h
fla) =fO)][A B
f a &7 (&3
0/ () A
file2) =0 x @
0 C1 C2 b 0 c1 c2
Obr. 4.3.6: Rolleho veta Obr. 4.3.7: Lagrangeova veta

Rolleho a Lagrangeova veta zarucuju existenciu ¢ € (a;b). Pomocou nich vSak takyto
bod nevieme najst a ani nedokaZeme urcit pocet takychto bodov. Geometricky vyznam
viet je ilustrovany na obrazkoch 4.3.6 a 4.3.7. Doty¢nica ku grafu funkcie f v bode [¢; f(c)]
zviera s osou x uhol «, pre ktory plati tg @ = f/(c) = 0, resp. tga = f'(c) = W.

Dosledok 4.3.3.a.
f'(x)=0 pre vSetky z € (a;b) = [ je na (a;b) konStantna.

Dokaz.
f'(x) =0, x€(a;b) Seta 211, ¢ je spojita na (a; D).
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Lagrangeova veta

Nech z1, 25 € (a;b), 21 < a2 existuje c€ (x1;x2), pre ktoré plati:

f(x2) = f(z1) = fl(c)(z2 —21) = 0(x2 —21) =0 = f(21) = f(22). m

Veta 4.3.4 (Cauchy).
f, g stspojité na (a;b), na (a;b) existuje (hoci aj nevlastna) f'(z) a vlastna ¢’(z)#0

— existuje aspoil jedno c€ (a;b) také, ze ;:8 = %.

F(z) = [f(z)=f(a)] - [9(b)—g(a)] = [f(b) = f(a)] - [9(x) —g(a)], zE(a;b) =
F(a)=F(b)=0, F je spojita na (a;b), F'(z) existuje na (a;b) Holleho veta

existuje € (a:b) : F'(c)= f'(0)[g(b) ~ g(a)] ~[f(5)~ (a)lg/ (c) =0 = L&) = [O-1(@) g

Je zrejmé, Ze Rolleho veta je dosledkom Lagrangeovej vety pre f(a) = f(b). Lagran-
geovu vetu moZeme povazovat za dosledok Cauchyho vety pre g(x) = z, x € (a; b).

Historicky v8ak tieto vety vznikali v poradi, v akom st1 uvedené, t. j. najprv Rolleho,
potom Lagrangeova a na zaver Cauchyho veta.

Ak vynechédme niektory z predpokladov vo vetach o strednej hodnote, potom ich tvr-
denia vo v8eobecnosti prestavaja platit.

Priklad 4.3.2.

Funkcia f: y = |z|, z€(—1;1) je spojita, f(—1) = f(1) = 1.

f'(z) =[—2] = =1 pre z€(—1;0), f'(z) =2’ =1 pre z€(0;1), f/(0) neexistuje.

To znamené, 7e st splnené predpoklady Rolleho vety, okrem existencie f’. Je zrejmé, ze
bod ce(—1;1) pre ktory plati f/(c) = 0 neexistuje (obr. 4.3.8). m

Priklad 4.3.3.

Funkcia f: y = sgnz, v €(—2;2) ma derivaciu v kazdom bode (priklad 4.1.4).

Pre 2 # 0 plati f'(z) = 0 a pre x =0 plati f/(0) = oo.

Funkcia f nie je spojitda v bode x = 0, takZe nie st splnené predpoklady Lagrangeovej
vety. Je zrejmé (obr. 4.3.9), Ze neexistuje bod c€ (—2;2), pre ktory plati:

_ f2)=f(=2) _ 1=(=1) _
f'le) = (2)7(7(2))— 2&2)—%-'

Vety o strednej hodnote funkcie patria medzi najdolezitejSie vysledky diferencidlneho
poctu a ako dokazuju nasledujiace priklady, vyuzivaju sa pri rieSeni mnohych problémov.

Priklad 4.3.4.
Dokaite, ze f(x)=x3—32%+6x+1 ma iba jeden koreii a najdite interval, v ktorom lezi.
RieSenie.

Funkcia f je spojitd na R a pre vSetky = € R plati:

fl(x) =32 —6x+6 =322 —20+2)=302?-20+1)+3=3>x—1)>+3>0.
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y Y y
N ! ap
1
o 1
f -2 -1.-7lo0 1 2
g -1
-1 0 1 z
0 1z

Obr. 4.3.8: Priklad 4.3.2 Obr. 4.3.9: Priklad 4.3.3 Obr. 4.3.10: Priklad 4.3.5

f(=1)=-9<0, f(0)=1>0 Setaddll, existuje ce(—1;0) také, ze f(c)=0

Ak ma funkcia f dva korene ¢; < ¢g, potom (Rolleho veta) existuje ¢ € (¢1;¢2) také, Ze
f'(¢)=0. To je spor s tym, ze f'(x) > 0. Takze f ma prave jeden korenr c€(—1;0). m

Priklad 4.3.5.

Dokéizte, ze pre vietky z € (0;3) plati sinz < z < tgx.

RieSenie.

Nech b€ (0; %) je Iubovolné (obr. 4.3.10).

f(z) =sinx je na (0;b) spojita, pre vietky x € (0;b) plati 0 < f/'(x) = cosz < 1
Lagrangeovs yeta existuje c€(0;b) : sinb—sin0 =cosc-(b—0) = sinb=cosc-b < b.

g(z) = tgx je na (0;b) spojita, f'(z) = 5= > 15 =1 je konetna pre vietky x € (0;b)

Lagrangeova veta

existuje c€ (0;0) : tgb—tg0 = 2 D = tgb = COEQ > 2=b.m

4.3.2 L’Hospitalovo pravidlo, neurcité vyrazy

Pri praktickom vypocte limity funkcie, ktorda ma v danom bode tvar neurc¢itého vyrazu
typu %, resp. 22 sa Casto pouziva I’Hospitalovo pravidlo (nasledujica veta).®

Veta 4.3.5 (I’'Hospitalovo pravidlo).
a,be R*, f'(x), ¢’(x)#0 st koneéné na mnozine O(a)—{a},
lim £42) —p, lim f(z)=lim g(2)=0 = lim Lo — jim L) —

z—a 9 (@ )7 rz—a" s—a 9() T 254 9 (@)

Dokaz.

1(x), ¢’(x)#0 st konetné et 212y f, g st spojité v O(a) — {a}.

Ak polozime f(a)=g(a)=0, potom buda f, g spojité aj v bode a, t. j. na mnozine O(a).
a) a€R, beR*, O(a) = (a—d;a+0),d >0 =

Nech {z,},2, — a, x, € (a;a+6), n€N = na (a;z,), n€ N plati Cauchyho veta =

f/(cn) — flazn)—f(a) — f(xn)—0 — f(xn)
g’(cn) g(zn)—g(a) 9(zn)—0 g(xn) "

pre kazdé ne€ N existuje ¢, € (a;zy,) :

5Pravidlo je pomenované po franctizskom matematikovi G. F. A. de I’Hospitalovi, ktory ho publikoval
v roku 1696. Jeho skuto¢nym autorom je SvajCiarsky matematik Johann Bernoulli.
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_ i) f'en) _ flzn) _ f(z)
{entsi—a = b= ,lfih 7 = nlglgo 7y = 7,1520 T = 11351+ O
Ak {z,},2, — a, z,€(a—d;a), n€ N = (analogicky ako pri limite spr(wa) =
— @) _ ( n) _ flEn) _ I( @) _ f(z)
b= mlgg, 7o) = A gy = m gty = m g fim my = Im

b) a =00, bE R*, O(c0) = (§;00), § >0 = oznalme z = 7 =

1 : — lim (1) =0 i ~ lim (1) 1
Jim 2= lim g =cc, lim f(z)=lim f($)=0, lim g(z)= lim g(3)=0,t€(0:3) =

lim £&) — Jim {3/8 _ jiy MO oy = lim fe e > = lim Lt _ lim

Jm ey = Mmooy = m gy = o gy = lim Gapgs = im g

c)a=—00,beER", O(—00) = (—00;0), 6 <0 = dokaz je analogicky ako pri b). m

Vetu mozeme pouzit taktiez v pripade, ked predpoklad hm f(z)=lim g(z) =0 nahra-
dime predokladom hm f(z) = o0, hm g( ) = foo. o

Priklad 4.3.6.

Vypocitajte lim %.
T—2
RieSenie.
flx) =23-8, g(z) = x—2, x€ R—{2}, O(2) mdZeme zvolit Tubovolne (aj R).
/ 9.2 ! —
fl(x)=32* ¢'(z)=1+#£0, xe R—{2} }:> ho s VH L st
lim (2% —8)=lim (z—2)=0, hm fg ):hm = 212 52 T2 e—2 LT
T—2 T—2 —2
z — = lim (9”2)(3”7;21“‘) = hm (22 4-22+4) =12. m
2® T2 @ 52

Priklad 4.3.7.
Vypocitajte lim IHT‘T
T—r 00
Riesenie.
Predpoklady 1’'Hospitalovho pravidla st splnené, pretoze pre vietky x € (0;00) existujt
konecné f'(z) = [Inz] =1, ¢'(z) = [2]' = 1#0 a existujt limity:
n

lim Inz= lim x=o00, lim f(w): lim 1=0 = lim %= lim [ln”i]/:O. n

Pri praktickom pouZivani ’'Hospitalovho pravidla je velmi doleZité, aby sme overili
vietky predpoklady. V opa¢nom pripade (vid priklady 4.3.8, 4.3.10) moZeme dospiet
k nespravnym vysledkom alebo sa k vysledku danym postupom nedopéatrame. Platnost
predpokladu iii) sa v praxi overuje priebezne pocas vypoctu limity.

Obratené tvrdenie I’'Hospitalovho pravidla neplati (prlklad 4.3.8). To znamena, 7%e z

existencie lim £2) vo vieobecnosti nevyplyva existencia hm L (2)
r—a 9(T) a9 (@)

Priklad 4.3.8.
Vypocitajte lim
z—0

z2sing !
sinx
Riesenie.
L’Hospitalovo pravidlo pouzit nemozeme, pretoze neexistuje limita:
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lim £/ (x) — lim 2xsinz ' 4a? cosz ™ (—x~?) — lim 2zsinz ' —cosz !
20 9'(x) 250 cos T 20 cos T
llm 2z sinz™1]— limocosa:_1 0— limocosa:_1 1
z— _ z— I o
- lim cos - 1 - ill}%) cosr .
x—0
Dana limita existuje, pretoze zo vztahov lim [zsinx™"] = 0, hm =1 vyplyva:
)
3:._>O Slnfl’
. 2 1 -1 . . p— . .
lim &322 — [im [a:sma; Iz ]:hm [msmx ] h =0-1=0.m
1/'4)0 sin T I*}O s T 1;4)0 0 blnfl:

L’Hospitalovo pravidlo méZeme pri praktickom vypocte limity pouzit aj niekolkokrat
za sebou. Ak su splnené predpoklady pre funkcie f'.¢', f",q", ..., f#, g% ke N a
existuje hm <’“>E ;, potom ho moézeme pouzit k-krat za sebou podla vzoru:
£ (x) £ (@)

y ==

f() F()
lm gy = lm grgy = lim

Priklad 4.3.9.
Vypocitajte hm

r— s1nx

Riesenie.
PouZijeme I"'Hospitalovo pravidlo niekol'kokrat za sebou.
Zvolme O(0) = (—1;1). Pre vietky 2€0(0), #0 existuju prislusné derivécie a plati:

.l ’ . _ . —
lim z=sinz — iy [z—sinz)’ S;n,x] = lim 156252 — lim [ Scozs,x] —
x—0 z3 x—0 [‘T ] x—0 x—0 [ E ]
— lim 0—(—6S111.7)) — lim 516n:c — lim coﬁsx _ % n
z—0 x x—0 w x—0
Priklad 4.3.10.
S s . e’ e "
Vypocitajte lim Zto—.
Tr—r 00
RieSenie. ,
L’Hospitalovo pravidlo nam nepomoze. Nedokazeme overit existenciu lim L& pretoze:
g'(z)’
Tr—r0o0
x —x —x —x)/ x —x
= lim %— lim 276— lim [ezfe L = lim £+,
z—o0 ¢ xr—00 [e —e ]/ xr—00 +e Tr—00 [e +e~ ]/ xr—>00 —e
» — z —z —z —2z
Lenze plati: lim &+¢— = lim |[&+¢ . e,z] = lim e~ =140 1 »
p z—o0 ¢ T z—o0 L& ¢ € T—00 1—e—? 1-0

L’Hospitalovo pravidlo mozeme pouZit aj na vypodcet neurc¢itych vyrazov typu oo -0,
00 —00, 00?, 00, 1%+°°, Musime ich ale vhodnymi tGpravami previest na typ % alebo 2.

e Typ +00-0, t. j. }13}1 [f(x)g(x)], lhg}l f(z) = fo0, ilﬁn}lg(v() =0 = typ J alebo =.

Ak su [ﬁ]/;&(), g'(z) konetné v O(a)—{a} a existuje lim gll(m) 7, potom:
r—a
f(@)

. . z) I'H .. "(z :
Jim [f(n)g(a)) = Ji 25 == lim 557, 6 tvp

F(z) T(@)
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Ak sa f'(z), [ﬁ]/;ﬁo koneéné v O(a)—{a} a existuje hm @) Hotom:

aroil

Jim [f(@)g(@)] = fim Lot == Jim Hty, b &

e Typ co—o0, t. j. lim [f(x) — g(2)], lim flz) = %13}1(}(7) =00 = typ 3.

Ak sa [W ﬁ]l, [W} #0 konecne v O(a)—{a} a existuje limita ich podielu:

lim [f(2) — g(x)] = lim [£82) — Lo | — i f(2)g(a) | 7 — 7] =

r—a r—a r—a

1 1 [L_L}/
@0 1 an i~ T@)

7
@@ r=a [m}

= lim
r—a

t.j.typ%zﬁ.

e Typ o, t. j. lim [f()]?@), lim f(z) = oo, lim g(z) =0 = typ 0- oo.
T—ra

r—a r—a
o Typ 0% t. . lim [f(2)]*), lim f(2) = lim g(z) =0 = typ 0~ (~c0).

o Typ 1¥, t. j. lim [f(2)]9®), lim f(z) =1, lim g(z) = 00 = typ Foo- 0.
Tr—ra

Tr—ra T—ra

Ak pre € O(a)—{a} existuju funkcie In f(z), In[f(x)]9®), potom:

lim [f(2)]9®) = lim M V@I Z Jiy 9@ i) _ ol 9@ f @)
T—ra T—ra r—a

Priklad 4.3.11.
Pomocou I"'Hospitalovho pravidla vypoéitajte:5

. . 1 1 . . x . 1/x : 1/x
a) xli%h [xInz], b) glg_}mo L--L] o 31:13%) [sinz]®, d) Il;rgox , e xli%ﬂ x,
RieSenie.

a)Typl: 2>0 = o/ =1, [(L] =l a) = -2z [1] = — L #0.

. . I'H . /
lim z =0, lim [%] =0 = lim [zlnz]= lim ¥+ = lim —%— =
z—0+ z—0t+ -7 xz—0F =0t o z—0+ [—]
Inz
= lim L = lim [zln®z] = typ % nie je vhodny.
=0t — s z—0+
Typ 2: >0 = [nz] =21 [1]=-L5 30, lim Inz = —o0, lim [] =00 =
oo v Lo x O+ 20+ ¥
1
. . I'H . 1 4 . = .
lim [zlnz] = lim 8¢ — [nlx}, = lim —%- =— lim =z =0.
z—0+ r—0+ o z—0+ [7] r—0t+ ——% z—0+
x xr
. I'H . sinz—x|”
b) lim [1 — L] = lim sZ=2 —— Jjy ne—a] _
0 L sinz p( Tsinz »0 lrsinz]
cosz—1 I'H [cos z—1]" —sinzx _ 0 _
- 7131_>H10 sin z+x cos x %1_)0 [sinz+z cosz] — il_l’)% 2cosx—xsinx 2 0.

6Vid priklad 3.2.28 na strane 105.
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¢) [sinz]® nie je definované pre £ <0 = lim [sinz]” neexistuje = 1ir% [sin z]* neexistuje.
r—r

r—0—
COS T
. . . . . i I'H . In si ! . R
Ale: lim In[sinz]® = lim zlnsinz = lim lns% = lim [nslm}r] = lim sng =
r—0t r—0t r—0t b z—0t [5] z—0t 2z
lim In [sinz]”
=— lim [zcoszZ-] =—0-111=0 = lim [sinz]” = es—0t =e’ =1.

z—0t x—0+

Jx . .
d)z>0 = /v =ene’" —eilz 3/ =1 [Ina) = 1540, lim 2= lim nz =00 =

Tr—r 00 Tr—r 00
1 : 1/x
. + I'H . In 2]’ . = . . lim Inz
lim 1“7* = lim [r;—"f] = lim £ = lim % =0 = lim 2'/% = s> =’ =1.
Tr—r00 Tr—r 00 Tr—r 00 xTr—r 00 xTr—r0o0
. 1/x . 1
. Iz _ —oo . 1/m_ 1110n+lna: _ yhn(;erwlna:_ e
e) lim % = OoFr — %X = lim « = ez~ = ez~ =€ =0.m
z—0t rz—0t

4.3.3 Taylorov polyném

Nech je f diferencovatelna v bode zy € R. Najlep§ia aproximécia funkcie f linearnou
funkciou (polynémom prvého stupna) v okoli O(zg) je pomocou funkcie (veta 4.2.2):

g(x) = f(zo) + f'(w0)(x — x0) = f(x0) + df (w0, — o), lim [B=9E — ¢

T—xT T—To

V nasledujticej Casti sa budeme snazit f aproximovat v O(xg) polynémom stupiia n.
Nech ma f v bode zg € R konecné derivacie do radu n € N vratane. Potom v bode xg
existuju diferencialy do radu n. Funkciu f aproximujeme v okoli O(z() polynémom:

To(z) = > ap(z—20)* = ap + ay(x—x0) + - - + an(z—20)", ag,a1,...,a,€ER
k=0

tak, aby chyba aproximécie R, (z) = f(x) — T,,(z) bola minimélna, t. j. aby:

lim 20 = fim [O=T) — g, (4.5)

T—T0o (z—z0)™

Uré¢ime koeficienty aq,as, ..., a,. Zo vztahu (4.5) pre k =0,1,2,...,n vyplyva:

3 Rn(x) — ] Rn(x) . _ —k| _ . —
xli{go (w—mo)* xgngo |:(w7$0)n (.’17 xo)” } =0-0=0

Po k-nasobnom opakovanom pouziti ’'Hospitalovho pravidla typu % dostaneme:

_ Rn(z) LTH .. Ry(z) LTH . Ry(@) IH
0= lm £2 5 == lim w2y == lim gy
CH RP(z) TH . R (@)  _ RP(x0)
Eh}g}o [(@—0)F] () o RED-2I R
To znamené, Ze pre vSetky k =0,1,2,...,n plati:

R®) (20) = [f(z0) — Tn(z0)]™ =0 = TP (20) = F5) (x0).
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Pre polyném T, (x), x € O(xp) potom plati
T (z) = nay,(r—x0)" '+ -+  3az(x—z0)*+ 2ax(z—x0)+ lay,
T (x) = nn—1)a,(x—20)" 2 +---+ 3-2a3(x—mz9) +2-1ag,
T"(z) = n(n—1)(n—2) ap(x—120)" 2+ +3-2-1as,
T,g"_l)(:c) =n(n—1)---2a,(z—20) + (n—1)a,_1, T,(l")(:r) =nlay,.

Potom pre £ =0,1,2,...,n plati:

Tflk)(xo):f(k)(xo):k!ak = a = f(k;(!x‘))7 k=0,1,2,...,n

7 predchadzajucich avah vyplyva, ze ag, a1, aq, ..., a, st uréené jednoznacne.
Nech y = f(z), 2€O(z0) anech f'(x¢), f"(z0), ..., f™(xo) st kone¢né. Funkciu

(k) ’ (n)
T, (z) = Z ! (x")(x z0)% = f(zo) + L2 (lf")(x—xo) FEPT (%)(96 xo)", €0(x0)
k=0

nazyvame Taylorov’ polyném stupiia n funkcie f so stredom v bode z,. Vzorec

(k)

F(x) = To(x) + Ru() = é ) (2 —20)* + Ro(z), x€O0(x0)

nazyvame Taylorov vzorec stupna n funkcie [ v strede x.

Funkcia R, (z) = f(z) — Tn(x), © € O(xo) splha vztah (4.5) a nazyva sa zvySok
Taylorovho vzorca (stupna n funkcie f v bode x).

Taylorov polyném moéZeme pomocou diferencidlov vyssich radov vyjadrit v tvare:

To(x) = 3 SfGozw) _ gy 4 di@orwo) oy &@or0) e (yg),

k!

8

Speciélne pre xg = 0 sa Taylorov polyném nazyva Maclaurinov® a mé tvar:

n (k) ” (n)
To(z) = f (O)xk:f(o)Jr () 44 (0) 2244 4L nI(O)xn7 2€0(0)

V pripade f(™(z9) = 0 bude mat polyném T,,(z) stupeii mensi ako n. To je dovod,
preco niekedy hovorime o polynéme stupiia najviac n.

Ak oznaéime h = x — zg, x = 2o + h, Rp(z) = Rp(xo + h) = wy(h), potom modZzeme
Taylorov polyném T, (x) so stredom xg vyjadrit v tvare:

n (k) ’ " (n)
To(zo+h) = 3. f k(!xo)hk = flzo) + f (ﬁo)h‘i‘ f éi!bo)hQ +ot f n(!xo)hn _
k=0

_ Z d* f(mo h) _ = f(zo) + df(;o»h) + d2f(2f';oﬁh) 4ot d“f(f!o,h)7 heO(0).

7 Brook Taylor [1685-1731] — anglicky matematik.
8 Colin Maclaurin [1698-1746] — skotsky matematik.
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Pre Taylorov vzorec funkcie f v bode xy potom plati:

J(@o+h) = Tu(wo-+h) +wn(h) = 3= LEELRE 4wy (h),  lim 250 — 0.
k=0 i -

Zvysok R, (x) vyjadruje chybu, s akou aproximuje Taylorov polynéom 7,, funkciu f
v bode z € O(z). Tato aproximacia ma zmysel iba v lokalne, t. j. pre body blizke bodu z.
Pre vzdialenejSie body dostaneme nepresné az celkom nevyhovujice vysledky. Vacsinou
nepomdze ani zvySenie stupiia a v mnohych pripadoch sa chyba dokonca este zvacsi. Pre
praktické pouzitie je dolezité odhadnut velkost zvysku R, ().

Z nasledujucej vety vyplyva, Ze aproximécia pomocou T, (x) je najlepsia zo vSetkych
aproximacii pomocou polynémov stupiia n.

Veta 4.3.6 (O najlepSej lokalnej aproximacii polynémom).
f mé v bode zp € D(f) konetné derivacie az do radu n vratane,

Qn(x) = f(w0) + cr(x—0) + c2(@—20)% + - + co(@—20)" # Tn(2) =

existuje O(xp) tak, Ze pre vetky z € O(xo), x#xo plati: |f(z) =T, (x)] < |f(z)—Qn(z)|.

Veta 4.3.7 (Taylor).
f ma v okoli O(z¢) bodu z¢€ D(f) konetné derivacie az do radu n+1 vratane =
' n ") (g )
(@) = Tul) + Rulz) = 3> L5020 (2 —20)k + Ry (2), 2€0(x0).
k=0

Zvysok R, (z) moze mat Lagrangeov L, (z) alebo Cauchyho tvar? C,,(z):

(n+1) ) (n+1) )
Lo(z) = Lo (@ = 20)", Cula) = F57 (@ — wo) (@ — )7,
E=x0+0(x—x0), 0€(0;1).

Ak oznatime h = x—xg, © = xo+h, £ = xg+0h, x—& = h—0h = (1—0)h, potom plati:

f(n+1)

Ly (zo+h) = whnﬂ, Cp(wo+h) = L@t gt _g)n g (0;1).

V pripade Maclaurinovho vzorca plati h = z—0 = z, £ = §h = Ox. Potom:

Lo(h) = Ly(a) = L5200 b1 € () = Cu() = L7500 gnt(1-g)n, g (0;1).

Priklad 4.3.12.
Najdite Tz(x) funkcie f(x) = /1 + x so stredom v bode 0.

RieSenie.
D(f) = z€(—1;00). Pre vSetky x € (—1;00) plati:

/ _ 1 " _ =2 "1 _ 10
['(x) = 39/(lra) [(x) = 93/(Lta)s’ f"(x) = 27/ (Lta)s

9Existuje omnoho viac tvarov zvysku Ry, (), ale tieto dva st najvyznamnejsie.
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f(0)=1, f'(0)=4%, f"(0)=—2, potom pre Maclaurinov vzorec plati:

F@)=f0)+ LQq 4 002 L Ry(2) =14 2 — 2 4 Ry(x), 2€0(0),

" : 1" 3(1_p9\2
Lo(w) = L200) 43 — 81%, Co(z) = L2107 43(1 — 9)2 = 52707@3; kde 0€(0;1). m

Z predchadzajuceho prikladu vyplyva, Zze funkciu f(z) = /1 + z, € O(0) mozeme
aproximovat kvadratickou funkciou 1+ z/3 — 2%/9 s chybou Ly(x). Pre x € O (0) plati:

MTHzx1+48-2,2€000), |La()] = Lo(z) = s < %5 <0,0622°.

Aproximécia vyrazu /1,2 ma chybu |L2(0,2)| < 0,062 - 0,23 = 0,000496, ale apro-
ximécia vyrazu /8 méa chybu |Ly(7)| < 0,062 - 73 = 21,266, ¢o je neprijatelné. Naozaj,
stadi porovnat presné hodnoty ¢/T,2 = 1,062659, v/8 = 2 s hodnotami

N 0,2
JT10,2~1+4 % -

Priklad 4.3.13.
Najdite T, (x), n€ N funkcie f(z) = Inz so stredom v bode zy = 1.

0,22 _ —~ 77
5 = 1,062 222, \3/1+7~1+§—§_—2,111111.

RiesSenie.
x>-1,keN = f(z)= %, (x) = rz M (x) = %7 " (x) = ‘93342,. .
f0 (@) = CWO=D o 0 (1) = (~)F1(k— 1)L keN =

To(@) =0+ (@ — 1)+ @ - 12+ 2@ -1+ + LM @ - 1) =

1 ;—1)? —1) D" a—D)" _ < (=DF @1
ECESVCES) S IS iy G ) :k;< L@ reo(1),

N G G _ (=D"@-n"ra-en .
Ln(x) = A D 1+0(z—1)]"F1> Cn(z) = [1+10(:1:71)]"’+1 ; 0€(0;1). m

Niekedy je vyhodnejsie funkeiu f(z) = Inx vyjadrit v tvare Maclaurinovho polynému.
Ak polozime & =t + 1, potom Maclaurinov polyném funkcie f(¢) =1In (¢ + 1) ma tvar:

E 5 'n 1,n n klk
Tt)=t—t 48 424 CUT_ sh ED 8 e 0(0).
k=1

Priklad 4.3.14.
Na&jdite Maclaurinove polynémy stupiia n€ N pre funkcie:
a) f(x)=e", b) f(z)=sinz, ¢) f(z)=cosz.
Riesenie.
a) f(z)=e®, zeR, keN = fF(z)=[e"]® =e* = fR(Q)=e'=1 =

n
To(z)=1+2% 42 42 42 ... 420 =S 2 gcR
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Derivacie funkcii sinz a cosx sme vypocitali v priklade 4.2.4.
b) f(x)=sinz, z€R, IEN = f(0)=f“D(0)=sin0=0, f/(0)=fU*V(0)=cos0=1,
f7(0)= A2 (0)=—sin0=0, f(0)=fH3(0)=—cos0=—1 =

1)k 2R+l k (—1)ig2i+1

—a? 2
T2k+1(.’1,‘) :O+%+O+T+O+§+O++( (2)k+l)! = 2:0 CESYE reR.

¢) flx)=cosz, z€R, €N = f(0)=f1(0)=cos0=1, f'(0)=fA+D(0)=—sin0=0,
F7(0)= fA+2(0)=—cos 0=—1, f"(0)= fA+3(0)=sin0=0 =

)Ic 2k

B yyign
Top(w) = 140+ 2 +0+ 240+ + S = S Ce 2eR.m

Funkcie y = e”, y = sinz, y = cos z mdZeme aproximovat Maclaurinovym polynémom
pre lubovolné z € R. Pozadovant presnost dosiahneme dostatoénym zvic¢senim stupiia n.

Priklad 4.3.15. )
Najdite Maclaurinov polyném stupiia n€ N pre f(z) =e®), z€R.
Rieéenie.z , 2 ,
fx)=e@) zcR = f(z)=2ze®) = f'(z)=2e") +42%el*) =
() = 122e() 4823 () = W (z) = 12e(°) 14822 e(*) 41621 ") =

F0) =1, f'(0) =0, f7(0) = 2, f(0) =0, fH(0) =12 =

Ty(x) =1+ o+ F22 + Ja* + Fat =1+22 +

Ako vidime, s vypoc¢tom derivacii vyssich radov funkcie f st problémy.
Iné riesenie. 2
Ak oznagime g(t)=e!, t€ R, t=22, potom e*) = f(z) = g(x?) = g(t) = €.
Pre Maclaurinove polynomy P, (t), To, (x) funkcii g(t), f(z) potom plati:

2)3

2 2n o
k=0

Put) =14+ 4+5 40 4o p i — g (@)

132 21?4 mG
:1+f+j+j+"'+

4.3.4 Monoténnost funkcie, lokdlne a globalne extrémy funkcie

Dolezitou su¢astou vySetrovania priebehu funkcie je uréenie intervalov, na ktorych je
tato funkcia monotonna, t. j. rastica (neklesajuca) alebo klesajuca (nerastica).

Veta 4.3.8.
f je spojita na intervale I C R, f’(x) existuje na I = f je na intervale I:
a) konstantna < Vaoel: f/'(z) = 0.
b) rastica < Vrgel: f'(xg)>0 a neexistuje interval JC I, aby VaeJ: f'(z) = 0.



2.1 Algebraické vlastnosti realnych ¢isel 149

c¢) neklesajiuca < Vrgel: f'(zg) > 0.
d) klesajuca < Vrgel: f'(xg) < 0 a neexistuje interval JC I, aby VeeJ: f'(z) = 0.
e) nerastica < Vagel: f'(xg) <O0.
Interval J v ¢astiach b), d) musi byt nedegenerovany, t. j. musi mat rozne koncové body.
Dokaz.
a) NP-: Vyplyva z prikladu 4.1.3.  PP.: Vyplyva z dosledku 4.3.3.a.
b) NP-: f je rastiica na I = pre vietky x1,22€ I, x1 <zo plati f(x1)< f(z2).

wo€l, x <o = f(x) < f(wo) = =L 5 0 = f7 () = lim {&=fz0) >

x—)wo
wo€l, x> z0 = f(x) > f(wg) = LI 5 0 = f7 () = lim {&=SE0) >,

= f'(w0) = f(w0) = f} (w0) > 0.
Nech VzeJ: f/(x) =0 = f je na JCI konstantna, t. j. nie je rasttca. Spor.
PP_:xy,20€l, 1 <29 = existuje c€(z1;22) : flae) — f(x1) = f'(¢) - (x2 — 21).
f(e) >0, 20 —x1 >0= f(z2) — f(x1) = f'(c) - (x2 —x1) > 0 = f je neklesajiuca na I.
Ak je f konstantna na J C I = VzeJ: f'(x) =0 (spor) = [ je rasttca na I.
Tym sme v nadvéiznosti na a) zaroven dokazali aj ¢ast c).

d), e) Dokazeme pomocou funkcie g = — f, ktora splia predpoklady ¢asti b), resp. c). m

Ak je f spojita a rastuca, resp. klesajica na intervale I, potom moZe pre nejaké x €1
platit f'(x) = 0. Ale mozu to byt iba jednotlivé body, nie interval J CI.

Priklad 4.3.16.

a) Funkcia f(x) = ﬁ%, x€R — {—1} je spojité.
Cr22 V1 127 1 2e(4w)—2l _ 2z4a? _ z(24w)
r#-1 = f'(z)= [4+4x] =1 [1+m] =1 - (1J3:x)2x = i1+z)? zf(1+xx)2 =

' (=2) = f(0) =0, f'(—1) neexistuje, (1+x)? >0 pre x#—1 (obr. 4.3.11) =
x € (—o00; —2) alebo x€(0;00) = f'(x) >0 = [ je rastica na (—oo;—2) a (0;00).
x€(—2;—1) alebo z€(-1;0) = f'(x) <0 = f jeklesajica na (—2;—1) a (—1;0).
b) Funkcia f(x) = %,
TER = f(x) = [{ie;]) = Wbr)dede _ el _ 00 o p(-1) = /(1) =0 =
x€(—o0; —1) alebo z€(l;00) = f'(x) <0 = f jeklesajuca na (—oo;—1) a (1;00).
ze(-1;1) = f'(z) >0 = f jerasticana (—1;1) (obr. 4.3.12). m

x € R je spojita.

Veta 4.3.9.
f'(zo) > 0 [resp. f'(xo) < 0] (aj nevlastna) —
f je rastica [resp. klesajuca] v bode xg € D(f).

Doékaz.
fl(20) >0 = 0< f(z0) = lim L&) <o o
Tr—rTo

existuje O(zg) take, Ze pre vietky x € O(x¢), v #xo plati 0 < %ﬂiﬁzo) =
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Y g
2 2
/
1 f 1
X €T
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 2 3
—1 -1
Obr. 4.3.11: Funkcia f(z) = 41% Obr. 4.3.12: Funkcia f(z) = 1_“1_22

f(z) < f(zo) pre x < zo, f(x) > f(zo) pre > 29 = [ je rastica v bode zo.
Pre f'(z¢) < 0 je dokaz analogicky. m

Body, v ktorych méa spojita funkcia f lokalne extrémy, tzko suvisia s intervalmi, na
ktorych je tato funkcia monoténna (rydzo monoténna). Z vety 4.3.1 priamo vyplyva nutna
podmienka existencie lokdlneho extrému funkcie.

Veta 4.3.10 (Nutna podmienka existencie lokalneho extrému).
f ma v bode zg € D(f) lokilny extrém, existuje f'(xg) = [f'(x9) =0.

Opacné tvrdenie vo vete 4.3.10 neplati, t. j. f'(z¢) = 0 nezarucuje lokalny extrém. Na
druhej strane moze byt lokdlny extrém aj bode, v ktorom derivacia neexistuje.

Priklad 4.3.17.

a) Funkcia f(z) = 22 ma v bode 0 (ostré) lokalne minimum. Funkcia g(z) = z
bode 0 extrém. V oboch pripadoch plati f/(0) = ¢’(0) = 0 (obr. 4.3.13).

b) Funkcia f(z) = |z|—]z — 1] —|x + 1] ma v bode 0 lokdlne minimum, aj ked f’(0)
neexistuje (obr. 4.3.14). Plati totiz f’ (0) = —1, f/(0) =1.m

3 nema v

y y y
2 f 2 9 1
-3 -2 -1 0 1 2 3
1 1 =
X X
-1 0 1 —-1,0 1
=1 =1l
-2 =9

Obr. 4.3.13: f(z) = 22, g(x) = 23
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Z vety 4.3.10 vyplyva, ze ak chceme najst lokalne extrémy funkcie f, musime uréit
vietky body x¢ € D(f), pre ktoré plati f'(z¢) = 0. Je zrejmé, Ze nie vo vSetkych tychto
bodoch musi mat funkcia f extrém.

Ak mé funkcia f v bode g € D(f) derivaciu a plati f'(xg) = 0, potom sa tento bod
nazyva stacionarnym bodom funkcie [ (obr. 4.3.15).

Y| f(a0)=0 Io@<ol @0 F@>0 Y@ <o
f'(zo) =0 f'(wo) =0
"()>0: f'(z)<0 7 _
fi@)>00 f'(z) < f'(zo) =0 f'(z)>0 f'(x)<0
0 o T 0 o T 0 o T 0 To z

Obr. 4.3.15: Stacionarny bod xg funkcie f

Veta 4.3.11 (Postacujaca podmienka existencie lokalneho extrému).

' (x0) = 0, existuje O(xg) tak, Ze pre vietky x€ O(xg):
a) f'(x)>0 pre x<wg, f'(z)<0preaxz>xy = [ mav xg ostré lokdlne maximum.
b) f'(z)<0 pre x<zg, f'(z)>0pre z>x9 = [ ma v xy ostré¢ lokalne minimum.
¢) f'(z) <0, resp. f'(x) >0 pre z#£x9 = f nema v bode zy lokalny extrém.

Dokaz.

a) Z vety 4.3.8 vyplyva, Ze pre x < xq je funkcia f rastuca a pre x > z( je klesajuca, t. j.
f méa v bode x( ostré lokdlne maximum.

b) Dokaz je analogicky ako v a). Pre x < x¢ je funkcia f klesajuca a pre x > x¢ je rastuca.

c¢) Funkcia f je bud klesajtica alebo rastica a nema lokilny extrém. m

Ak mé funkcia f v staciondrnom bode xg aj druha derivaciu f”(zp), potom moZeme
v niektorych pripadoch rozhodnit o existencii lokdlneho extrému pomocou nej.

Veta 4.3.12.
f'(x0) =0, f"(20)#0 je koneéna =—

maximum pre [ (zq) <0,
f méa v bode xg ostré lokalne { pre " (xo)

minimum pre f”(zg)>0.

Dokaz. , ) )

a) f"(xo) = lim F@W=ro) _ iy —;_(w) <0
T—rTo

dosledok 3.2.7.a

-

r—xo e zo

existuje O(xg) také, ze pre vietky € O(xp), x #x( plati % <0 =
f'(x) >0 prez < :Eg} veta 4.3.11

Fl@)<0prez >z f ma v bode xg ostré lokidlne maximum.
0

b) Dékaz je analogicky ako pre f”(xg) < 0 v Casti a). m
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Priklad 4.3.18.

Najdite lokalne extrémy funkcie f na mnozine R, ak plati:

a) f(z) = —2% — 22 + =, b) f(x):’x2—1‘+‘x2+1|, ) flx) = a3 — a2 + .
RieSenie.

a) f/(z) = =32 —2z+1 = —3(x+1)(z—3) = dva stacionérne body —1, 3 =

=-1
5
55 -

7

y f"(=1)=4>0, t. j. v bode —1 je lokdlne minimum f(—1)

f(x):—Gx—2:>{ N _ R ' L

f"(3)=—-4<0, t.j. vbode 3 je lokilne maximum f(3) =

Extrémy mozeme urcit aj pomocou f’. Body —1, % su stacionarne (obr. 4.3.16). =
bode —1 je lokal ini

ze(—1;3) = f'(x) > 0= [ je rastica Vv bode —1 Je okalie thufiumuin,

x€(—o0;—1) = f'(z) < 0= f je klesajica
-
z€(5;00) = f'(x) <0 = f je klesajica

v bode % je lokalne maximum.

1—2?2+224+1=2 = f'(2)=0, prez?<1
b = 2_]_ 2 1:{ ’ = 4
) (@)= [+ + 2 —1+22+1=22%2 = f'(v) =4z, prea’>1. =

z€(—o0;—1) = f'(x) =4z <0 = f je klesajuca na (—oo; —1)
ze(-1;1)= f'(x)=0 = f je konstantna na (—1;1) } =
r€(l;00) = f'(x) =4z > 0 = f je rastica na (1;00)
f nadobuda pre v8etky € (—1; 1) neostré lokadlne minimum f(z¢) = 2 (obr. 4.3.17).
) fl(w) =32 —204+1=3* -2+ +1-3=32-1)P2+2>2>0 =

f nemé stacionarne body a ani lokalne extrémy (obr. 4.3.18). m

Yy Y
f I 5
2
4
1
-1% z s
—2 I\l —1
1
) —2
X
=1l 0
Obr. 4.3.16: Graf Obr. 4.3.17: Graf f(z) = Obr. 4.3.18: Graf
f@)=—-a3-2%+=x |x2—1|+|:z:2—|—1| fl@)=2%—22+x

Okrem lokalnych extrémov nas zaujimaja aj globalne (absolitne) extrémy funkcie.
Globalne extrémy vo vnutornych bodoch intervalu st zhodné s lokdlnymi. Funkcia méze
mat globalne extrémy aj v krajnych bodoch intervalu a v bodoch, v ktorych neexistuje
derivacia. To znamenad, Ze ich musime navzajom porovnat.
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Priklad 4.3.19.

a) Funkcia f(x) =tgz, z € (—5, 7) nemé lokélne ani globalne extrémy.
ve(-%;%) = f(v) = %3 >0 = [ nema stacionarne body (obr. 4.3.19 vlavo).
b) Funkcia f(x) = tgzx, xe( 3 4> nema lokalne, ale mé globalne extrémy.
re(—%;2) = f(x)= 5= >0 = fjerastica = vbode —Z ma globalne minimum

rovné v/3, v bode T ma globalne maximum rovné 1 (obr. 4.3.19 vpravo).

¢) Dirichletova funkcia x nemé derivaciu v ziadnom bode x € R. TakZe extrémy nezistime
pomocou jej derivacie. Je zrejmé, ze v kazdom bode x € I mé lokalne a globalne minimum
a v kazdom bode z € () ma lokilne a globalne maximum. m

Yy tgx Yy
2 2
1 1 tgx
z —3 1
-3 o 1 3 0 7 ®
V3
Obr. 4.3.19: Priklad 4.3.19 Obr. 4.3.20: Priklad 4.3.20

Priklad 4.3.20.

Do kruznice s polomerom 7 >0 vpiSte rovnoramenny trojuholnik s maximalnym obsahom.
RieSenie.

Ozna¢me trojuholnik ABC' (obr. 4.3.20), stred zakladne T a stred kruZnice S.

Ozna¢me |AT| = |TB| = x a ozna¢me P(x) obsah trojuholnika ABC. =

c=|AB| =2z, |TS|=+Vr?—2a2, vyskav. = |TC|=|CS|+|TS|=r+Vr?—z2 =
P(z) = %c cve =xlr+ V2 —a?=ar+avr? —a?, 2e(0;r) =

Px)=r+Vr? -2 +o——2L_ = R e N 1= 0;7) <

212 —z22 Vr2—g2
rVr2 —a2 412 - 222 =0 & rvr2 —22 =222 -1r? &

r?(r? — a?) = dat —4a?r® + 0t & 0=4dat — 30 = 2? (42 - 3r7) =

tri rieSenia x; = “2/5, Ty = Tf, x3 =0 = vyhovuje iba z; = ”2/§ ~ 0,866 > 0.
Vypocitat P”(z1) nie je zlozité, ale je dost préacne, preto pouzijeme P’(x).
Funkcia P'(x), € (0;7) je spojitd a mé jeden nulovy bod z1, v ktorom moze menit
znamienko. Na uréenie znamienka nam stacia dva Tubovolné body z1 <1 < 2o, napriklad:
r2—0,36724r2—2.0,367>

\/r2-0,3672

21 =0,6r = P'(z) =" =1,35r > 0 = P’ je rastuca na (0;z1).
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— 2— . 2
20=1/0,84r = P/(z) =" - tz,/842r2:)r;4 22 084 — _0,7r <0 = P’ je klesajtca na (z1;1).
r2—-0,84r

Z toho vyplyva, Ze P mé ostré lokdlne maximum P(z;) = %cvc = Tz?jf‘/g. Potom plati:

c:2x1:2¥:r\/§, Ve=TH+\r2—zi=r+ 3T2 +w/2 3T

a:b:\/m: %+3%:7‘\/§ = a=b=c =
Maximéalny obsah % mé rovnostranny trojuholnik so stranou r/3. m

4.3.5 Konvexnost a konkadvnost funkcie

Dolezitou studastou vySetrovania priebehu funkcie je uréenie intervalov, na ktorych je
tato funkcia konvexné alebo konkavna.

Veta 4.3.13.
f je na intervale I diferencovatelnd = f je na intervale I:

a) konvexna < f’ je na I neklesajtca. b) rydzo konvexna < f’ je na I rastuca.
¢) konkédvna < f’ je na I nerastica. d) rydzo konkavna < f’ je na I klesajtca.

Dokaz.

a) NP-: Nech f’ nie je na I neklesajuca, t. j. nech pre nejaké xq, x5 €1, 21 < a9 plati:

T—T1 T — T T2 €T — X2
Potom existuju prstencové okolia P(z1), P(z2), ze pre vietky t; € P(z1), t2 € P(x2) plati:

f(t1) = f(z1) - f(t2) — f(z2) f(z1) — f(t1) - flaz) = f(t2)

ty — to—xo ' x1 — 1t To —t2

Zvolme ty,ts tak, aby 21 < t; < t3 < w9. Potom na zéklade lemy 4.3.14 plati:

floy) — f(t) _ f(te) — f(tr)  f(t1) — f(t2) _ flwa) — f(tz).

< = <
Il—tl tQ_tl t1—t2 xg—tQ

Dostali sme spor, ktory dokazuje, Ze funkcia [’ je neklesajuca.
PP._: 7 existencie derivacie f’ na I vyplyva, Ze je funkcia f spojita na intervale I.
Nech z,x1,20 €1, 1 < x < 2o st lubovolné. Definujme funkcie p, v takto:

o(0) = 70— Sy - LD gy ve i),
vl = 10— 5@ - LTI Gy e,

Funkcia ¢ je spojita na intervale (z1;2) , ¢(x1) = ¢(z) = 0 a plati:

o0 =70 -T2 ey,



2.1 Algebraické vlastnosti realnych ¢isel 155

Funkeia 1 je spojita na intervale (z;x5), ¥(2) = ¢(a2) = 0 a plati:

x)— f(x
v =t - L2 ),
Xr — To
To znamena, 7e obe funkcie ¢, ¢ spliaju predpoklady Rolleho vety o strednej hod-
note 4.3.2. Potom existujtu ¢; € (x1;x), ca € (z;x2), t. j. ¢1 < ¢o také, Ze plati:

f(xl)ff(x) :O, 1/)/(02) :f/(Cg)f f(l’)*f(CEQ)

xr1 — X Xr — X9

¢'(c1) = f'(e1) — = 0.

Kedze je funkcia f’ neklesajtca, potom pre body z7 < x < x5 plati

f(xl) — f(.’E) _ f/(cl) S fI(CQ) _ f(l’) — f(xQ)

xr1 —x r — T2
Z toho na zéaklade lemy 4.3.14 vyplyva, ze je funkcia f konvexna.
Dokaz ¢asti b), ¢), d) je analogicky ako v pripade a). m

Lema 4.3.14.
f je na intervale I konvexn4 [resp. konkdvna] <= pre vSetky =, z1,20€1, 21 < z < xo:

f(x1) — f(x) < f(z2) — f(2) f(z1) — f(z) > f(xz)f(z)}

T —x Ty — X 1 — T Ty — X

[resp. (4.6)

f je na intervale I C D(f) rydzo konvexn4 [resp. rydzo konkavna] <=

pre vSetky x,x1,20€1, 1 < x < x3:

f(a1) = f(@) _ fl2) = f() [p f<r1>—f<w>>f<x2>—f<f>] (4.7)

1 — T T2 — X X1 — X To — X

Dokaz.
Vetu dokazeme pre konvexni funkciu, dokaz pre ostatné funkcie je analogicky.

NP_. : 7 definicie konvexnosti vyplyva, ze pre vSetky x,x1, 20 €1, x1 < x < 9 plati:

05 27 fla) + 2 ) (o) =
= I )+ 2 ) - 20 ), 49)

Po vynasobeni vyrazom xo — x1 > 0 a roznésobeni dostaneme nerovnost:

0< (xz—m)f(w2) + (w2 — ) f(21) — (22 — 71) f() =
= xf(x2) — v1f(22) + 22f(21) — 2 f(21) — 22 f (7) + 21 f (). (4.9)

PP_: 7 predpokladov vyplyva, ze pre vSetky x,z1,22€1, 1 < x < xo plati:

flae) = f(2)  fle) = f(x) _ flwo) = fz)  flz) = flz—1)

0< —~ = - ,
To — T 1 — T To — T r — T
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Po vynasobeni vyrazmi x5 —x > 0, 2 — x1 > 0 dostaneme tiez nerovnost (4.9):

(@ —a)[f(22) — f(2)] = (x2 — 2)[f(2) = f(21)] =
= xf(22) —af(z) — 21 f(x2) + 21 f (%) — 22 f(2) + 22 f (1) + af(2) — xf(21) =
= af(z2) — x1f(x2) + 21 f(2) — 22 f(2) + 22 f (21) — 2 f (21).

0

IA

Vsetky upravy, ktoré sme pouzili v NP_,a PP st ekvivalentné.
To znamena, ze vztahy (4.8) a (4.6) st navzajom ekvivalentné a veta je dokdzana. m

Ak ma funkcia f na intervale I druhia derivaciu f”, potom mozeme jej konvexnost a
konkavnost vySetrovat pomocou monotonnosti funkcie f’ na zéklade vety 4.3.8.

Veta 4.3.15.

f mé na intervale I druhu derivaciu f” = f je na intervale I:
a) rydzo konvexna < Ve el: f”(x) >0 a neexistuje interval J C I, aby Ve e J: f"(x)
b) konvexna < Veel: f”(x)>0.
¢) rydzo konkavna < Va €I f”(x) <0 a neexistuje interval J C I, aby Vze J: f”(x)=0.
d) konkdvna < Veel: f”’(z)<0.

Interval J v Castiach a), ¢) musi byt nedegenerovany, t. j. musi mat rozne koncové body.

Doékaz.
Veta je priamym dosledkom viet 4.3.8 a 4.3.13. m

0.

Désledok 4.3.15.a.
/" (x) > 0 [resp. f”(x) < 0] pre vietky x €l =
f je na intervale I rydzo konvexné [resp. rydzo konkavnal.

Z vety 4.3.15 vyplyva prakticky névod ako postupovat pri uréovani konvexnosti a kon-
kavnosti funkcie f v pripade, Ze existuje f”. Vyrie§ime rovnicu f”(x) = 0 a najdeme
intervaly, na ktorych je funkcia f” nezdporné a nekladna, resp. kladna a zaporna.

Priklad 4.3.21.
Néajdite intervaly, na ktorych je konvexna a konkavna funkcia f, ak:

a) flx)=a3—2%2 -z +1, b) f(x):%, ¢) f(z) = max {z,z?}.
Riesenie.
a)r€R = f'(z)=32"-2r-1 = f'(a)=62-2=0 & z=1.
Funkcia f” je spojitd na R a mé jeden nulovy bod z = £ (obr. 4.3.21 vlavo).

L = f’(z) <0 = [ jerydzo konkivna na (—oc;1).

= f’(z) >0 = [ jerydzo konvexnd na (3;00

r < 3
x > %
b)zeR = f’(x):% = f”(:z:):zl(g”l(_fii;)?:() & 2 =0alebo z = +/3.
—V/3 alebo z € (0; V3) = f"(2)<0 = f je rydzo konkavna na (—oo; —v/3) a (0;v/3).
€ (—\/3; 0) alebo >+/3 = f”(z)>0 = f je rydzo konvexna na <—\/§;0> a <\/§, 00).

c¢) Funkcia f je spojita na celej mnozine R (obr. 4.3.21 vpravo) a plati:
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z€(0;1) = fla)=2 = flla)=1 = f'(x)=0
r€(—00;0)U(1;00) = f(x) =22 = fl(x) =22 = f'(z)= 2}

neexistujal® f”(0), f”(1) a pre vietky z € R — {0, 1} plati f”(x) > 0.
Aj ked neexistuja f(0), f”(1), je funkcia f konvexna (nie rydzo) na celej mnoZine R.
Rydzo konvexna je na intervaloch (—o0;0) a (1;00). B

vyl | f Y Y 7
\ f
—\/5 2 f//
0 % x 0 V3 x 1
0 xr
@ =ab—a?—zr1 @ =1 |\ f(2) = max {z,2}

Obr. 4.3.21: Grafy funkcii z prikladu 4.3.21

7 uvedeného a z definicie inflexie vyplyva nasledujuca veta.

Veta 4.3.16.
/! existuje v okoli O(zp), potom: f ma v bode z¢€ D(f) inflexiu <=

/' je rastuca [resp. klesajuca| pre < x¢ a klesajuca [resp. rastical pre x > .

Désledok 4.3.16.a.
f ma v bode x¢ inflexiu, existuje f”(xo) = f"(xo) = 0.

Veta 4.3.17.
(o) je konecna, f’(x)#0 existuje v O(xg), #xo:
a) f"(x) >0 pre xz < xo, f’(z) <0 pre x >x9 = [ ma v bode z( inflexiu.
b) f"(x) <0 pre z < zo, f"’(z) >0 pre x > g = [ ma v bode z inflexiu.
c) f"(x) > 0 [resp. f"(x) < 0] pre z€O(x0), t#x9 = [ nemé v bode x¢ inflexiu.

Inflexné body budeme hladat ako korene rovnice f”(z) = 0. AvSak nie kazdy takyto

bod musi byt inflexny (priklad 4.3.22). Na druhej strane moze mat f inflexiu aj v bode, v
ktorom f” neexistuje. To znamen4, ze musime brat do Gvahy aj tieto body.

Priklad 4.3.22.

Najdite inflexné body funkcie f,,(z) = 2™, x€R, neN.

Riesenie.

n=1= fi(z) ==, fi(z) =1, f{'(z) =0, z€ R, fi nema inflexné body.

10Existujt iba jednostranné derivécie f(0) =2, f/(0) =0, f”(1) =0, f/(1) =2.
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n=2= fo(x)=22, fi(x)=2z, f(x)=2>0,2€R UL UIN
n=3= f3(z)=a3, fi(x)=322, f{(x)=3z,z€R

(ff(x) <0prex <0, ff(x) >0 pre z > 0).
n=2k+1, keN = f(z)=(2k+1)22*, f"(z)=(2k+1)2ka®*1, z€R =

fl(x) <0prex <0, fl'(x )>Oprex>0veta:4317>bod 2o = 0 je inflexny.

f2 je rydzo konvexna na R.

ta 4.3.17 o ,
——=— bod z¢ = 0 je inflexny

n=2k, keN = f(z)=2ka? =1, f"(z)=2k(2k—1)22+=2>0, re R 22315,

f2 je rydzo konvexna na R (obr. 4.3.22). m

9 Yo g fs Yo fe]|fa 5 & f
3
1 1
2 _3
—1 x 2 az
0 L -3 =2 =1 0 1
1
—1 —1
-1 0 L
=9 —2
Obr. 4.3.22: Grafy funkcii f3, f5 a f4, fs Obr. 4.3.23: Graf funkcie
z prikladu 4.3.22 f z prikladu 4.3.23

Priklad 4.3.23.

Vygetrite konvexnost a konkavnost funkcie f(z) = 32— zcR.

Riesenie. ..

rTER = f/( ) 922 +4w f//( ) _ 181-2121 _ 31(3;2517) —0 e = O, Ty = 7%.
f/"(x), x € R spojitda = znamienko funkcie f” sa meni iba v nulovych bodoch =

—2€(—00;—2) = f"(-2)=3>0 = f je konvexnd na (—oo;—3) }
=

—1(-3/2;0) = f"(=1)=—-3 <0 = f je konkévna na (—3/2;0)
2€(0;00) = f"(2)=21>0 = f je konvexna na (0;00)
f mé dva inflexné body 21 =0, z, = —3 (obr. 4.3.23). m

Ak existuje tretia derivacia f"/(zg), potom moézeme pomocou nej rozhodnit, & zq je
alebo nie inflexnym bodom danej funkcie f. Hovori o tom nasledujica veta.

Veta 4.3.18.
f"(xo) =0, f""(x0) A0 = =0 je inflexnym bodom funkcie f.
Dokaz.

Dokazeme pre f"'(xg) > 0. Pre f'(x¢) < 0 je dokaz analogicky.
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(o) >0 = f"(x0) = lim @)= — iy 721(50) > ( oeledok 3272,

T—xT( T—To T—x0

existuje O(xg) také, ze pre vSetky = €O(zg), x #xo plati '@ 5 g =

Tr—xTo
"(x) <0 pre x <
f,,(JL) pre xo} eta 4807, xp je inflexny bod funkcie f. m
f"(x) > 0 pre x > xg

Priklad 4.3.24.
a) f(x) =sinz, z€R je spojita (obr. 4.3.24).
x€R = f'(x)=cosx = f'(x)=—sina=0 & z=knm keZ.
f"(x)=—cosx = f"(kr)=—coskr=—(—1)*#0 = r=kn, k€ Z st inflexné body.
b) f(z) = cosz, v € R je spojita (obr. 4.3.25).
reR = f'(r)=—sinz = f'(r)=—cosx=0 & z=7F+kr keZ.
" (z)=sinz = sin (5 +km)=(—1)"#0 = z = Z+km, k€ Z si inflexné body. m

Obr. 4.3.24: Funkcia f(z) = sinz Obr. 4.3.25: Funkcia f(z) = cosx

Funkcia f5(z) = 2° v bode 0 ma inflexiu, ale f4(z) = 2* v bode 0 inflexiu nemé (m4a
tam extrém). Predchadzajuce vety pouZit nemozeme, pretoze f1(0) = f1/(0)= f1’(0) =0,
fE(0) = f(0) = f"(0) = f(0) = 0 (priklad 4.3.22 ). Tieto funkcie mozeme vySetrit
pomocou nasledujtcich funkcii, ktoré prezentujeme bez dékazov.

Veta 4.3.19.
f'@o)=f"(wo)=--=f""V(20)=0, f™(x0)#0, n€ N
a) n =2k—1, ke N (neparne) = [ nema v bode zy lokalny extrém:
i) f0)(20)>0 = f je rasttca v o, i) f(")(20) <0 = f je klesajtca v xo.
b) n =2k, k€N (parne) — [ ma v bode x ostry lokalny extrém f(xg):
i) f()(20)>0= f(zo) je minimum, i) £ (20)<0 = f(20) je maximum.
Veta 4.3.20.
f"(@o) ==V (29) =0, f")(20)#0, nEN, n>2:
a) n =2k+1, k€N (neparne) = [ ma v bode z¢ inflexiu.

b) n =2k, k€N (parne): i) f™(x9)>0 = f je v bode xy rydzo konvexna.
i) f(")(29)<0 = f je v bode x( rydzo konkévna.

Na rozdiel od vety 4.3.19 nas vo vete 4.3.20 nezaujima hodnota f’(zq).
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Priklad 4.3.25.
UvaZzujme funkciu f,,(z) = 2™, € R, n€ N (priklad 4.3.9, obr. 4.3.22).

(@) =na" Y, () =nn—1)2""2, ..., f" (@) =n(n—1)- 2,
W) =nl = [0)=£0)==f"0)=0, f70)=n1>0 =

n=2k, ke N = f, je v bode 0 rydzo konvexna, f,, ma v bode 0 ostré lokdlne minimum.
n=2k+1, ke N = f, je v bode 0 rastuca, f,, ma v bode 0 inflexiu. m

Priklad 4.3.26. .

Néjdite extrémy a inflexné body funkcie f(z) = % — % + —I— 3.

RieSenie.

r€R = fl(z)=25-22%+2t=2*(2z—-1)2 © z;=0alebors =1 =

f"(x) = 62° — 102" + 42 = 223 (2 —1)(32—2) =0 & x1 =0, 22 = 1 alebo 3 = 2.

f7 () = 302" — 4023 + 1222 = f7(0) =0, f”(1)=2>0, f"(2) = -4 <0 =
fiev bode o rastica, xo je inflexny bod funkcie f.

3 je inflexny bod funkcie f, f/(3) = =55 >0 Vem—&> f je v bode z3 rastuca.

f® (x) = 1202° — 12022 + 24z = fH(0) =0.
fO)(x) = 36022 — 240z +24 = fO)0)=24>0 =
f je v bode x; rastica, x; je inflexny bod funkcie f.

Funkcia f nema Zziadne extrémy a mé tri inflexné body 0, 1, % (obr. 4.3.26). m

v ! Y13,03 f
3,01
3,02
3,00
3,01
3,00
2,99
x x
“3_1_1 (01 135 1 B Z3_1_°1 (01 1is 1 5 3
4 2 4 4 2 34 4 4 2 4 4 27 4 4 2

Obr. 4.3.26: Funkcia z prikladu 4.3.26 Obr. 4.3.27: Funkcia z prikladu 4.3.27
(0s y je 40-krat zvacSena) (0s y je 30-krat zvicSena)

8

Priklad 4.3.27. , . .

Najdite extrémy a inflexné body funkcie f(z) = & — 3L 4+ & — £ 4+ 3,
RieSenie.

TR = fl(z)=2" 3204325 -2t =221 & 21 =0aleboazs =1 =

J"(w) = 7Ta% — 182° 4+ 152 — 4a® = 23 (2 —1)?(Tx—4) & 21 =0, 22 = 1 alebo x5 = 7.



2.1 Algebraické vlastnosti realnych ¢isel 161

" (z) = 422° — 902 + 6023 — 1222 = f”’( )=0, (1) =0, f"(3) =25 >0 =

2401
x3 je inflexny bod funkcie f, f’( ) sggiis <0 = f je v bode z3 klesajuca.

fW(z) = 2102* — 36023 + 18022 — 24z = fH(0) =0, fP(1)=6>0 =
f je v bode x5 rydzo konvexna, f ma v bode zo lokdlne minimum.
fO)(x) = 8402% — 108022 4 360z —24 = fO)(0)=-24<0 =
x3 je inflexny bod funkcie f, f je v bode z1 klesajtca (obr. 4.3.27). m

4.3.6 VysSetrenie priebehu funkcie
V tejto ¢asti uvedieme navod ako postupovat pri vySetrovani jednotlivych vlastnosti
funkcie. Zhrnieme ho do nasledujicich bodov:
e Ur¢ime defini¢ny obor funkcie (pokial nie je zadany).
e Uréime, ¢ je funkcia parna, neparna alebo periodicka.
e Uréime nulové body funkcie a intervaly, na ktorych je funkcia kladné a zaporna.

e Ur¢ime body spojitosti a nespojitosti funkcie. V bodoch nespojitosti a v hrani¢nych
bodoch definiéného oboru (vratane +oo) uréime jednostranné limity danej funkcie.

e Urcéime stacionarne body funkcie, uré¢ime lokalne a globélne extrémy a intervaly, na
ktorych je funkcia rasttca, klesajuca, resp. konstantné.

e Urcime inflexné body funkcie a intervaly, na ktorych je funkcia konvexné a konkévna.

e Urcéime asymptoty grafu funkcie a na¢rtneme graf funkcie.

Najnazornejsiu predstavu o priebehu funkcie ndm vécsSinou poskytne graf. Pri jeho
konstrukcii vyuzivame vSetky zistené udaje. Mnohokrat sa ale nedostatocné, preto ich
musime vhodne doplnit. St to napriklad nulové body prvej a druhej derivéicie funkcie,
pripadne iba vhodne zvolené funkéné hodnoty.

Priklad 4.3.28.
VySetrite priebeh funkcie f(z) = 252 — 8z-16

2 12
RieSenie.
D(f) = R—{0} = (—00;0) U (0; 00).
f nie je periodické, nie je parna, nie je neparna. x€(—00;0) = f(x) <0,
[ je spojita na D(f), f(z) = 8518 =0 & 2,=2 = { z€(0;2) = f(x) <0,
x€(2;00) = f(z)>0.
_ iy 8(@=2) _ —2 _ : _ 8(z—=2) _ —2 _ _
xli}(l}i f( ) mlifg* 2 — 0t 00, mlig)h f(l') EE}I’(IJI 2 0+ o =
22=0 je neodstanitelny bod nespojitosti 2. druhu, =0 je asymptota bez smernice.
o 8z—16 _ ; 8 167 8 16 __(=
A @) = e S = - Rl = s - =0-0=0
2 -
2€R, 240 = f'(z)= [81;216] 8x 7(8;4 16)2z 321;48w2 _ 32;381 — 0o z3=4.

x <0 f'(z) < 0= f je klesajuca na (—o0;0),
f' je spojita na R — {0} = { I<zr<d= f’(x) >0 = f je rastica na (0;4),
4 <z = f'(x) <0= f je klesajuca na (4;00).

= [ ma v bode x3=4 lokdlne maximum f(4) = 1.
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3 2
2€R, 40 = f'(z) = [3278:1:]’ _ 82 —(32-8x)3z" _ 162° 962> _ 162-96 _ () o 24 = 6.

3 26 26 zt
x <0 = f"(x) <0 = f je konkdvna na (—o0;0),
1" je spojita na R — {0} = { 0<z<6= f’(r) <0 = fje konkdvna na (0;6),
6<xz= f"(x)>0= f jekonvexna na (6;c0).
= x4=0 je inflexny bod funkcie f.
f(z)

x

k= lim
r—+o0

g= lip [f(x) k)= lm [f() ~0a]= lim f(x)=0 = y=hr+q=0.

r—+oo

= lim —2 = lim [
z—+oo T z—+o0

= y = 0 je asymptota so smernicou (obr. 4.3.28, tab. 4.3.4). m

(—00;0) (052) (2;4) (4;6) (6500)
0 ...bod nespojitosti 2 ...nulovy bod

— zaporna — | — zapornd — | + kladna +

f(z) <0 fz) <0 f(z) >0

4 ...lokalne maximum

N klesa N\, | & rastie 2 e klesa o

f(x) <0 f'(x) >0 f'(@) <0

6 ...inflexny bod

N konkavna N | N konkévna N | U konvexna U

f'(@) <0 f'(=) <0 f'(@)>0

Tabul'ka 4.3.4: Niektoré dolezité hodnoty funkcie f(z) = 8(22 2y
prikladu 4.3.28

Priklad 4.3.29.

Vysetrite priebeh funkcie: a) f(z) = |§;§|, b) f(z) = ‘i:;.
Riesenie.
a) D(f) = xe R —{=2} = (—00; =2) U (=2;00).
1—x 3—z—2 _ 3
flz) = =1 = {m =% —we oL orslhegl
T oz+2 T ) z—1 _ z+2-3 3
m = :+2 =1- T—‘,—Q’ l’zl
f nie je periodicka, nie je parna, nie je neparna. re(—00;—2) = f(z) <
f je spojita na D(f), f(z) = Ejl =0 & 22=1 = { re(—2; 1) = f(z) >
x€(1;00) = f(z) >
: - 1 lz—1] _ 3 _ : — l[z—1] _ 3 _
a:—1>u—nQ_ f(x) o 1:—1>H—nQ_ iﬁ T T w—lir—nQ‘*' f<x) B T— 11H12+ §+2 Tor T T

21 =—2 je neodstanitelny bod nespojitosti 2. druhu, z=—2 je asymptota bez smernice.
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Obr. 4.3.28: Graf funkcie f(x) = 8(252) z prikladu 4.3.28

A 0= i [z =] = -1, g o) = J [1 “sh] =t
= fje klesajﬁca na intervaloch (— ,—2) , (—2, 1),
reR—{-2,1} = f'(x) = )
[1—r+2] :3(l‘+2)_ = (w+2)2 >0 a’:>17

= f je rastica na intervale (1;00).
= ()= —%, (1) = %, 1’ je spojita na R — {—2,1}, f' neméa nulové body,
f ma v bode zo = 1 lokilne minimum f(1) = 0.

=3(z+2)7Y =6(z+2)% = —Ls, 1, 9,
reR—-{-21} = f”(x){[ ) T o) @y t<1, o#

B(z+2)7%) = —6(z+2)7° = 575, a>1.
fra )— L) = f” je spojitd na R — {—2,1}, f” neméa nulové body =
r < =2 = f”( ) <0 = f je konkavna na (—oo; —2)
—2<z<1= f"(x) > 0= f jekonvexna na (—2;1) } =
1<z = f"(r) <0= f je konkdvna na (1;00)

= wx3=1 je inflexny bod funkcie f.

kio= lim % = Yim f(z). lim 1=+41.0=0 =

z—+oo T z—+o0 z—+o0

@2 = lim [f(z) =kioa] = lim f(z) =+l =y=ket+q==£L

= y =1, y = —1 st asymptoty so smernicou (obr. 4.3.29, tab. 4.3.5).
b) D(f) = w€R — {2} = (~o0;2) U (2; ).

fa) = =l = {1—2 NG
v el o2l oy L a>1, p#2
f nie je periodicka, nie je parna, nie je neparna. ze(—o0;1) = f(z) <0,
f je spojita na D(f), f(x) = |z U 0o am=1 = { ze(1;2) = f(z) <0,
z€(2;00) = f(z)>0.
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(=005 -2) (=2;1) (1;00)
—2 ...bod nespojitosti 1 ...nulovy bod
— Zaporna - | + kladna + ZAporna —
f(z) <0 f(z) >0 f(z) <0
1 ...lokadlne minimum
Ny klesa NN\ klesa Yy || A rastie ya
f'(@) <0 f'(@) <0 f(@)>0
1 ...inflexny bod
n konkavna niu konvexna Ul n konkévna n
f(@) <0 f(@) >0 f'(x) <0

Tabulka 4.3.5: Niektoré délezité hodnoty funkcie f(x) = E;;l z prikladu 4.3.29 a)

lim f(z)= lim 2= — L — oo lim f(z)= lim 2= — 1 _

21 =2 je neodstanitelny bod nespojitosti 2. druhu, =2 je asymptota bez smernice.

. T =1 _ 1] — _ : - I D
Jim fa)= dim [ 1] = 1 Jim (@)= lm (14 ] =1

75— =(2-2)""= 55z >0, =<1,
= f je rastica na intervaloch (—oo;1),
ze€R—{1,2} = f'(x) = L L .
1+ ) = -2 = o2hp <0, >l a2

= f je klesajuca na intervaloch (1;2),(2;00).
= fL(1)=1, fi.(1) = =1, f" je spojitda na R — {1,2}, f’ nema nulové body,

f ma v bode x5 = 1 lokdlne maximum f(1) = 0.

[(z-2)7%) = —2(2~2)7° = 75, 2<1,
[~(@-2)7% =2(2-2)7% = 5, v>1, a#2.
(1) =2, f(1) = =2, f” je spojita na R — {1,2}, f” nema nulové body =

r<1 = f"(z) >0 = f je konvexné na (—oc; 1) }
=

r€R-{1,2} = f"(zx)= {

l<z<2= f"(x) <0= f je konkdvna na (1;2)
2<xz= f"(x) >0 = f je konvexna na (2;00)
= x3=1 je inflexny bod funkcie f.

= lim f(z)- lim 1=+41.-0=0 =

z—+oo ¥

q12= lm [f(z) —ki22] = mgrﬂlzloo flz) =l =y=kr+q==+l.

r—+oo

= y =1,y = —1 st asymptoty so smernicou (obr. 4.3.30, tab. 4.3.6). m
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(—o0;1) (1;2) (2;00)
1 ...nulovy bod 2 ...bod nespojitosti
Zaporna - | = ZAporna + kladna
f(z) <0 flz) <0 f(z) >0
1 ...lokadlne maximum
rastie 2 | X« klesa Ny klesa
f(@) >0 f'(z) <0 f(2) <0
1 ...inflexny bod
konvexné Ul n konkévna U konvexna
f"(@) >0 f"(@) <0 f(@) >0
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Tabulka 4.3.6: Niektors dolezité hodnoty funkeie f(z) = 12=2 7 prikladu 4.3.29 b)

=2

z=—2 Y Y
4 4
2 2

y:l y:l f

N _——— 7 -5 -3 —19| 1 | 3 5 71

-7 -5 -3 |[-10] 1 3 5 7T /\ T

y=-1 y=-1
f -2 )
—4 —4
@B=2

Obr. 4.3.29: Priklad 4.3.29 a) Obr. 4.3.30: Priklad 4.3.29 b)

4.3.7 Derivacia funkcie zadanej parametricky a implicitne

Najprv sa budeme zaoberat funkciou y= f(z), € p(J) zadanou parametricky vztahmi
x=p(t), y=1(t), teJ, kde JCR je interval.

Veta 4.3.21.
fra=pt), y=v(t), ted, ¢'(t) existuje na J, ¢’'(t)#0 je spojita na J —

' (t v (o Nz —
existuje f'(x)= L,Eg 2%, zep(J), t=p ().

NavySe ak je ¢’ spojita na J, potom je f’ spojita na ¢(J).

Dokaz.
¢’ existuje na J = ¢ je spojita na J, ¢(J) je interval.
¢ je spojita a nenulova na J = ¢'(t)>0 alebo ¢'(t)<0na J =
© je rasttica alebo klesajica na J = existuje inverzna t = ¢ *(z): ¢(J) — J =
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o~ 1 je spojita a rydzo monoténna na ¢(J) = f(x) =1 (gp’l(m)), zep(J) =

/ — — — 1<90 —
J@) = (o7 @) =¥ (07 @) o7 @) = S = 28, 1= o )
Ak je ¢ spojita na J, potom [’ = i—: je spojita na ¢(J). m

Teoreticky vieme derivaciu kazdej parametricky zadanej funkcie f vyjadit v explicitnom

’ -1
tvare f'(x) = %, x € p(J), prakticky to ¢asto byva problém.
Ak pouzijeme zapis pomocou diferencidlov, potom plati:

df(x d
Plo) = U2t — gy e B0ty

Derivéacia f' ma parametricky tvar f': = = ¢(t), y = x(t) = 7 L€ J.
Ak existuju ¢”, ¥" na J , potom na zaklade vety 4.3.21 plati:

o [ ’<3]’ w”(t)w’[(t)(—;b];(t)w”(t) e
1 . X/ t) o’ _ o (t _ 11Z}// t ‘Pl t _w/ t QON t o
f (x) — o) o' (1) - o' () - [cp’(t)]s 5 t—gO (.’IJ) =
n.oo._ _ _ X _ O W)=y )" (1)
f X = QO(t)7 y - T(t) - <p/(t) - [W’(t)]s 3 tGJ

Priklad 4.3.30.
Urcte f/, f", f", ak f: o =13, y =12 te(0;00).
Riesenie. (
te(0;00) = ()= [t3] =313 = 3 > 0, ¢/(t) = 2t > 0.
, - . o ss . _veta 4.3.21 I3 Q) 2t 4/t .
¢’ je na (0;00) spojith ———== f/: z=+/t3, y=x(t)= W= ==, t€(0;00).

M

® %\/Z
te(0i00) = X(t)=[3t5] =4 -3t72 =2 =
s =V y = o) = S = B2 — & ve(0c0).
O00) = (1) = [47] =472 =~ = ’
["x= Vs, Y= :'((3 = —37?% = _27t§\/i :_278t5’ t€(0;00). m
2

Z nutnej podmienky existencie lokdlneho extrému vyplyva, Zze ak ma f: = = p(t),
y=1(t), te J lokalny extrém v bode tg € J a existuje f'(zg), potom pre xo=p(ty) plati:

Fl(@o) = L& =0 = v/(t) =0, ¢'(to) #0.

Z vety 4.3.12 vyplyva, Ze f ma v xg lokdlny extrém, ak f'(x9)=0, f"(xzo)#0, t. j. ak:

_ _ e o)t ) ) _ 4l ) 07
Ylto) =0, ¢'(to) #0, f"(wo) = = 0Gim o = Tt = Tt 7

Z nerovnosti [¢'(t9)]?> > 0 potom vyplyva, Ze funkcia f: = = ¢(t), y = 1/1(15), teJ mav
bode to € J lokdlne maximum [resp. lokdlne minimum)]|, ak plati:

V' (to) =0, ¢'(to)#0, ¢"(to) <0 [resp. ¥"(to) > 0].
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Priklad 4.3.31.

Nech a > 0, b > 0, I je interval.

Najdite extrémy funkcie zadanej parametricky f: = = acost, y = bsint, t€ 1.
Riesenie.

Ak je dlzka intervalu I viicgia ako 27, potom f predstavuje elipsu (obr 4.3.31), t. j. uzavreti
krivku, ktora nie je funkciou.

frx=(t)=acost, y =1(t) = bsint, t€(0;27) =

Y'(t) = [bsint] = bcost =0 < t; = T, ty = 3

¢'(t) = [acost] = —asint, P’ (t) = [bcost] —bsint =
¢'(t1) = —asin § = —a#0, ¥ (t1) = —bsin § = —b < 0 = lokilne maximum v t; =

f ma lokalne maximum ¢ (t1) = y; = b v bode p(t1) = z1 = 0.
¢ (t2) = —asin 2F = a#0, " (t3) = —bsin 2F = b > 0 = lokalne minimum v ¢, = ¢ =

f maé lokalne minimum ¥ (t2) = y2 = —b v bode ¢(t2) = x5 = 0.
Krivku f mozeme rozdelit na dve funkcie fi: ¢ € (0;7), fo: t € (m;27), pre to = 0 plati
o(to) = xo = a, ¥(tg) = yo = 0, pre t3 = m plati (t3) = x3 = —a, ¥(t3) = y3 = 0.
Funkcia f; ma globalne maximum f;(0) = b a dve globalne minima f;(+a) = 0. Funkcia
f2 ma globélne mimimum f2(0) = —b a dve globélne maxima fo(+a) =0.m

Uvedieme vztah pre vypocet f'(z) funkcie y = f(x) implicitne definovanej rovnicou
F(z,y) = 0. Tento vztah vyplyva z vlastnosti funkcii s dvomi premennymi a preto ho
uvadzame bez dékazu.'!

Ak povazujeme y za konStantu, potom sa F' redukuje na funkciu premennej x, ktoru
ozna¢ime Fy(z,y). Analogicky ozna¢ime funkciu Fy(z,y) premennej y pre x konstantné.

Ak existuju derivacie Fl.(x,y)= %, F(z,y)= %;’y) #0, potom pre f’(z) plati:

, dFe(z,y) OF (z,y)
fl(l') — y/ — dy — _F.L'(‘T7y) — _ dz — ox
dz Fy(z,y) dFy (=,y) OF (z,y) -
dy oy
Vyrazy Fl(z,y) = 8F8(i’y) a F(z,y) = %z,y) sa nazyvaju parcialne derivacie

funkcie F' podl'a premennej x a y. Funkcia F(z,y) mé dve nezavislé premenné z, y,
pre ktoré plati vztah y = f(z). Z vlastnosti funkcii viac premennych vyplyva:

OF (z,y)
OF(zyy) _ OF(zy) d OF(z,y)dy _ OF(zy) | OF(zy) _ _ fi]
oz e T o = ot oy yl<x)_0:y/__8F(£,y)'
oy

Funkciu F(z,y) = F(z, f(z)) mozeme povaZovat za zloZenta funkciu s jednou premen-
nou z. Jej druha zlozku y = f(x) derivujeme tiez ako funkciu premennej z. Ak existuje
F'(z, f(x)) = F'(x,y), potom y' = f'(x) vyjadrime z rovnice F’(z,y) = 0 (priklad 4.3.32)
pomocou premennych z, y= f(x).

Druha derivaciu y” vyjadrime analogicky z implicitnej rovnice F”(z,y) = 0 pomocou
v, y, x. Takto modZeme pokracovat aj pre ostatné derivacie vyssich radov.

Ak chceme vyjadrit derivaciu f'(xg) v konkrétnom bode ¢ € D(f), musime najprv
urc¢it hodnotu yo = f(x¢) ako rieSenie implicitnej rovnice F(xq,yo) = 0.

118 realnymi funkciami viac premennych sa v tejto Gasti zaoberat nebudeme.



168

Y

1

(SIE] o =
<

Is)

\

(=) <
e

=
-

(=) <

—
-

<

: -2 -1 0 \1
STW 0 Z —a af © - T ‘ Tz
Y
\ S —
1 |
Obr. 4.3.31: Parametricky definované Obr. 4.3.32: Implicitne definované

funkcie z prikladu 4.3.31 funkcie z prikladu 4.3.32

Priklad 4.3.32.
Funkcia y = f() je implicitne uréena rovnicou F(z,y) = 2% + 22y?> + 29 +¢y* — 1 =0,
y > 0. Urcte f’, f” a ich hodnoty v bodoch 0 a 1.

RieSenie. o) ) s
;. Fl(zy) 3z 42xy’ty
y20 =y = TF)(zy) T 22%y+3wy 4y
Ak derivujeme F'(x,y) = 0 podla premennej x, dostaneme rovnaky vztah:

F'(z,y) = 32" + (2zy® + 22%yy") + (v° + 3ay®y') + 4%y — 0 =

9.2 2 3
=3z +229° + 92 + (22%y + 3y® +49°)y =0 = ¢ = —722213321%3

Pre druht derivaciu plati:

F'(x,y) = 30® +20y® +y° +20°yy' +32y>y +4y°y') = 62+ (2y° +4ayy’) +3y°y'+
+(dayy +222y'y +222yy") + (3yPy +6xyy'y + 3Py ) + (1202 y +4yy") =
= 62+2y° + [Szy+ 6y ]y + 207 +62y+ 1212 (v )2 + [22%y + 3wy® +4y°)y” = 0.
Aby sme mohli vypocitat ¢y = f'(zo), ¥’ = [ (20), musime najprv uréit y = f(xg).
2o=0: F(0,)=03+022+0y3+y* —1=¢y'—1=0 = y==1 2L=L y=f(0)=1 =
F'(0,y) =3-0242-0-12413[2:02-143-0- 124413y = 1+4y/ =0 = /= (0)=—1 =
F"(0,y)=042—[046]5 +[0+0+12] &= +[0+0+4]y” = S+4y" =0 = y"=f"(0)=—3.
ro=1: F(1,y)=1+y2+3 4yt —1=y2(1yty?) =0 =820y £(1)=0 =
F'(l,y)=340+0+[04+0+0]y =0 = spor3=0 = f'(1), f”(1) neexistuju.
Ak vynechdme podmienku y > 0, potom F(z,y) = 0 nevyjadruje funkciu, ale krivku
zlozent z funkcie f a z funkcie g: % + 22y?> + xy®> +y* —1 =0, y <0 (obr. 4.3.32). m

Z nutnej podmienky lokdlneho extrému (veta 4.3.10) vyplyva, Ze ak ma funkcia f
lokalny extrém v bode 2o € D(f) a existuje f/(zg), potom f/(zg) = 0.
Ak je y = f(x) zadana implicitne rovnicou F(z,y) = 0, potom plati:

F(2o,90) =0, ['(20)=—7(res =0, kde yo=f(z0) = Fi(0,50)=0, F(z0,y0)#0.
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Pomocou vlastnosti funkcii viac premennych sa da odvodit aj postac¢ujica podmienka
lokalneho extrému. Implicitne zadana funkcia y = f(z) ma v bode xy lokdlne maximum
[resp. lokalne minimum], ak f'(x0)=0, f"”(x¢)>0 [resp. f”(z¢)<0], t. j. ak plati:

F!” (zo, F! (z0,
F($07y0)207 Falj(x07y0)207 Fé(anyO)#(l %>O [resp' ﬁ<o )

pricom F) (x,y) = %[

sz(a:,y)} _ A2 F, (z,y)

ppe o (t. j. dvakrat derivované podla x).

Priklad 4.3.33.
Najdite extrémy funkcie y= f(x) implicitne zadanej rovnicou F(x,y)=x3+1y>—3zy=0.

Riesenie.
Krivka implicitne uréena rovnicou F(z,y) = 2 + 3> — 32y = 0 sa nazyva Descartov list a
nepredstavuje funkciu (obrazok 4.3.33). Napriek tomu najdeme jej lokalne extrémy.

Extrém moze nastat iba v bode [z; y], ktory splfia podmienky:

F(z,y) = 2°+y° =3zy = 0, Fi(z,y)=32>-3y =0, F)(z,y)=3y>—3z7#0.

F! (xx T
Fi(z,y) =32" =3y = F/(z,y) =6z = ﬁf(i,;)) = 55

Fl(z,y)=0 = y=22 = F(z,y)=2>+y>-3oy=a23+25-323=23(23-2)=0 =
=0 alebo z= /2.

r=0 = y=2>=0 = F}(0,0)=3-0°-3-0=0 = nie je extrém (neplati F}(0,0)70).
r=v2 = y=2?=V1 = F)(V2,V4) =3V16-3V2#0, F,,(V2,V4) =6V2 =

’ 3 3 3 P P .
I;;;((\.s/g’%) = 3{3/1%{?3\3/5 >0 = vbode [z;y] = [\“’/5, \J/ﬂ nastava lokalne maximum.

Krivku f moéZeme rozdelit na tri funkcie fi, fo a f3, ktorych grafy sa od seba oddelené
bodmi A4 = [V/4;V/2] a B = [0;0]. Funkcia f; mé globalne minimum f;(0) = 0 a lokalne
maximum f;(/4) = /2. Funkcia f, méa globalne minimum f»(0) = 0 a globalne maximum
f2(3/2) = V/4. Funkcia f3 ma globalne maximum f3(0) = 0. m

Yy Y ) Yy
i vall
¥z A fai 3A A
/1
0 B B B B
¥2va @ ¥ @ @
y=x f f3

Obr. 4.3.33: Descartov list f a funkcie f1, fo, f3 z prikladu 4.3.33



170

Cvicenia
4.3.1. Dokazte, ze pre 0 < a < b, n€ N plati:
a) arctgh — arctga < b — a, b) Vi+a®<1l+aln(a+V1+a?),
c) ¥EEL <In(1+a)<a, )1+ <ln(l+e) <141
e) In (14 a?) < 2aarctga, f) na” (b —a) <b* —a™ < nb" (b - a).

4.3.2. Pomocou vety o strednej hodnote odhadnite nasledujtce vyrazy:
a) tg4,2, b) arctgl,5, c) logs 18, d) arcsin0, 5, e) arccos 0, 5.

4.3.3. Rozvifite do Taylorovho polynému so stredom v bodoch 1, —1, 2, —2 polynomy: *

a) et 442?441, b) #t + 2% — 2?2 + 2 — 1, c) zt — 23+ 22—z +1,
d) ot —22% + 22 + 1, e) zt +22% + 22 — 1, f) 2t — 223 + 222 — 1,
g) 25 — 22t 4 222 + 1, h) 2° + 222 + 222 — 1, i) 2% — 224 4+ 223 — 2.

4.3.4. Urcte Taylorov polyném stupiia n so stredom v bode zq pre funkciu y=f(z): *
a) y=x3,n=3,20=1, b) y=a*, n=3,z90 =1, c) y:%,n:4,x0:2,
d) y=Inz, n =4, zg = 2, e) y=Inz, n =4, zg = 3, f)y=2,n=3,20=1

4.3.5. Uréte Maclaurinov polyném stupiia n pre funkciu y= f(z): *
14-z4a>

a) y=1ttm, n =23, b) y:%,nzél, ¢) y=Ilncosz, n = 6,
d) y=tgx, n =5, e) y=tg?x, n =75, f) y=sin’z, n =5,
g) y=sin®z, n =5, h) y=cos?x, n =5, i) y=cos®z, n = 5.

4.3.6. Urcte Maclaurinov polyném stupiia n pre funkciu y= f(z): *

a) y:ﬁ, b) y=coshx, ¢) y=sinhw, d) y=In %*i

4.3.7. Pomocou Maclaurinovho vzorca vypocéitajte s chybou mensou ako 0,0001 hodnoty:
a) V1010, b) tg4,2, ) /, d) (1,1)12, e) arctg 1,7,
f) arcsin0, 5, g) cos 1,6, h) sin0,9, i) V83, j) V121.

4.3.8. Vypocitajte pre m,neN, a > 0, b > 0 nasledujuce limity: *

. - m . oy
a) lim =7, b) lim =%, c) hm z=sinz = ) hm oz e) lim <=t~
z—1 T z—1 T x —0 z? —1 7 z—0 x
f hm Inz_ lim & h) lim Z- i) lim z7= i) lim In®1
) dm e g hmos W) lmE, D) lmems, )l L
In (cos ax) n (tg ax) . x—arctgx : 11
k) lim grcessay ) lim GEEE, m) lim SEEES n) lim (G- ),
tg 5x . In(3-=) T | m (L1
O) mhl}}f 2tg 3z’ p) Ihj)nﬂ tgx ) iL)H10 sm2 3z r) zligl,(x‘% sin31>7
2
1 1 . 1 . 1 1 : cotg x
s) lim (5=—= t) lim (cotgax—= u) lim (= — = v) lim (tgz)®°*&®.
) lim -k, 0 lim (otga—d), W i (-l), v lim (1g2)
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4.3.9. Zistite, ¢ mozno pouzit L’Hospitalovo pravidlo a vypoéitajte limity: *

2 01
. —si . T~ sin — . xr
a) lim 2220 b)) lim ——=,  ¢) hm L=sint = q) lim 2™, e) lim <=1
z Oonrsmm r oo Sinm 50 r—tgw 20+ o sinz

4.3.10. Najdite intervaly najviiciej dizky, na ktorych je funkcia y= f(z) monoténna: *

a) y=x2 —x +12, b) y=12° — 1523 + 3, c) y=lz+1|+|xz—1|,
d) y=2"5 +r+2, e) y=24+ L -1, f) y=a?—1+|z?-1|,
g) y=Ilnv1+22 -1, h) y=22% —Inx + 1, i) y=sinz + tgx — 2,
j) y=sinz + cosx + 1, k) y=cosx + COBQ”” -1, 1) y=x +sinz — 1.

4.3.11. Najdite vietky extrémy funkcie y= f(z): %

a) y=a*(z—6),  b)y=z— 4, c)y=2 + &, d) y=1In Z+izt2.

¢) y=z — |z, f) y=a?e ", g) y=wer +1, h) y=1++/]],

i) y=+v6x — 22, i) y=(a2 —1)3, k) y=3 — 222, ) y=4dz — tgx,
m)y=2?—-22x -1, n)y=2*4+222-1, o)y=x+ 1_%227 Py 4I3_91352+6w
4.3.12. Najdite vietky extrémy funkcie y= f(z): %

a) y=sinz + cosx + 1, b) y=42% — 322 — 362 — 5, c) y=4x> — 1822 + 27x,
d) y=a(x — 1)%(x — 2)3, e) y=z—In(l4+2z)—1, £) y=|z+4| —|z|+ |z—1],
g) vy ln(1+x74x ) h) y=In*z — 3Inz + 2, i) y=arctgz—In/1+22,

j) y=z", 2€(0;00), k) y=22Inx, x€(1;e), 1) y=z—2Inx, z€(1;e).
4.3.13. Rozlozte &islo a > 0 na sacet dvoch kladnych ¢isel 21, x5 tak, aby: *

a) 129 bolo maximalne, b) i + ?12 bolo minimalne,

c¢) 7 + 2% bolo miniméalne pre n€ N, d) z7z% bolo maximélne pre ne€ N.

4.3.14. Najdite = > 0 tak, aby jeho sucet s jeho obratenou hodnotou bol minimélny. *

4.3.15. Do trojuholnika s najdlh3ou stranou a >0 a vyskou v >0 vpiste obdiznik tak, aby
jedna jeho strana lezala na strane a a aby mal maximalny obsah. *

4.3.16. Urcte rozmery trojuholnika, ktory ma jednu stranu a > 0 a obvod s > 2a tak, aby
mal maximalny obsah. %

4.3.17. Aké rozmery musi mat pravouhly rovnobeznik daného obsahu P > 0, aby jeho
obvod bol minimélny? *

4.3.18. Aké rozmery musi mat pravouhly rovnobeznik daného obvod s > 0, aby jeho
obsah bol maximalny? *

4.3.19. Do elipsy s poloosami 0 < a < b vpiSte pravouhly rovnobeznik so stranami rovno-
beznymi s osami elipsy tak, aby mal maximalny obsah. *
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4.3.20. Do gule s polomerom 7 > 0 vpiste valec tak, aby mal: *

a) maximéalny objem, b) maximalny povrch, ¢) maximalny plast.

4.3.21. Do gule s polomerom r > 0 vpiste kolmy kuzel tak, aby mal: %

a) maximéalny objem, b) maximalny povrch, ¢) maximalny plast.

4.3.22. Do kuzela s vyskou h >0, polomerom 7 >0 vpiste valec s maximalnym objemom. *

4.3.23. Na priamke p najdite bod tak, aby bol najblizsie k bodu A=[1;2]: %
a) p: y=3z—1, b) p: y=3z+2, c) p: y=3x+1, d) p: y=3z—-2.

4.3.24. Na parabole p najdite bod tak, aby bol je najblizsie k bodu A=[1;2]: *
a) p: y=4r—a?, b) p: y=x+22, b) p: y=—4x+22%, d) p: y=—3z—2>

4.3.25. Silazna jama ma mat tvar pravouhlého rovnobeZnostena (bez hornej steny) s
objemom V = 1000 m>. Dlzka podstavy ma byt 4-krat vicsia ako jej Sirka. Naklady na
vybudovanie 1 m? podstavy st 2-krat mensie ako naklady na vybudovanie 1 m? steny.
Uréte rozmery silaznej jamy, aby naklady na jej vybudovanie boli minimélne. *

4.3.26. Drot s dlzkou 10 m mame rozdelit na dve ¢asti, z ktorych prva sa zohne do tvorca
a druhéa do kruhu. Kde méa byt rez, aby sucet obsahov §tvorca a kruhu bol minimalny. %

4.3.27. Karton ma tvar obdlznika s rozmermi 30 x 14 cm. V rohoch vystrihneme rovnaké
Stvorce a zvySok ohneme do otvorenej Skatule. Akd velkd ma byt strana vystrihnutych
Stvorcov, aby mala Skatula maximalny objem. *

4.3.28. Okno, ktoré ma tvar rovinného obrazca zlozeného z obdlznika a polkruhu zostro-
jeného nad jednou jeho stranou, mé obvod s > 0. Aké maju byt rozmery obdlznika a
polkruhu, aby malo okno maximélny obsah? %

4.3.29. Dva splavné, na seba kolmé kanaly, su Siroké 4 m a 6 m. Vypocitajte dlzku najdl-
hsieho tramu, ktory méze preplavat z jedného kanalu do druhého. *

4.3.30. Najdite intervaly najvicsej dlzky, na ktorych je funkcia y = f(z) konvexna alebo
konkévna a néjdite vietky jej inflexné body: *

a) y=5x2+20x+7, b) y=32"—-5z*+4, c)y=2- d) y= x2+x3—1

) )
e) y=x(1—x)2+1, f)y=z+ax3+1, g) y= 3—(x+2) h) y=2 — cosz,
i) y:marctgx, j) y=arctg X +1, k) y=zxlnz + 1, 1) y=x +sinz,
m) y=u + -3 Lo, n) y:x—{—%, o)y == T 1 Py 2+27—|—27.

4.3.31. Pre aké be R ma funkcia y=e” +bz?® inflexny bod? *
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4.3.32. Uréte asymptoty ku grafu funkcie y= f(x): *

a) y=7 + 1, b y=rim+1l  Qy=5F+1 A y=4r 4
e) y=3z + 23, f) y=z+ 5, g) y=2¢—<=f, h)y=4EL

i) y=z + 22, j) y==zarctg z, k) y=arctg < + 1, 1) y=zIn (e+1),
m) y:%—l—m, n) y —e7 +12, 0) yzxe% +12, p) y:ﬁ—i—%ﬂ.

4.3.33. Vysetrite priebeh funkcie y= f(z) a zostrojte jej graf:

a) y=3z° — 5a3, b) y=—2*+62%2—-5, «¢) y:(% + )2, d) y:(%: —1)3,
e) y=(1—x?)? f) y=(2? — 1)3z, g) y=a5—2*+1, h)y=a2®—2t-1,

i) y=23+ %, i) y=2?+ %, k) y=2°+ %, 1) y=a?+ %,
m) y:wgfl + z, n) y—ln—z +1, o) y=z —Inx, p) y=x+2arctgx,
q) y=z+arccotgw, 1) y=(2—x)e*" L s) y=x2e % +1, t) y=a2e*t2 -1,

4.3.34. Vysetrite priebeh funkcie y= f(z) a zostrojte jej graf:

2) y= 97— Va1, b)y=VaTT— V7, o y=(-4y5 ) y=(+) V2,

e) y=arcsin h , f) y=cotgh 1=2 ey 2) —lnm, h) y=x + 22,

i) y=23 + 3u, j) y=16x(z—1)3, k) y=|16 — 22|, 1) y=2% — 2|z,
m) y=/]z — 1], n) y=v1- a3, 0) y=Vat+ 2%, p)y=vVi-e ",
q) y=zInz+1, ) y=x+e 7, s) y=In (4 — 2?), t) y=sinax+4cosx

4.3.35. Vysetrite priebeh funkcie y= f(z) a zostrojte jej graf:

) y="271, b)y=24, o y=2H, d) y=22, e) y= e,
£) y=2=1, g) Y=, h) y= 5L, Dy=lFt ) y=
k) y=2=3, Dy=272 m)y=EE, ) y=5%5, 0) y=5%2,

) y—;%, q) y=%52, 1) y="253, 5) y="12£", t) y=122,

‘ v) y:‘mﬂcjl ] W) y:|mm_21|’ X) y:’(f:iﬁ’ ) y= 11—t$:1: |
4.3.36. Najdite explicitny tvar funkcie y= f(z) definovanej parametricky: *
a) r=t+1, y=1-2t—t2 te(1;4), b) x=3cosht, y=2sinht, ¢t € (0;0),
c) r=4cost, y=3sint, t€(0; ), d) r=4cos®t, y=9sin’t, te(0;%).

4.3.37. Urcte mnoziny hodnot pre parameter ¢ tak, aby dané parametrické rovnice urcovali
spojitu funkciu y= f(z). Eliminaciou parametra ¢ urcte jej explicitny tvar: *
a) x=2t> -1, y=4t> -1, b)) z=2t—1,y=4t—1, c) x=4t2+ 1, y=3t + 2,

d) z=2sin I, y=cos &, e) r=cos>t, y=sin®t, f) x=3t+2, y=4t> + 1.

4.3.38. Zistite, aké krivky st dané parametrickymi rovnicami pre a€ R, a>0: *

a) x=cost, y=asint, t€(0;2m), b) z=cos®t, y=asin®t, t € (0;2n),
¢) r=cos’t, y=asin’t, t6<0; g), e) x=sin’t, y=acos’t, t € (0; 2r).
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4.3.39. Uréte derivaciu funkcie y= f(z) definovanej parametricky: *

a)gg:%,y:%,te(—oo;oo), b)CE:%,y:%JGR_{_l}:

c) x= 1_?_;1?();, y= 1:‘_;‘?;2“ te(—%:%), d) z=arcsin 14—%7 Yy =arccos 14—% teR,

e) x=t—cost, y=1+sint, t€(0;2m), f) x=4cos®t, y=4sin’t, t(0;7),

g) z=e*cos?t, y=e?sin’t, te (0; L), h) x=2cosht, y=4sinht, t€(0;00).
4.3.40. Urcte f', f", f" pre funkciu y= f(x) uréent parametricky: *

a) r=4t+t%, y=t3+t, t€(0; 00), b) x=Int, y=sin2¢, t€(0; c0),

c) x=4sint, y=4cost, tE(—g; g), d) z=2cos?t, y=2sin®t, t € (0; ),

e) r=e"tcost, y=e"tsint, tER, f) z=et, y=arcsint, te(—1;1).

Nemam nié¢ proti gombikom, v primeranom pocte.
WILLIAM MAKEPEACE THACKERAY

Jeho svedomie bolo c¢isté, nikdy ho nepouZival.
STANISEAV JERZY LEC

»Ked zbadds sukrniu, zabudnes, Ze si Zenaty.“ manzelka MARKA TWAINA
,»INaopak, to si na to vZdy spomeniem.“
MARK TWAIN

Lekarsky vyskum wurobil také pokroky, Ze uZ napokon na svete niet zdravého
¢loveka.
THOMAS HENRY HUXLEY

Existuju tri druhy klamstiev: 1Zi, prekliate lZi a Statistiky.
MARK TWAIN

Co sa do suda dostane prvé, tym je citit stdle.
ISLANDSKE PRISLOVIE

Pri stole a v posteli nesmie byt ¢lovek hlipy.
NEMECKE PRISLOVIE

Chodsi 3tastie dokola, sem tam sadne‘ na vola.
SLOVENSKE PRISLOVIE

Pivo sa poddva len odborovo organizovanym.
Automobil9v3}mi pretekmi proti zlgm cestdm a lajddctvu!
iryvky z knihy ZLATE TELA (ILJA ILF — JEVGENIJ PETROV)

Rozum je pravdepodobne jediny dar, ktory priroda rozdelila spravodlivo,
lebo sa nikto nestazuje, Ze ho md mdlo.
MICHEL de MONTAIGNE

Zivot je krdtky. Samozrejme, ale v pomere k domu?
ANDRE MAUROIS



Vysledky cviceni

1 Zakladné pojmy

1.1.1. a) Iz €R:sinx>1,b)Vz€R: sinz>1,c) Az € R:sinx>1,d) Jz€R: sinz <1, e) 3z € R: sinx <1,
fyVee R: sinz <1, g) lz€ R: sinz <1, h) Ix€ R: sinz>1, 1) Jx € R: sinz#1, j) Ve € R: sinz #1, k)
Jlze sinz#1,1) Ix€R: sinz=1. 1.1.2. Ak |p|, |¢| st postupne PP, PN, NP, NN, potom: a) NNPN,
b) PNPP, ¢) NNNP, d) NPPN, ) PPPN, f) PNNP, g) PPPN, h) NNPN, i) PPPP, j) PNPP,
k) NNPP,1) PPNN. 1.1.3. a), b), ¢) V oboch pripadoch méze byt P alebo N, d) N, resp. P alebo N.
1.1.4. Nie: ¢), i), 4no: a), b), d), e), f), g), h), j). 1.1.5. (p = q) © pAq < (PVq), resp. (p < q) <
PAgAPAG & [PV APV DPVeVpVGe (PATV(PAG). 1.1.6. Negacie: a) (p A g ATV
(rApAQ), b) (V@) AT, ) pPVaA(pVq),d) pAGAT, ¢) PAGV (AT, ) (pVr)ADATG 1.1.7.
Nie: b), e), ano: a), ¢), d), f). 1.1.8. Nie: a), b), d), e), ), ano: ¢). 1.1.9. Tautologie: b), d), e), f), h),
kontraindikacie: a), ¢), g), 1), j). 1.1.10. pAGATr ASAT As. 1.1.12. Nie: b), d), f), ano: a), ¢), e), g), h).
Negacie: a) Vo € R: cosx # /1 —sin?z,b) Iz €R: cosz # /1 —sinz, ¢) Ir€R: sin?x+cos?x # 1,d)
JrER: sinxz—cos’x # 1,e) Vo€ R: 2% > 23, f) Ir€ RIyeR: 22 +y%2 <0,g) VZaERINEN: n+3 > nx,
h) Ine NVzeR: n+ 3 > nax.

1.3.2. 24 obsahuje () a mnoziny s prvkami 1, 2, 3, 4, 12, 13, 14, 23, 24, 34, 123, 124, 134, 234, 1234, 25
obsahuje 0 a mnoziny s prvkami 1, 2, 3, 4, 5, 12, 13, 14, 15, 23, 24, 25, 34, 35, 45, 123, 124, 125, 134, 135,
145, 234, 235, 245, 345, 1234, 1235, 1245, 1345, 2345, 12345. 1.3.3. m a 2, kde m = n*. 1.3.4. Nie:
a), d), e), ), h), i), j), k), ano: b), ¢), g),1). 1.8.5. AC BND, A/UC=X,BU(D-A) =(D-B),
DA(ANC) = D—A.1.8.6. AxB obsahuje [1;al, [1;b], [2;a], [2;b], [3;al, [3;b], [4; al, [4;b], AXC obsahuje
[a; z], [a; 9], la; 2], [by ], [b;y], [bs 2], AXBxC obsahuje [1; a; ], [1; a; 9], [15 a; 2], [1; b; «], [15 b5 9], [1; b; 2],
125 a; @], [2; a3 v, [25 a5 2], (25 ; @], (25 b3y, (25 b; 2], [35 a5 @], 35 as ], [3; a5 2], [35 b5 2], 35 bs ), [3; b; 2],
[45 a; 2], [4; a5 y], [4; a; 2], [4; b; ], [4; b; y], [4; b; z]. 1.3.7. a) {2, 4, 8, 10}, {2, 4, 6, 8}, {3, 6, 9}, b) {3,
9}, {5}, {5, 10}, ¢) {2, 3,4, 6, 8,9, 10}, {2, 4, 5, 6, 8, 10}, {3, 5, 6,9, 10}, d) {6}, {10}, 0, e) 0, {2, 3, 4, 5,
6,8,9, 10}, ) {2, 3, 4, 8,9, 10}, {2, 4, 5, 6, 8}, {3, 5, 6, 9, 10}, g) {5, 6, 10}, {10}, h) {3, 6, 9, 10}, {6}, 1)
{2, 4, 6, 8, 10}, {6, 10}, j) {2, 3, 4, 6, 8,9, 10}, {6}. 1.3.9. Obidve. 1.8.10. a) relacie A— B, B— A, b)
nie, ¢) relacia A— B, d) relacia A— B, zobrazenie B— A. 1.8.11. a) f = {[a;al, [a;b], [a; ], [a;d], [a; €],
[b; a], [b;0], [b;cl, [b;d], [bsel, [c;al, [0, [c;cl, [ d], [csel, [dsal, [d;0], [d;cl, [d;d], [d;e], [e;al, [e;D], [e;c],
[e;d], [esel}, b) f = {lasal, [a;b], [ase], [bral, [b30], [bsc], [c;0), [escl, [e;d], [dsc], [did], [dse], [esal, [e;d],
leiel}, © = {lasal, lascl, [ai €], 58], [e3 ], [es el [ds ] [esel}, ) f = {lasal, [as ), [asel, [e5al, [es ], [ciel,
le;al, [e; ], [e;e]}. 1.8.12. spocitatelné a), nespocitatelné b), c), d).

2 Realne &isla

2.1.5. a)2a3,b)0a3/2,c)0al,d)0asinl,e)0al/2 f)1laoco. 2.1.6. a) —1/3a1/2,b) (v5—1)/2
a co. 2.1.9. a) (3;4), b) (3;4), ¢) (3;4) U (4;00). 2.1.10. a) R, b) (0;00), ¢) R, d) ((—1 —+/5)/2;0)
U (-1 +v/5)/2:00), €) R — {£v/3}, ) (000), g) (03 1), h) (—000). 2.1.12. a) (—4; (-3 — v21)/2) U
((=3+v/Z1)/2; 1), b) (<00, 2 v/B) U (2+/5;00), ) (—003 (—1—v/13)/2) U (=25 1) U ((—1 +V/13),/2; o).

2.2.3. a) {0} U {n"t;neN},b) {0} U{n~t; neN}U{n"2; neN}, c) {0},d) NU{x},e) {n? neN}

U {0}, f) {0}, g) R*, h) R*, i) R*. 2.2.5. V R vrcholy tsecky dlhej 1, v R? vrcholy rovnostranného
trojuholnika so stranou 1, v R® vrcholy pravidelného Stvorstena atd'.
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2.3.1. a) {0}, b) {1}, ¢) {1}, d) {1/2, 2}. 2.3.2. {an £bn},o | #/—, {anbn}n | — (napr. an =0, by, =
n), resp. #— (napr. an = 1, bn = n), {an/bn}tor, — (napr an =1, bn = n), resp. /— (napr. an = 1,
by, = n pre n parne a b, = n~! pre n neparne), {bn/an}; >y #—, {1/(anbn)}n | — (napr. an = 1,
bn = n), resp. /— (napr. ap = n=2, b, = n).2.3.3. {an + bn}n 1 — (napr. an = n, by = Fn), resp. /—
(napr. an = n, by, = £n), {anbn};>; — (napr. {an};2; = {0,1,0,1,...}, {bn};2; = {1,0,1,0,...}),
resp. #/— (napr. an = n, by = n), {an/bn}0>, — (napr. an, = n, b, = n), resp. /— (napr. a, = n?,
bn = n), {1/(anbn)}pe; — (napr. a, = n, b, = n), resp. — (napr an = (—1)™, by, = n). 2.3.4. a)
napr. {0,1,0,1,...}, {1,0,1,0,...}, b) napr. a, = n~1, b, = n~2, ¢) neexistuja, d) napr. a, = n + 4,
bp =n. 2.8.5. an = —(n? —3n+4)/2. 2.8.6. a) apt1 = 2an — 3, b) ant1 =2 — an, ¢) ap+1 = an — 1,
d) ant+1 = an/(an +1). 2.83.7. a) ap = n, b) ap, = (=)L ¢) ap, = 27" Inl. 2.3.8. a) £1, b) 0, ¢)
+1,d) 0, e) oo, f) o0, g) 0. 2.8.9. a) an = a(v/2/2)"" 1, b) 8a/(2 — V/2), ¢) 2a>. 2.3.10. a) ano, b)
ano, c) nie, d) ano, ) ano, f) ano. 2.3.11. a) 2, b) 4,¢) 5,d) 1, e) 1, f) 2, g) 0, h) (1 ++/5)/2. 2.3.12.
a) 0, b) 0, ) 0, d) 0. 2.3.13. a) 61/450, b) 8/15, ) 1, d) 50/99, e) 2/3, f) 4/33. 2.3.14. a) a < 3, b)
—1<a<l,¢)—4<a<2/da>-1.23815. a)a=0,b=-1,b)a=-1b=2,¢) a <2, b=0, resp.
a=3b=—1.23816. a)1, b) 1, ¢c) -5 d)0,e) 1/6, f) 1/3, g) 4/3. 2.3.17. a) oo, b) 1/2, ¢) 0, d) 1
e) —4,f) 5/3,g) 1, h) oo, i) 4. 2.3.18. a) —1,b) —1,¢) 0,d) 1, e) oo, f) 1, g) oo, h) 0, 1) 0, j) 1, k) 0, 1)
0, m) 0,n) 1,0) e 2, p)e3/2 q el r)e? s)e /3 t)e 2.3.19. a) 1/3,b) 00, c) 2,d) 1, ¢€) 1, f)
1/4/2. 2.3.20. a) 1/b, b) 1/b, c) Vab. 2.3.21. a) apre —1 < a < 1,1/2 pre a =1, 0 pre a > 1, resp.
a<—1,fprea=—1,b)0pre —1 <a<1,1/2prea=1,1prea>1,resp.a< —1, Aprea=—1,¢)0
pre a#1,1/2prea=1,Fprea=—1,d) 0pre =5 <a <1, 1 prea=—1, co pre a > —1, # pre a < —5,
e)Opre—1<a<1,eprea:1,ooprea>1,ﬂpreag—1,f)a2,g)e’2a,h)Opre—3<a<3 —1 pre
a=3, —coprea>3, fprea< 3. 2.38.22. a)0,b)0,c)a/2,d)0,e)1/2,f) —c0, g) 0, h) 0, i) 1/2, j)
oo pre a > b, —2a pre a =b, —oo pre a < b, k) a—b,1) co prea < 1, 3 pre a = 1, —ooprea>1 2.3.23.
a) 1, b) 5/3,¢) 0,d) 2/3,e) (a+b)/2,f) 1. 2.3.24. a)ocoprea > 1/4, 1 prea=1/4,0prea <1/4,b) 1
prea<l,aprea>1¢)a,d) Oprea<1,0oprea>1,¢e)lnaprea>0,0prea=0,f)a/bpreb>0,
copreb=0,g)Ilna—Inbprea>b>0,c0prea>b=0,0prea=>b=0.

2.4.1. a’) %7 b) —, C) ’7L)v d) ’Hv e) —, f) —, g) %7 h) ’H? 1) ’7L>7 J) VL)v k) %7 l) —
m) #—, n) —, 0) —, p) —>, q) ¥, I) >, ) £, t) —. 2.4.2. a) , b) —, ¢) —, d) >,
e) /=, ) —, g) /=, h) —, 1) /=, ]) —, k) —, 1) /—. 2.4.3. a) /—, b) , €)=, d) —,
) = £) =, g) = h) =) o ) =, k) e 1) =, m) =, ) 3, 0) 3, p) >, q)
) —. 2.4.4. a) 1/2, b) 1/2, ¢) oo, d) 319/1680, e) 1, f) 1/24, g) 3/2, h) 3, 1) 1/4, j) 2/5, k) —5/12,
1) 1/3. 2.4.5. a) v, b) 3, ¢) >, d) =, e) =, f) =, g) £, h) Ao i) o §) 5 k) = D)
—. 2.4.6. a) — (napr. a, = —by), resp. /= (napr. a, = b, = n), b) — (napr. a, = b, = 1/n),
resp. /— (napr. ap = b, = 1), ¢) —> (napr. a, = 1 by, = n?), resp. /— (napr. a, = by), d) — (napr.
{an}y2y ={0,-1,0,—-1,...}, {bn}, >, = {—1,0,—1,0,...}), resp. /= (napr. an = b, = n). 2.4.7. a)
#—, b) — (napr. a, = 0 b, = 1), resp. »/—) (napr. an = 1/n?, b, = n), ¢) — (napr. a, = 1/n?
by, = n), resp. /= (napr. an = 1/n?%, b, = 1/n), d) — (napr. a, = 0, b, = —1/n), resp. /— (napr.
an =0,b, =1/n). 2.4.9. a)s=1,a, =1/2", b) s =1, a1 =3/2, an = —1/2",¢) s =0, a1 = —1,
an = (=)"(2n — 1)/(n? —n) pre n > 2,d) s = 1/2, a1 = —1/2, an, = 1/(n? — n) pre n > 2. 2.4.10.
— an = a1y/(1 =)D, a = a1 /[1— /1 - a3, P = \/1—a}/(2a1). 2.4.11. 27h3R2/(12R? +9h?).

2.4.12. a) V/2d, b) (V2 +1)d, ¢) wd/2, d) 2d. 2.4.18. a) /20 = 2\/27r, b) (V2 + 1)o = (V2 + 1)27r,
c) mo/2 = w2r, d) 20 = 4.

—
—

)

T

3 Realne funkcie

3.1.1. a) nie, b) ano, c¢) ano, d) ano, e) ano, f) ano. 3.1.2. a) (e"';e), b) R — {n/2 + 2km; k € Z},
c) (—oo0;—1) U (1;00), d) (VO + 2km; /7 + 2km), k€ Z, e) R — {£./1/2}, f) (0;00) — N, g) (1;00) U

(2K + 1715 (“28) 1) U (26 + 1)1 @k)=1), k€ N, h) (o0 1) U (1300), §) (—00:0), J) (~1:1),
k) R— (2;3), 1) (2;00) — {4}. 3.1.3. a) (—w/4 + kn/2;7/8 + kr/2), k€ Z, b) R — (—2;2), ¢) (2;00),
d) (km;w/2 + kn), k€ Z, e) (0+ 2km;w/2 + 2kn), k€ Z, £) 0, g) (—57/6 + km;57/6 + km), k € Z, h)
(0;1) U (1;00), i) R — {1 £+/7}. 83.1.6. a) parna, b) parna, c) neparna, d) ani parna ani neparna, e)
neparna, f) neparna, g) ani parna ani neparna, h) parna a aj neparna, i) nepéarna, j) parna, k) neparna,
1) parna, m) neparna, n) parna, o) parna, p) neparna. 3.1.8. a) ano, m, b) nie, ¢) ano, 7, d) ano, 2,
e) ano, 1, f) ano, nema (vSetky p € R), g) ano, nema (vSetky p € R), h) ano, 2. 3.1.9. a) ano, 27, b)
ano, m, c) nie, d) ano, 27, e) ano, 2w, f) ano, 27, g) ano, , h) ano, =, i) nie. 3.1.10. a) na (—oo; —1),
(1;00), (1/(k+1);1/k), ke Z — {0, —1} je konstantna, b) na (—oo;1/2) klesa, na (1/2;00) rastie, c) na
(—00;3/2) klesa, na (3/2;00) rastie, d) na (—oo; —1) klesa, na (—1;2) je konstantna a na (2;c0) rastie,
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e) na (—o0;3/2) klesa, na (3/2;00) rastie, f) na (—oo; —4/3/2) a (0;4/3/2) klesa a na (—/3/2;0) a
(1/3/2; 00) rastie, g) na (—oo; 0) rastie a na (0;00) je konstantna, h) na (0; /e) klesa a na (\/e; 0o) rastie,
i) klesd na R, j) na (—oo; —4/1/3) a (1/1/3;00) rastie a na (—+/1/3;1/1/3) klesa, k) klesa na (—o0;2/3),
1) na (—oo0; —3) a (0;00) je konstantna a na (—3;0) rastie, m) rastie na (k;k + 1), k€ Z, n) na (—oo; —1)
klesa a na (—1;00) rastie, o) na (—oo;0) je konstantna a na (0;c0) rastie, p) rastie na (1;00). 3.1.11.
a) ohrani¢ena zdola, inf f(z) = 0, sup f(z) = oo, b) ohranifené zdola, inf f(z) = 0, sup f(z) = oo,
¢) ohrani¢ené, inf f(z) = min f(z) = 1/2, sup f(z) = max f(z) = 1, d) ohrani¢ena, inf f(z) = —14,
sup f(z) = max f(x) = 1, e) ohranicené zdola, inf f(z) = min f(x) = 1, sup f(x) = oo, f) ohranicena,
inf f(z) = min f(z) = 2, sup f(z) = 17. 8.1.12. a) min f(z) = 3/2, sup f(z) = oo, b) inf f(z) = —oo,
sup f(z) = oo, ¢) min f(x) = 0, sup f(z) = oo, d) min f(x) = —1/4, sup f(z) = oo, €) min f(z) = 0,
max f(z) = 1, f) min f(z) = —1, max f(z) = 1, g) min f(z) = 1, max f(z) = 3, h) min f(z) = —1,
max f(z) = 1. 8.1.13. f(g) = g(f): y = 1 — a2, f(h) = h(}): y = sin, h(g) = [1h(g)] = h[f(g)] =
Blg()): v = sin (1 - 2), g(h) = Flg(M)] = glf (W)] = glA(H): ¥ = 1 —sinz. 3114, £(g), 9(f), S,
g(9): a) 8—2x, 4—2x, 4z, x, b) 1—a?+x?, 20+322+ 223+, 3+32+4x2+ 223+, —222 422, ¢) In /1 — |z,

V1—|Inz[, Inlnz, \/1 —|y/1—|z||, d) Insinhz, (=1 +22)/(2x), Inlnz, sinhsinhx, e) (v +1)%, z + 1,
4+ 8z + 8x2 4 4a® + 24, Yz, f) )3, |22, 2%, |z], 8) —z+ 22+ |22 — 2|, 2+ 22 — |z] +2z [z] + lz]?,
x4 x|+ |z + x|, z— 223+ 2%, h) /(5 +22)/(2 + ), 1/(2+Vz+2), V2 + \/2+w (24 x)/(5+ 2z).
3.1.15. a) |g] :g,f—i—g:y:x—i—l,xe(—oo;O),y—Za: +1 x € (0;00), g%t y = 1, © € (—00;0),
v = @ 17 0 € (0500), fg y = o, € (~o0iO), y = &t +42, 2 € (0550), F/gi y = . 2 € (~ox30)
y=ax2/(22+ 1), x€(0;00), f(g): y =1, € (—00;0), y = (x> 1)2,x€<0 0), g(f): y =1, x€(—00;0),
y=at+1, 2 (000), f(f)y =1, x€(—o050), y = 2%, @ € (0500), g(9): y = 1, @ € (—0030),
y=(@>+1)%?+1,2€(000),b) gl =9, f+g vy =z +a? , © € (—00;0), yf:v2+ér+1 z € (0;00),
g%y =%, € (—00;0), y = (x+1)?, z€(0;00), fg: y = 2%, z€(—00;0), y = z® + x, x€<0 00) Il
y = 1/z, z € (-00;0), y = 2?/(z + 1), z € (0;00), f(9): y = 1, € (—00;0), y = (z + 1), z € (0;00),
y=2at 2€(~00;0), y =z + 2, 2€(0;00). 3.1.16. a) fn(z) =z +n, b) fon(z) =z, font1(x) = f(:r), 9)
fn(x) = (an +xan+1)/(an—1 + zan), kde a, sa ¢leny Fibonacciho postupnosti, d) fn(z) = /(1 4+ nx), e)
Fin(@) =2, fant1() = F(2), fins2(2) = ~1/2, fints(@) = —1/f(2), 1) fon(z) = 2, fant1() = F(2), )
fn(@) = 2/(1 —n2), h) fon(2) = 2, fong1(x) = f(2), 1) fan(z) =2, fan+1(z) = (@), fang2(z) = —1/z,
Finsa(@) = —1/F(@), ) fan(@) = 2, fons1(2) = (), K) f(@) = (an — 2an+1)/(~an-1 + zan), kde ap
st ¢leny Fibonacciho postupnosti, 1) fo, () = z, font1(z) = f(z). 3.1.17. a) y =+a + 1, z€(3;24), b)
Y= 3‘/'13/(1 —I), zER— {1}y C) y=4+ \/Ev $E<0;1>, d) Y= (arcsinx—i— 1)/37 IE(—].;].), e) Y= o2 +1,
rER, f)y=1+2e*+e?* € R 3.1.18. a) D(f) = (—7/2;m/2), f~1: y = arctg (z/2 — 1/2), b)
D(f) = (—m/2im/2), [~V y = 2, ©) D(f) = (—n/Z7/2), §~1: 3y = axcsin (1 — 22), d) D(f) = (~o00),
f1 g = Incosz, ©) D(f) = (0:7/2), f~1: y = axccose®, £) D(f) = (0;00), /1 y = /T~ (1 ¥ 2),
8) D(f) = R, f~1:y =n(e" —1), h) D(f) = R, f~Vy = 1+ In(z+1), 1) D(f) = (~L1), f~%: y = .
.]) D(f) = (21;00), f71: y=1+v2+z, k) D(f) = <O;OO), f71: y= 4V$+17 1) D(f) = <_1;OO)7 f71:
y=-—1+2x°.

3.2.1. a)0,b) 1,¢) 1,d) et
V2/2,p) v2/2, q) —1n3/3 r)iﬂ
g) 1/3, h) In3/1n6, i) €2, j) 0, k)
b) 1/ve, c) 1,d) 1/e, e) €3, f)
1/3,s) m, t) 3/5. 3.2.4. a) 1, b) 0, ¢) (2a) d) f/4 e) f/4 f) 0, g) —2/57 h) —1,i) 1/8,j) #, k) 4,
1) 5/2, rn) o0, n) 0,0) A, p) 0, q) 0, 1) B 3.2 5. a) 1/8,b) 4, c) —1, d) 15/2, ) 1/4, f) —2/3, g) 1/n, h)
11/3, i) éf/s, i) 1, k) —v2/2,1) 2, m) —1, n) 2, 0) 1/2, p) 1/Ve2, q) V2, 1) 1,s) 2/, t) 1, u) 2//3.
3.2.6. a) 3/2,b) 3/2,¢)0,d)6,e) 1, f) 1/2, g) 6+/2, h) oo, 1) —1/2, i) 3/2, k) (a — 1)/(3a?),1) 1, m)
—1/4, n) (n? —m?)/2, o) cosz, p) 3, q) —7/2, 1) /2. 3.2.7. a) 0, b) 1/6190 ¢) 1/4,d) —1/2,e) —2, f)
3,8) 2a, h) a, i) 6,j) 0, k)2, 1)1, m) 2cosa, n) 2cosz.

€ 97 ) ]-7 g) 397 h) 1/27 1) 47 .]) 10/97 k) 17 1) 717 m) £7 Il) 7\/5/27 O)
s) B, t) —2/sin3. 8.2.2. a) n/m, b) m/n, c) a,d) a—b, e) 1/2, f) 1/2,
1), )3, m) w,n) o)1, p)1/4,q) 3,1) P s) —co, t) co. 3.2.3. a) 1,

1
1,h) 1 ) 73 i1, k) 71 1) —12, m) e5 n)e® o) —1,p) 1,q) 1/12,r)

3.8.1. Body nespojitosti: a) 0 odstranitelny, b) km, k € Z neodstranitelny 2. druhu, ¢) 1 neodstranitelny
2. druhu, d) 0 neodstranitelny 1. druhu, e) kn, 7/242kn, k € Z neodstranitelny 1. druhu, ) 2k, 7/2+km,
k € Z neodstranitelny 1. druhu, g) k7, k € Z neodstranitelny 2. druhu, h) 7/2 4 kx, k € Z neodstranitelny
2. druhu, i) 0 neodstranitelny 2. druhu, j) 0 neodstranitelny 2. druhu, k) nie sa, 1) 0 odstranitelny, m)
0 odstranitelny, n) 0 neodstranitelny 1. druhu, o) 0 odstranitelny, resp. kr, k€ Z — {0} neodstranitelny
2. druhu, p) 0 neodstranitelny 2. druhu. 3.3.2. a) 2, b) a€ R, ¢) 1,d) 1. 3.3.3. a)a=2,b= -2, Db)
a=7/4,b=—-3/2.3.3.4. a) 1/2,b) 1/4, c) 4,d) €3, e) —1, f) 3/2. 3.3.5. Spojita (napr. f(z) = 1 pre
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z > a, f(z) = —1 pre < a), resp. nespojita (napr. f(z) = 2 pre z > a, f(z) = —1 pre < a). 3.3.6.
Napr. 1/[z(x —1)--- (z — n)], resp. |x]. 8.3.7. a) spojita (napr. f = —g), resp. nespojita (napr. g = f),
b) spojita (napr. f = g), resp. nespojita (napr. f(z) =1 pre z > a, f(z) = —1 pre z < a, g(z) = 2 pre
x> a, f(x) = —1pre x < a), c) spojité (napr. f(z) =1prex > a, f(z) =0prex < a, g(x) =0prexz > a,
f(z) =1 pre < a), resp. nespojita (napr. f = g, f(z) =1 pre z > a, f(z) = 0 pre z < a), d) spojita
(napr. pre a =0, f(z) =1 pre z > 0, f(z) = 0 pre = < 0), resp. nespojita (napr. pre a = 0, f(xz) =1 pre
x>0, f(x) =2 pre x < 0), e) spojita (napr. pre a =0, f =g, f(z) =1 pre x > 0, f(x) =0 pre z < 0),
resp. nespojita (napr. pre a = 0, f = g, f(z) = 1 pre x > 0, f(x) = 2 pre z < 0), f) spojitd (napr. pre
a=0, f=g, f(x) =1prex >0, f(z) =0 pre z < 0), resp. nespojitad (napr. pre a =0, f =g, f(z) =1
pre x > 0, f(z) = 2 pre x < 0). 3.3.8. a) nespojita, b) nespojita, ¢) spojita (napr. f(z) = 0), resp.
nespojita (napr. f(z) = 1), d) spojitd (napr. f(z) =konst.), resp. nespojitd (napr. f(z) = z), e) spojita
(napr. f(z) =konst.), resp. nespojita (napr. f(z) = xz), f) spojita (napr. f(xz) =konst.), resp. nespojita
(napr. f(z) =z, g(z) =0 pre z > 0, g(z) = 1 pre z < 0). 3.8.9. Funkcia f(g): a) (—oo;—1), (—1;0),
(0;1), (1;00), b) (k;k+ 1), k€ Z ¢) (—o0;1), (1;00), d) R, €) R, f) vSade nespojita. Funkcia g(f): a)
R, b) R, c) (—00;0), (0;00), d) R, €) (—00;0), (0;00), f) R. 8.8.11. a) 1,92627032, c) —0, 56714329,
b) —0, 73512111, resp. —0, 21180469, resp. 1,09808432, resp. 5, 84884147, d) 2, 20794003, e) —0, 51859913,
resp. 1, 36393887, ) 1, 41298437, resp. 1,89713947. 8.3.12. a) (0;1), b) (0;18), ¢) US>, (n?;n? + n)uU{0},
d) (—m; —27) U (—=37; —47) U{0; ©/2; 37/2}, e) {0, 1}, f) (—o0; —4).

4 Diferencialny pocet realnej funkcie

4.1.1. a) 4z, b) x/Va2+1, ¢) 1/2Vx—1), d) 1 — 2z, e) —1/sin%z, f) =3, g) —1/(z — 1)2,
h) —e®. 4.1.2. 14 1/v2. 4.1.3. a) —22In22-%", b) sinze 5%, ¢) ¢z(l — Inz)/z2, d)
z72/3/3, ¢) 287 In2/cos? z, f) e® 2 ~1(1 + zlnz), g) #5* Y(zcoszlnz + sinx), h) 2z *1ing,
i) eteh @ /cosh? z, j) [Inz]*~! + [Inz]® Inlnz, k) eV® /(2y/), 1) e2<%8% /(1 4+ 22), m) 2% (1 4+ = + zInz),
n) a1t (1 4 plng 4+ 2 n?z), o) (2%)% (x4 xInz + Ina®), p) 2(2/5)/(252(4/5)), q) —2 cotg z/ sin? x,
r) —29/4/(327/3), s) tga/ cosx, t) —sin2x/cosx + 2z cos? ztga?/cosa?. 4.1.4. a) cotgx — x/sin?x,
b) cotge® — xe® /sin?e”, ¢) 3%(Inx — In2)/2%, d) (e®(=3 + z))/x?, e) —1/(1 + x2), f) ez e® (5 + x),
g) 5tgtx/ cos? x, h) 2z cosx2, i) 557 /(2v/e5?), j) ¢S % cosz, k) 3z2 sgnz, 1) 2|x|, m) 0, n) 2327 In3, o)
—sinx pre x € (—7/2 + 2km; /2 + 2kn), sinx pre x € (7/2 + 2km;37/2 + 2k7), p) —3°°*8 7 In3/sin? x,
L2 2
q) xVE=1/2(2 4+ Inx)/2, 1) cosx /x2S (2/2) _ geoszpgsing, s) (@) (1 4+ 22 + 222 Ing), t) 3/zx,
u) —1/sin?z, v) x(2lnz — 1)/In’z, w) —2/e**, x) —2/(zInz), y) —1/((1 + z?)arctg®z). 4.1.5.
a) 2/(z — 1), b) tg(z/2)/cos® (z/2), c) 22°[(1 — 2®)/(1 + &)*/3/(@* — 1)%, d) 2[(1 - 2)/(1 +
2P/ 0= /(@2 — 1)+ 21 = 2)/(1 + )]/ DI [(1 - 2)/(1 +2)]/(z — 1)%, €) sin2w/ e 7,
f) —tgx, g) —7/a8 — 5/25, h) —4x'/3/3 4 524 /(2Vx5), 1) 4/(2% — 4), j) (1 + Inz + In?z)/(1 4 Inz)2,
k) 1/sinz, 1) —2/(1 — sin2zx), m) 2z/(1 + z2), n) 6z(z% — 1)2, 0) —e™® —Qze*IQ, p) z*(—4 + 5lnzx),
q) —(1 4+ 22)73/2, 1) —1/(1 + 22), s) —2e* /(e* —1)2, t) 1/(1 + z?). 4.1.6. a) —2cosz2/z3, b)
(—2—2z+22)/(=1+x)2,c) 4e*® /(14€27)2, d) (—1—cosz+sinz)/(1+sin 2z), e) €05 T+5INT (cos z —sin x),
f) —223/v1—at, g) —1/(2v/@sin’ /), h) 402(-1 + =)', i) 42/(1 +22)?, j) 1/(2vz(1 + 2v/2)?), k)
—(14322)/(223/2), 1) (x2(3+ 2z +22)) /(1 +z+22)%, m) (1+2x)/e!/* n) ze®(zcosz+2sinz +zsinz),
o) (1 —2z2)e=" p) —1/(2vz(1 + z)). 4.1.7. a) —1/(2z%cos? (1 + 1/x)), b) —1/(2sin? (z/2)), c)
—tg (2/2)/(2cos? (2/2)), d) —1/2¢/a(1 = V)L + V(1L + vVB)?], € 8ol (1+a2)/(1 + a2), 1)
2cotg 2z, g) wcoshx + sinhz, h) —2z/[(1 + x*)arccotg x?], i) —2cotgz/sin?z, j) 1627 /(-1 + z'6),
k) 1/(zv/1—1n%z), 1) —v/3/v5+ 2z — 322, m) 7lnsinx[sinx]2ws2 (@/2) 4 cos? Jc/[sina:}QSin2 (2/2)]
n) [cosz]' ¥ ¥ lncosz — [cosz] IS Tsin?x o) [coshax] T (coshzlncoshz + xlnzsinhz)/z,
p) (1 + z?)~tFarcte® Qg arctga + In (1 + 22), q) 2[tga] 1Tt % /sin 2z — Intgzsin®z [tgx]°°te®, 1)
3in [1+z+z2](1 +2x)In[3])/(1+z +22),s) z(1 —3z+2Inz), t) 1 —5sin2z. 4.1.8. a) —1/(z/1 —Inz),
b) 2e2* cotge??, ¢) —2x pre x € (—1;1), 2z prex € R—(—1;1),d) 1/[z/1 — In? 2], e) /1 — 22 +-arcsin x,
f) e®(cosz — sinz), g) ze®, h) 1/[zlnzlnlnzlnlninz], i) 2z/(—1 + z?), j) 2z/(—1 + z?), k) —tgh’x,
1) 5/[v1— 2522 arcsinbz], m) cotgz, n) 1/[V1—aZarcsinz], o) 1/cos2x, p) —1/(x + xzln?z), q)
1/(xv/1 4 22) — argsinhz /22, r) 2x/coshx — 22 tgha/coshz, s) 1/(—=1 + 22) + zarccosz/+/(1 — x2)3,
t) 1/(x —zIn?z). 4.1.9. a) 2sin?z, b) (=52(2/3))/3 + (52(3/2))/2, ¢) e %[—1 4 2z — 2 + 43 — 4],
d) —2arcsin[1/(—=1+2)]/(/1 = (=1+x)=2(=1 + x)?), e) 2(1 — cosxcoshz)/(cosxz — coshxz)?, f)
—1/2, 8) 2/(1 — 2%), b) 22/(2 + 222 + &%), 1) 3/[a(1 + 23)2), J) (1 + 2w argeotgh)/(~1 + 22)2, k)
—tg[l — 1/x]/x2, 1) 2cosz/(3[sinz]'/3) + 2tgx/cos® &, m) —[—2/x? + 3/(xcos?z) — 3tgx)/z2]/[1 +
(2 +3tgx)?/x2], n) —cotg? z/sinx — 1/sin® x — 1/sin3 z, o) (arcsinz — arccos z)(arcsin z + arccos z)?/
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(V1 — 22 arccos? x arcsin® x). 4.1.10. a) —1,b) —1,¢) |cos x|/ cosx, d) (13— 11z+222)/(—6+11z—6x2+
23),e) 3(—1+2?)/(1—z—a3+a*), f) —ztg V1 + 22 /V1+ 22, g) (4sinz—3sin22) /(6 cos® x), h) 1/(1+2?),
i) 3Va3Inz/x, j) — |sinz| /sinz, k) —1/(2y/cotgzsin® x) — 1/(2/Tgz cos® z), 1) —cosInz — sinlnz, m)
—1/(2v/=z1+ ), n) eVITe(cosz — 1+ zsina)/[2y/1+ z/cosz], o) 1/(2v/1— z2/1+ arcsinz).
4.1.11. Porade f’ (0), f} (0): a) =1, 1, b) 0, 0, ¢) =1, 1, d) —1, 0, e) 0, 0 f) neexistuja, g) 1, 1, h) —1,
—1. 41.13. a)y =4z —4,b)y=—-4z/3,c)y=z/4+1,d)y=3z,e)y==x, ) y=1,¢g) y = 2z,
h)y=ex —1,i) 50y = 14 — 3z. 4.1.14. a) y = (3z — 13)/4, b) y = x + 3/4, c) y = 2z2(/3 — 1), resp.
y = —2x(v/3+1),d) y = 2a —2a% — 2ava? —2a —b+ 3+ b+ 2x(—1 + a + Va2 —2a — b + 3), resp.
y =2a—2a%+2ava% —2a — b+ 3+b+2x(—1+a—+vaZ —2a —b+3) kdeb < a?—2a+3,e) y = x+3/4,
resp. y = —x + 11/4, f) y = 2 +tgp — tg2 p/4 —xtgp, resp. y = 2 —tgp —tg? p/4 + xtgp. 4.1.15.
a) y =3z —77/36,b) y =ax+7/4,¢c)y=3+(1—2)/vV2 resp. y =3 — (1 —x)/v2,d) y = = + 7/4.
4.1.16. a) y = 1 v bodoch [r/2 4 2km; 1], k€ Z, resp. y = —1 v bodoch [—7/2 + 2km; 1], k€ Z, b) y =1
v bodoch [k7;1], k€ Z, resp. y = —1 v bodoch [r/2 + km; 1], k€ Z, c) neexistuje, d) y = 2v/3/9 v bode

[—1/\/§;2\/§/9], resp. y = —2/3/9 v bode [1/\/3; —2\/3/9]7 e)y=1/ev bode [e;1/€], f) y =1 v bode
[0;1], g) y=—1/e v bode [1/e;—1/€e] h) y = e v bode [1;e€].

4.2.1. a) e*(1 + z)h, b) 222%(3 + zIn2)h, ¢) —h/z?, d) h/V1—22, e) 2722/ In2(lnz — 1)h — 22,
x>0, f) (2—Inz)h/(2Va3), = > 0, g) h/(x — 1)2, h) 2h/(z2 — 1), i) —2zhe=*", j) k(1 + Inz). k)
h/cos?z, 1) h/(1 + 22). 4.2.2. a) AS =~ radr = 107 cm?, b) AS =~ radér = 10r cm?, ¢c) AS =~
r?Aa/2 = 2,5m cm?. 4.2.3. AS = 27rAr, §S = 26r. 4.2.4. Presné hodnoty: a) 0,4848096, b)
0,9656887, ¢) —0,1053605, d) 1,9956925, e) 0,5704371, ) 2,0305432, g) 4,0422932, h) 9,0553851, i)
5,081424, j) 0,7701709, k) 1,2166529, 1) 2,0027745, m) 2, 9957323, n) 3,0004341, o) 0,8097835. 4.2.5.
a) y(3) = 18z cosz — 23 cosz + 6sinz — 9z2 sin T, y(s) = —60zcosz + z3 cosz — 60sinx + 1522 sin T, b)
y(3) = 6cosx —9z2 cosx — 18z sinx + 3 sin , y<5) = —60 cos z + 1522 cos x + 60z sin  — 2 sin «, c) y(3) =
362 cos 2z — 8 cos 2 4 6 sin 22 — 3622 sin 2z, y(5) = —480z cos 2z + 32x3 cos 2z — 240 sin 2z + 2402 sin 2z,
d) y(S) = 6 cos 2z — 3622 cos 2x — 36 sin 2z + 8z° sin 2z, y(5) = —240 cos 2z + 24022 cos 2z + 480z sin 2z —
32z3 sin 2z, ) y®) = 2e®(cosz — sinz), y(®) = —4e*(cosz + sinz), f) y3) = —2e%(cosz + sinzx),
y®) = —de®(cosz—sinz), g) y®) = 22(474+601Inz), y(®) = 2744+120Inz, h) y®) = 2e%(3cosx+x cosz—
zsinz), y®) = —4e®(zcosz +5sinz + xsinz). 4.2.6. a) —2"" 1 cos (2z + nw/2), b) [3cos (z + nw/2) +
3" cos (3z + nw/2)]/4, ¢) wsin (z + nw/2) — ncos(z + nw/2), d) (n — 1)!/x, e) 2(=1)"n!/(x — 1)1 f)
2=l /(z + 1)L o) (—D)™n!lne — (1+1/2+1/3+ -+ 1/n)]/z™t, h) (=1)*n![(z + 1)~ +
(z — 1)="1)/2, 1) e (z+ ), §) (~1)"L(n — 21/ pre n > 2, k) (—1)"FL(n — 1)l/z" pre n > 2, 1
(=) (n—2)!/2"" 1 pre n > 2.

4.3.3. Koeficienty pre 1, —1, 2, —2: a) 1, 5, 10, 10, 5, resp. 1, —3, 4, —2, 1, resp. 1, 9, 31, 49, 31, resp. 1,
—7,19, —23,11,b) 1, 5, 8, 6, 1, resp. 1, —3, 2, 2, —3, resp. 1, 9, 29, 41, 21, resp. 1, —7, 17, —15, 1, ¢) 1,
3,4, 2,1, resp. 1, —5, 10, —10, 5, resp. 1, 7, 19, 23, 11, resp. 1, —9, 31, —49, 31, d) 1, 2, 0, 0, 2, resp. 1,
—6, 12, —8, 2, resp. 1, 6, 12, 10, 5, resp. 1, —10, 36, —54, 29, e) 1, 4, 8, 10, 4, resp. 1, —4, 8, —6, 0, resp.
1, 8, 26, 42, 27, resp. 1, —8, 26, —38, 19, ) 1, 2, 2, 2, 0, resp. 1, —6, 14, —14, 4, resp. 1, 6, 14, 16, 7, resp.
1, —10, 38, —64, 39, ¢) 1, 3, 2,0, 1, 2, resp. 1, —7, 18, —20, 9, 0, resp. 1, 8, 24, 34, 24, 9, resp. 1, —12, 56,
—126, 136, —55, h) 1, 5, 12, 18, 15, 4, resp. 1, —5, 12, —14, 7, —2, resp. 1, 10, 42, 94, 112, 55, resp. 1, —10,
42, —90, 96, —41,1) 1, 3, 4, 4, 2, 0, resp. 1, —7, 20, —28, 18, —4, resp. 1, 8, 26, 44, 39, 14, resp. 1, —12, 58,
—140, 167, —78. 4.3.4. a) 1+2(x—1)/3—(z—1)2/9+4(x—1)3/81,b) 1+ (z— 1)+ (x—1)2+(z—1)3/2, ¢)
1/2—(x—2)/4+(x—2)?/8—(x—2)3/16+(x—2)*/32, d) In 2+ (z—2) /2~ (x—2)2 /8+(x—2)3 /24— (x—2)* /64,
e) In3+(x—3)/3—(z—3)2/18+ (2 —3)3/81—(x—3)*/324, f) 1 -3(x—1)+6(x—1)2—10(x—1)3. 4.3.5. a)
14224222, b) 1/2+x/4—23 /48, c) —a?/2—x*/12—25 /45, d) x+x3 /34225 /15, e) x2+22%/3, f) 22— /3,
g) 23 —x°/2,h) 1—a?+24/3,1) 1-322/2+72*/8. 4.83.6. a) azy, = 1-3-5--- (2n—1)x2" /2" /n!, n € NU{0},
b) asn = 227 /(2n)!, n € NU{0}, ¢) azn+1 = 227T1/(2n+ 1)), n € NU{0}, d) agn+1 = 22271 /(2n + 1),
n e NU{0}. 4.3.8. a) (n—1)/n,b) (m—1)/(n—1),c¢) 1/6,d) 1, e) Ina—Inb, f) 0, g) oo, h) 0 pre
a>1,00prea < 1,i) 1/e, j) 1, k) a?/b? 1) 1, m) 1/3, n) —oo, o) 3/10, p) 0, q) 2/9, r) 0o, s) —00,
t) 0, u) 1/2, v) 1. 4.3.9. a) nie, 1, b) nie, #, ¢) ano, —1/2, d) ano, 1, e) ano, 1. 4.3.10. a) rastiica na
(1/2; 00), klesajica na (—oo;1/2), b) rastaca na (—oo; —3), (3;00), klesajuca na (—3;3), c¢) rasttca na
(1; 00), klesajtca na (—oo; —1), konstantna na (—1; 1), d) rasttca na (—oo; —v/3), (v/3; 00), klesajtca na
(—V/3;—1), (=1;1), (1;V/3), e) rasttca na (2/3;1), (1;2), klesajica na (—oo;0), (0;2/3), (2;00), f) rasttica
na (1;00), klesajuca na (—oo; —1), konstantna na (—1;1), g) rasttica na (0;00), klesajuca na (—oo;0),
h) rasttca na (1/2;00), klesajuca na (0;1/2), i) rastiuca na (7/2 + km;37/2 + kx), k € Z, j) rastica na
(=3m/4+42km; /44 2kn), klesajtaca na (w/4+2km; 5 /4+2km), k € Z, k) rasttca na (27/3+2km; m+2km),
(47 /3 + 2km; 2w + 2km), klesajuca na (0 + 2km; 27 /3 + 2kmx), (7 + 2km; 4w /3 + 2kx), k € Z, 1) rastica na
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R. 4.3.11. a) 1 min f(4) = —32, 1 max f(0) = 0, b) %, ¢) 1 min f(¥/24) = 53/2/27, d) ) lg min
f(k) =0,k € Z, f) 1 min f(0) = 0, 1 max f(2) = 4/¢e?, g) 1 min f(l) =1+e, h) lg min f(O) =1,
i) g min £(0) = f(6) = 0, g max f(3) = 3, J) & min f(~1) = f(1) = 0, k) g max f(0) = 3, 1) | min
f(—n/3+kn) = /3 —4n/3+4km, | max f(r/3+kn) = 4 /3 —/3+4kn, k € Z, m) lg min f(1) = —2, n)
lg min f(0) = —1,0) A, p) 1 min f(1/2) = 4/5,1 max f(1) = 1 (lokalny=l, globalny=g). 4.3.12. a) lg min
f(=37/4+2kw) =1 —+/2, Ig max f(n/4+ 2kn) = 1 ++/2, b) I min f(2) = —57, l max f(—3/2) = 115/4,
c) #, d) 1 min f((5 — V13)/6) = —(587 + 143v/13)/1458, f((5 + V/13)/6) = (14313 — 587)/1458, 1
max f(1) = 0, e) Ilg min f(0) = —1, f) Ig min f(—4) = 1, l min f(1) = 4, 1 max f(0) = 5, g) lg min
f(1/8) =1n16 —In17, h) Ig min f(e3/2) = —1/4, i) lg max f(1) = 7/4 —1n2/2, j) lg min f(1/e) =1/,
k) g min f(1) =0, g max f(e) = €2, 1) lg min f(2) = 2 — In4, g max f(1) = 1 (lokalny=l, globalny=g).
4.3.13. a) z1 = x2 = a/2, b) x1 = x2 = a/2, ¢) x1 = 2 = a/2,d) x1 = 2 = a/2. 4.3.14.

= 1. 4.3.15. Strany a/2, h/2. 4.3.16. Rovnoramenny trojuholnik s ramenami (s — a)/2. 4.8.17.
Stvorec so stranou VP. 4.3.18. Stvorec so stranou s/4. 4.3.19. Strany a\/i bv/2. 4.3.20. a) polomer

podstavy = = v/2r//3, vyska v = 2r/+/3, b) polomer podstavy = = r/(5++/5)/10 ~ 0,850651r,
vyska v = r+/2(5 — Sqrt5)/5 &~ 1,051462, c) polomer podstavy = = 2r/v/2, vyska v = /2r. 4.3.21. a)
polomer podstavy x = 4+/2r/3, vyska v = 47/3, b) polomer podstavy = = 4v/2r/3, vyska v = 4r/3,
c) polomer podstavy z = /95 + 7+/17r/v/128 = 0,983702r, vyska v = (23 — /17)r/16 =~ 1,179806.
4.3.22. Polomer podstavy z = r/2, vyska v = h/2. 4.3.23. a) [1;2], b) [1/10;23/10], c¢) [2/5;11/5],
d) [13/10;19/10]. 4.3.24. a) [(3— V3)/2; (6—\/§)/2], b) [1;2], b) [1 —\/30/4; 7/4], ) [~1/2;5/4].

4.3.25. Dlzka 20/5 m, irka 57/5 m, vyska 2V/5 m. 4.3.26. Na kruh treba 107/(4 + 7) ~ 4,399010 m.
4.3.27. 6 cm. 4.3.28. Strany obdlznika 4s/(8 4+ 3w), (4 + 7)s/(8 + 37), polomer kruhu 2s/(8 + 3x).

4.3.29. /52 + 36 Y12 + 24 V18 m. 4.3.30. a) nema inflexné body, konvexna na R, b) inflexny bod 1,
konvexné na (1;00), konkavna na (—oc; 1), ¢) inflexné body ++/2, konvexna na (—+/2;v/2), konkavna na
(—00; —v/2), (v/2;00), d) inflexny bod v/3/9, konvexna na (v/3/9; c0), konkavna na (0;1/3/9), e) inflexny
bod 0, konvexna na (—oo;0), konkadvna na (0;00), f) nema inflexné body, konvexna na (0;00), g) nema
inflexné body, konkavna na (—2;00), h) inflexné body 7/2 + kn, konvexné na (—7n/2 + 2km; 7 /2 + 2km),
konkavna na (w/2 + 2km;37/2 + 2kn), k € Z, i) nema inflexné body, konvexna na R, j) nema inflexné
body, konvexné na (0; 00), konkédvna na (—oo;0), k) neméa inflexné body, konvexna na (0;00), 1) inflexné
body km, konvexné na (2kw;m + 2kmw), konkavna na (w + 2km; 27 + 2kw), k € Z, m) nema inflexné body,
konvexna na (—o0;0), (0;00), n) inflexny bod 0, konvexnéd na (—oo; —1), (0;1), konkédvna na (—1;0),
(1;00), o) inflexné body 0, 4+/3, konvexna na (—oo; —v/3), (0;/3), konkavna na (—v/3;0), (v/3;00),
p) inflexné body 0, 9, konvexna na (—oo; —9), (0;9), konkdvna na (—9;0) a na (9;00). 4.3.31. Pre
vietky b okrem b € (—e/6;0). 4.8.32. a)z =1,y =2, b))z ==+1,y =1,¢c) z = £2, y = 2, d)
y=le)y=3x, )z =+, y=2,g) 2 =0,y =2z, h)y==+1/2,1)y ==, j) y=xrx/2 -1,

yx

k)x:O,y:Ll)y:x—i—l/e,m)y:12,n)x:0,y:13,0)x=0 z+ 13, p) x = +1,
y =0 4336. a)y =222 x € (2;5), b) y = \/4902/974 z € (3;00), ¢) y = /9 —922/16,

z € (—4;4),d) y = 9 —9z/4, z € (0;4). 4.8.37. a)t € (0;00), y =2x+ 1, z € (—1;00), b) t € R,
y:2x+l x € R,c)te(0;00), y=2+3vVz—1/2, z € (0;00), resp. t € (— ooO),y—273\/7/2
z € (0;00), d) t € (—3/2+ 6k;3/2+ 6k), y = \/1 —a2/4, x € (—2;2), resp. t € (3/2 + 6k;9/2 + 6k),
y=—/1—a2/4, € (-22), ke Z,e) t € (0+2kmm+2kn), y = (1 — Va2)(3/2), z € (—1;1), resp.
t € (r+2km2m +2kn), y = —(1 — Va2)(3/2), z € (—1;1), k€ Z, ) t € R, y = 4(x — 2)2/9 + 1,
r € R. 4.3.38. a) elipsa 22 +y2/a® = 1, 2z € (—1;1), t. j. y = a1 — 22, = € (—1;1), b) hviezdica

Va?+ 32 /a2 =1,z € (—1;1), t. j. y = +a(l — V22)3/2, 2 € (—1;1), ¢) tsetka y = a —azx, x € (0;1), €)
hviezdica V22 4+ $/y2/a2 =1,z € (—1;1), t. j. y = :I:a(l - Vz )3/2, x € (—1;1). 4.3.39. a) z = 413/3,

=1/(4t),t € R— {0}, b) z = (1 —-¢t)/(1+1t),y =—-1,t € R—{-1}, ¢) z = 2sint/(1 + 2cost),

y = —2sint/(2 + cost), t € (—7/3;7/3), d) = = arcsin(1+t2)_1, y = —-1,t € R, e) z =t — cost,

y =cost/(1+sint), t € (0;2m) — {31/2}, f) x = 4cos®t, y' = —tgt, t € (0;7) — {7/2}, g) = = e** cos? ¢,
/

= (1—cos2t+sin2t)/(1+4cos2t —sin 2t), t € (0;7/2) —{mw/4}, h) © = 2cosht, y’ = 2cotght, t € (0;c0).
4.3.40. a) z = 4t+12,y" = (14+3t2)/2/(2+1), y" = (—14+12t+3t2) /4/(2+1)3, y'" = 3(9—4t—12)/8/(2+1)°,
€ (0;00), b) @ = Int, y' = 2tcos2t, y" = t(2cos2t — 4tsin2t), y'"" = 2t(cos 2t — 4t? cos 2t — 6t sin 2t),
t € (0;00), ¢) @ = 4sint, y' = —tgt, y’' = —1/(4cos®t), y""' = —3sint/(16cos® t), t € (—7/2;7/2), d)
z=2cos?t,y = —tgt, y’' = 1/(6sintcos*t), y""" = (5cos2t — 3)/(72sin®tcos” t), t € (0;7) — {m/2}, e)
z=e"tcost,y' = (sint—cost)/(sint+cost), y"’" = —2et /(sint+cost)?, y""" = —4e?*(cost—2sint)/(sint+
cost)®, t € R—{3n/d+kmkeZ}, f)x=ct oy =et V112 y' =e 2 (=1 +t+12)//(1 —12)3,
" =e73(3 — 3t — 2t% 4+ 3t3 + 2tY) /\/(1 — t2)5, t € (—1;1).
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druhého radu, 134
logaritmicka, 126
na mnozine, 122
n-tého radu, 134
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nultého radu, 134
prvého radu, 134
v bode
jednostrannéa, 122
konec¢na, 120
nevlastna, 120
obojstranna, 122
sprava, 121
vlastna, 120
zlava, 121
vyssieho radu, 134
diferencial funkcie, 130
na mnozine, 131
n-tého radu, 135
v bode, 130
disjunkcia vyrokov, 6
doplnok mnoziny, 15
doty¢nica ku grafu funkcie, 121
bez smernice, 121
so smernicou, 121
dokaz, 10
existencny, 12
konstruktivny, 12
matematicks indukcia, 11
nepriamy, 11
obratené implikacia, 11
sporom, 11
priamy, 10
sporom, 8
dlzka
intervalu, 27
vektora, 37

ekvivalencia
mnozin, 20
vyrokov, 6
eliminacia parametra, 73
exponenciéla, 85
extrémy
funkcie
absolatne, 76, 152
absolutne ostré, 76
globéalne, 76, 152
globalne ostré, 76
lokalne, 76, 150
lokélne ostré, 76

funkcie na mnozine, 76
ostré, 76

faktorial ¢isla, 13
forma, 6

vyrokova, 6

funkcia, 17, 71

argument

kosinusu hyperbolického, 90

kotangensu hyperbolického, 91

sinusu hyperbolického, 90

tangensu hyperbolického, 91
arkuskosinus, 88
arkuskotangens, 88
arkussinus, 88
arkustangens, 88
bijektivna, 72
cyklometricka, 88
definovana

explicitne, 72

graficky, 74

implicitne, 73

parametricky, 72

tabulkou, 73
diferencovatelna, 130

na mnozine, 131

radu n, 135

v bode, 130
Dirichletova, 72
elementarna, 83
exponenciilna, 85
goniometricka, 86
hyperbolicka, 89
hyperbolometricka, 90
injektivna, 72
inverzné, 82
jednojednoznac¢na, 72
klesajica, 76

na mnozine, 76, 148

v bode, 77
konkavna

na intervale, 78, 154
konkévna rydzo

na intervale, 79

v bode, 79

konvexné
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na intervale, 78, 154 readlnej premennej, 71

konvexna rydzo spojita, 111

na intervale, 79 spojita na mnozine, 111

v bode, 79 po castiach, 111
konStantnéa, 76, 84 spojita v bode, 108

na mnozine, 76 sprava, 111
kosinus, 86 v zmysle Heineho, 108
kosinus hyperbolicky, 89 vzhladom na mnozinu, 110
kotangens, 86 zlava, 111
kotangens hyperbolicky, 89 surjektivna, 72
kvadraticka, 84 sinus, 86
linearna, 75, 84 sinus hyperbolicky, 89
logaritmicka, 85 tangens, 86
mocninnd, 85 tangens hyperbolicky, 89
monoténna, 76 trigonometricka, 86

na mnozine, 148 vnitorna, 81

ostro, 76 vonkajsia, 81

rydzo, 76 zlozené, 81
na mnozinu, 72
neklesajuica, 76 graf funkcie, 71

na mnozine, 76, 148

v bode, 77 hodnota
neohranicené absolatna, 29

na mnozine, 75 funkcie, 81

zdola, 75 funkéna, 17, 71

zhora, 75 hromadné postupnosti, 40
neparna, 78 nevlastna, 40
nerastica, 76 vlastnéa, 40

na mnozine, 76, 148 maximélna funkcie, 76

v bode, 77
nespojitd v bode, 108

miniméalna funkcie, 76
najmensia funkcie, 76

asymptoticky, 109 najvécsia funkcie, 76

ohrani¢ena zobrazenia, 17
na mnozine, 75 hodnota vyroku
zdola, 75 logicka, 6
zhora, 75 pravdivostna, 6

periodicka, 78 hranica

prostéa, 72 mnoziny, 34

prosta na mnozinu, 72 hyperbola, 84

parna, 78

racionélna identita, 19
celistva, 84 implikacia vyrokov, 6
lomena, 84 index

rasttuca, 76 néasobiaci sucinu, 13

na mnozine, 76, 148 s¢itaci sumacny, 12
v bode, 77 infimum
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funkcie, 75 Raabeho limitné, 61
na mnozine, 75 krivka
mnoziny, 25 exponenciélna, 85
inflexia funkcie v bode, 79 logaritmicka, 85
injekcia, 17, 72 kvantifikator, 8
interval, 26 existencny, 8
degenerovany, 27 vSeobecny, 8
nedegenerovany, 27
neohraniceny, 27 lema, 10
ohraniceny, 26 limes inferior
otvoreny, 27 postupnosti, 41
periodicity, 78 limes superior
polootvoreny, 26 postupnosti, 41
polouzavrety, 26 limita
uzavrety, 26 funkcie, 94
ekvivalentna definicia, 95
jednotka jednostranna, 99
imaginarna, 23 nevlastna, 94
obojstranné, 99
koeficienty sprava, 99
polynému, 84 v nevlastnom bode, 94
komplement mnoziny, 15 v zmysle Heineho, 94
kompozicia vlastna, 94
zobrazeni, 18 vo vlastnom bode, 94
konjunkcia vyrokov, 6 vzhladom na mnoZzinu, 99
kontraindikacia, 7 zlava, 99
kontrapriklad, 12 postupnosti, 41
konstanta, 5 dolna, 41
koren horna, 41
funkcie, 80 nevlastna, 41
kosinus, 86 vlastna, 41
kosinus hyperbolicky, 89 logaritmus, 86
kosinusoida, 86 dekadicky, 86
kotangens, 86 prirodzeny, 86
kotangens hyperbolicky, 89 logika, 5
kotangenta, 86 lomené cast ¢isla, 28
kritérium
konvergencie radov Maclaurin, C., 145
Abelovo, 63 Maclaurinov polyném, 145
d’Alembertovo limitné, 59 matematickd indukcia, 11
d’Alembertovo podielové, 59, 61 maximum
Cauchyho limitné, 60 funkcie, 76
Cauchyho odmocninové, 59 absolutne, 76
Dirichletovo, 63 globalne, 76
Leibnizovo, 62 lokalne, 76, 166, 169

porovnavacie, b7 lokalne ostré, 76
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na mnozine, 76
funkcie na mnoZzine
ostré, 76
mnoziny, 25
metrika
euklidovska, 38
metoda
bisekcie, 29, 113
deduktivna, 7
delenia, 113
tabulkova, 7
minimum
funkcie, 76
absoltitne, 76
globalne, 76
lokalne, 76, 166, 169
lokalne ostré, 76
na mnozine, 76
funkcie na mnoZzine

ostré, 76
mnoziny, 25
mnozina

celych ¢&isel, 25
doplnkové, 15
hodnét postupnosti, 20

hromadnych hodnét postupnosti, 41

husto usporiadana, 27
iracionalnych ¢&isel, 25
izolovana, 35
komplementarna, 15
komplexnych ¢éisel, 23
kone¢néa, 14

nekonecéne spocitatelna, 20

nekonecna, 14
neohranicena, 24
neohrani¢ené zdola, 24
neohranicena zhora, 24
nespoditatelna, 20
ohranicené, 24

zhora, 24
otvorena, 35
potencna, 14
prirodzenych é&isel, 25
prazdna, 14
racionélnych éisel, 25
redlnych éisel, 23

rozsirena, 26
spocitatelna, 20
usporiadana, 24
uzavreta, 35

mnoziny
disjunktné, 15
doplnkové, 15
ekvivalentné, 20
komplementarne, 15
totozné, 14
mocnina
mnoziny, 32
Cisla

n-ta, ne N, 30

r-t4, re R, 31

s-ta, se@, 31

mohutnost
mnozin, 20
monoténnost
funkcie, 76
na mnozine, 76

negacia
implikacie, 8
negacia vyroku, 6
nekonecno, 26
nepravda, 6
nerovnost
Cauchyho, 37
trojuholnikova, 29, 38
CGisel, 24
norma
euklidovska, 37
normala ku grafu funkcie, 121
nésobenie
Cisel, 23
nésobok
radu &islom, 56

obor
defini¢ny funkcie, 71
maximalny, 72
prirodzeny, 72
defini¢ény zobrazenia, 17
hodnét funkcie, 71
hodnét zobrazenia, 17
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kvantifikacie, 8
obraz
mnoziny v zobrazeni, 17
zobrazenia, 17
odmocnina ¢&isla
n-ta, 31
odcitanie
Cisel, 24
ohranicenie
mnoziny
dolné, 24
horné, 24
najvécsie dolné, 25
najvécsie horné, 25
okolie
bodu, 32
pravé, 33
pravé prstencové, 33
lavé, 33
lavé prstencové, 33
bodu —oo, 33
bodu oo, 33
jednostranné, 33
CGisla, 33
prstencové, 33
o.k.p., 43, 57
okrem kone¢ného poctu ¢lenov, 43, 57
operéacia
binarna, 23
logicka, 6
n-narna, 23
unérna, 23
0s, 71
polarna, 74
realna, 27
saradnicova, 71
polarna, 74
z-ové, 71
y-ova, 71
x-ové, 71
y-ové, 71
¢iselna, 27

parabola, 84
parameter, 72
parametrizacia

funkcie, 72
perioda funkcie, 78
primitivna, 78
zékladna, 78
podiel
funkcii, 81
postupnosti, 40
Cisel, 24
podmienka
Cauchy—Bolzanova
konvergencie radu, 55
kovergencie postupnosti, 42
existencie lokalneho extrému funkcie
nutna, 150
postacujica, 151
konvergencie radu
nutna, 55
nutné, 6
postacujica, 6
podmnozina, 14
podpostupnost, 39
poldoty¢nica ku grafu funkcie
prava, 122
lava, 122
polomer
okolia, 33
polyném, 84
Maclaurinov, 145
Taylorov, 145
postupnost, 20
divergentné, 41
do o0, 41
geometricka, 46
klesajica, 39
konvergentna, 41
konverguje, 41
konstantné, 39
monoténna, 39
rydzo, 39
neklesajuica, 39
neohrani¢ené, 39
zdola, 39
zhora, 39
nerastica, 39
ohranic¢ené, 39
zdola, 39
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zhora, 39
oscilujica, 41
rastica, 39
realna, 39
redlnych ¢isel, 39
stacionarna, 39
vybrana, 39
zadana explicitne, 39
zadana rekurentne, 39
zadana vSeobecnym vzorcom, 39
¢lastocnych sactov radu, 53
poucka, 10
pociatok
sturadnicovej stustavy, 71
suradnicového systému, 71, 74
pravda, 6
pravidlo, 10
I’Hospitalovo, 140
odlacenia, 7
modus ponens, 7
modus tollens, 7
substitucie, 7
premenna, 5
nezavisla, 17, 71
zéavisla, 17, 71
prerovnanie
radu, 64
prienik mnozin, 15
priestor
euklidovsky, 36
princip
Cantorov, 28
Cauchy—Bolzanov
konvergencie radu, 55
kovergencie postupnosti, 42
suvislosti, 27
produkt, 13
prvok
jednotkovy, 24
maximalny, 25
minimalny, 25
mnoziny, 14
najmensi, 25
najvacsi, 25
nulovy, 24
pol stiradnicového systému, 74

Raabe, W., 61
rad
alternujuci, 62
anharmonicky, 63
divergentny, 53
do oo, 53
geometricky, 54
harmonicky, 54
konvergentny, 53
absolitne, 61
neabsolitne, 61
relativne, 61
nekone¢ny ¢iselny, 52
oscilujici, 53
prerovnany, 64
Riemannov, 57
s nezdpornymi ¢lenmi, 57
so striedavymi znamienkami, 62
zadany explicitne, 52
zadany rekurentne, 52
zadany vSeobecnym vzorcom, 52
¢iselny, 52
radian, 86
relacia
binérna, 16
ekvivalencie, 16
usporiadanie, 24
restrikcia
funkcie, 81
Rolle, M., 137
rovnost
funkecii, 18, 80
asymptoticka, 100
na mnozine, 18
mnozin, 14
postupnosti, 39
usporiadanych dvojic, 15
zobrazeni, 18
na mnozine, 18
CGisel, 23
rozdiel
funkeii, 81
mnozin, 15
postupnosti, 40
radov, 56
symetricky mnozin, 15
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Gisel, 24 funkcii, 81

radiusvektor, 74 kartezidansky mnozin, 15
mnozin, 32

signum ¢isla, 30 postupnosti, 40
skladanie funkcii, 81 skalarny, 37
skok funkcie, 109 Cisel, 24
smernica s¢itanie

priamky, 75, 121 CGisel, 23
spojitost

funkcie tabul'ka

jednostranna, 111 pravdivostnych hodnét, 7

sprievodi¢ bodu, 74 zadania funkcie, 73
stred tangens, 86

Taylorovho polynoému, 145 tangens hyperbolicky, 89
stupett tangenta, 86

polynému, 84 tautologia, 7

uhlovy, 86 Taylor, B., 145
substitticia, 81, 98 Taylorov polyném, 145
suma, 12 Taylorov vzorec, 145
suprémum tvrdenie, 10

funkcie, 75

o uhol
navmno;;ne7 75 orientovany, 86
mnoziny, .
L polarny bodu, 74
surJ(?k01a, 17,72 usporiadanie
system " funkeii, 80
mnozin, Cisel mensi, 24
polarnych sturadnic, 74 Gisel vASsT 72 4
saradnicovy, 71 ’

( usporiadané
karteziansky, 71 dvojica, 15
polarny, 74 n-tica, 15

pravouhly, 71 uzaver mnoziny, 35

sinus, 86

sinus hyperbolicky, 89 vektor, 37

sinusoida, 86 jednotkovy, 37

suradnica, 71 normovany, 37
r-ova, 71 n-rozmerny, 37
y-ové, 71 veta, 10

sucet Bolzano—Weierstrasseho, 44
funkcii, 81 Cauchyho, 139
mnozin, 15, 32 Cauchyho o nulovom bode, 113
postupnosti, 40 Lagrangeova, 137
radov, 56 matematicka, 5
radu, 53 o derivacii inverznej funkcie, 124

Ciastocny, 53 o derivacii zlozenej funkcie, 125

Cisel, 23 o0 existencii a jednoznac¢nosti diferencia-

sucin lu, 131
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o limite zloZenej funkcie, 98
o logaritmickej derivacii, 126

o lokdlnej ohrani¢enosti spojitej funk-

cie, 111
o medzihodnote, 115

o najlepsej lokédlnej aproximécii funkcie

polynémom stupna n, 146

o najlepsej lokalnej linedrnej aproximé-

cii funkcie, 132
o prirastku funkcie, 138
o spojitosti inverznej funkcie, 117
o spojitosti zlozenej funkcie, 110
o strednej hodnote, 137
Cauchyho, 139
Lagrangeova, 137
Rolleho, 137
o zovreti, 45, 96, 110
Riemannova o prerovnani radu, 65
Rolleho, 137
Weierstrasseho, 112
vlastnost
Archimedova, 28
vnutro
mnoziny, 34
vonkajSok
mnoziny, 34
vzdialenost
vektorov, 38
vzor
zobrazenia, 17
vzorec
Leibnizov, 135
Moivreov, 90
suctovy
pre cyklometrické funkcie, 88
pre sin a cos, 87
pre sinh a cosh, 90
pre tg a cotg, 87
pre tgh a cotgh, 90
Taylorov, 145
vyraz, b
jednoduchy, 5
neurcity, 105
zlozeny, 5
vyrok, 5
kvantifikovany, 8

nepravdivy, 5, 6
pravdivy, 5, 6
zlozeny, 6

zjednotenie mnozin, 15
zlomok, 24
zloZenie
zobrazeni, 18
zlozka,
vnutorna
zlozenej funkcie, 81
zloZeného zobrazenia, 18
vonkajSia
zlozenej funkcie, 81
zloZzeného zobrazenia, 18
zobrazenie
bijektivne, 17
do mnoziny, 17
identické, 19
injektivne, 17
inverzné, 19
jednojednoznacné, 17
mnozin, 17
na mnozinu, 17
prosté, 17
surjektivne, 17
zlozené, 18
zZvySok
Cauchyho, 146
Lagrangeov, 146
radu, 53
Taylorovho vzorca, 145
Cauchyho tvar, 146
Lagrangeov tvar, 146
zékon
asociativny, 8, 24
distributivny, 8, 24
dvojitej negacie, 7
hypotetického sylogizmu, 8
komutativny, 8, 24
sporu, 7
transpozicie, 8
vylucenia tretieho, 7
zékony
de Morganove, 8, 16
z0Zenie
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funkcie, 81

¢len

postupnosti, 20, 39
explicitny tvar, 39
vSeobecny tvar, 39

radu, 52

¢islo, 23
celé, 25
Eulerovo, 47
inverzné, 24
iracionalne, 25
jednotka, 24
kladné, 24
Ludolfovo, 86
nekladné, 24
nezaporné, 24
nula, 24
obratené, 24
opacné, 24
prirodzené, 25
racionélne, 25
realne, 23
zaporné, 24

Struktara
topologické, 32
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