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MA I

Predhovor

Uc¢ebnica Matematicka analyza 1 sa snazi zaplnit dlhodob ¢iernu dieru medzi u¢ebnicami uréenymi
pre studentov, ktori studuji na naSich vysokych skolach a univerzitdch. Ucéebnic matematickej analyzy
(realne funkcie jednej redlnej premennej a ich diferencialny poc¢et) bolo do dnesnej doby napisanych dost,
ale vo vacsine pripadov je problém ich ziskat. Preto sa tato uc¢ebnica snazi zjednodusit zivot studentom
prvého roénika pri Stidiu uvedenych tém.

V predkladanej ucebnici sa ¢itatel, dufam, Ze pristupnym spésobom zoznami s latkou predpisanou
osnovami daného predmetu. Autor predpoklada zakladné vedomosti ¢itatela zo strednej Skoly. Lenze
vedomostna trovenn z matematiky studentov, ktori nastupuji do prvého roc¢nika je rozna a vplyvom
roznych ministerskych zlepsovakov ¢im dalej horSia. Preto st v prvej kapitole vysvetlené zakladné

Latka je ¢lenena do styroch kapitol a jednotlivych podkapitol. Na konci kazdej podkapitoly st cvi-
Cenia, na ktorych si ma studujuci overit ¢i porozumel vysvetlovanej latke. Vysledky cvi¢eni st uvedené
v zévere knihy a odkazuje sa na ne symbolom ® na konci zadania prikladu. Pre spolahlivé a trvalé
zvladnutie latky je nutné ich prepocitanie. Vela Studentov tuto skutocnost podcenuje a zisti az pred
skugkou, Ze nie je ¢as na dobehnutie zameskaného. Ale, kedZe pocet prikladov uvedenych v publikacii
je z pochopitelnych dévodov obmedzeny, st uvedené v prehlade literatury d'alsie zbierky tloh a prikla-
dov, z ktorych méze hlbavy Gitatel cerpat. Dokazy viet, tvrdeni, liem a rieSenia prikladov st ukonéené
symbolom m. U¢ebnica kon¢i registrom pojmov s odkazmi na strany, na ktorych ich ¢itatel najde.

V zavere ucebnice je uvedeny register pojmov s odkazmi na strany, na ktorych uvedené pojmy
najdete. Za registrom nasleduje prehlad literatury, ktory obsahuje nielen literatiru pouzitu autorom,
ale aj in doporucenu literatiru.

Definované pojmy st kvoli prehladnosti zobrazené tuénym pismom. Vo formulécidch matematickych
viet st niekedy pouzité symboly =, <, pripadne < (vid str.[18)). Vztah A = B ¢itame ,, Ak platia
predpoklady (tvrdenia) A, potom platia zavery (tvrdenia) B.“ a vztah A < B ¢itame , Tvrdenia A
platia prave vtedy, ak platia tvrdenia B.“.

KedZe nikto nie je dokonaly, pripadné zistené chyby a nedostatky, ako aj navrhy na dalsie zlepSenie
ucebnice, mozete adresovat na adresu na e-mail adresu autora beerb@frcatel.fri.uniza.sk.

Zilina, januér 2016 autor

Zial', motto mnohych Studentov a zial' aj ucitelov a dokonca aj ministrov:
Od ucenia eSte nikto nezomrel, ale naco riskovat.
GTUBB
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Uvod

Vznik a vyvoj matematickej analyzy

Matematicka analyza je na rozdiel od niektorych inych oblasti matematiky pomerne mlada. Vznikla
v 17. storo¢i a medzi jej zakladatelov patri francizsky filozof, matematik a fyzik René Descartes [1596—
1650], anglicky matematik a fyzik Isaak Newton [1642-1727| a nemecky filozof a matematik Gottfried
Wilhelm Leibniz [1646-1716]. V tomto obdobi sa zna¢ne rozvija hospodarsky zivot v Eurépe. Zacinaju
sa vyvijat a zdokonalovat nové stroje. Uvahy o rychlosti a zrychleni pri ich konstrukeii veda k potrebe
sledovat funkénti zavislost réznych veli¢in na zaklade prirodnych, mechanickych a inych zakonitosti.
Matematikov vo velkej miere zaujimaju vypocty objemov, povrchov a tazisk telies.

Rozsiahle zamorské plavby si vyzaduju presnejsie astronomické a geodetické merania a ich mate-
matické spracovanie. Objavy novych tzemi a ich mapovanie vedd k vzniku stradnicovych systémov
a analytickej geometrie. Rozvoj matematickych schopnosti tizko stvisi s revoluénymi objavmi v astro-
nomii, ktoré su spojené s menami Mikulas Kopernik [1473-1543|, Tycho de Brahe [1546-1601] a Johannes
Kepler [1571-1630.

Matematici sa ¢oraz viac priklanaja k vysledkom, ktoré maju aj nejaky prakticky a technicky vy-
znam. V roku 1635 zhrnul univerzitny profesor z Bologne Bonaventura Cavalieri [1598-1647| vSetky
dovtedajsie matematické poznatky infinitenziméalneho charakteru (z latinského infinitus — nekoneény)
v praci ,, Geometria indivisibilibus continuorum“ a utvoril tak predpripravu na objavenie diferencialneho
a integralneho poctu.

Diferencialny a integralny pocet (tzv. infinitenzimélny pocet) objavili nezavisle na sebe I. Newton
[1665-1666] a G. W. Leibniz [1673-1676], ktory ich publikoval ako prvy. Newtonov pristup mal fyzikalny
charakter a derivaciu chapal predovsetkym ako rychlost (,, Principia mathematica philosophiae natura-
lis“). Leibnizov pristup mal geometrickti povahu a derivaciu chapal ako smernicu dotyc¢nice ku grafu
v danom bode.

Prvi u¢ebnicu infinitenzimalneho poctu ,, Analyse des infiniment petites pour l'intelligence des lignes
courbes“ vydal v roku 1696 franciuzsky matematik Guillaumus Francois Antoin de I’Hospital [1661—
1704]. Treba v8ak poznamenat, ze zakladné avahy tvorcov infinitenzimalneho poc¢tu boli eSte poznacené
mnohymi pojmovymi nepresnostami a logickymi nedoslednostami.

Dalsimi, ktori vyrazne ovplyvnili rozvoj matematickej analyzy, boli Leibnizovi ziaci Johann Ber-
noulli [1667-1748] a Jacob Bernoulli [1654-1705], ktori pochadzali z Bazileja. Odtialto pochadzal aj
najvyznamnej$i matematik 18. storocia Leonard Euler [1707-1783|. Mal fenomenélnu pamét a po oslep-
nuti [1766] svoje nezvycajne pocetné vysledky diktoval. Zanechal 886 vedeckych prac zo vietkych oblasti
matematiky. Podla jeho prac sa ustélila symbolika algebry a infinitenzimalneho po¢tu (napr. f(z), m, i,
e, ., Az, ...). V jeho stopach pokrac¢uju mnohi d'alsi matematici, ako napriklad Pierre Simon Laplace
[1749-1827| a Joseph Louis Lagrange [1736-1813], ktory ako prvy pouzil symbolicky zapis derivécie
f'(z), f(x).

7

Studium matematiky v 19. storo¢i sa coraz viac oddeluje od bezprostrednych poziadaviek redlneho
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zivota, ale spojenie matematiky a praxe sa nikdy tdplne neprerusilo. Vznikéa ¢ista a aplikovana mate-
matika, mnohi matematici posobia ako ucitelia na vysokych skolach a Specializuju sa na roézne oblasti
matematiky. V roku 1822 vydava franctuzsky matematik a fyzik Jean—Baptiste Joseph Fourier |1768—
1830] analyticku tedriu tepla ,, Théorie analytique de la chaleur®, v ktorej ako funkciu chape Tubovolné
zobrazenie mnoziny realnych ¢isel do seba.

Pojem funkcie upresnil neskér nemecky matematik Peter Gustav Lejeune Dirichlet [1805-1859].
Velké zéasluhy o rozvoj matematiky v tomto obdobi mé nemecky matematik a astronom Karl Friedrich
Gauss [1777-1855] a francuzsky matematik Augustin Louis Cauchy [1789-1857|. Jeho praca , Course
d’analyse“ [1821] je zakladnou u¢ebnicou diferencidlneho a integralneho poctu, ktora plati aj dnes.

V Prahe zijuci, po nemecky piSuci, matematik talianského povodu Bernard Bolzano [1781-1848)|
predstihol svoju dobu pochopenim pojmu nekonec¢no. Bol profesorom teologie a casto kolisal v nézo-
roch medzi matematikou, sociologiou a teolégiou. Uznanie ziskal az po smrti za pracu ,,Paradoxien des
Unendlichen® |vysla 1851], v ktorej $tudoval vlastnosti nekone¢nych mnozin, definoval pojem spocita-
telnej a nespocitatelnej mnoziny a dospel az k pojmu mohutnost kontinua.

Medzi vyznamnym matematikom tohto obdobia patri Bernhard Riemann [1826-1866], ktory posobil
ako profesor na univerzite v Gottingene. Je autorom dodnes pouzivanej definicie urcitého, tzv. Rieman-
novho integralu. Jeho sucasnikom bol Karl Weierstrass [1815-1897|. Zaoberal sa tedriou redlnych ¢isel,
diferencidlnym a integralnym poc¢tom, variacnym poc¢tom a tedriou funkcii. Taktiez odstranil niektoré
nejasnosti z teodrie iracionalnych ¢isel a teodrie limit.

Od dcias L. Fulera az do zaciatku 19. storo¢ia sa nazor na realne ¢isla podstatne nezmenil. Mate-
matici podvedome tusili, Ze existuje aj iracionalne ¢islo. Ale az v tridsiatych rokoch uverejnil William
Rowan Hamilton [1805-1865] svoje préace o realnych ¢islach, v ktorych definuje iracionélne ¢islo ako rez
na mnozine racionalnych cisel.

Vyznamnym krokom v rozvoji matematiky bolo vytvorenie teérie mnozin Gergom Cantorom [1845—
1918| v druhej polovici 19. storocia, ktora sa stala zakladnou matematickou disciplinou, postavila do-
terajsie vysledky na pevnejsi logicky zéklad a pri¢inila sa o vznik novych oblasti, ako st napriklad
teoria realnych funkcii a funkcionélna analyza. Jeho hlavna zasluha je v objasneni pojmu nekone¢no
v matematike, ¢im sa mohli v matematike zacat skiimat nekonecné subory objektov.

Mnohi vtedajsi matematici, predovietkym Leopold Kronecker [1823-1891| nepochopili vyznam teorie
mnozin a branili jej rozvoju. L. Kronecker neveril ani na existenciu iracionalnych ¢isel. No nastastie
mnohi ini zbadali v tejto teoérii moznost dalSieho rozvoja matematiky. Dalsou vyznamnou 0sobnos-
tou tohto obdobia bol nemecky matematik David Hilbert [1862-1943|, ktory v praci ,, Grundlagen der
Geometrie“ prvykrat sformuloval na zaklade axiomatickej metédy euklidovu geometriu.

V 20. storo¢i sa matematika stala konglomerdtom teorii, z ktorych kazdé Studuje suhrn objektov
charakterizovanych presne formulovanymi vztahmi medzi nimi, ktoré nemozno chéapat izolovane. Cha-
rakteristické je vzajomné prelinanie metodd disciplin, ktoré sa predtym chéapali izolovane (matematicka
analyza, algebra, geometria, ... ).

Zvacsilo spatné prepojenie matematiky a praxe. Rozvijajui sa nové matematické discipliny. Mate-
matické metody sa tspesne aplikuji v biologii, medicine, ekonémii, jazykovede, sociologii. Matematika
dosiahla vysoky stupen abstrakcie a logickej presnosti. Podporuje rozvoj nielen matematického a logic-
kého myslenia, ale myslenia celkovo, ¢o je v dne$nej dobe asi najvacsi problém.

Predmet a obsah matematickej analyzy

Matematickti analyzu mézeme definovat ako disciplinu, zaoberajiicu sa stiadiom vlast-
nosti mnozin a ich vzajomnych zobrazeni, ktoré si uréené topologickou struktarou (Struk-
turou polohy) a Struktarou algebraickych operacii. Nazov vystihuje skor metodu prace nez obsah.
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Metody matematickej analyzy st schopné sktimat rozne oblasti svojej ¢innosti. Musime si uvedo-
mit, Ze sa Casto pri tomto vyskume pouzivaju velmi abstraktné pojmy. Ale aj tie najabstraktnejsie
pojmy pouzivané v matematickej analyze (a v matematike vSeobecne) maju zéklad v redlnom svete.
Upozorhujeme na to, pretoze charakteristickou ¢értou matematiky je velmi vysoky stupen abstrakcie
a pri jej povrchnom chépani by mohol vzniknut dojem o jej samostatnosti, nespojitosti a nezavislosti
od okolitého sveta.

Skutocnost, Ze je predchadzajuci vyklad nespravny, dokazuje mnozstvo vysledkov aplikovanych v naj-
rozmanitejsich oblastiach nasho zivota. S matematickou analyzou sa v praxi stretavame skoro stale.
Casto sa pouziva pri rieSeni réznych problémov vo fyzike, v chémii, v technickych, ale aj v spoloc¢en-
skych vedach.

Uvedieme niekolko prikladov jej pouzitia, ktoré ndm pomozu pochopit, ako sa pomocou pojmov
sformuluje tloha (¢ize vytvori matematicky model) a pomocou pristupného aparatu vysetri a vyriesi.

Priklad.
Akt maximalnu obdiznikovi plochu P dokéZeme ohranicit lanom dizky 17

RieSenie.
Ak oznac¢ime rozmery tohto obdlznika x,y, potom plati 2z + 2y = [ a zadany problém vedie na ulohu

maximalizovat funkciu

P=gy=aB2=U_32 2e(0;1).

Maximum nastéva pre hodnotu z = ﬁ, ktora ziskame ako koren rovnice

P __ 1 _

Priklad.

Aky je obsah kruhu s polomerom r?

Riesenie.

Ak umiestnime stred kruhu do pod¢iatku stradnicového systému 0 = [0;0], potom rovnica kruznice

so stredom v bode 0 a polomerom r je dani vztahom z? + y? = r2.
To znamené, Ze dany kruh ohranic¢uju grafy funkcii fi(x) = Vr? — 22, fo(z) = —V/r? — 22,
Obsah kruhu S uré¢ime pomocou urcitého integralu (substitiicia x = rsint) zo vzorca

S= [ filz) = fo(z)dz = 2/\/7“2 —22dr = 2r2/20052tdt = 72,

Ak pouzijeme polarne suradnice, situécia je este jednoduchsia. Rovnica kruznice je p =1, ¢ € (0; 27)
a obsah kruhu je dany vztahom

2m 2m
S:%/TQdQOZ%TZ/ dp =mr’. =
0 0

Priklad.

AKé je chyba pri Statistickom merani nejakej veli¢iny, ak predpokladame, ze kazdé meranie je zatazené
chybou, ktorej pri¢iny nepozname a povazujeme ju za ndhodnu veli¢inu?

Riesenie.

Ak predpokladame, ze o je stredna chyba merania, potom pravdepodobnost P, Ze chyba merania lezi
v intervale (—e; ¢), je urend ur¢itym integralom

1 © _i
P(—e;e)=—=[ e 2?dr. m
—&
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Kapitola 1

Zakladné pojmy

1.1 Logika

Predmetom skumania logiky st myslienky. Logika sa zaoberd stidiom formalnych vlastnosti mys-
lienky a stanovuje pravidla spravneho, t. j. logického usudzovania. Preto ma délezita tlohu vo vSetkych
vedach. Na logickych zakonoch je postavené vedecké skiimanie, zdévodiovanie poznatkov a budovanie
vedeckych systémov. AvSak vplyv medzi logikou a inymi vedami je obojstranny. V matematike je lo-
gika nepostradatelna a jej potreba pri rieSeni niektorych metodologickych problémov viedla k vzniku
modernej matematickej logiky. Preto je potrebné sa oboznamit so zédkladnymi logickymi pojmami,
ktoré sa pouzivaji v matematike a nielen v matematike.

1.1.1 Vyrazy a vyroky

Na vyjadrenie myslienok pouzivame jazyk, ktory sa sklada z vyrazov. Vyraz je zakladom prejavu
myslienky, je zdkladnou myslienkou jazykového prejavu. Vyrazy st jednoduché alebo zlozené, ktoré sa
tvoria z jednoduchych pomocou syntaktickych pravidiel jazyka. To znamena, ze jednoduchym zoradenim
viacerych jednoduchych vyrazov za sebou eSte nemusi vzniknut zlozeny vyraz. V Zzivom jazyku st
vyrazmi slova a vety. Na ich oznacenie sa okrem latinskej (slovenskej) abecedy pouziva tiez abeceda
grécka. Pismena gréckej abecedy aj s ich nazvami a latinskymi ekvivalentami st uvedené v tabulke([I.1.1]
Vyrazmi v matematike st napriklad (a +b)*, x —y=1,a < b, a =1+ .

a A | alfa alln H | éta é |l v N | ny n |l 7 T | tau t
B B | beta b || 9 © | théta th || &€ ZE | ksi (xi) x||lv Y | ypsilon 'y
v I' | gama g || ¢ I | io6ta i[l o O | omikron o w O |fi f
6 A | delta d || K K | kappa k || 7w II | pi pll x X | chi ch
e FE | epsilon e || A A | lambda Li|p P |10 r|| Y Y| psi ps
¢ Z | dzéta dz || p M | mi m || o X | sigma s || w € | omega o}

Tabulka 1.1.1: Grécka abeceda.

V logike sa vyrazy rozdeluju na konstanty a premenné. Konstanty st vyrazy, ktoré majiu nemenny
(t. j. konstantny) vyznam. Premenné su vyrazy, ktoré zastupuju konstanty. Premenné mozeme v pri-
pade potreby nahradit konstantami (tym sa mysli jednoduchymi aj zloZenymi konstantami). Je zrejmé,
ze nemé vyznam dosadzovat vSetky konsStanty, ale iba tie, ktoré daji danému vyrazu zmysel. Mnozinu
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1.1. LOGIKA MA I

takychto konstant nazyvame oborom tivahy. V matematike sa niekedy zo samotného vyrazu tazko
rozlisi, ¢o je premenné a ¢o konstanta.

Priklad 1.1.1.

Do vyrazu ,z je lietadlo“ méa zmysel za x dosadzovat vyrazy ako Supermarine Spitfire, Zero, DC-3
Dakota, IL 62, Concorde, vrtulnik, Cmeliak, raketa, ale neméa zmysel dosadzovat vyrazy Zemplinska
éirava, Praha, voda, pivo, sol, ¢islo, minister kolstva, Titanic, atd.

V rovnici priamky y = ax + b st vyrazy x, y premenné a vyrazy a, b konétantyﬂ

Ked v8ak hovorime o zvizku priamok s rovnicami y = ax + 2, je a premenné. m

Casto sa vyslovne uvadza, ktory symbol vyjadruje premenni a ktory konstantu. V logike sa ako
premenné pouzivaja nielen pismena, ale aj bodky alebo medzery.

Vyrok je vyraz, ktory vyjadruje pravdivi alebo nepravdivi myslienku. Vyroky delime na pravdivé
a nepravdivé, pricom kritériom pravdivosti je zhoda so skuto¢nostou. Gramaticky je vyrok obycajne
(ale nie vzdy) oznamovacia vetaE| Pre vyrok je podstatné, ¢ mozno o nom tvrdit, Ze je pravdivy alebo
nepravdivy. Vyrok nemoéze byt zaroven pravdivy a zaroven nepravdivy.

Priklad 1.1.2.

Vyrokmi st napriklad vyrazy:
,,Pes je domace zviera.“, ,2+ 3 = 4%, | Pre kazdé realne cislo x plati nerovnost x > 0., | Trabant je
auto.”,  Existuje inteligentny minister.".

Na druhej strane vyrazy:

,modry stol“ (nazov), ,Nech Zije 1. maj!“ (zvolanie v budovatel'skych dobach), ,, Ides spat?* (otazka),
wFajcit zakazané!* (prikaz, resp. zékaz)
nie st vyroky, pretoze nema zmysel skiimat ich pravdivost. m

Poznamka 1.1.1.
Musime ale poznamenat, ze povaha vyrazu zavisi od suvislosti. Ak niekto na otazku o fajéeni vo vlaku
odpovie slovami ,, Fajcit zakazané!“, ide o pravdivy vyrok.

Vyrazy, ktoré obsahuju premenné, nazyvame nesamostatné vyrazy alebo formy. Ak dosadime
do danej formy za vSetky premenné konstanty z oboru uvahy, potom mdzeme dostat vyrok — vtedy
hovorime o vyrokovej forme. Alebo mézeme dostat slovné vyjadrenie, matematicky vyraz a podobne,
t. j. vyjadrenie nejakého pojmu — vtedy hovorime o mennej forme.

Vyrokova forma nie je vyrok! Z vyrokovej formy vznikne vyrok dosadenim pripustnych konstant
za vSetky premenné.

Priklad 1.1.3.
Vyrokové formy si napriklad:

L2x+3y =0% 243 =z ,x1+x20+---+x, =1% Ak plati tvrdenie 1, potom plati tvrdenie 2.*.
7, danych vyrokovych foriem dostaneme vyroky, ak dosadime za premenné z, y, x1, o, ..., T, konkrétne
¢isla, resp. ak za tvrdenia 1 a 2 dosadime konkrétne vyroky.
Menné formy st napriklad:

IPre kazdé a, b dostavame konkrétnu priamku.

20d gramatickej vety je nutné odlisovat matematickti vetu. Je to pravdivy vyrok o matematickych objektoch
a vztahoch medzi nimi, ktory je dokdzany, resp. nie si o om pochybnosti. Uz zo zdkladnej, pripadne strednej gkoly st
znédme napriklad binomicka veta, sinusova a kosinusova veta, Pytagorova veta, Talesova veta, . ...
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1.1. LOGIKA MA I

,Sin o ,,Zjak, ktory p.*.
Ak v mennej forme ,,sin a“zvolime za « konkrétne ¢islo, dostaneme hodnotu funkcie sinus v tomto bode.
Ak dosadime za premennt p niektory vyrok vyjadrujici ¢innost alebo stav ziaka, dostaneme vyjadrenie
o ziakovom stave alebo o jeho ¢innosti. m

1.1.2 Logické operacie

Ako sme uz spomenuli, vyrok je vyraz, ktory vyjadruje pravdiva alebo nepravdiva myslienku. Preto
je vhodné zaviest pojem pravdivostna, resp. logickd hodnota vyroku. Pre pravdivy vyrok (t. j. vy-
rok, ktory je platny) definujeme pravdivostni hodnotu pravda a vyjadrujeme ju symbolom P. Pre ne-
pravdivy vyrok (t. j. neplatny vyrok) definujeme pravdivostni hodnotu nepravda a vyjadrujeme ju
symbolom N.

Casto sa na vyjadrenie pravdivého vyroku pouziva ¢islica 1 a na vyjadrenie nepravdivého vyroku
¢islica O.E| Na oznacenie vyrokovych premennych budeme obycajne pouzivat malé pismena z konca
abecedy, t. j. symboly p, q,r, resp. x,y, z.

Pravdivostni hodnotu vyroku p budeme oznacovat |p|. To znamend, Ze zapis |p| = P znamena
pravdivy vyrok p a zapis |p| = N znamenda nepravdivy vyrok p.

Predtym, ako budeme pokrac¢ovat, si musime ujasnit zapis vyrokovych foriem a vyrokov. Ak budeme
hovorit o vyrokovej forme p A g, budi p a g predstavovat premenné. Ak budeme hovorit o vyroku p A g,
potom budi p a ¢ predstavovat konstanty (buda oznacovat uréité, pevne zvolené vyroky).

Vyrokovy pocet sa zaoberé pravdivostnou hodnotou zlozenych vyrokov, ktoré st vytvorené z inych
vyrokov (tzv. zloziek) pomocou logickych operacii. Zakladné logické operécie st negéacia vyroku,
konjunkcia, disjunkcia, implikacia a ekvivalencia vyrokov.

e Negacia vyroku
Negacia vyroku p sa tvori vyrazmi ,nie je pravda, ze p“, ,nie je pravda, ze plati p“, pripadne
wne-p“. Negaciu vyroku p oznacujeme p (niekedy tiez ~p, resp. p') a ¢itame ,nie p“, , nie je pravda,
ze p“, ,non p“ a podobne.

Priklad 1.1.4.

Uvazujme vyrok p: ,,Dnes je utorok.“, potom negaciou tohto vyroku je vyrok , Dnes nie je utorok.,
resp. ,,Nie je pravda, Ze je dnes utorok.*.

Ak utvorime negaciu tejto negacie, dostaneme vyrok: ,,Nie je pravda, Ze dnes nie je utorok.“, ¢o sa dé
vyjadrit pévodnym vyrokom ,,Dnes je utorok.“. m

Na predchédzajicom priklade vidime, Ze ak je dnes utorok, potom je vyrok p pravdivy a vyrok p
nepravdivy. Ak dnes nie je utorok, potom je vyrok p nepravdivy a vyrok p pravdivy. To znamené, Ze
vyrok a jeho negacia maja opac¢né pravdivostné hodnoty. balej z prikladu vyplyva, ze negaciou
negacie vyroku p, ozna¢me ju @ =P, je povodny vyrok p. Situacia je znizornena v tabulke %El

¢ Konjunkcia vyrokov
Konjunkcia vyrokov p a ¢ sa tvori pomocou spojky ,a“, oznacujeme ju p A ¢, pripadne p&q
a Citame ,,p a ¢“, ,,p a stucasne q“, ,p konjunkcia q*“, , konjunkcia vyrokov p a q“, ,p et ¢“ a podobne.
Pravdivost konjunkcie vyrokov p a ¢ je urfené tabulkou [I.I.2] To znamen4, Ze konjunkcia dvoch
vyrokov je pravdiva iba v pripade, ak su pravdivé obidva vyroky. TakZze na dokazanie nepravdivosti
zlozeného vyroku sta¢i ukazat nepravdivost jedného z vyrokov. Z tabulky dalej vidime, Ze vyroky p A ¢
a ¢ A\ p maju rovnaku pravdivostni hodnotu.

3Tiez sa pouziva T — F, resp. Y — N (z anglického true — false, resp. yes — no).

mailto: beerb@frcatel.fri.uniza.sk 1 7 http://frcatel.fri.uniza.sk/“beerb
|


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/~beerb

1.1. LOGIKA MA I

Poznamka 1.1.2.

Ak pouzijeme na oznacenie pravdivostnej hodnoty symboly 0 a 1, potom pravdivostna hodnota kon-
junkcie dvoch vyrokov sa rovna nasobku pravdivostnych hodnét jednotlivych vyrokov, t. j. 1-1 =1,
1-0=0,0-1=0,0-0=0.

e Disjunkcia vyrokov

Disjunkcia vyrokov p a ¢ sa tvori pomocou spojky ,alebo®, oznacujeme ju p V ¢ (skratka z latin-
ského vel — alebo) a ¢itame ,p alebo ¢“, p vel ¢, ,disjunkcia vyrokov p, ¢“ a podobneﬁ

Disjunkcia je pravdiva, ak je pravdivy aspon jeden z vyrokov (tabul’ka. Podobne ako v pripade
konjunkcie, maja vyroky p V q a ¢ V p rovnaku pravdivostni hodnotu.

V logike ma spojka ,alebo” nevylucovaci vyznam, ¢o je rozdiel od hovorovej reci, kde moze mat
vylucovaci vyznam. Napriklad vo vete ,,Dnes vecer péjdeme do kina alebo do divadla.“ méa ,alebo*
vylucovaci vyznam. Ale vo vete ,Ja ta obesim alebo zastrelim.” nevyluc¢ujeme moznost, ze vrah je
dosledny a svoju obet aj obesi a aj zastreli.

Priklad 1.1.5.

Uvazujme vyrok p: ,,Dnes je chladno.*“ a vyrok g: ,,Dnes svieti slnko.".
Konjunkcia p A q je zlozeny vyrok: ,,Dnes je chladno a svieti slnko.".
Disjunkcia p V q je zlozeny vyrok: ,, Dnes je chladno alebo svieti slnko.“. m

e Implikicia vyrokov

Implikacia vyrokov p a ¢ sa tvori vztahom , Ak (plati) ..., potom (plati) ...“, oznacujeme ju

p = q a Citame ,,Z p vyplyva ¢, ,p potom q“, ,Ak plati p, potom plati q“, ,,p je nutna podmienka
pre q“, ,,q je postacujiica podmienka pre p*.

Prvy vyrok (vyrok p) sa nazyva podmienujuci (predpoklad, implikans) a druhy vyrok (vyrok ¢) sa
nazyva podmieneny vyrok (zaver, implikat).

Pravdivost implikacie p = ¢ je znazornena v tabulke Vidime, Ze implikicia je nepravdiva
iba v pripade pravdivého predpokladu a nepravdivého zaveru. To znamena, Ze vyroky p = q a ¢ = p
nemusia mat rovnaki pravdivostni hodnotu.

Poznamka 1.1.3.

V beznej reci berieme do tvahy tiez suvislost jednotlivych vyrokov, z ktorych tvorime implikaciu. Vo vy-
rokovej logike sa tato suvislost nevyzaduje. Na implikaciu sa nepozerame ako na dosledkovy vztah, ale
ako na zlozeny vyrok vytvoreny pomocou predpokladu a zaveru. To znamena, ze pravdiva je tiez im-
plikacia ,,Ak je ¢islo 24 deliteIné tromi, potom ma den 24 hodin.* a dokonca aj implikicia ,,Ak je ¢islo
24 delitelné piatimi, potom mé den 24 hodin.*.

Priklad 1.1.6.

Uvazujme vyrok p: ,,Celé ¢islo x je delitelné tromi.“ a vyrok q: ,,Celé ¢islo x je parne.“.

Utvorme implikaciu p = ¢: ,,Ak celé ¢islo x je deliteIné tromi, potom je parne.“.

V zévislosti od ¢isla x mozu nastat rozne pripady pre pravdivost implikécie p = q.

Napriklad pre z = 18 (|p| = |¢| = P), pre z = 19 (|p| = |¢| = N) a pre z = 20 (|p| = N, |¢| = P) ma
implikacia hodnotu P. Pre z = 21 (|p| = P, |¢| = N) ma hodnotu N. m

4V literatire sa moZzeme stretnit aj s ndzvom alternativa.
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e Ekvivalencia vyrokov

14

Ekvivalencia vyrokov p a ¢ sa tvori pomocou vztahu ,,... (plati) prave vtedy, ak (plati) ...*,
oznacCujeme ju p < q. Niekedy sa tiez oznacuje p ~ ¢, resp. p = q.

Ekvivalenciu vyrokov p a ¢ ¢itame ,p (plati) prave vtedy, ak (plati) ¢“, ,,p plati vtedy a len vtedy,
ak plati q“, ,Z p vyplyva q a naopak z q vyplyva p“, ,.p je nutna podmienka a siticasne postacujiica
podmienka pre ¢ a podobne.

Pravdivost ekvivalencie p < ¢ je znazornena v tabulke [[.1.2] Z tabulky je zrejmé, Ze ekvivalencia
je pravdiva v pripade, ak maja obidva vyroky (z ktorych je zloZena) rovnaku pravdivostni hodnotu.

7 ekvivalencie p < ¢ vyplyvaja implikacie p = ¢ a ¢ = p. A naopak z implikacii p = g a ¢ = p
vyplyva ekvivalencia p < ¢q. Teda ekvivalenciu p < ¢ mozeme nahradit zlozenym vyrokom (p =
q) A (¢ = p). Formalne to moézeme zapisat vztahom:

pedq & [(p=q9A(e=Dp)].

pla|P|DP|pANag|aAp|pPVag|qVp|p=q|g=p|peq|lqgep
P|P|N|P P P P P P P P P
P | N N N P P N P N N
N|P|P|N N N P P P N N N
N | N N N N N P P P P

Tabulka 1.1.2: Pravdivostné hodnoty zloZenych vyrokov.

Poznamka 1.1.4.
Vynimkou pri chapani implikicie a ekvivalencie je formulacia definicii, napriklad definicia:

wHovorime, Ze funkcia f(x), x € D(f) je rastiica na mnozine A C D(f),
ak pre vsetky x1, 19 € A také, Ze 1 < xo, plati f(z1) < f(xq).“

mé4 formélne tvar implikacie ale zmysel ekvivalencie. To znamena, Ze definiciu musime vzdy chapat
ako ekvivalenciu medzi predpokladom a zaverom!

1.1.3 Vyrokové formy

V predchédzajicej casti sme uviedli zlozené vyroky, ktoré sme vytvorili pomocou symbolov ~, A,
V, =, <. Tieto symboly patria medzi logické konstanty a nazyvaja sa logické spojky. S iba tymito
zlozenymi vyrokmi vSak logika (a ani ziaden jazyk) nevystaci. Casto je potrebné tvorit este zlozitejsie
vyroky a skimat ich vlastnosti.

Z tohto hladiska sa zameriame na vyrokové formy. V zasade nemé zmysel hovorit o pravdivosti alebo
nepravdivosti vyrokovej formy, pretoze obsahuje premenné. Ale ma zmysel uvazovat, pre aké hodnoty
premennych sa z nej stava pravdivy, resp. nepravdivy vyrok. Dolezité su dve vyrokové formy, ktoré sa
nazyvaju tautologia a kontraindikacia.

Tautologia (zakon) je vyrokova forma, ktord po nahradeni vSetkych premennych konstantami da
vzdy pravdivy vyrok. To znamen4, Ze ak pouZijeme pripustné konstanty s lubovolnymi pravdivostnymi
hodnotami, dostaneme pravdivy vyrok.

Kontraindikacia (spor) je vyrokova forma, ktora po nahradeni vsetkych premennych konstantami
da vzdy nepravdivy vyrok.
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Pravdivostné hodnoty vyrokov najcastejsie zistujeme pomocou tabulkovej alebo deduktivnej metody,
pripadne tieto metddy kombinujeme.

e Tabul'kovA metéda na zistovanie pravdivostnych hodnét

ZapiSeme danu vyrokovu formu a jednotlivé premenné, z ktorych je zlozena, do tabulky pravdi-
vostnych hodnot. Najprv ohodnotime pravdivostnymi hodnotami jednotlivé premenné a potom urc¢ime
prislusné pravdivostné hodnoty vyrokovej formy.

Priklad 1.1.7.
Uz sme spominali, ze vyrokova forma [p < q] < [(p = q) A (¢ = p)] je tautologia.
Tato skuto¢nost vyplyva z tabulky [[.1.3] m

plalpr=q|le=p|peq| >N (@=>p) | pedellp=q9A(@=Dp)
plpP| P P P P P
PIN| N P N N P
N|P| P N N N P
N|N| P P P P P

Tabulka 1.1.3: Tautologia [p < ¢| < [(p = q) A (¢ = p)].

e Deduktivna metoéda na zistovanie pravdivostnych hodnot

Na zaciatku vychadzame z axi()mﬂ a tautologii, ktorych pravdivost je dokdzané alebo pravdivost
ktorych pozname. Potom pomocou pravidiel odvodzovania z nich dedukujeme nové tautologie. V jed-
noduchych pripadoch vystac¢ime s pravidlom substitiicie a pravidlom odlicenia.

i) Pravidlo substitucie:
Ak v tautologii T' dosadime za nejakt prement (na kazdom mieste, kde sa vyskytuje) Tubovolni
vyrokovu formu (nemusi byt tautoldgia), dostaneme opét tautologiu.
Napriklad, ak do vyrazu p V p dosadime ¢ V r namiesto p, dostaneme (¢ V r)V (¢ V).

ii) Pravidla odlicenia (modus ponens a tollens):

— Modus ponens (hypoteticko—kategoricky kladny asudok):
Nech p = ¢ je pravdiva implikacia. Ak je pravdivé p, potom je pravdivé aj q.

— Modus tollens (hypoteticko—kategoricky zaporny usudok):

Nech p = ¢ je pravdiva implikacia. Ak je nepravdivé g, potom je nepravdivé aj p.

Platnost pravidiel odlac¢enia vyplyva z tabulky . UkaZzeme platnost modusu ponens (modus
tollens sa ukéaze analogicky). Predpoklad p je pravdivy. Zaver ¢ je bud pravdivy a implikacia p = ¢
je tiez pravdiva, alebo zaver ¢ je nepravdivy a implikicia p = ¢ je nepravdiva. Lenze druha moznost
nemoze nastat, pretoze predpokladame platnost implikacie p = q.

Priklad 1.1.8.

Z fyziky st zname tepelné ucinky priadu prechadzajiceho vodicom. Vyjadruje to zédkon: Ak vodicom
s napatim U prechadza prad I, potom mnozstvo tepla ) vyvinuté pridom I (tzv. Jouleove teplo)
za Cas t je dané vztahom QQ = UIt.“

Takze ak vieme, ze danym vodi¢om tecie prud, potom vieme (bez vypoctu), Ze sa tento vodi¢ zahrieva.
A ak chceme, mozeme uvolnené teplo vypocitat podla daného vzorca. m

5 Axioma je zékladné tvrdenie, o ktorom sa predpoklada, Ze plati a nedokazuje sa.
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1.1.4 Niektoré doélezité tautologie

Teraz uvedieme niektoré dolezité tautologie, ktoré sa ¢asto vyuzivaju pri dokazoch nielen v mate-
matike.

e Zakon dvojitej negacie: p <D

Zakon vyjadruje skutocnost, Ze vyrok a negacia jeho negacie maju rovnaka pravdivostni hodnotu.
Pravdivost tohto zdkonu vyplyva z tabulky [I.1.4]

e Zakon vylacenia tretieho: pVDp
Bud plati vyrok alebo jeho negacia. Toto tvrdenie vyplyva z tabulky [I.1.4]

e Zakon sporu: pADp

Vyrok nemoéze byt pravdivy a zaroven nepravdivy, t. j. nikdy neplati p A p. Pravdivost tohto zakonu
vyplyva z tabulky [1.1.4]

pVD | pAD | PAD
P N P

sl

PAD | PAD p | P
P N P N | P

sl
iS)
<
=

PP
P | N

p <= P&
P P

==l

| =

Tabulka 1.1.4: Zakon dvojitej negécie, zakon vylucenia tretieho, zédkon sporu.

e de Morganove zikony: pVqg< (pAG), vresp. pAg< (PVYQ)

Tieto zakony umoznuji nahradit negaciu disjunkcie dvoch vyrokov konjunkciou negacii tychto vy-
rokov, resp. nahradit negaciu konjunkcie dvoch vyrokov disjunkciou negacii tychto vyrokov. Pravdivost
tychto zakonov vyplyva z tabulky [I.1.5

Pri tvoreni negacie konjunkcie, resp. disjunkcie sa meni spojka ,,a“ na ,alebo®, resp. spojka ,alebo*
na ,a“ a neguju sa jednotlivé vyroky.

Toto pravidlo sa ale v hovorovej re¢i nemusi doslovne dodrzat, napriklad negaciou k vyroku ., Prsi
alebo je zima.“ je vyrok ,,Neprsi a nie je zima.“. V hovorovej re¢i by sme asi povedali ,,Neprsi a ani nie
je zima.“.

plq|P|q|pVeg|pVqg|DAq|pAqg|pAqg|pVg | T1 T
P|P|N|N| P N N P N N P P
P|IN|N|P P N N N P P P P
N|P|P|N| P N N N P P P P
N|N|P|P| N P P N P P P P

Tabulka 1.1.5: De Morganove zékony T : pVqg< (pAq), To :pAg< (DV Q).

e Zakon hypotetického sylogizmu: [(p=q¢)A(g=71)] = (p=71)
Je obdobou tranzitivneho zékona. Jeho pravdivost je overené v tabulke [1.1.6]
e Zakon transpozicie: (p=q) < (= D)

Niekedy je jednoduchsie namiesto implikacie p = ¢ dokazat implikaciu § = p. Skutocnost, ze impli-
kacia p = ¢ a obratena implikicia § = p maju rovnaké pravdivostné hodnoty (vyplyva z tabulky|1.1.7)
sa ¢asto vyuziva pri nepriamom dokaze.
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Tabulka 1.1.6: Zakon hypotetického sylogizmu T : [(p = ¢) A (g = 1) = (p = 7).

e Komutativne zdkony: (pAq)< (¢Ap), (Ve < (qVp)
Tieto zakony vyplyvaju z tabulky [I.1.2]

plaqg|DP|q|p=>q|a=D|p=>q¢g<@=D
P|lP|N|N| P P P
P|N|N|P| N N P
N|lP|P|N| P P P
N|N|P|P P P P

Tabulka 1.1.7: Zakon transpozicie.

e Asociativne zdkony: [(pAg)Ar]<[pA(gAT)], [(pVa)Vr]<e[pVi(gVr)

Tieto zakony vyplyvaju z tabulky [1.1.8] Pre jednoduchost zvykneme v takomto pripade zatvorky
vynechavat, t. j. piSeme p A g Ar, resp. pV qV r. Takze konjunkcia p A ¢ A r je pravdiva, ak st pravdivé
vSetky tri vyroky p, q, r a disjunkcia pV q V r je pravdiva, ak je pravdivy aspon jeden z vyrokov p, q, r.
Takymto sposobom modZzeme definovat konjunkciu a disjunkciu pre lubovolny koneény pocet vyrokov.

p|laqg| v |pAalghr|pVa|gVri(pAgAr|ipA(gAT)|(pVgVripVigvr)| Ti | Ty
plplPp| P | P| P|P P P P P P P
p|lP|N|P|N| P | P N N P P P P
PIN|P| N|N| P | P N N P P P P
P|N|IN|N| N| P | N N N P P P P
N|P|P| N | P|P| P N N P P P P
N|P|N| N|N| P | P N N P P P P
N|N|P| N|N|N| P N N P P P P
N|N|N| N|N|N|N N N N N P P

Tabul'ka 1.1.8: Asociativne zakony
Ti:[pAgArfe pA@@Ar), T2 [(pVe Vr]e[pVigVr))
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e Distributivne zakony: pA(¢Vr) < [(pAqV(pAT), pV(gAT)<[(pV g A(pVr)
Tieto zakony vyjadruju skuto¢nost, ze konjunkcia je distributivna vzhladom na disjunkciu a taktiez
disjunkcia je distributivna vzhladom na konjunkciu. Ich pravdivost vyplyva z tabulky [I.1.9]

(A V(pAT)

S
~

S
>

)
<

2222229 z
=

=z=2=22 02| >

2Wvv vy Y| <

Z22z2z299yls
22922y le
Z2o=2v=2v=2T
2222299
2222yl <
ol oia ol ol ol ol ol o e

P

ghr) | PV A(pVr)

<

pV

=
hS!

Z22vwvviviuiy| <
(=}
S

Z2vzvvviuiyl <
=
L)

2z22vz=2=29>

Zz2z2n99ool
Z2gu=2=29ule
ZNz2v=2vw=2Y
229Ut
e i I vl v e vl B
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Tabulka 1.1.9: Distributivne zakony
Ti:pA(gvr))elpAg VAT Ta:pVgAar)] < (pVa Al V)

e pedg e p=a9N(=Dp)
Tito tautolégiu sme dokazali v priklade |1.1.7]
e Negacia implikicie: p=g¢< (pA7Q)
Téato tautologia sa najcastejsie pouZiva pri dokaze sporom (str. [1.2.2)).
e p=q)={OVa), (=9 <pNqG resp. p=(q=p) ((@P=q) =p
Prvé dve tautologie davaju navod ako nahradit implikaciu dvoch vyrokov vyrazom tvorenym iba

disjunkciou, resp. konjunkciou a negaciou jednotlivych vyrokov. Vsetky styri tautologie vyplyvaja z ta-

bulky [1.1.10]

Poznamka 1.1.5.
Ak mame kone¢ny pocet vyrokov pi, po, ..., pn, resp. nekoneény pocet vyrokov pi, pa, ..., Pny .-,
potom ich konjunkciu a disjunkciu mézeme struc¢ne zapisat vztahmi:

pLVp2 Vo Vpn =\ p, pVpeVeVpn Ve =\ pg,
k=1 k=1
])1/\P2/\"‘/\Prn:/\pk-/ plApZ/\Apﬂ/\:/\pk
k=1 k=1
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plq|P|q|p=q|lq=p|PVqg|pAq| Th 15 T3 Ty
P|P|N|N P P P P P P P P
P|N|N|P N P N N P P P P
N|P|P|N P N P P P P P P
N|N|P|P P P P P P P P P

Tabulka 1.1.10: Tautologie
Tv:(p=q) & (PVq, Ta:(p=>q) ©pAG tesp. T3 :p= (¢=p), Ty : (p = q) = p.

Priklad 1.1.9.

Dokazte, ze vyraz (p < q) < [(pV ¢) A (pV Q)] je tautologia.

Riesenie.

Kedze vyrazy (p = q) < (pV q), (¢ = p) < (G V p) su tautologie, mdzeme nahradit p = ¢ vyrazom
PV q a tiez vyraz ¢ = p nahradit vyrazom q V p.

Ak dosadime tieto vyrazy do tautologie (p < ¢q) < [(p = ¢q) A (¢ = p)], dostaneme dokazovani

tautologiu (p < ¢) < [(PV q) A (pVq)].
Dané tvrdenie mozeme dokazat tiez pomocou tabulky [.I.11] m

pla|P|Td|peq|DVe|pVva| BVYADVY | P9 S [BVYAMPVTY)
P|P|N|N| P P P P P
P| N| N | P N N P N P
N | P | P | N N P N N P
N | N|P|P P P P 2 P

Tabulka 1.1.11: Tautologia (p < q) < [(pV q) A (pV Q).

1.1.5 Kvantifikdtory

V matematike casto skimame, ¢i je nejaky vyrok pravdivy vseobecne, t. j. platny pre vsetky prvky
z oboru tvahy, alebo iba pre niektoré prvky, pripadne iba pre prave jeden prvok. Na druhej strane nés
niekedy zaujima, ¢i existuje aspon jeden prvok, pre ktory je tento vyrok pravdivy. Hovorime, ze vyrok
kvantifikujeme.

Kvantifikované vyroky st velmi Casté a stretdvame sa s nimi stéle aj v beZnej reci, napr. ,, Vzdy
ked ideme na vylet, zacne prsat.“, alebo , Pre kazdé realne cislo x existuje celé cislo k také, Ze plati
k <z < k+ 1.“ Kvantifikitor uréuje mnozstvo (kvantitu) prvkov z oboru tivahy, ktoré splhajt dant
vlastnost, t. j. pre ktoré je dany vyrok pravdivy.

e Vseobecny kvantifikator

Ak dant vlastnost alebo dany vztah spliaji vietky prvky z oboru tvahy, kvantifikujeme dany vy-
rok vSeobecnym kvantifikitorom. Vyjadrujeme ho slovami ,kazdy*“, , vSetky®, ,Ziadny“ a podobne.
Vseobecny kvantifikdtor sa oznacuje symbolom ,V*, ktory vyjadruje obratené pismeno Aﬁ

6V literattire sa stretdvame aj s oznacenim II a A.
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e Existenc¢ny kvantifikator
Ak danii vlastnost alebo dany vztah splha aspon jeden prvok z oboru tvahy, kvantifikujeme vyrok
existencnym kvantifikitorom. Vyjadrujeme ho slovami ,existuje®, ,jestvuje®, ,niektoré®, ,aspon
jeden* a podobne. Oznacujeme ho symbolom ,, 3, ktory vyjadruje obratené pismeno EE
Symbolom ,,3!“ vyjadrujeme skuto¢nost, ze dant vlastnost alebo dany vztah splita prave jeden
prvok z oboru uvahy (t. j. aspofi jeden a najviac jeden prvok).

Priklad 1.1.10.
a) Vyrok Ak a > 0, potom a" > 0 pre vSetky prirodzené ¢isla n.
mozeme vyjadrit kvantifikitorom: VneN: a > 0= a" > 0.

b) Vyrok ,,Ak a < 0, potom a™ > 0 pre nejaké prirodzené ¢islo n.“
mozeme vyjadrit pomocou kvantifikatora: In€N: a <0 =a" > 0. =

Priklad 1.1.11.

a) Ak v pravdivom vyroku ,,Pre kazdé realne ¢islo = existuje celé cislo n také, Ze plati nerovnost n < x.*
vymenime poradie kvantifikitorov, dostaneme nepravdivy vyrok , Existuje celé ¢islo n také, Zze pre kazdé
realne ¢islo x plati nerovnost n < z.“. Symbolicky moézeme tieto vyroky vyjadrit:

VeeRIneZ: n<x, resp. dneZVreR: n<u.
Takze zalezi na vzajomnom poradi existenc¢ného a vSeobecného kvantifikatora!
b) Vyrok ,,Pre vSetky realne ¢isla x a y plati x* + y*> > 0.“ mozeme symbolicky vyjadrit:
VreRVyeR: 22+ y* >0, resp. YyeRVxER: 2> + 4> > 0.
TakZe na poradi kvantifikditorov nezalezi a mozeme pisat Vo, y€R: 22+ 3> > 0. m

Ozna¢me symbolom F'(z) skutocnost, Ze prvok = ma vlastnost F. Kvantifikicia sa vzdy vztahuje
k oboru kvantifikacie, t. j. k mnozine premennych prvkov x.

Ak pouzijeme kvantifikator, potom viaZeme premenni na tito mnozinu premennych a z vyrokovej
formy F(z) sa stava vyrok:

Va: F(z) »Pre vsetky x, pre ktoré plati vlastnost F'(x).*,

dx: F(x) ,Existuje x, ktoré splia vlastnost F(z).“.

Poznamka 1.1.6.
Niekedy pre jednoduchost symbol ,;: “ vynechavame, takze zapisy
WVo: F(x)“a Vo F(x)*, resp. ,Jx: F(x)“ a 3z F(z)"

vyjadruju tie isté vyroky.

Teraz uvedieme priklady vyrokov vytvorenych pomocou kvantifikatorov:

Vo F(x) ,Kazdé x méa vlastnost F.

Vx F(x) ,Nie je pravda, Ze kazdé x mé vlastnost F.“, t. j. ,Nie kazdé x méa vlastnost F.*
t. j. ,,Existuje aspori jedno x, ktoré nema vlastnost F.“.

Va F(z) ,Nie kazdé x mé vlastnost F.“ t. j. , Existuje aspoii jedno x, ktoré neméa vlastnost F.“.

Vo F(x) ,Pre kazdé x plati, Ze neméa vlastnost F.“ t.j.  Kazdé x nema vlastnost F.*.
V hovorovej re¢i pouzijeme dvojitii negaciu: ,,Ziadne x nema vlastnost F.“.

%F(m) ,,Nie kazdé x nema vlastnost F.“, t. j. ,,Neplati, ze kazdé x nema vlastnost F.*.

TV literatiire sa stretdvame aj s oznacenim >, V a niekedy aj E.
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dx F(z) ,,Existuje aspoii jedno x, ktoré méa vlastnost F.
dz F(x) ,Nie je pravda, Ze existuje x, ktoré méa vlastnost F.*,
t. j. ,Neexistuje x, ktoré ma vilastnost F.“, t. j. ,,Kazdé x nema vlastnost F.“.
Jz F(x) ,Neexistuje x, ktoré ma vlastnost F.“ t. j. ,Kazdé x nema vlastnost F.“.
dx F(z

Jx F(x) ,Neexistuje x, ktoré nema vlastnost F.*

~—

,Existuje aspon jedno x, ktoré nema vlastnost F.*

Poznamka 1.1.7.
Musime rozliSovat vyroky ,Va F'(z)* a Vo F(x)“. Prvy vyrok vyjadruje negéciu vyroku Va F(z), druhy
vyrok popiera kvantifikdtor a to sa vztahuje na negaciu vyroku.

Poznamka 1.1.8.
7 predchadzajiceho vyplyva, ze Vo F(x)* a Vo F(x)“, resp. , 3z F(x)* a ,3z F(z)“ vyjadruja ten
isty vyrok, t. j. negacia kvantifikitoru je ekvivalentna negacii kvantifikovaného vyroku. To
znamena, ze plati:

13

Vo F(x) & Vo F(r) & 3z F(z), Jr F(z) & JoF(z) & Vo F(z).

Uvazujme ako obor kvantifikicie koneént mnozinu X = {zy,xs,...,2,}, kde n€ N. Vztah Va F(x),
resp. Vo € X: F(z), znamend F(z;) A F(x3) A -+ A F(x,), t. j. ze vlastnost F(z) spliiaji vietky
premenné ry, Ta, ..., &,. Podobne vztah 3z F(x), resp. Jx: F(x) znamena F(x1)V F(x2) V.-V F(x,),
t. j. ze vlastnost F'(x) ma aspon jedna z premennych xy, s, ..., Tp.

Potom podla de Morganovych zakonov plati:

VaF(z) & Fm)A-AF(z,) < [F(ml) VeV F(xn)] & 3 F(a), (1.1)
WF(E) & Fle) VeV F(e) & [Flen) A A Feg)| Vo F(o), (1.2)

Takze negaciou vSeobecného kvantifikitora je existenény kvantifikator a negaciou existenéného kvan-
tifikatora je vSeobecny kvantifikitor.

Tieto pravidla ostant v platnosti aj v pripade nekonecéného oboru kvantifikicie. Ak to zhrnieme,
dostavame:

Vz F(z) < Yz F(z) & 30 F(), Vz F(z) & Yz F(z) & Vz F(z) < 3z F(2),

Vo F(z) © Yz F(z) < 3z F(2), Vi F(z) < Vo F(z) © Ve F(z) © 3z F(z).

Uvazujme vyrok, ktory obsahuje aspon dva kvantifikatory, napr. Vz Iy F(z,y)*, kde F(x,y) je
vyrokova forma dvoch premennych x, y. Dalej ozna¢me symbolom G(z, y) vyrokovia formu ,,Jy F(z,y)*.
Potom negaciu daného vyroku, mézeme vyjadrit:

Vedy F(z,y) & YeG(z,y) & FoG(r,y) & eIy F(r,y) & JxVyF(z,y).

Vidime, Ze kvantifikdtory sa navzajom vymenili a naviac sa negovala vyrokova forma F'(z,y). Takze
vo vSeobecnosti pri negacii vyroku s kvantifikAitormi sa meni vSeobecny kvantifikitor na exis-
ten¢ny a existenény kvantifikitor na vSeobecny, d’alej sa vyrokova forma pritom meni
na svoju negaciu.

Priklad 1.1.12.
,Hovorime, zZe funkcia f(x), x € D(f) je spojitd v bode a, ak pre kazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0 také, Ze
pre vSetky x€ D(f), |x — a| < 0 plati |f(z) — f(a)| <e.”

mailto: beerb@frcatel.fri.uniza.sk 26 http://frcatel.fri.uniza.sk/ beerb
|


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/~beerb

CVICENIA MA I

Vyrok vyjadruje definiciu spojitosti funkcie v bode a symbolicky ho mézeme vyjadrit:
Ve>030 >0VzeD(f): |z —a|l<d=|f(x)— fla)| <e.
Negéciu tohto vyroku mozeme vyjadrit:
Ve >030 > 0VeeD(f): |[x—a|<d=|f(x)— fla)| <e <=
<= >0V >0dzeD(f): |[x—a| <d=|f(x)— fla)] <e <=
= Je>0V6>03xeD(f): |[zx—a| <IN|f(z)— fla)] >ec. m

Priklad 1.1.13.
Uvazujme vyrok p: , Neexistuje trojuholnik, ktory je rovnostranny a pravouhly. a vyrok ¢: ., Ziadny
trojuholnik nie je pravouhly a sticasne rovnostranny.“. Rozhodnite, ¢i st vyroky p a q ekvivalentné.
Riesenie.
Ozna¢me F(x): ,x je rovnostranny trojuholnik.“, G(x): ,x je pravouhly trojuholnik.*.
Potom mozeme vyjadrit p: 3z[F(z) A G(x)], q: YoF(x) AG(z).
Potom podla vztahu st vyroky p a ¢ ekvivalentné:
2 [F(z) ANG(z)] < F2[F(x) AG(x)] & VoF(r) AG(z). m

Poznamka 1.1.9.
Namiesto ozna¢enia 3z sa pouziva .
Takze vyrok ,,Neexistuje prvok z, ktory ma vlastnost F(z).

“

zapisujeme Az F(z)“.

Cvicenia

1.1.1. Vytvorte negéciu a rozhodnite, ktory z vyrokov je pravdivy:

a) ,,Vsetci I'udia vedia plavat.“, b) ,Rovnica 2* = 4x m4 kladny koren x.*,
¢) ,,Aspoi dve ¢isla st kladné.”, d) ,Najmenej tretina krajin patri do OSN.“,
e) ,,Prave dve ¢isla si kladné.“, f) ,Kazdé ¢islo tvaru n*, n€ N je parne.“.

1.1.2. Vytvorte negécie nasledujtcich vyrokov:

a) VteER: sinx < 1, b) Jx€R: sinzx < 1, c) JzeR: sinx < 1,
d) freR: sinz < 1, e) VeeR: sinz > 1, f) JxreR: sinz > 1,
g) dlzeR: sinx > 1, h) Ar€R: sinz > 1, i) VxeR: sinz =1,
j) dr€R: sinz =1, k) lzeR: sinz =1, 1) fz€R: sinz = 1.
1.1.3. Napiste tabulky pravdivostnych hodnot pre nasledujice vyroky:
a) pV, b) p AT, c) pVI(gAD), d) pAg) Vv (pAT),
e) D= gq, fipea, 8 P=q+7 h) (p=9 AT=D,
i) pAqVp, i) pAgVa, k) (pVva)=p, D (pva)A(pVY).

1.1.4. Utvorte vyroky p A g, pV q a urcte, v ktorych pripadoch st pravdive:
) p: ,Dany trojuholnik je pravouhly.“, q: ,Dany trojuholnik je rovnoramenny.“,
) p: ,,Celé cislo k je parne.“, q: ,,Celé cislo k je delitelné tromi.“,
¢) p: ,Dana nerovnica plati pre x < 4., q: ,Dana nerovnica neplati pre x < 1.,
) p: ,,Dand kvadraticka rovnica nemé reélne rieSenie. "
q: ,Absolitny c¢len a kvadraticky ¢len danej kvadratickej rovnice majii opacné znamienka.“.
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1.1.5. Ku p = ¢q a p & ¢ néajdite ekvivalentné formy, ktoré obsahuju iba negaciu a:
a) konjunkciu, disjunkciu, b) konjunkciu, ¢) disjunkciu.

1.1.6. Utvorte vyroky p = ¢, ¢ = p, p & q a urcte, ktoré z nich st pravdivé. V pripade pravdivej
implikacie vytvorte pomocou zakona transpozicie obratenu implikéiciu.

a) p: ,Dané cislo v < 0%, q: ,,Dané ¢islo x < 3%,

b) p: ,,Bol som v Prahe.“| q: ,,Bol som v C’echaich.“,
c) p: ,,Nemam peniaze.“, q: ,,Nepdjdem do kina.“,
d) p: ,,Pri ceste rastie ¢akanka.“, q: ,,Pri ceste rastie trava.*,
e) p: ,Pridem na stanicu vcas.”, q ,Nezmeskam vlak.*,
f) p: ,Pre dané &isla x,y plati 2* = y>.“, q: ,,Pre dané ¢isla x,y plati x = y.,
g) p: nsinz > 0.9 ¢ ,xe(0; ).
h) p: ,Dané dve kruznice nemaji spolocné body.“, q: ,,Dané dve kruznice sﬁ stistredné.
i) p: ,, Trojuholnik ABC' je pravouhly.“, q: ,,Pre strany trojuholnika plati a* + b* = ¢*.“
j) p: ,,Kvadraticki rovnicu mézeme pisat v tvare (r — x1)(x — x9) = 0.,
q: ,,Kvadraticka rovnica ma korene x1, xs.",
k) p: ,,Dané ¢islo x > 0.“, q: ,,Pre dané ¢islo x plati sinz > 0.
1) p: ,,Dve rozne priamky py, py leZiace v rovine sii rovnobezné.“,
q: ,,Dve priamky py, ps leziace v rovine nemaji spolo¢ny bod.*.

1.1.7. Zistite, ktoré¢ z nasledujicich vyrokovych foriem s tautologie: #

a) (p=aANp="1)=[p= (@A), b) [([g=p)A(r=p]=1qVr)=r7,
c)[p=qVig=p]e[P=7 A, d) [(gVr)=p|=[l¢g=p) = (r=Dp),
e) [(phqg)=r]=[F=(7VD), f) [(pve =r]e[F=(@AD)]

g) p=9Nnp=r]cp=> (@A), h) [(p=q¢Vp=r]ep=(¢Vr),
) [(pAg=7r)=p)V(r=0V)]l=>IpVF)AP=q)]

) p=@vnre{lprg =r]VI[pAT)=q}

1.1.8. Dokéazte, ze nasledujiice vyrokové formy st tautologie:

a) p&p, b) p=p, c) p=(q¢=p), d) [pegnlger)=pPer).

1.1.9. Dokazte de Morganove zakony pre konec¢ny, resp. nekoneény pocet vyrokov:

a) N\ pe< V Dk b) V o A Pr, c) ANpee V Dr, d) Vore A b
— =1 k=1 k=1 =1 k=1 k=1 -

1.1.10. Urcte, ktoré z nasledujicich vyrazov su vyroky a svoje tvrdenie odoévodnite:

a)4—1=5 b) 25- 4, ¢) 20 +1=3,
d) 2(x+1)=22+2, e) ,,Kolko je hodin?* f) ,,Pomoc!®,
g) ,,Nebezpecenstvo tirazu®, h) ,,Prsi.”, i) ,,Véera prsalo.”,
j) ,,Zajtra bude prsat.” k) ,,Véera prsalo?“, 1) ,,Prsi a neprsi.“.

1.1.11. Uvedte priklady vyrazov, ktoré v urcitej suvislosti vyrokmi st a v inej nie si!

1.1.12. Z vyrokovych foriem p: ,x je delitelné dvomi.“, q: ,x je delitelné tromi.“, r: ,x je deliteIné
Siestimi.“ vytvorte v slovnhom zneni zlozené formy F(x), F'(z):

a) Fz): (pAq) &, b) F(z): (pVaq)=r, c) F(x): pVg= (pA7),
d) F(z): (p=4q) VPAT, e) F(z): (p=q) < (pV0), f) F(z): (pvr)=(pVa).
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1.1.13. Zistite, ktoré z vyrokovych foriem F(x) z prikladu [1.1.12| st tautologie.

1.1.14. Zamenme v priklade [1.1.12] vyrokovi formu r na tvar ,,z je deliteIné piatimi.“. Ktoré z vyroko-
vych foriem F(z) st tautologie v tomto pripade? =

1.1.15. Nech vyrokova forma ¢ je tautologia a vyrokova forma k je kontraindikécia. Zistite, ktoré z na-
sledujicich vyrokovych foriem st tautologie a ktoré kontraindikécie: ®

a) 1, b) k, c) t =k, d) k=t e) (t=Fk)VtAE,
f) tVEk, g) tAk, h) £V k, i) tAK, j) (tVEk)=k=1t

1.1.16. K vyrokovej forme p= ¢ V (r < s) najdite ekvivalentnt formu, ktora neobsahuje =, <, V.

1.1.17. Zjednoduste vyrazy tak, aby v nich bol ¢o najmensi pocet symbolov negécie:

a) pVGATASE, b) DVGATAT, ¢) DAGQVTVS.
1.1.18. Nech p, ¢ stu vyrokové formy také, ze p < ¢ je tautologia. Dokazte, Zze aj p = q je tautologia.

1.1.19. Dokazte, ze vyrokova forma p & g < r < p < ¢S T je tautologia pre Tubovolné vyrokové
formy p, q, .

1.1.20. Uvazujme vyrokovu formu F(x): 2z — 3y = 1. Ktoré z vyrokov su pravdivé:

a) Ve RYye(0; oo) : F(x), b) Vee RIye(0; o) : F(z),
c) Jxe RVye(0; o0) : F(x), d) 3re R3ye(0; 00) : F(x),
e) Jye(0; 00) VxeR: F(x), f) Vye(0; o00) Jz€R: F(x).
1.1.21. Vytvorte negaciu a rozhodnite, ktory z vyrokov je pravdivy:
a) Vo€ R: sin®z + cos’z = 1, b) Vo€ R: sin’x — cos?x = 1,
c) Ix€R: cosx = /1 —sin’z, d) VzER: cosx = /1 —sin’z,
e) JreR: 2t < 23, f) Vee RVye R: 2?2 + y* > 0,
g) Ixre RYneN: n+ 3 < nx, h) Vne NdzeR: n+ 3 < nx.

1.1.22. Vztahom p @ q < p < ¢ definujme logicka spojku @ (tzv. vylu€ovacia alternativa). Pri-
pustme symbol @& vo vyrokovych forméch. Dokazte, ze plati [(p@®q) S r] < [p® (g r))].

1.2 Zakladné prvky matematickej teorie

Hlavnym znakom stcasnej matematiky je, Ze svoje jednotlivé discipliny buduje axiomaticky. Na za-
¢iatku st najjednoduchsie pojmy (tzv. primitivne, nedefinované pojmy) a sibory viet (tzv. axi-
omy), o ktorych predpokladame, Ze platia a nedokazujeme ich. Vyber systému primitivnych pojmov
a axiom nie je uplne Tubovolny, ale je ovplyvneny roznymi podmienkami a hlavne uc¢elom, pre ktory sa
disciplina buduje.

Najdolezitejsia je ale podmienka bezspornosti systému. To znamena, ze v systéme nemdzeme
odvodit vyrok a zaroven jeho negaciu. Na tomto zéklade definujeme pomocou definicii nové pojmy a po-
mocou uz dokdzanych (t. j. platnych) viet formulujeme a dokazujeme vety nove. Struktiru matematiky
mozeme charakterizovat trojicou zakladnych kamenov, ktoré nazyvame definicia, veta a dokaz.

Definicia uréuje vyznam zavadzaného pojmu, pomocou uz zndmych pojmov. Méze mat roznu formu,
najcastejSou je forma logickej ekvivalencie vyjadrena slovami ,,prave vtedy, ak® (poznamka .
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Veta (poucka, tvrdenie) je pravdivy vyrok o matematickych objektoch a vztahoch medzi nimi,
ktory je dokdzany, resp. nie st o iom pochybnosti. Pravidlom nazyvame obyc¢ajne vetu, ktora obsahuje
navod na daldi postup (napr. vypocet, konstrukciu novych objektov) pri budovani systému. V mate-
matike sa niekedy pouZivaju pomocné vety (lemy), ktoré majia (uz podla nazvu) pomocny vyznam
pri dokazovani inych viet, aby sa ich dokazovanie zjednodusilo a sprehladnilo.

Dokaz vety, resp. daného tvrdenia je logicky proces, ktorého cielom je ukazat pravdivost tvrdenia
pomocou axiém, definicii a uz predtym dokazanych viet. Dokazy moézu mat réozmu formu, najznamejsie
druhy dokazov st priamy doékaz, nepriamy dokaz a dokaz matematickou indukciou.

1.2.1 Priamy doékaz

Je to sposob, ktory sa pouziva pri dokazovani platnosti viet, ktoré maji vo vSeobecnosti tvar vyroku
p = q (ak plati vyrok p, potom plati vyrok q).

Priamym dékazom sa dokazuje platnost povodnej implikacie p = q. Predpokladame, ze vyrok p
je pravdivy, potom pomocou definicii, axiém a uz dokazanych viet ukdzeme, ze plati vyrok ¢. Prakticky
zostrojime konecna postupnost pravdivych vyrokov pi, pa, ..., pr, ktort mézeme symbolicky zapisat
p = p1 = p2 = = P = (.

Priklad 1.2.1.
Pomocou priameho dokazu dokazte vetu: Va,be R, a®> +0*> =1 = 2|ab| < 1.

RieSenie.
Mame dokazat: , Ak pre vSetky redlne ¢isla a, b plati a> + b* = 1, potom plati 2 |ab] < 1.¢
Nech a, b€ R, podla predpokladu plati a? + b* = 1.
7 platnosti vztahov |al” = a2, |b]> = b2 vyplyva a® + b2 = |a|” + |b]* = 1.
Ak k obom stranam poslednej rovnosti pripo¢itame vyraz —2 |a| |b|, dostaneme
laf* + [b* —21al [b] = 1 — 2|a| | = 1 — 2]ab], t.j. [la|—[b]]> =1~ 2]ab].
Kedze [|a| — [b]]* > 0, plati aj 1 — 2|ab| > 0. Z toho vyplyva 2 |ab| < 1.
Symbolicky to mozeme zapisat:
A2+ =1 = a2+ =a*+ b’ =1 = |a]*+|b]" —2|a||b| =1 —2]a| 0] =

= 0<[la|—|b]]>=1—-2Jab] = 0<1—2|ab| = 2ab] <1.m

1.2.2 Nepriamy dokaz

Nepriamy dokaz sa podobne ako priamy dokaz pouziva pri dokazovani platnosti viet a tvrdeni
tvaru p = ¢. Pri nepriamom dokaze sa nedokazuje platnost poévodného vyroku p = ¢, ale platnost
nejakého ekvivalentného vyroku.

Druha moznost je, Ze budeme predpokladat pravdivost negacie pévodného vyroku, t. j. pravdivost
vyroku p = ¢, resp. p A ¢ a dokdzeme nepravdivost tejto negacie.

e Dokaz pomocou obratenej implikacie

Povodni implikaciu p = ¢ nahradime ekvivalentnou obratenou implikaciou § = p (zdkon transpo-
zicie, str. [21)) a potom ju dokdZeme pomocou priameho dokazu.
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e Dokaz sporom

Budeme predpokladat platnost negacie vyroku p = ¢, t. j. platnost vyroku p A ¢ a ukdzeme jeho
nepravdivost. Prakticky to znamené, ze pri dokazovani dospejeme k sporu. Najcastejsie sa zvykne dospiet
k tymto sporom:

a) pAqg = P, z predpokladu pravdivosti p ukdzeme nepravdivost p.
b) pAG = q, z predpokladu nepravdivosti ¢ ukazeme pravdivost q.
c) pAq = 1T AT, kde r je Tubovolny vyrok (zakon sporu, str. .

d) pAg = T, kde r je Tubovolny znamy pravdivy vyrok.

Priklad 1.2.2.
Dokazeme tvrdenie: ,,Ak je prirodzené cislo n delitelné 4, potom je deliteIné 2.
To znamena, ze méame dokazat platnost vyroku: Vne N: 4|n = 2‘n.
Priamy dokaz [4|n = 2|n]:
VneN: 4ln = JkeN: n=4k=2-2k=2(2k) = 2|n.
Obratena implikacia [2/n = 4/n]:
VneN: 2/n = (2-2)fn, t.j4/n.
Dokaz sporom [4|n A 2/n = spor]:
VneN: 4lnA2fn = [FkeN: n=4k=2(2k)]A2{n = 2|nA2/n, t.]. spor.

1.2.3 Doékaz matematickou indukciou

Matematicka indukcia je dolezity prostriedok na dokazovanie tvrdenia, ze prvky nejakej mnoziny
maji ur¢itd vlastnost. Pomocou matematickej indukcie sa vac¢sinou dokazuje pravdivost vyrokov
tvaru ,YneN,n > ng: F(n)“, kde ng je dané prirodzené ¢islo.

Nech F' je nejaké tvrdenie, ktoré zavisi od mnoziny prirodzenych ¢isel. Chceme ukézat, ze tvrde-
nie F'(n) plati pre prirodzené ¢isla n=ng, no+1,n0+2,....

Doékaz matematickou indukciou pozostava z krokov 1, 2 a zaveru:

Krok 1.

UkaZeme, Ze je tvrdenie F' splnené pre prvy prvok n=nyg, t. j. Ze plati F'(ng).

Krok 2.

Predpokladéame, Ze dané tvrdenie F' plati pre nejaké prirodzené ¢islo n=k > ng a (za tohto predpokladu)
dokazeme, ze plati pre nasledujice prirodzené ¢islo n=k—+1.

Takze ukazeme, ze z platnosti F'(k) vyplyva platnost F(k+1).

Zaver.

V kroku 1 sme ukézali, Ze plati F'(ng). LenZe z kroku 2 vyplyva platnost F'(ng+1).

Z tohto opét na zaklade kroku 2 vyplyva platnost F(ng+2), F(ny+3), atd.

Potom je tvrdenie F' splnené pre vSetky prirodzené ¢isla n > ng.

Priklad 1.2.3.

Dokazte, Ze pre vietky prirodzené ¢isla n platf vztah 1 +3 +5+ -+ (2n—1) = n?
Riesenie.

Ozna¢me F(n) =1+ 345+ ---+ (2n—1). TakZe mame ukazat rovnost F'(n)=n?.
Krok 1. F(1)=1%

Vztah je splneny trivialne, pretoze F(1)=1=1%.
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Krok 2. F(k)=k*>= F(k+1)=(k+1)2
Ak predpokladame, 7e plati F'(k)=k?, potom

Fk+1)=1434 -+ 2k—1)+ 2k+1) = F(k) + (2k+1) = k* + 2k + 1 = (k+1)%
Na zaklade matematickej indukcie vyplyva z krokov 1 a 2 dané tvrdenie. m

Priklad 1.2.4.
Dokazte, ze pre vSetky n€ N a pre vsetky x € R, x#2km, kde k€ Z, plati

(D . ona
s T s p)

sin

n
sin jxr = sinx +sin2x + - - - + sinnx =
=1 2

J

Riesenie.
. . . gin (2t ) ne
Oznac¢me F(n) =sinz +sin2z +--- +sinnz, G(n) = —2=—=
2
Krok 1. G(1) = F(1).
Vyvoly i F(1) = si a(1 _sin(lgl)zsin%_ .o
yplyva z rovnosti F(1) =sinz, G(1) = T = sin 5 = sin .

Krok 2. F(k)=G(k) = F(k+1) = G(k+1).
Namiesto rovnosti F'(k+1) = G(k+1), dokdzeme rovnost F'(k+1) — G(k+1) = 0.
Zo vztahu
F(k4+1) =sinx 4+ sin2x + -+ - + sinkx + sin (k+1)x = F(k) + sin (k+1)z

vyplyva

F(k+1) — G(k+1) = F(k) — G(k+1) +sin (k+1)x = G(k) — G(k+1) + sin (k+1)z. (1.3)
Najprv vypocitame

sin BTV gy, ko sin (22 gy (kt)z sin £tz -k . (k+2)x
G(k) — G(k+1) = 22— 22— = ——2 [sm?‘r —sin =5 (1.4)
2 2 2

: : 5 atf i af ’

Zo vztahu sin o — sin 8 = 2 cos =5~ sin <5= vyplyva
sin % — sin @ = 208 k”(iﬂ)x sin kx_(i’”)x = —2cos @ sin 5.

Ak dosadime prave vypocitany vztah do (|1.4) a potom do vztahu (|1.3)), dostaneme

. (k+Daz

F(k+1) — G(k+1) = 2= [—2 COS@SiH g] +sin (k+1)x =

S )

k+1 k+1
(kD o (k4D

= —2sin = 5 +sin (k+1)r = —sin (k+1)z +sin (k+1)z = 0.
Z toho vyplyva F(k+1) = G(k+1).

Tym je tvrdenie na zéklade principu matematickej indukcie dokazané. m

Priklad 1.2.5.
Dokazte, Ze pre Vn€ N, n > 5 plati nerovnost 2" > n?.
RieSenie.
Nerovnost dokdzeme pomocou matematickej indukcie.
Krok 1. Pre n =5 plati 32 = 2° > 52 = 25.
Krok 2. 28 > |2 = 2k > (k+1)2
Pre k > 5, t. j. pre k—1 > 4 plati (k—1)*=k*-2k+1 > 42=16.
Z toho dostavame k? > 2k+15 > 2k+1. Potom plati:
P =228 S22 = k* + k2 > K+ 2k + 1 = (k+1)%
Tym padom je tvrdenie prikladu dokazané. m
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Poznamka 1.2.1.
Matematickou indukciou dokazujeme pre dané ny€ N pravdivost vyrokov tvaru:

VneN,n > ng: F(n).
Tento princip méZzeme jednoduchym sposobom zovSeobecnit pre prvky Iubovolnej aritmetickej postup-
nostiﬂ {an; an=a+nd} ", kde a, d st Tubovolné realne ¢isla.
Znamena to, ze platnost danej vlastnosti nebudeme dokazovat pre prirodzené ¢isla ng, no+1, ..., k,
k+1, ..., ale pre ¢isla a, d+a, 2d+a, ..., kd+a, (k+1)d+a, ....

Priklad 1.2.6.
Dokézte, Ze pre l'ubovolné celé ¢&islo n je ¢islo n? + n delitelné dvomi.
RieSenie.
Ozna¢me F'(n) = n® + n.
Pretoze plati Z = {—1,-2,-3,...} U{0} U{1,2,3,...}, dokaz rozdelime na tri ¢asti.
a) Pre n = 0 plati F(0)=0, t. j. 2|F(0).
b) Pre n€{1,2,3,...} pouzijeme matematicka indukciu.
Krok 1. n=1: 2|F(1). Plati, pretoze F(1) =1+ 1= 2.
Krok 2. YkeN: 2|F(k)=k*+k = 2|F(k+1) = (k+1)* + k + 1.
Na zaklade predpokladu Q}F(k) plati:

F(k+1) = (k+1°+k+1=k+2k+14+k+1=F(k) +2(k+1).
Ak uvézime, Ze 2|F(k) a 2|2(k+1), potom 2|F(k+1).
c) Pre ne{—1,-2,-3,...} dokdZeme vztah tiez matematickou indukciou.
Krok 1. n = —1: 2|F(—1). Plati, pretoZe plat{ F(—1) =1 —1=0.
Krok 2. Vke{—1,-2,-3,...} : 2|F(k)=k*+k = 2|F(k—1) = (k—1)*+ k — 1.
Na zéklade predpokladu plati:

Fk=1)=(k-1>*+k—1=k —2k+1+k—1=F(k)— 2k

Posledny sucet je delitelny dvomi, pretoze 2|F (k) a 2‘2k‘.
Z kroku 1 vyplyva 2|F(—1), z kroku 2 vyplyva, ze 2|F(—2), 2|F(—3) atd.
Tym je dokaz daného tvrdenia ukonceny.
Iné rieSenie.
Riesenie sa od predchadzajiuceho bude lisit iba v ¢asti c).
Polozme m = —n, potom meN a F(n) = F(—m) = (—m)*> —m =m? — m.
TakZe mozeme povodny problém transformovat na problém dokazat, Ze pre vietky m € N je ¢islo m? —m
deliteIné dvomi (dokézeme matematickou indukciou). m

1.2.4 Poznamka k dokazom

Nie v8etky tvrdenia sa daji dokazat uvedenymi sposobmi. Niekedy potrebujeme zistit, ¢i existuje
nejaky objekt, resp. potrebujeme zostrojit konkrétny objekt s danymi vlastnostami alebo na druhej
strane chceme ukézat, ze nejaka vlastnost neplati pre dané prvky.

Na dokézanie pravdivosti vyroku, ktory ma tvar .3z F(z)“, ndm staci najst aspon jeden prvok
z oboru uvahy, pre ktory je vlastnost F' splnena. Preto sa takymto dokazom zvykne hovorit existencné
dokazy.

8Definicia postupnosti je uvedena na strane
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Na dokézanie pravdivosti vyroku ,Vz F(z)“, je nutné ukazat, Ze vlastnost F' je splnené pre vSetky
prvky x z oboru tvahy. Z ekvivalencie
Vi F(z) <= VzF(z) < 3z F(x)
vyplyva, Ze ak chceme ukazat nepravdivost povodného vyroku, stac¢i najst jeden prvok, pre ktory vlast-
nost F' splnend nie je. Takyto prvok nazyvame kontrapriklad.
Casto v matematike potrebujeme zostrojit (skonstruovat) nejaky objekt s danymi vlastnostami,
preto takyto postup niekedy nazyvame konstruktivny doékaz.

Poznamka 1.2.2.

Je zrejmé, Ze pri konkrétnom dokaze sa mozu rozne dokazové metddy prelinat. Spomenme priklad [1.3.23]
v ktorom dokazujeme sporom, ze mnozina vSetkych postupnosti zlozenych z ¢islic 0 a 1 je nespocita-
telna. Najdeme tu tiez prvky konstruktivneho dokazu, pretoze sme zostrojili postupnost, ktora nepatri
do ,spocitatelnej mnoziny“. Mozeme tieZ povedat, Zze sme skonstruovali kontrapriklad.

Priklad 1.2.7.

Dokazte, ze pre vietky ne N plati 1 +2+3+---+n= > j= @
j=1
Riesenie.
Postupnost {aj}?zl ={1,2,3,...,n} je n-¢lenna konecna aritmeticka s diferenciou d =1, prvym ¢le-

nom a; =1 a poslednym ¢lenom a, =n. Pre jej sucet plati:

_ (a1tan)n _ (14n)n
14243+ 4n= @t _ (n

Iné rieSenie.
Ak ozna¢ime 1 + 2+ 3+ ---+n = s, potom zrejme n+ (n—1) + (n—2) +---+ 1 = s.
Ak napiSeme tieto sucty pod seba a spoc¢itame po jednotlivych ¢lenoch, dostaneme

1 + 2 + 3 + -+ n = S
n + n-1 + n-2 + --- + 1 = S
(n+1) + (n+1) + (n+1) + -+ + (n+l) = n(n+1)
Z toho vyplyva 2s =n(n+1),t.j. s=14+24+3+---+n= @
Iné riesenie.
Najprv spocitame pocet dvojprvkovych podmnozin mnoziny {1,2,...,n+1}.
Usporiadajme tieto podmnoziny nasledujticim spésobom:
{1,n+1} ,{2,n+1},{3,n+1},..., {n—=2,n+1},{n—1,n+1},{n,n+1}, n podmnozin,
{1,n}, {2,n}, {3,n}, ..., {n—-2,n}, {n—1,n}, n—1 podmnozin,
{1,n—1},{2,n—1} ,{3,n—1},..., {n—2,n—1}, n—2 podmnozin,
{1,3}, {2,3}, 2 podmnoziny,
{1,2}, 1 podmnozina.

Z toho vyplyva, ze dvojprvkovych podmnozin je n + (n—1) + (n—2) +--- + 1.

Teraz sa pozrieme na tento pocet z druhej strany.

Kazdy z prvkov 1, 2, ..., n, n+1 sa nachadza v n dvojprvkovych podmnozinach.

Takze dostavame celkovo (n+1)n dvojprvkovych podmnozin. LenZe v tomto pocte je kazda podmnozina
zapoc¢itana dvakrat (za kazdy jej prvok raz). To znamené, Ze pocet dvojprvkovych podmnozin je (ntln,

2
Ak to zhrnieme, dostavame tvrdenie vety 1 +2+3+---+n = w
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Iné riesenie.
Dokéazeme matematickou indukciou, ze pre vSetky n€ N plati F(n) = G(n), pricom

F(n)=142+---+n,  G(n) ="

Krok 1. Tvrdenie F(1) = G(1) plati, pretoze F(1) =1, G(1) = & (12“) = 1.
Krok 2. YkeN: F(k)=G(k) = F(k+1) = G(k+1).
Kedze pre vsetky k€ N plati F(k)=1+2+---+k=G(k) = k(kH) , potom
Flk+1)=14+24---4+k+(k+1) =142+ -+ k] + (k+1) :F(k) (k+1) =
=MD (k1) = (k1) [E 4+ 1] = (k+1)kf2 = ERUEEDA — g4 1),
Tym je dané tvrdenie na Zéklade principu matematickej indukcie dokazané. m

1.2.5 Sumacna a stucinova symbolika

V prikladoch a sme pouzili znak ) (velké grécke pismeno sigma), ktory zjednodusuje
zapisy suctov s mnohymi s¢itancami. Stcet s koneénym poctom séitancov ag, asyq, ..., a, a sucet
s nekonecnym poctom sc¢itancov as, sy, - .., Gy, Api1, --., kde s, n sa celé ¢isla, zapisujeme:

Zaj = s+ Ay + 00+ g, Zaj =05t asp1t o+ A+ Apgpr £
j=s j=s
Tieto zapisy ¢itame suma (stacet) a; pre j=s az n a suma (stcet) a; pre j=s az do neko-
neénaﬂ Pismeno j nazyvame sc¢itaci index, pismeno s pod znakom sumy sa nazyva dolna hranica
pre sc¢itanie a pismeno n, resp. symbol oo nad znakom sumy nazyvame horna hranica pre sc¢itanie.
Za j dosadzujeme postupne celo¢iselné hodnoty od dolnej hranice po hornti hranicu (vratane hranic).
Dolnou hranicou s a hornou hranicou n moézu byt vo v8eobecnosti Iubovolné celé ¢isla, musi byt ale
splnena podmienka s < n. Nekonecéné sumy sa nazyvaju ¢iselné rady a budeme sa nimi podrobne

zaoberat neskorsie (str. [138)).

Poznamka 1.2.3.
V literature sa ¢asto stretavame s nekonetnou sumou » > a;, v ktorej indexy j nadobudaji postupne
vSetky celé ¢isla od dolnej hranice —oco po hornt hranicu co.

Veta 1.2.1.
Nech s,neZ, s <n anech ke N, g€ R, potom platia nasledujiice rovnosti:
n n n n n n+k
a) Y. qa;=q)aj, b) 37 (a;+0b;) = a;+ > b, )Z@J+k— >
jzs j=s jzs j=s Jj=s i=s+k
d) Yg=qn—s+1), e) Zaj:as+as+1+---+ak_1+Zaj,pres<k:<n.
j=s Jj=s Jj=k
D(")lf]az. .
a) anj :qas+qas+1+"'+qanZQ(as+aS+1+"'+a’rt) :qZCLj.
Jj=s =s
b) Z (CL]- + bj) = (as+bs) + (asy1+bsy1) + -+ (an+by) = n n
= = (a5 + asp1 + -+ an) + (bs + by + -+ bp) = > a;+> b
n n+k j=s j=s
c¢) Vyplyva zo vztahu Y ajir = Gsik + Qsp14k + -+ Qnik = Y, Q.
j:s Z:S+k

INT: . Lo n ] ve P ) )
Niekedy sa namiesto zdpisu } ;_ a; pouZiva zapis >, c1y ., @5, TeSP. D iceo g oy 4
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d) Rovnakych séitancov ¢ jen — s+ 1, t. j. plati Y g=q+q¢+---+qg=q(n —s+1).
Jj=s

e) Y. aj=as+as1+ - F+ag1+agtapp+ota,=as+ a1+ +a1+ Y a;.m
j=s =k
Ak mame dvakrat indexované s¢itance a;;, kde j=s,s+1,5+2,...,n, t=t,t+1,t4+2,...,m, mdzeme

ich sticet vyjadrit dvojitymi sumami'”

[$0] <S5 e 5

1=t =t j=s j=s

m n m

SIS 9 0
= i=t j=s i=t
Tieto sucty ¢itame dvojitd (dvojnasobnd) suma pre j =s az n a i =t azZ m, resp. dvojita
(dvojnasobna) suma pre i =t az m a j=s az n. V pripade, ze m, n st konetné ¢isla, mozeme

poradie sumovania zamenit. Hovori o tom nasledujiica veta.

Veta 1.2.2- m n n m
Nech s,neZ, s <n anech t,meZ, t <m, potom plati > > a;; = > > a;-

i=t j=s Jj=si=t
Dokaz.
Kedze s¢itancov a;; (i=t,t+1,...,m, j=s,s+1,...,n) je koneény pocet, moézeme vymenit ich poradie
a dostaneme tvrdenie vety, t. j.
m n m
> Qjj = d(ais+a;si14 - Faim) =
i=t j=s i=t

- (ats +at,s+1+' ' +atn) + (at+1,s+at+1,s+1+' : '+at+1,n) + -+ (ams +am,s+1+' : '+amn) -
- (afts+a't+l,s+' : '+ams) + (at,s+l +at+l,s+l+' : '+a/m,s+l) + -+ (atn+at+l,n+' . '+amn) -

n o m

= (@ + a1+ +amg) =) a;.m

Jj=s j=si=t

Priklad 1.2.8.
Ako ukazku dvojitej sumy uvedieme:

ZZJ(HJ) Z[ (i=1)" 4 0-(i40)" + 1-(i+1)"] = i[( D'+ (@ +1)] =

= [(1-1)'+ (D) + [ 2=+ 2+ D) + [-B-1)°+B+1)°] + [-(4-1) +(4+1)"] =
= [0+2] + [~1+9] + [-8 + 64] + [-81 + 625] = 610.
resp.

> > gli4g) = 2 JZ(HJ) o dl(+7) + 2+4)2 4+ (3+7)° + (4+))Y =

_—_—[_(1—1)+(2—1;_ (3——1) +(4—1)_i+0-[1+22+33+44] [(1+1D)+(2+1)2+(3+1)3+(4+1) =
—[04+14+8+81]+0+ 249+ 64+ 625 = 610. m

Veta neplati vo vSeobecnosti pre sumy s nekoneénymi hranicami. TakZe sa moze stat, ze ak
zamenime poradie sumovania, vysledok sa zmeni.

10Pre jednoduchost zatvorky vynechivame.
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Priklad 1.2.9.
Nech m,n€ N a nech ay,as,...,a,€R, by,bs, ..., b, € R, potom plati:

[éla} ‘ Léba} = (a14-as+--+ay) - (bi+bo+- - +bm) =

Na zjednodusenie st¢inu pouzivame znak [] (velké grécke pismeno pi). Stucin s koneénym poc¢tom
¢initelov ag, agy1, ..., a, a sucin s nekoneénym poc¢tom ¢initelov ag, asi1, ..., Gy, Api1 ..., kde s, n
s celé ¢isla, potom zapisujeme

n e
Haj:as'as-‘rl"'a'na Haj:as'as-i-l"'an'an—i-l"'
j:s j=5

a Citame suéin (produ a; pre j=s az n a sufin (produ a; pre j=s az n nec¢na.

t sué odukt) q; e a sué odukt) a; e az do nekonec¢na
ismeno j nazyvame nasobiaci index, pismeno s pod znakom produktu sa nazyva dolnia hranica

P ¥ b dex, d k dukt yva dol h

pre nasobenie a pismeno n, resp. symbol oo nad znakom produktu nazyvame horna hranica pre na-

sobenie.

Priklad 1.2.10. " .

Pre vietky ne N, acRplatin!l=[[j=1-2-3---(n—1)-n, a"=][a=a-a-a---a-a.m
j=1 Jj=1

_ Nech ne N, potom st¢in n! =1-2-3---(n—1) -n nazyvame faktorial ¢isla n a ¢itame n faktorial.
Specidlne pre n=0 definujeme 0!=1.

Cvicenia
1.2.1. Dokazte roznymi spésobmi nasledujtce tvrdenia:

Pre vietky realne ¢isla a, b plati a® + b? > 2ab.
Suc¢in dvoch neparnych ¢isel je ¢islo neparne.

T o

o

)
)
) Sucin dvoch parnych ¢&isel je ¢islo parne.

) Sucin dvoch ¢isel, z ktorych je aspon jedno parne, je parny.
)

)

)

o A

Sucet dvoch neparnych ¢isel je ¢islo parne.
Stucet dvoch parnych ¢isel je ¢islo parne.

—

g) Stucet parneho a neparnych ¢isla je ¢islo neparne.

1.2.2. Nech koeficienty rovnice ax? + bx + ¢ = 0 si celé &isla, pricom a#0 a b je neparne &slo, potom
rovnica nema dvojnasobny koren. Dokéazte!

1.2.3. Dokézte, ze N4 je iracionalne ¢islo.

1.2.4. Celé ¢islo je delitelné deviatimi prave vtedy, ak je jeho ciferny stucet delitelny deviatimi. Dokazte!

1.2.5. Dokazte: Va,b€ R: a#b < a® +b* > 2ab.
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1.2.6. Dokazte priamo, nepriamo pomocou obratenej implikacie a sporom:
a) Yo, B€(0; ) : sin(a+ 8) < sina + sin 3, b) Vze(0; I): 2tga < tg2a.

1.2.7. Dokézte roznymi spésobmi, Ze pre vietky ne€ N plati: 3/fn = 3}(712 —1).

1.2.8. Dokézte priamo a potom matematickou indukciou, ze pre vsetky ne N plati:

a) 2|(n* —n), b) 3[(2n® + n), ) 5|/(n® —n), d) 6|(n® —n),
e) 6|(n®+ 3n*+2n), f) 6{(n” —n), g) 7|(n" —n), h) 7((6*" — 8),
i) 2|(3n* + 5) pre n nepérne, j) 8|(n* + 2n) pre n parne.

1.2.9. Dokézte priamo a potom matematickou indukciou, ze pre vsetky ne N plati:

n
n

S _ 1 _ 1 n
) ; J(J-‘rl o rL+1’ b) ];1 (27-1)(25+1) — 2n+1? C) Z (37—2)(3j+1) ~ 3n+1?

n

=1
1 _ n 1 _ n & . n
d) ; Gi-D(E12)  2Bnt2) ¢) ; @-1)(j+3) _ 3([@nt3)’ ) X:I R ~ Wi

1.2.10. Dokéazte pomocou matematickej indukcie, ze pre vsetky ne€ N plati:

8) 2 =n(n+l),  b) 3 (2j-1)=n% ¢ > Ut=n d) 3 8 = e,
j=1 J=1 J=1 j=1

e) .20 =onftt — 9 f) ST 27 =ontt 1 g) 231 Ak h) SS279=2-2",
j=1 j=0 j=0

D) > (2 —1)(2j+1) = ZrlEnEDEnEEs i) S (3j—1)(3j+1) = 3n3 + 602 4 n.
7j=1 Jj=1

1.2.11. Dokéazte pomocou matematickej indukcie, ze pre vsetky ne N plati'

a) 2 (-1/(2j-1) = (~1)'n, D) Zl(_l)jj:%7 o) ZJ nntDEntl)
]: ]:
n . —1)"n(n n ) n(dn?— n ean .
d) 3 (-1p77 = S o) 3 (2j-1)7 = =, ) Y j(j+1) = st
Jj=1 j=1 =
n . . 1) (4n2—1)— n o ) nin . .
g) z (—1)i(2j—1) = M’ h) S G(+1)(+2) = ( +1)(4+2)( +3)

=1

Il
—

J

1.2.12. Dokazte pomocou matematickej indukcie, Ze pre vsetky ne€ N, n > 2 plati:

1 1 1 13

a)1+%+ﬁ++ﬁ>\/ﬁ, b)m—i‘m"‘ +*>ﬂ,
1

3.5... 201 d) 21416! ... (2n)! > [(n + 11"

1
) 3 % % Tam

V2n+17

1.2.13. Dokazte, ze pre vsetky n€ N, n > 3 plati:
a) n+1< 2, b) (2n)! < (2"n!)?, c) vVn" < nl, d) (n+1)" < n".

1.2.14. Dokazte, ze pre vSsetky n€ N, n > 2 plati 2 < (1 + %)n < 3.
1.2.15. Dokézte, ze pre vsetky n€ N, n > 6 plati (%)n <n!l< (g)n
1.2.16. Dokazte, ze ¢islo 21%° + 10 je delitelné trinastimi.
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1.2.17. Dokazte, ze existuje 1000 po sebe idtucich prirodzenych cisel, ktoré s zlozené.
1.2.18. Dokazte, ze pre vietky n€ N, n > 9 plati 2" > (n—1)*(n—2).

1.2.19. Dokazte, ze pre vSetky ne€ N plati:

) 4|[n® + (n+1)? — 1], b) 9|[n® + (n+1)3 + (n+2)%].
1.2.20. Pre vSetky k,n € N U {0}, k¥ < n definujeme predpisom (Z) = k‘(77 kombinac¢né ¢islo
n nad k. Kombinacné ¢isla (g), (’f), o (Z) tvoria postupne prvky n-tého riadku tzv. Pascalovho

trojuholnika (obr. [1.2.1]). Dokazte priamo a matematickou indukciou:

a) Pre vSetky k,ne N U{0}, £ <n—1 plati (Zﬁ) = (kfh) + (:)

b) Pre vietky n€ N, a,b€ R plati binomicka veta (a+b)" = > (7)a" *b".
n n k:0
c) Pre vSetky ne€ N plati Z (1) =2" X (=1k(}) =o0.
)

d) Pre vSetky ne N, x € R x > —1 plati Bernoulliho nerovnost (1+xz)" > 1 + nx.

00 11
O 12 1
(o) @ G (5) 13 3 1
.................................... 1 4 6 4 1
R Cocoona ”) © ® Y coaooa @ 1 5 10 10 5 1

w1y ety | ey ey Yy ey
(o) ('1) %) G ("a) G

Obr. 1.2.1: Pascalov trojuholnik.

1.2.21. Dokézte matematickou indukciou, ze pre vSetky n€ N, x € R, x# 2k plati:

sin Zntle LI . n sin nz—nsin (n T
a) % +ZCO§]I—SH173, b) S jcosjo = &b T T (ntl)e
j= 2 j=1 o
1.2.22. Dokézte, Ze pre vietky n€ N:  a) 73|(2%" — 3'"), b) 31|(5" +6>71).

1.2.23. Predpokladajme, Ze existuju trojhalierové a péathalierové mince. Dokézte, ze kazdy nakup s ce-
nou viac ako 7 halierov mézeme zaplatit tymito mincami.

1.2.24. Dokéazte pomocou matematickej indukcie:

(n=3)n ) uhlopriecok.

a) Vypukly n-uholnik méa

b) Stcet vnatornych uhlov Vypukleho n-uholnika je (n—2)r.

c) Sucet vnutornych uhlov ubovolného n-uholnika je (n—2)m.

d) n priamok prechadzajicich jednym bodom deli rovinu na 2n ¢asti.

e) n rovin prechadzajicich jednou rovinou deli priestor na 2n Casti.

f) n rovin prechadzajucich jednym bodom, z ktorych Ziadne tri nemaju spoloént priamku, deli
priestor na n(n—1)+2 Casti.

1.2.25. Dokézte, ze pre vsetky ai,as,...,a,,01,00€R, ..., b, €R, by = b1 = 0 plati:

a) éajbj_ézzj a;(bi — biy1), b) éaj éé i (bi = biir).
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1.3. MNOZINY MA I

1.3 Mnoziny

S pojmom mnozina sa stretdvame uz v davnej historii. Pojem mnozina je tak vSeobecny a pouzivany,
ze si ho ani neuvedomujeme. Uz nasi predkovia zjednocovali objekty rovnakej povahy do skupin (mnoho
stromov tvorilo les, niekol'ko koni tvorilo stado, ... ).

Do centra zaujmu sa dostala mnozina ako pojem skiimania az na konci 19. storoc¢ia a najvicsiu
zasluhu na tom mal Georg Cantor.

1.3.1 MnoZina a podmnozina

Pod pojmom mnozina rozumieme neusporiadany subor (skupinu, sihrn) predmetov (veci, pojmov,
¢isel, ...), ktoré nazyvame prvky mmnoziny. Mnoziny sa obvykle oznacuju velkymi pismenami a ich
prvky sa ohranicuji zlozenymi zatvorkami { }.

Ak prvok patri do danej mnoziny, vyjadrujeme to symbolom ,,€“ a ak nepatri do danej mnoziny,
vyjadrujeme to symbolom ,,&*.

Mnoziny mozu byt rézne, napriklad mnozina dut na parkovisku, mnozina dobrodruznych knih v kniz-
nici, mnozina prirodzenych ¢isel, mnozina hraciek v parlamente, mnozina pismen v abecede, mno-
zina vSetkych predmetov na letisku, ktorych nazov zacina pismenom x, mnozina A = {2,4,6,8}, ....
Zrejme 2€ A, 4€ A, ale 3¢ A.

Mnozinu povazujeme za dantu vtedy, ak o kazdom predmete je urcené, ¢i do danej mnoziny
patri alebo nepatri, t. j. ¢i je alebo nie je prvkom danej mnoziny. To znamena, Ze mnozinu mozeme
urcit vymenovanim prvkov alebo presnym logickym vyjadrenim, ktoré prvky do danej mnoziny patria
(pripadne nepatria). Takze formélny zapis

A = {x; podmienky pre z}
predstavuje mnozinu A vetkych bodov z, ktoré spliajiu dané podmienky.

Priklad 1.3.1.

Mnozina prirodzenych ¢isel sa zvykne oznacovat pismenom N.

M4 nekone¢ne vela prvkov, takze sa da velmi tazko urc¢it vypisanim vSetkych jej prvkov. MéZeme ju
ale zapisat napriklad N = {1,2,3,...}. Skuto¢nost, Ze ¢islo 1 je prirodzené a ¢islo —2 prirodzené nie je,
vyjadrime symbolicky 1€ N, —2 ¢ N. =

Priklad 1.3.2.
Ozna¢me A mnozinu vsetkych prirodzenych ¢isel, pre ktoré plati vztah 3 <n < 7.
Mnozinu A mozeme vyjadrit roznymi sposobmi, napr.

A={4,5,6} ={n;neNAn<TAn>3}={neN:3<n<7}.m

Ak mé& mnozina kone¢ény pocet prvkov, nazyva sa konec¢na mnozina. Ak nie je konecné, na-
zyva sa nekonecnia mnozina. Konecné je napriklad mnozina pismen v abecede, mnozina molekul
vody v Indickom ocedne, mnozina {1,2,3,...,1000000}. Nekone¢na je napriklad mnozina N, mno-
zina {n€ N ; n > 1000000}, mnozina vSetkych realnych ¢isel.

Hovorime, 7ze mnozina A je podmnozinou mnoziny B ak, kazdy prvok mnoziny A patri aj
do mnoziny BH a zapisujeme A C B H Ak neplati, Ze mnozina A je podmnozinou mnoziny B, potom
hovorime mnozina A nie je podmnozinou mnoziny B a zapisujeme A ¢ B.

1 Ako oddel'ova¢ medzi prvkami a ich podmienkami sa zvykne pouZivat taktiez ,: “, resp. ,,“, resp. ,|“.

12 Analogicky mézeme definovat pojem nadmnozina. Hovorime, e mnoZzina B je nadmnoZinou mnoZiny A, ak A
je podmnozinou mnoziny B. Oznatujeme B D A.

13Vztahy ,je podmnozina® a ,,je nadmnoZina“ zvykneme nazyvat inkltizia mnoZin.
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1.3. MNOZINY MA I

Hovorime, 7Ze mnoziny A a B sa rovnajua (st totozné), ak maju tie isté prvky, t. j. ak kazdy prvok
mnoziny A patri o mnoziny B a zaroven kazdy prvok mnoziny B patri do mnoziny A, piSeme A = B.
TakZze mnozina A sa rovna mnozine B prave vtedy, ak A C B a zaroven B C A.

Ak neplati, ze sa mnoziny A a B rovnaja, hovorime, Ze mnoziny A a B st rézne (nerovnaji
sa), vtedy piSeme A # B. TakZe mnoziny A a B su rozne, ak existuje aspon jeden prvok, ktory patri
do jednej z mnozin a nepatri do druhej. Z toho vyplyva, Ze ukazat rovnost A = B znamen4 ukazat
obidve inklizie A C Ba B C A.

Niekedy sa pouzivaju oznacenia A C B alebo A & B, aby sme zdoraznili, Zze moze platit A = B
a naopak oznacenia A C B, resp. A ;Cé B, aby sme vylucili moznost A = B.

Symbolicky mozeme predchédzajiuce vztahy zapisat:

ACB & (Vx: x€ A= z€B),

A=B & (ACBABCA) & [(Vo: z€¢A=2€B)A\(Vz: x€B = zcA).

Mnozinu, ktora neobsahuje Ziadne prvky, nazyvame prazdna mnoZina a oznacujeme ju (), pri-
padne {}. Musime si ale uvedomit, ze symbol {{}} vyjadruje jednoprvkovi mnozinu, ktora ako prvok
obsahuje prazdnu mnozinu. Dalej si treba uvedomit, Ze prazdna mnozina je podmnozZinou kazdej
mnoziny a Ze je kone¢nou mnozZinou.

Mnozina () neobsahuje Ziadny prvok, takze pre vSetky prvky = plati vyraz = ¢ (). A naopak
neexistuje prvok z, pre ktory plati vyraz x €.

Moéze sa stat, Ze prvkami mnoZziny st opat mnoziny. Takéto mnoziny sa tiez zvyknd nazyvat systé-
mami mnozin. Speciélny vyznam medzi takymito mnozinami ma poten¢na mnozina. Nech A je mno-
Zina, potom mnozina vSetkych podmnozin (potenéna mnozina) mnoziny A je mnozina, ktora
obsahuje vietky podmnoziny mnoziny A. Poten¢nti mnozinu oznac¢ujeme 24, t. j. 24 = {B; B C A}.

Priklad 1.3.3.
Uvazujme mnozinu B vsetkych dvojprvkovych mnozin, ktoré obsahuju ako prvky iba ¢isla 0 alebo 1.
Kedze nezélezi na poradi prvkov, mnoziny {0,1} a {1,0} sa rovnajiu. Mnozina B obsahuje tri prvky

(0,0}, {0,1}, {1, 1}, t. j. B = {{0,0},{0,1},{1,1}}. m

Priklad 1.3.4.
Mnozina 2% = {0, {0}, {1},{2},{0,1},{0,2},{1,2}, X} je potenc¢nou mnoziny X = {0,1,2}. m

1.3.2 Operacie s mnozinami

Medzi najdolezitejsie mnozinové operacie patria prienik mnozin, zjednotenie mnozin, rozdiel mnozin,
symetricky rozdiel a karteziansky suc¢in mnozin.

e Prienik dvoch mnoZzin

Nech A, B st mnoziny. Prienikom mnozin A a B nazyvame mnozinu, ktora obsahuje vSetky
prvky, ktoré patria do mnoziny A a zaroven patria do mnoziny B. Oznac¢ujeme ho AN B a symbolicky
piseme AN B ={z;x€ ANze€B}.

Ak pre mnoziny A, B plati AN B = (), potom ich nazyvame disjunktné.

Z definicie vyplyva, 7e ANB ={z;x€ANzeB} ={r;x€eBANzcA} = BNA.

Poznamka 1.3.1.
Z predchadzajucej casti vyplyva, ze ak chceme dokézat rovnost AN B = B N A, musime dokazat dve
inklazie (AN B) C (BNA)a(BNA) C(ANB),t.j.
(ANB)C (BNA): z€e¢ANB = (x€ANzeB) = (re€BANz€A) = z€BNA,
(BNA)C(ANB): zeéBNA = (reBANz€A) = (z€ANzxeB) = z€ANB,.
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1.3. MNOZINY MA I

Kedze vsetky tpravy, ktoré sme vykonali, st ekvivalentné, mézeme pisat priamo:
r€ANB & (x€ANzeEB) & (reBAxeA) & zeBNA.

e Zjednotenie dvoch mnozin

Nech A, B st mnoziny. Zjednotenim (sti¢tom) mnozin A a B nazyvame mnozinu, ktora obsahuje
vsetky prvky, ktoré patria do mnoziny A alebo patria do mnoziny B. Oznacujeme ho AU B a symbolicky
zapisujeme AU B = {z; r€ AV z € B}.

Z definicie vyplyva, 7e AUB ={z; x€AVzeB} ={z;x€BVzrcA} =BUA.

e Rozdiel dvoch mnozin

Nech A, B st mnoziny. Rozdielom mnozin A a B nazyvame mnozinu, ktora obsahuje vSetky
prvky, ktoré patria do mnoziny A a zaroven nepatria do mnoziny B. Rozdiel mnozin oznac¢ujeme A — B
a symbolicky zapisujeme A — B = {z; z€ ANz ¢ B}

Priklad 1.3.5.
Rovnost A — B = B — A vo v8eobecnosti neplati.
Napriklad pre A ={1}, B={2} plati A—B=A={1}, B—A=B={2}.m

e Symetricky rozdiel dvoch mnozin

Nech A, B st mnoziny. Symetrickym rozdielom mnozin A a B nazyvame zjednotenie mnozin
A— B a B— A. Symetricky rozdiel mnozin A a B oznacujeme AABE a symbolicky ho mo6zeme vyjadrit
AANB=(A—B)U(B—-A)={x;z€e(A-—B)vze(B-A)}.

Je zrejmé, ze plati AAB=(A—-B)U(B—A)=(B—A)U(A— B)=BAA.

Priklad 1.3.6.
Nech A = {a,b,d, f}, B={a,c,e, g}, potom AUB = {a,b,c,d,e, f,g}, ANB={a},
A—B=1{bd, f}, B—A={ce,g}, AAB={b,c,d,e, f,g}. m

¢ Doplnok mnoziny

Nech z je dand mnozina, nech A je podmnozinou mnoziny X, t. j. A C X, potom doplnkom
(doplnkovou mnozinou) mnoziny A do mnoziny X nazyvame mnozinu A’ = X — A. Niekedy sa
zvykne doplnok tiez oznacovat A°, A, resp. A’ (aby sa zdoraznil doplnok do mnoziny X). V praxi sa
¢asto pouZiva nazov komplement (komplementarna mnozina) mnoziny A do mnoziny X.

MnozZiny A a A’ sa nazyvaju doplnkové (komplementarne) vzhl'adom na mnozinu X. Ne-
smieme pritom zabudnit, ze A C X a taktiez A” C X. Napriklad mnoZina racionalnych ¢isel a mnozina
iracionalnych ¢isel st doplnkové vzhladom na mnozinu realnych ¢isel, ale nie si doplnkové vzhladom
na mnozinu komplexnych c¢isel.

Symbolicky mézeme pisat A’ = X —A={zx; e X Nae¢g A} ={xeX;x¢ A}

Poznamka 1.3.2.

Z uvedeného vyplyva, ze kazdy prvok x € X patri do prave jednej z mnozin A, A’.
Tuto skutoénost moézeme vyjadrit ekvivalenciami z€ A < x¢ A ar¢d A< xeA.
To znamena, Ze platia rovnosti AUA" = X, AN A = (.

14V niektorej literattire sa rozdiel mnozin A a B oznaéuje symbolom A \ B.
15Symetricky rozdiel sa tieZ zvykne oznadovat symbolom A-=B.

mailto: beerb@frcatel.fri.uniza.sk 42 http://frcatel.fri.uniza.sk/ beerb
|


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/~beerb

1.3. MNOZINY MA I

Poznamka 1.3.3.
Nech X #0, AC X, BC X, potom A— B= AN B (obr.[1.3.2)). Vyplyva to zo vztahov:
r€(A—B)& (rteANx¢B) & (x€ANzeB') & ze(ANDB).

Pre graficku ilustraciu je prienik, zjednotenie, rozdiel, symetricky rozdiel dvoch mnozin A, B a do-
plnok mnoziny A do mnoziny X znazorneny na obrazku pomocou Vennovych diagramov.

12::::%225::::§3 14 lg j?:iiiizzi::::ﬁg 14 lg )(
I/ n I 7 L { A / A

ANB AUB A—-B AAB A=X-A

L

~—r11

N

Obr. 1.3.2: Prienik, zjednotenie, rozdiel, symetricky rozdiel a doplnok mnozin.

e Karteziansky sic¢in mnozin

Pojem usporiadanej dvojice [z;y| prvkov x a y je nam intuitivne jasny uz podla nézqu Usporia-
dana dvojica [r;y| prvkov z a y je dvojica prvkov x a y, v ktorej zalezi na poradi tychto prvkov, t. j.
[z;y] a [y; 2] st dve rozne usporiadané dvojice.

Usporiadané dvojice [z1;y1] a [z9; y2] sa rovnaji, ak sa rovnaju jednotlivé prvky v danom poradi,
t. j. ak plati x1 = x5 a y; = yo.

Nech A, B st dve mnoziny, potom kartezianskym stcé¢inom mnozin A a B nazyvame mnozinu
Ax B={[z;y] ;z€ANyeB} ={[z;y] ; €A, yEB}E

Z definicie vyplyva, ze pre A # B neplati vztah A x B = B x A.

Kartezianskym stic¢inom mnozin A;, A; a A3 nazyvame mnozinu:

Ay X Ay x Az = (A1 X Ag) X Az = {[[x1;22) ;23] 5 [r1;22) € (A1 X Ag) Nag€ A3} =
= {[I‘l; x9; 1'3] ; £L’1€A1, 1126142, 2736143} .
Prvky [z1; xo; x3] kartezidnskeho sac¢inu A; x Ay X Az nazyvame usporiadané trojice.

Analogicky definujeme A; x Ay x Az x Ay = (A X Ay X A3) x Ay. Predpokladajme, Ze sme takymto
sposobom definovali karteziansky suc¢in A; x As x --- X A,,_1 pre n—1 mnozin, potom kartezianskym
stc¢inom mnozin A, A,, ... A, je mnozina

Ay x oo x Ay = (A x - x Ay ) X Ap ={[z1;. . sx0] s ;€AY .. x €AY

Prvky [z1; xo; . .. ; x,] nazyvame usporiadané n—ticeﬁ

Poznamka 1.3.4.
Ak plati A; = Ay =--- = A, = A, potom zjednodusene pisSeme A x A X --- x A = A",
TakZe napriklad R® = R x R X R = {[x1; z9; x3]; 71,72, v3E€ R}.

Priklad 1.3.7.

Vsetky body v rovine tvoria mnozinu. Mézeme ju chépat ako karteziansky suc¢in R x R. Kazdy bod
x = [xq1;x9] Vv rovine je urceny svojimi suradnicami x, 29 € R. Zadiatok stradnicovej ststavy je bod
so stradnicami [0;0]. m

16Usporiadana dvojica prvkov x, y sa tieZ zvykne oznacovat (x; y).
17Pri zapise mnozin sa spojka A vi&§inou vynechava a namiesto nej sa piSe ¢iarka, resp. bodkoéiarka.
18Tyzy. definicia pomocou matematickej indukcie.
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1.3. MNOZINY MA I

Ako dokazuju nasledujice vety, maju mnozinové operacie (prienik, zjednotenie, . ..) podobné vlast-
nosti ako logické operacie (konjunkcia, disjunkcia, ... ).
Veta 1.3.1.
Pre vSetky mnoziny A plati: a) AU = A, b) An( =40, c) D—A=10.
Dokaz.

Tvrdenia st zrejmé a vyplyvaju priamo z definicie. Stac¢i si uvedomit, ze plati:
AUD={r;z€cAVzeld}={z;2€A}=A, AnD={x;rcANzeD} ={z; 20} =0,
D—A={z;2e0Nz¢A}={z;2€0}=0.m

Veta 1.3.2.
Nech A, B, C st Tubovolné mnoZziny, potom plati:
a) ANB=BNA, AUB = BUA, AAB = BAA,
b) AN(BNC)=(ANB)NC, AUu(BUC)=(AuB)UC,
c) AN(BUC)=(AnB)U(ANCOC), AU(BNC)=(AUuB)N(AUCO).

Dokaz.
a) Vyplyva z definicie.
b) Z asociativnych zékonov pre A a V vyplyva:

re[AN(BNC)| < [xeAN(zeBANxel)| s [(xeANzeB)NzeC|l < xe[(ANB)NC],
relAU(BUC)] & [zcAV(xeBVrel)| < [(reAVeeB)Veel|l e xe|(AUB)UC].

c¢) Z distributivnych zédkonov pre A a V vyplyva:
relAN(BUC)] & [reAN(zeBVzel)| &
& [(reANzeB)V(zeANzel)] & z€[(ANB)U(ANC),
relAU(BNC)] & [reAV(zeBAzel)| &
& [(zeAvaeB)N(zeAVzel)| & z€[(AUB)N(AUC)]. m

Veta 1.3.3.
Nech mnozina X # () a nech A, B C X. Ozna¢me (A") = A”, potom plati:

a) (ANB) =A'UB', (AUB) =A'NKB, b) X' =0, ¢ =X, c) A" = A.
Doékaz.

a) Tieto rovnosti nazyvame de Morganove zakony a vyplyvaju zo vztahov:
r€(ANB) & non (z€ANzEB) © 2¢AVaed¢BeacAVreB s rc(AUB).
r€(AUB) ©non (r€AVreEB) e r¢AN1¢B o rcANreEB &ac(ANDB).

b) Vyplyva zo vztahov € X' © 2¢ X S relavel & rd¢d < reX.

c) Zpoznémkyvyplyva rc(A) o r¢A & rcAm

Poznamka 1.3.5.
Pre kone¢ny systém mnozin Ay, As, ..., A,, n€ N a pre nekone¢ny systém mnozin Ay, Ao, As, ... maju
de Morganove zakony tvar:

n / n n / n o0 / o0 o0 / o0
Nal=0a [Oa]-Aa [fa]-0a [0a] -0
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
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Veta 1.3.4.
Nech A, B, C su Iubovolné mnoziny, potom plati:
a) (ANB)xC=(AxC)N(BxC), Ax(BNC)=(AxB)Nn(AxC),
b) (AUB)xC=(AxC)U(BxC(C), Ax(BUC)=(AxB)U(AxC(),
c) ( A—B)xC=(AxC)—(BxC(C), Ax(B-C)=(AxB)—(AxC).

Dokaz.
Dokézeme platnost prvych z rovnosti v jednotlivych skupinach. Ostatné sa dokazuju analogicky, preto
ich prenechavame ¢itatelovi ako cvicenie na domacu tlohu.
a) [t;y)€e(ANB)x C & [z€(ANB)AyeC] & [(r€eANzeB)Nyel] &
& (zeANzeBAyel) & [(reANyeC)N(zeBAyel)] <
& {lzyle(Ax O)A[ryle(BxO)} & [nyle(AxC)N (B xC),
b) [z;y]€e(AUB) x C < [z€e(AUB)Aye(C] & [(reAVzeB)ANyel]| &
& [(reAnyeC)V(zeBAyel)] & {[ryle(AxC)Viryle(BxC)} &
& [ryle(Ax C)U (B x C),
c) [r;y]e(A—B)xC < [z€(A—-B)ANyeC| & [(reANz¢B) NyelC] &
& (zeANx¢BAyel) & [(xecANyeC)N(z¢BAyel)] &
& {lmyle Ax O)N [z y]¢(Bx O)} < [ryl€e(AxC)—(Bx (). =

9

1.3.3 Zobrazenie mnozin

V matematike, a vlastne v celom zZivote, st najddlezitejsie vztahy medzi jednotlivymi objektami.
My budeme skumat vzajomné vztahy medzi mnozinami.

Nech A # (), B # () st mnoziny. Binarnou relaciou medzi mnozinami A a B nazyvame kazdu
podmnozinu kartezianskeho sucinu A x BH Slovo binarna sa v praxi ¢asto vynechéva. Ak oznacime tuto
relaciu T, potom skutoc¢nost, Ze prvok [z; y] patri do relacie T', zapisujeme vztahmi [x;y| €T, resp. zT'y.

Ak A = B, potom relaciu T' C A% nazyvame reldciou na mnozine A.

Priklad 1.3.8.

Uvazujme na mnozine redlnych ¢isel R relaciu T dant vyrokovou formou ,Cislo x je mensie ako y.*
MoZeme ju pisat v tvare T = {[x;y] € R?; x < y}.

Do relacie T patria vSetky usporiadané dvojice redlnych ¢isel [x;y], pre ktoré x < y. m

Medzi najdolezitejsie binarne relacie patri relacia ekvivalencieF_q Relacia T' C A x A je relaciou
ekvivalencie na mnozine A, ak je reflexivna, symetrickd a tranzitivna na mnozine A, t. j. ak plati:

a) Vee A: [x;z]eT (reflexivnost),
b) Vx,ycA: [z;y|eT & [y;z]eT (symetria),
c) Vo,y,z€ A [[xyy|l€T N y; 2|€T] = [x;2]€T (tranzitivnost).

Poznamka 1.3.6.
Ak pouzijeme oznacenie 2Ty, mozeme tieto vlastnosti symbolicky zapisat v tvare:

Ve,y,2z€ A a) 2Tz, b)a2Ty < yTz, c) 2Ty ANyTz| = 2Tz.

19 Analogicky definujeme n-narnu relaciu ako podmnozinu kartezianskeho saéinu A, x Ag X -« - X A,,.
20Je potrebné ju odliovat od logickej operacie ekvivalencie.
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1.3. MNOZINY MA I

Jednym zo zakladnych pojmov v matematike je pojem zobrazenia, resp. funkcie. Nech A # (),
B # {) st mnoziny. Zobrazenim (funkciou)El z mnoziny A do mnoziny B nazyvame kazdu relaciu
f C A x B s vlastnostou, Ze pre kazdé = € A existuje najviac jedno y € B také, ze [z;y| € f.

Prvok = € A sa nazyva vzor a prisluné y = f(x) sa nazyva obraz prvku z v zobrazeni f,
resp. hodnota zobrazenia f v bode . Casto, najma ak hovorime o realnych funkciach, vzor nazyvame
nezavislou premennou a obraz zavislou premennou, resp. funkénou hodnotou v bode =.

Mnozinu D(f) vSetkych vzorov x € A, pre ktoré existuje y = f(z) € B, nazyvame defini¢ny obor
zobrazenia f. Mnozinu H(f) v8etkych obrazov y € B, pre ktoré existuje vzor = € A taky, ze y = f(x),
nazyvame obor hodnét zobrazenia f. To znamena, ze

D(f)={z€A;3yeB: [zylef},  H(f)={yeB;3xeD(f): [zylef}.

Namiesto zapisu [z;y] € f sa CastejSie pouzivaju zapisy y = f(x), resp. y = f(x): D(f) — B,
resp. y = f(x), x€ D(f), resp. f: = —y.

Ak ku kazdému z € A existuje obraz y € B, t. j. ak D(f) = A, potom zobrazenie f nazyvame
zobrazenie mnoziny A do mnoziny B (zobrazenie zobrazujice mnoZinu A do mnoziny B)
a oznaCujeme y = f(x): A — B, resp. f: A— B.

Nech C' C D(f), potom mnozinu f(C) = {f(x); x€C} nazyvame obraz mnoziny C' v zobra-
zeni f. Takze pre zobrazenie f plati H(f) = f (D(f)).

Poznamka 1.3.7.
Pomocou kvantifikitorov moézeme definiciu zobrazenia f = {[z;y] € A x B} zapisat:

VeeA: [zplef Nzylef = v =

Poznamka 1.3.8.

Ak méame zobrazenie zadané iba predpisom, napr. y = f(z), potom pod pojmom D(f) rozumieme
mnozinu vSetkych x, pre ktoré existuje y = f(x) (t. j. maximalnu mozni mnozinu vzorov). Obor hodnéot
je mnozina H(f) = {f(x); x€ D(f)}, takze zapis y = f(x), € D(f) a zapis y = f(z): D(f) — H(f)

st ekvivalentné.

Priklad 1.3.9.

Ozna¢me A mnozinu I'udi Zijacich v nejakom nemenovanom meste. Predpokladajme, Ze je tu zvykom,
aby ¢lovek mal krstné meno (ak ich méa viac, budeme ich povazovat za jedno meno). Ozna¢me B mnozinu
v8etkych mien. Potom moézeme definovat zobrazenie f: A — B, f(z) =y, kde z je dany ¢lovek a y je
jeho meno.

Ak existuju v tomto nemenovanom meste dvaja Iudia z1, x5 s rovnakym menom, potom dvom roéznym
vzorom je priradeny rovnaky obraz, t.j. f(z1) = f(x9).

Ak ¢lovek nemé meno (napr. ¢erstvy novorodenec), nie je vzoru priradeny ziadny obraz. Tiez sa moze
najst také popularne meno, Ze ho nema ziaden ¢lovek. Vtedy neexistuje vzor s danym obrazom. m

Priklad 1.3.10.

Relacia f = {[x;y] € R?; siny = z} nie je zobrazenie, pretoZe zo vztahu sin() = sinm = 0 vyplyvaji
vztahy [0;0] € f, [0; 7] € f. To znamena, ze jeden vzor x = 0 ma dva obrazy 0 a 7.

Na druhej strane relacia f = {[z;y]€ R*; y = sinx} zobrazenie je. m

21V matematickej analyze sa viéSinou pouZiva oznadenie funkcia.
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1.3. MNOZINY MA I

Priklad 1.3.11.

Relacia f = {[z;y]€ R?; #* + y* = —1} je zobrazenie, pretoze f =0 a ) C R%.

Usporiadané dvojica [x;y] s danymi vlastnostami neexistuje, t. j. kazdému vzoru je priradeny najviac
jeden obraz. m

e Injektivne, surjektivne a bijektivne zobrazenie

Nech A, B st mnoziny. Hovorime, Ze zobrazenie f: A — B je injektivne (injekcia, prosté zo-
brazenie), ak Tubovolné dva rézne vzory z mnoziny A maju rézne obrazy z mnoziny B, t. j. ak rovnaké
obrazy maju rovnaké tiez prislusné vzory (obratena implikacia). Symbolicky to mozeme vyjadrit:

Ve, w €A mi#ry = f(x1)# f(x2), t ). Ve, z€A: flz) = f(22) = a1 =10

Nech A, B st mnoziny. Hovorime, Ze zobrazenie f: A — B je surjektivne (surjekcia, zobrazenie
na mnozinu B), ak ku kazdému obrazu z mnoziny B existuje vzor z mnoziny A, t. j. ak plati f(A) = B.
Symbolicky to mozeme zapisat vztahmi: Vye B Jz€ A: y = f(x).

Nech A, B st mnoziny. Hovorime, Ze zobrazenie f: A — B je bijektivne (bijekcia, prosté zo-
brazenie na mnozinu B, jednojednozna¢né zobrazenie), ak je injektivne a zaroven surjektivne.

p qg r s p q r p q r rp q r
fl>§< f2>§< f3>% f4>§<

a b c a b c :i a b ¢ d a b ¢

Obr. 1.3.3: Injekcia f1, sujekcie fy, f5 a bijekcia f; z prikladu[1.3.12]

Priklad 1.3.12.

a) Nech A ={a,b,c}, B={p,q,r s}

Zobrazenie fi; = {[a;q],[b;7],[c;p]} je injekcia, ale nie je surjekcia, pretoze s nemé vzor (obr. [1.3.3)).
b) Nech A ={a,b,c,d}, B={p,q,r}.

Zobrazenie fy = {[a;q|, [b;7],[c;p]} je surjekcia, ale nie je injekcia (d nemé obraz).

¢) Nech A = {a,b,c,d}, B={p,q,r}.

Zobrazenie f35 = {[a;q],[b;7],[c;p],[d;q]} je surjekcia, ale nie je injekcia (a, d maju rovnaky obraz).
d) Nech A = {a,b,c}, B={p,q,r}.

Zobrazenie f; = {[a;q],[b;7r],[c;p]} je bijekcia (injekcia a sucasne surjekcia). m

Priklad 1.3.13.

Kvadraticka funkcia f(z) = 2%: R — R nie je ani injektivna ani surjektivna.
Funkcia f(z) = 2?: R — (0; 00) je surjektivna, t. j. na mnozinu (0; c0).

Funkcia f(z) = 2?: (0; 0o) — (0; o) je bijektivna, t. j. injektivna a surjektivna. m

Priklad 1.3.14.

Uvazujme zobrazenie dané predpisom f(z) = y/z. Jeho definiénym oborom je mnozina D(f) = (0; o)
a oborom hodno6t mnozina H(f) = (0; co). Zobrazenie je bijekcia a moézeme ho pisat v tvare f(z) =/,
x€(0; 00), resp. f(x) =+/x: (0; 00) = (0; 00).

UvaZzujme zobrazenie f,(z) = +/z, n=1,2,...,5 s roznymi mnoZzinami vzorov a obrazov:
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Zobrazenie fi;: R — R nie je injektivne ani surjektivne (z = —1 nema obraz, y = —1 nemé vzor).
Zobrazenie fo: (0; 4) — (0; 1) nie je injektivne, je surjektivne (z = 3 nema obraz).

Zobrazenie f3: (0; 2) — (0; 4) je injektivne, nie je surjektivne (y = 3 nema vzor).

Zobrazenie f;: (0; 00) — R je injektivne, nie je surjektivne (y = —1 nema vzor).

Zobrazenie f5: (0; 4) — (0; 2) je bijektivne. m

e Rovnost zobrazeni

Zobrazenia st mnoziny usporiadanych dvojic, takze ich rovnost musime chapat ako rovnost mnozin.
Inymi slovami f = g prave vtedy, ak plati: [z;y]€ f < [z;y]€g.

Ak to zhrnieme pre zobrazenia f(z), z € D(f) a g(x), z € D(g), dostavame, Ze zobrazenie [ sa
rovna zobrazeniu g prave vtedy, ak D(f) = D(g) a pre vietky z € D(f) plati f(x) = g(x).

Nech M C D(f) N D(g), potom zobrazenie f, x € D(f) sa rovna zobrazeniu g, x € D(g)
na mnozine M prave vtedy, ak pre vSetky x € M plati f(x) = g(x).

Priklad 1.3.15.

a) Zobrazenia f(z) = z2, g(z) = || sa rovnaji na mnozine R, pretoze D(f) = D(g) = R a pre vietky
z € R plati 2° = |z|”.

b) Zobrazenia f(x) = 1, z€ R—{0} a g(z) = % sarovnaju, pretoze D(f) = D(g) = R—{0} a pre vSetky
reD(f) plati 1 = £.

c) Zobrazenia f(x) =1, g(x) = £ sa nerovnaju, pretoze R = D(f)#D(g) = R—{0}. m

x

e Zlozené zobrazenie

Nech su dané zobrazenia f: A — B, g: C' — D, pricom H(f) C C. Potom zobrazenie F': A — D
také, ze kazdému x € A priradi hodnotu z = ¢(y) € D, kde y = f(x), nazyvame zloZené zobrazenie
(kompozicia, resp. zloZenie) zobrazeni f a g a zapisujeme F' = g(f), resp. F' = fogﬂ Zobrazenie f
sa nazyva vnatorna zlozka a zobrazenie g vonkajsia zlozka zlozeného zobrazenia g(f).

To znamena, Ze pre zobrazenia f(z), v € D(f) a g(x), x € D(g), H(f) C D(g), dostaneme zlozené

zobrazenie F(x) = g[f(x)] = [f o g|(z), z€ D(f).

d'/':z

Ce—————o T
b o q
a :>~ p
f g f 9 F=g(f)

Obr. 1.3.4: Zlozené zobrazenie F' = g(f) z prikladu [1.3.16]
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Priklad 1.3.16.

Nech A = {a,b,c,d}, B={p,q,r,s,t}, C ={x,y, 2z} st mnoziny.

Néajdite zlozené zobrazenie F' = g[f]: A — C, ak zobrazenia f: A — B, g: B — C (obr. st
definované predpismi f = {[a; p], [b;p], [c;7], [d; 1]} a g = {[p; 2], [q: 2] . [ 0], [ss 9], [t W]}

22Niektorf autori ozna¢uji zloZent funkciu v opa¢nom poradi, t. j. g(f) = go f.
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RieSenie.
Zlozené zobrazenie F' = {[a; x|, [b; x],[c; y], [d; y]}, pretoze F(a) = g[f(a)] = g(p ) =
F(b) = glf (0)] = g(p) =z, F(c) = g[f ()] = g(r) = y, F(d) = g[f(d)] = g(t) = y. m

Priklad 1.3.17.
Ak f(z) =23 R— R, g(xr) =sinz: R — (—1; 1), potom
flg(@)] = [g(x)]? =sin®*x: R — (=1;1), g[f(x)] =sinf(z) =sina®: R — (-1;1).m

Veta 1.3.5.
Ak f: A— B, g: B — C su bijekcie, potom aj zlozené zobrazenie F' = g[f]: A — C je bijekcia.

Dokaz.
Mame ukazat, ze F(z) = g[f(x)]: A — C je bijektivne, t. j. injektivne a surjektivne.
Injekcia. Zobrazenia y = f(x), z = g(y) su injektivne, t. j. pre v8etky x1,zo € A, y1,y2 € B plati:
n#Fx =y = fla) Fyo = f(22),  nFp=2=9W) # 2 =g(p)
Z toho vyplyva, ze pre vSetky x1, x5 € A, 11 # x5 plati:
F(z1) = g[f(z)] = g(y1) # 9(y2) = g[f(22)] = F(x2).
Surjekcia. Zobrazenie z = ¢g(y): B — C je surjektivne, t. j. Vz€C Jye B: z = g(y). Potom plati:
V2eC 3y = f(x)€B: 2 = glf(x)] = Flz).
Zobrazenie y = f(z): A — B je surjektivne, t. j. Vye B dx € A: y = f(z).
Ak to spojime, dostavame Vze€C Jz€A: z = F(z). m

e Inverzné a identické zobrazenie
Ak je zobrazenie y = f(x): A — B bijektivne, t. j. ak
Vgl el €f i =y = 11 =123, VyeB Jz€A: [z;y]€f,
potom existuje zobrazenie x = g(y): B — A také, ze plati [z;y] € f < [y;z]€g.
Nech f: A — B je injektivne zobrazenie, potom zobrazenie f~': B — A také, Ze kazdému y € H(f)
priradi prave to « € A, pre ktoré y = f(z), sa nazyva inverzné zobrazenie k zobrazeniu f. To
znamena, Ze [x;y| € f prave vtedy, ak [y;z]€ fL.

Poznamka 1.3.9.

Je zrejmé, 7e zobrazenie f~1: B — A je surjektivne a injektivne.

Surjekcia vyplyva z toho, Ze kazdy obraz x € A mé v zobrazeni f~! nejaky vzor y € H(f). Injekcia vyplyva
z toho, Ze keby mali dva roézne vzory ¥, y» v zobrazeni f~! rovnaky obraz x, potom by v zobrazeni f
prvok x ako vzor mal dva rézne obrazy v, y2. LenZe to by znamenalo, Ze f nie je zobrazenie.

Poznamka 1.3.10.

Ak je zobrazenie f: D(f) — H(f) injektivne, potom je zaroven aj surjektivne (t. j. je bijektivne),
pretoze plati f[D(f)] = H(f).

Inverznou funkciou k f je bijekcia f~': H(f) — D(f) taka, ze pre vietky x € D(f) plati y = f(z),
resp. pre vietky y € H(f) plati x = f~(y). Je zrejmé, ze D(f) = H(fY), H(f) = D(f™').

Priklad 1.3.18.

a) Ak f(z) =z: R — R, t.j. [z;z] € f, potom [z;z]€ f~! t.j. [~ (z)=2: R— R.
b) Ak f(x) =22x+3: R— R, t. j. [x 2x+3]€f potom ly; 2] = 2z + 3;z] e f~1.

Z rovnosti y = 2x + 3 vyplyva x = =, t. j. [ }Ef !

c) Ak f(z) =cotgz: (0; m) = R, potom f~Yz) = arccotgz: R — (0; 7). m
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Veta 1.3.6.
Nech zobrazenie f: A — B je bijektivne, potom plati:

a) f71: B — A je bijektivne, b) (fH~t=Ff,

o) YyeB: flfiy)] =, d) VreA: f[f(x)] = .
Doékaz.

a) Vyplyva z poznamky .
b) Zobrazenia f: A — B, f~!': B — A st bijektivne, t. j. pre vietky x € A, y € B plati:
[wylef e yalef™, lyalef™ & myle(f )

Z toho vyplyva [wiyl€ f & [wyle(fH) 7t f= ()"

c) Ak y€ B, potom existuje x € A také, ze [x;y| € f, [y;z]€ f~1 t.j. . = f~!(y). Potom plati:
[yl = [T whylef, i oy=fI )

d) Ak x€ A, potom existuje y € B také, ze [y;z] € !, [x;y]€ f, t. j. y = f(z). Potom plati:
;o] = [f(a)iale f tj o= f[f(2)]. m

Identickym zobrazenim (identitou) nazyvame zobrazenie, v ktorom sa kazdy obraz zhoduje
so svojim vzorom, t. j. zobrazenie f(x) = x, x € D(f). Je zrejmé, ze identické zobrazenie je injektivne
a zaroven surjektivne, t. j. bijektivne.

e Postupnost

Postupnostou nazyvame kazdé zobrazenie f, ktorého definiécnym oborom je mnoZina prirodzenych

Gisel N, t. 3. D(f) = N, f = {ns f(n)] s ne N} = {[L; fOD], 2 S, [3 S 3] - [ms F)], .

Pre jednoduchost ozna¢ime f(n) = a,, n€ N a postupnost f budeme zapisovat

{f(1),f(2),f3),..., f(n),...} ={a1,a2,a3,...,an,...} ={an} ;.

Hodnoty a,, n € N nazyvame ¢lenmi postupnosti {(JH}?:IE

To znamené, Ze ¢len a, predstavuje usporiadani dvojicu [n;a,| a zapis {a,}, ., mnozinu usporia-
danych dvojic {[n;a,] ; n€ N}, t. j. vzor ¢lena a,, je urceny jeho poradim.

Obor hodnot H(f), t. j. mnozinu hodnot, ktoré nadobtudaju ¢leny ay, as, as, .. ., nazyvame mnozina
hodnot postupnosti {a,} >

n=1"

Priklad 1.3.19.
Mnozinou hodnét postupnosti {n} -, = {1,2,3,...} je mnozina prirodzenych ¢isel N.
Mnozinou hodnét postupnosti {0,1,0,1,0,1,...} je mnozina {0,1}. m

1.3.4 Mohutnost mnoZin

Nagim cielom bude teraz urcenie pravidiel, pomocou ktorych by sme mohli porovnavat mnoZziny
podla poctu ich pvkov. Ak st porovnavané mnoziny kone¢né, potom nie si problémy, staci spocitat
prvky a porovnat. Niekedy nie je nutné ani spocitavat prvky.

Uvazujme napriklad mnozinu Studentov v poslucharni a mnozinu stoliciek v tej istej posluchéarni.
Ak poziadame Studentov, aby si kazdy z nich sadol na prave jednu stolicku, lahko zistime, Ze va¢Sinou
je stoliciek viac. V matematickej rec¢i sme zostrojili zobrazenie, ktoré kazdému studentovi priradi prave
jednu stolicku.

Lenze spocitavanie prvkov v pripade nekonecénych mnozin nie je zrejme najstastnejsi sposob. Ale
mozeme pouzit postup z prikladu o Studentoch a stolickach. Ukazeme si to na nasledujicom priklade.

ZNiekedy sa v literattre postupnosti ozna¢ujt symbolom (a,, )32 ;.
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Priklad 1.3.20.
Nech A, B st nekonecné mnoziny. Nech f: D(f) — H(f) je prosté zobrazenie také, ze plati D(f) C A,
H(f) C B.

Ak D(f) = A, H(f) = B, potom je zobrazenie f bijektivne. Kazdému vzoru z mnoziny A je prira-
deny prave jeden obraz z mnoziny B a kazdému obrazu z mnoziny B je priradeny prave jeden vzor
z mnoziny A. Mnozina A ma ,rovnaky pocet prvkov* ako mnozina B.

Ak D(f) = A, H(f)# B, potom f nie je surjektivne. Existuje obraz y € B, ku ktorému nie je priradeny
vzor z mnoziny A. Mnozina A ,,ma menej prvkov® ako mnoZina B.

Ak D(f)# A, H(f) = B, potom existuje vzor x € A, ku ktorému nie je priradeny obraz z mnoziny B.
Mnozina A ,,ma viac prvkov® ako mnozina B. m

Hovorime, 7ze mnozina A je ekvivalentna s mnozinou B, ak existuje bijektivne zobrazenie
f: A — B. Tento vztah oznacujeme A ~ B. Skuto¢nost, ze mnoziny A a B nie st ekvivalentné,
oznacujeme A 4 B.

Ak st mnoziny A a B ekvivalentné, hovorime tiez, Ze mnoziny A a B maji rovnakii mohutnost.
V pripade, Ze existuje injektivne zobrazenie A — B, ale neexistuje bijektivne zobrazenie A — B,
hovorime, ¢ mnozina A ma mensiu mohutnost ako mnozina B.

Na zaklade tejto definicie mozeme povedat, Ze mnoziny z prikladu maji v prvom pripade
rovnaku mohutnost. V druhom pripade ma mnozina A mensiu mohutnost ako B a v trefom pripade
mé mnozina B menSiu mohutnost ako mnozina A.

Priklad 1.3.21.

a) Mnoziny A = {1,2,3} a B = {a,b,c} st ekvivalentné, t. j. plati A ~ B. Bijekciou je napriklad
zobrazenie f = {[1;a],[2;b],[3;c]|}.

b) Pre mnoziny prirodzenych a celych ¢isel plati N ~ Z. Dokazuje to bijekcia f: N — Z definovana
vztahmi f(n) = % pre n€ N parne a f(n) = —%5* pre n€ N nepérne.

c) N o R, pretoze neexistuje bijekcia N — R (N ma mensiu mohutnost ako R).

d) (=7 ; m) ~ R, pretoze zobrazenie f(x) =2tgx: (—m; m) — R je bijekcia. m

Veta 1.3.7.
Ekvivalencia mnozin je relaciou ekvivalencie, t. j. je reflexivna, symetrickd a tranzitivna.

Dokaz.

Nech A, B, C st Iubovolné mnoziny.

Reflexivnost (A~ A) vyplyva z bijektivnosti identity f(z) = z: A — A. Z vety [1.3.6| vyplyva symetric-
kost (A~ B < B~ A). Tranzitivnost (A~B A B~C = A~C') vyplyva z vety [1.3.5 m

MnozZina A sa nazyva nekonecne spocitatel'na, ak je ekvivalentna s mnozinou prirodzenych ¢isel,
t. j. ak A ~ N. Ak je mnozina A nekone¢ne spocitatelna alebo konecna, potom ju nazyvame spocita-
telna. V opacnom pripade, t. j. ak nie je spocitatelné, ju nazyvame nespocitatelna a hovorime, Ze
méa mohutnost kontinua.

Veta 1.3.8.
Mnozina hodnot Tubovolnej postupnosti {a,, }

Doékaz.
Ku v8etkym ¢lenom a,, postupnosti {a,}

>, je spocitatelna.

o0

-1 briradime prirodzené ¢isla. Najprv priradime k ¢lenu a4
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¢islo 1. Ak as#aq, potom priradime k ¢lenu as ¢islo 2, v opa¢nom pripade mu nepriradime ziadne ¢islo,
pretoze k ¢lenu a; = as je uz priradené ¢islo 1.

Takto budeme postupne ¢lenom postupnosti priradzovat prirodzené disla. Clen s hodnotou, ktora sa
uz vyskytla, presko¢ime a nebudeme ¢islovat. Takymto sposobom priradime kazdej hodnote danej po-
stupnosti prave jedno prirodzené ¢islo, t. j. mnozina hodnot postupnosti je nekonecéne spocitatelné.
Spcciélne sa moze stat, ze priradime konecny pocet prirodzenych ¢isel. To ale znamend, Ze mnozina
hodnoét postupnosti je konecna. m

Priklad 1.3.22.

a) Mnozina celych ¢isel Z je spocitatelna. Vyplyva to z prikladu .

b) Mnozina parnych prirodzenych ¢isel je spocitatelna, t. j. {2n; n€ N} ~ N. Danou bijekciou je
napriklad zobrazenie f: N — {2n; n€ N} dané predpisom f(n) = 2n.

¢) Mnozina parnych celych ¢isel {2k; k€ Z} je spocitatelna. Zobrazenie g(k) = 2k: Z — {2k; ke Z}

je bijekcia, t. j. {2k; ke Z} ~ Z. Z prikladu [1.3.21] vyplyva Z ~ N. Takze podla vety plati
(2k;k€Z}~N.m

Veta 1.3.9.
Nech A je spocitatelna mnozina, potom kazda jej podmozina B C A je tiez spocitatelna.

Dokaz.

Ak je B konecna, potom je spocitatelna.

Nech B je nekoneéna mnozina. MnoZzina A je spocitatelna, to znamena, Ze jej prvky moéZeme zoradit
do tvaru postupnosti. Lenze z toho vyplyva, ze aj prvky kazdej jej nekonec¢nej podmnoziny mozeme
zoradit do tvaru postupnosti. m

Priklad 1.3.23.
Mnozina A = {{a,},—; ; a, =0V a, = 1}, t. j. mnozina vSetkych ¢iselnych postupnosti zlozenych iba
z ¢islic 0 alebo 1, je nespocitatelna.

Riesenie.
Dokaz prevedieme sporom.
Nech A nie je nespocitatelnéa. Potom je nekonecne spocitatelna a jej prvky (jednotlivé postupnosti nil
alebo jednotiek) mézeme zoradit do postupnosti

T = {xu,xlg,xlg, .. } , Ly = {LEQl,ZL’QQ,I‘Qg, .. } N {l’nh Tn2y LTpsy - - } g sy
kde pre vSetky ¢,j € N plati x;; = 0 alebo x;; = 1.
Zostrojime postupnost 5 = {1, 2, f3, . . .} nasledujucim spoésobom:
Z prvej postupnosti z; vyberieme prvy ¢len x1; a polozime 1 =1—x1; (t. j. f1=0pre z;;=1a f1=1
pre x1; =0). Z druhej postupnosti xs vyberieme druhy ¢len x5 a polozime s =1—1x9y. Takto budeme
pokracovat pre vSetky ostatné n€ N. Z postupnosti x,, vyberieme ¢len x,, a polozime 3, =1—1x,,.
Z konstrukcie vyplyva, Ze sa postupnost § odliSuje od postupnosti x; prvym ¢lenom, od x5 druhym
¢lenom a od x, sa odliSuje n-tym ¢lenom. To znamené, Ze sa postupnost [ nerovna ziadnemu prvku
z mnoziny A. TakZe sme nasli postupnost nul alebo jednotiek, ktora nepatri do A. To je spor s tym, Ze
mnozina A obsahuje vetky také postupnosti. TakZze je nespocitatelna. m

Poznamka 1.3.11.

fTetdéda uvedena v prikl: .3.23| sa nazyve i izacna 6da a casto sa pouziva
Metoda uvedena klade [1 a nazyva Cantorova diagonalizacna met6da a casto sa po a
pri dokazovani nespocitatelnosti mnozin (napr. R, (0; 1), ... )ﬁ

24Dokaz, 7e interval (0; 1) je nespoéitatelnd mnozina je uvedeny v [5] na str. 73.
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Veta 1.3.10.

Zjednotenie spocitatelného pocétu spocitatelnych mnozin je opét spocitatelna mnozina.
Dokaz.

Nech st mnoziny A;, As, ..., A,, ... spoc¢itatelné. DokdZeme matematickou indukciou.

Krok 1. Dokézeme tvrdenie pre n = 2 (pre n = 1 nema zmysel), t. j. ze A; U Ay je spocitatelna
mnozina. Pre zjednodusSenie oznac¢ime A; = A, Ay = B.
Predpokladajme, 7e si A = {ay, as,as,...}, B = {by,bs,bs,...} nekonecne spocitatelné.
Zoradme striedavo vSetky prvky tychto mnozin do postupnosti

{al, b17 asg, bg, as, b37 ey Qpy, bn, .. } .
Ocislujeme tieto prvky prirodzenymi ¢islami podla poradia, v akom sme ich pisali. Prvok, ktory patri
do oboch z mnozin A a B o¢islujeme iba raz (druhy raz ho ¢islovat nebudeme). Takto priradime kazdému
prvku z mnoziny A U B préave jedno prirodzené ¢islo.
To znamené, ze AU B je spocitatelna.
Ak je niektora z mnozin A alebo B kone¢na, napr. A = {ay,as,...,ax}, kde k je pocet jej prvkov,
zoradime prvky mnozin A a B do postupnosti

{ai,a9, ..., ak,b1,bo, b3, ... by, ...}
a oc¢islujeme podla predchadzajuceho vzoru.
Ak st mnoziny A, B konecné, potom aj mnozina AU B je kone¢né.
Krok 2. Ukazeme, 7e ak tvrdenie plati pre n = k, potom plati aj pre n = k + 1.
Mnozina A; U Ay U --- U Ay, je spocitatelna. Mame ukézat, Ze aj mnoZzina

ATUA U UALUA g = [ATUA U U AU Ay

je spocitatelna. Staci oznacit A = A; U Ay U---U Ay, B = A1 a pouzit krok 1.
Tym ja na zaklade principu matematickej indukcie tvrdenie dokidzané. m

Poznamka 1.3.12.
Majme systém mnozin {Ay, As, ..., Ak, ...} = {Ax},—,. Zjednotenie a prienik kone¢ného, resp. neko-

necne spocitatelného po¢tu mnozin zvykneme strucne zapisovat vztahmi

AfUAU---UA, = U A, AfUA U~ UA U= Ay,
k=1 k=1

AinAn---NnA,=NA4 AnAn---NnA N =) A.
k=1 k=1

Veta 1.3.11.

Ak st mnoziny A, B spocitatelné, potom aj mnozina A x B je spocitatelna mnoZina.

Dokaz.

Nech A = {ay,a9,as,...}, B={b1,bs,bs,...}. Mnozinu A x B mdzeme chéapat ako zjednotenie spocita-
telného poctu spocitatelnych mnozin Ay UAyU---UA, U---, kde A, = {[an; b1], [an; b, [an; bs], ...},
A, ~B,neN.Potomje Ax B=A; UAyU---UA,U--- spocitatelna na zéklade vety [[.3.10] m

Je zrejmé, ze veta [[.3.11] plati pre Tubovolny koneény pocet n spoécitatelnych mnozin. To znamena,
7e ak st mnoziny Aq, A,, ..., A, spocitatelné, potom je spocitatelna tiez mnozina A; X Ay X --- X A,,.

Priklad 1.3.24.
a) Mnozina N x N je spocitatelna. Vyplyva to z vety [1.3.11]

b) Mnozina raciondlnych ¢isel @ je spocitatelna. Plati N x N ~ (). Oznacme
QZ{%;mEZ,nEN}, NxN ={[ni;ng] ; n1,n2 €N} .
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Bijekciu F': Nx N — @ zostrojime tak, ze zobrazime n; — ny, ny — f(ny) pomocou bijekcie z pri-

kladu [1.3.21| b). Potom F'([ny;ns]) = %, pricom f(n;) = % pre ny parne a f(n;) = —"=* pre n;

neparne. |

Priklad 1.3.25.
a) Nespocitatelné si napriklad mnoziny (a; b), (a; b), (a; b), (a; b), R, R®*, I = R — Q.
b) Spocitatelné st napriklad mnoziny N, Z, Q, N*, Q% a Tubovolné ich podmnozZiny. m

Mnozina A moZze byt konecéné alebo nekone¢na, resp. na druhej strane spocitatelna alebo nespocita-
telnd (vid tab. [1.3.12). MnoZina A je konetné prave vtedy, ak je prazdna (t. j. A = () alebo je konecne
spocitatelna (t. j. A ~ {1,2,...,n}, kde n € N). Ked mnozina nie je konecna, potom je nekone¢ne
spoc¢itatelna (t.j. A~ N = {1,2,3,...}) alebo je nespocitatelna.

mnozina {

Tabulka 1.3.12: Kone¢né, nekonecna, spocitatelna, nespocitatelnd mnozina.

__ ( prazdna
konec¢na {

konec¢ne spocitatelné } spocitatelna
nekonecne spocitatelna } mnozina

nekonecna { » o
nespocitatelna

CvicCenia
1.3.1. Dokéazte platnost zostavajicich rovnosti vo vete [1.3.4]

1.3.2. Nech X #(). Dokazte, ze pre Tubovolné mnoziny A, B,C' C X plati:
a) [(ANC)— BJU[(AAB) - C] ={[AABJU[CN (A - B)|} - [BNn(C - A)],
b) (ANC) - B]U[(AAB) - C]c (A—B)Uu(AuC).

1.3.3. Nech A = {1,2,3,4}, B = {1,2,3,4,5}. Najdite potencné mnoziny 24 a 25

1.3.4. Nech n€ N a nech A, = {1,2,...,n}. Kolko prvkov a kol'ko podmnoZin maji mnoziny A,, A?,

A3 AF kde ke N7 &

1.3.5. Nech X #£0 a nech A, B,C' C X. Ktoré z uvedenych vztahov si pravdive: ®

a) A (AOB) b) AcC (AUB), c) (A—B) C A,
d) (A-B) C B, ) (A— B)UB = B, ) (A—B)NB =B,
g) (A—B)UA=A, h) (A—B)NA=A, i) (A—B)UB = A,
j) (A—B)NB= A, k) (A-B)NnA=B, ) (A—B)NB=1.

1.3.6. Nech X #0() a nech pre mnoziny A, B, C, D C X platia vatahy AUB' € C, (AN B)UD = A'UB.
Zistite, ktoré z mnozin A’UC, BU (D — A), DA(ANC), (D — B) st za tohto predpokladu viazané
vztahom inklizie alebo rovnosti mnozin.

1.3.7. Nech X # () a nech plati A, B,C C X. Zistite, ¢ existuje medzi niektorymi z mnozin P, Q,
R vzfah inklazie alebo rovnosti, ak P = [AA(B' — )N (AUB), Q = [AU(B'NnO)ABUO)
aR=[A— (BAC)|n(BUC) ™
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1.3.8. Nech X #() a nech pre A, B,C, D C X plati (AAB) C (C— D), (AND")N[AU(CAD)] = 0.
Co moézeme tvrdit o vzajomnych vztahoch medzi mnozinami AU B, BN D' a AAC?®

1.3.9. Nech Ay, Ay, ..., A,, ...st lubovolné mnoziny, dokadzte de Morganove zakony:
n / n n / n oo / (0.) [o.¢] / [o.¢]
o [Aal =04 0a) - A o A =0 |0a] -Aa
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

1.3.10. Nech A = {1,2,3,4}, B = {a,b,c}, C = {1,5,a,b, h}. Napiste vsetky prvky mnozin A x B,
AxC, Ax B xC(C.

1.3.11. Nech A je mnozina v8etkych Tudi Zijucich v Europe, ktori st starsi ako 20 rokov. Nech B je
mnozina vSetkych ludi Zijucich na Slovensku, ktori st mladsi ako 40 rokov. Co predstavuju mnoziny

AUB, ANB, A— B, B— A, AAB?

1.3.12. Nech A = {x: z€ N,z < 9}. Napiste vietky mnoziny B také, ze B C A a B obsahuje iba
neparne ¢isla.

1.3.13. Nech A = {z: x€ N,z < 16} a nech Ay, A3, A5 C A su také, ze Ay obsahuje vSetky parne ¢isla,
Az obsahuje v8etky ¢isla delitelné tromi a A5 obsahuje vSetky ¢isla delitelné piatimi. Uréte mnoziny:
a) Ay — A3, Ay — A5, Az — As, b) Az — Ag, As — Ay, A5 — As,

) Ay U Ay, AyUAs, AsU As, d) Ay N As, AyNAs, AzN As,

e) Ay N Az As, Ay U Ay U As, £) AyAAs, AsAAs, AsAAs,

g) (AQ N Ag) U A5, (AQ U Ag) M A5, h) (AQ N A5) U Ag, (AQ U A5) N Ag,
) (Ag N A5) U AQ, (Ag U A5) N A27 J) ( ) U AQ, ( A5) N A27
) (A2 N As) U (AN As), 1) (A2 —A3) U (As—A2)

Hl) (AQ U Ag) (Ag N A3>, n) (A2 U Ag) (Ag U A5)

1.3.14. Graficky znazornite mnoziny a) — n) z prikladu [1.3.13

1.3.15. Nech X #(). Dokazte, ze pre vietky A, B,C, D C X plati:

a) ACB & AUB =08, b)ACB(:)AﬂB:A,

c) ACB & A—B=1), d) AC(AUB), (ANB) C A,

e) AcC,BCD = (AUB)C (CUD), fy AcC,BcD = (ANnB)cC (CnND),
g)ACCBCC’é(AUB)CC h) ACB,AcC = AcC(BnCQ(),

i) ACB = (C—-B)cC(C-A), jJ)ACB = (A-C)cC(B-20C).
1.3.16. Nech X #(). Dokazte, ze pre vietky A, B,C C X plati:

a) AAB=(AUB)—(ANB), b) AN(BAC)=(ANB)A(ANCQC),

c) AA(BAC) = (AAB)AC, d) AA(ANB)=A-B.

1.3.17. Nech X #0 a nech A, B,C, D C X. Zistite, ktoré z rovnosti st pravdivé: &
a) (AxB)N(CxD)=(ANC)x (BND),
b) (AxB)U(C xD)=(AUC) x (BUD,).

1.3.18. Uvazujme mnoziny A = {1,2,3,5,7}, B ={1,3,7,9}. Rozhodnite, ¢i mnoziny:

a) fi={[1;1],[1;3],[3; 1]}, b) fa={12;3],[3;2],[1;7],[7; 9]},
c) fs=A{[1;1],[3;3],[7:7],[7; 9]}, d) fo={[1;1],[1;3],[1;7],[1;9]}

st relaciami medzi A a B, resp. B a A. Zistite, v ktorych pripadoch st zobrazenim.
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1.3.19. Uvazujme relaciu f = {[z; y] € Rx R; x* — 4y* = 0}. Rozhodnite, ktoré z usporiadanych dvojic

1.3.20. Nech je dana mnozina A = {a,b, ¢, d, e}. Definujte relaciu f € A% tak, aby bola: L

a) reflexivna, symetrickd a tranzitivna, b) reflexivna, symetrické, nie tranzitivna,
c) reflexivna, tranzitivna, nie symetricka, d) symetricka, tranzitivna, nie reflexivna.

1.3.21. Nech A je mnozina vSetkych priamok v rovine. Urcte, ¢i su ekvivalenciami relacie:

a) rovnobeznost dvoch priamok, b) kolmost dvoch priamok.

1.3.22. Dokazte, ze platia nasledujice ekvivalencie mnozin:
a) (0;1) ~ (05 1), b) (05 1) ~(0; 1), c) (0;1)~(=1;1), d) (0;1)~ R?,
e) (051) ~(0;1), £) (0;1) ~ (05 1), g) R~1, h) R~ R?.

1.3.23. Rozlozte mnozinu prirodzenych ¢isel N na spocitatelne vela disjunktnych mnozin, ktoré su:

a) konecné, b) nekonecné.

1.3.24. Rozhodnite, ktoré z mnozin st spocitatelné a ktoré nespociatelné: ®

a) (0;1)NQ, b) (0;1)N1, c) (0;1)x{0,1}, d) (0; 1) xQ.
1.3.25. Nech A je spocitatelna mnozina, aka mohutnost ma mnozina vietkych jej podmnozin 247

1.3.26. Dokézte, Ze mnoZina {ag + a1 + asz® + - -+ + a,x"; ap, ai, . .., a, €Q}, t. j. mnozina vietkych
polynémov stupna najviac n (n€ N) s racionalnymi koeficientami, je spocitatelna.

1.3.27. Dokazte, Ze mnozina {ag + a1z + asx® + -+ + a,x™; ap, a1, ...,a, €Q, nE€N}, t. j. mnoZina
vietkych polynémov (T'ubovolného stupiia) s racionalnymi koeficientami, je spocitatelna.

Casti uzavrd dvaja idioti sobds z rozumu.
WIESLAW LEON BRUDZINSKI

Optimista vyhlasuje, Ze Zijeme v najlepSom mozZnom svete. Pesimista sa obdva, Ze je to
pravda.
JAMES BRANCH CABELL

Cestni muZi sa Zenia rijchlo, midri nikdy.
MIGUEL de CERVANTES

Predstavte si to ticho, keby ludia hovorili iba to, co vedia.
KARFEL CAPEK

Skola rozvija vietky vlohy, vrdtane hliposti.
ANTON PAVLOVIC CECHOV

,,Mudrejsi ustupt!“ — Smutnd pravda, zdoévodnuje nadvldadu hliposti nad svetom.
MARIE von EBNER-ESCHENBACHOVA

Vyhlddavanie ludskijch chijb je jedind zdbava, z ktorej sa mozZno tesit zadarmo.

MAXIM GORKIJ
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Kapitola 2

Realne c¢isla

2.1 Algebraické vlastnosti realnych cisel

2.1.1 Uvodné poznamky

Mnoziny, s akymi sa stretavame v praxi, si dolezité nielen preto, ze sa skladaju z urcitych prvkov,
ale hlavne preto, Ze tvoria ur¢itu Struktaru. Ak hovorime o mnozine celych ¢isel, nemyslime tym iba
celé ¢isla, ale aj ich porovnavanie a operéacie na nich definované (s¢itanie, odé¢itanie, nasobenie). To
znamena, ze mnozinu nechapeme iba ako celok zlozeny z prvkov bez vzajomnych vztahov.

S mnozinou chceme dalej pracovat a vyuzit jej vlastnosti pri praktickych aplikaciach, preto musime
brat do uvahy aj vnutorné viazby medzi jej prvkami, t. j. operacie a relacie na tejto mnozine. V tejto
kapitole sa budeme venovat realnym ¢islam ich vlastnostiam. Reélne ¢isla budeme chapat ako mnozinu
a na nej definované relacie a operacie.

Nech A je neprazdna mnoZina, potom zobrazenie, ktoré kazdej usporiadanej dvojici [a; b] € Ax A= A?
priradi prvok z mnoziny A, t. j. zobrazenie ¢: A X A — A, nazyvame binarna operacia (definovana)
na mnozine A. Vysledok operacie ¢ vykonany na prvkoch a,b€ A oznac¢ujeme ¢(a,b).

Nech n € N, potom zobrazenie p: A" — A nazyvame n-narnou operaciou na mnozine A. Ak
n = 1, potom hovorime o unarnej operacii.

V praxi sa bindrne operécie spravidla oznac¢uju $pecidlnymi symbolmi, napr. 4+, -, U, N, A a podobne.
Vtedy namiesto ¢(a,b) piseme a+b, a-b, MUN, MNN,pAq.

Hovorime, Ze na mnozine A # () je definovana algebraicka struktiira, ak je na mnozine A definovany
systém operacii a relacii. Ak tento systém oznacime S, potom hovorime o algebraickej struktire (A; S).
Napriklad mnozinu v8etkych celych ¢isel mézeme chapat ako algebraicku struktaru (Z; +, -, <), kde Z
je mnozina celych ¢isel, + a - st binarne operacie s¢itania a nasobenia a < je relacia usporiadania.

Priklad 2.1.1.

Nech X #0 a 2% = {A; A C X} je potentna mnoZina mnoZiny X.

a) Symboly U, N, —, A predstavuji binarne operécie definované na mnozine 2%, st to zobrazenia
z mnoziny 2% x2% do mnoziny 2%. Vyplyva to zo skuto¢nosti, Ze pre vietky A, B C X plati AUB C X,
ANBCX,A—-BCX, AABC X.

b) Doplnok mnoziny je unarna operécia 2% — 2%, pretoze pre VAC X: AC X. m

Algebraické étruktﬁryﬂ mnozin popisujeme pomocou axiom. My sa zameriame hlavne na mnozinu
vietkych realnych ¢isel, ktort oznacujeme pismenom R.

1V matematickej analyze nepracujeme len s algebraickymi struktirami, ale aj s topologickymi a metrickymi struk-
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2.1.2 Axiémy realnych cisel

Jednym zo zakladnych pojmov, s ktorym sa stéle stretavame, je ¢islo. Je to dolezity pojem nielen
v matematike, ale vo vSetkych oblastiach zZivota. Pojem ¢isla je intuitivne jasny asi kazdému ¢loveku.

NajrozsiahlejSou ¢iselnou mnozinou je mnozina komplexnych ¢isel, ktora obsahuje tzv. imagi-
narne ¢isla a oznacuje sa pismenom C' (budeme sa fiou zaoberat neskor). NajdolezitejSou z ¢iselnych
mnozin je jej podmnozina, ktori nazyvame mnozina realnych ¢isel. Pokial nepovieme ina¢, budeme
pod pojmom ¢islo, rozumiet ¢islo realne.

Teraz uvedieme definiciu redlnych ¢isel. Nedefinujeme pritom jednotlivé redlne ¢isla, ale mnozinu
vSetkych realnych cisel ako celok s relaciami, operaciami a ich vlastnostami. Zadéavame ich pomocou
tzv. axiom realnych ¢isel, ktoré delime na axiomy séitania a nasobenia, axiémy usporiadania a axiému
o najmensom hornom ohraniceni.

e Rovnost é&isel

Zéakladnym vztahom medzi ¢islami je relacia rovnost dvoch ¢isel, ktora znac¢ime symbolom ,,=".

Hovorime, Ze ¢islo a sa rovna ¢islu b (¢isla a, b sa rovnaji) a zapisujeme a = b, ak vyrazy a, b
vyjadruju to isté ¢islo. Ak neplati a = b, potom hovorime, Ze ¢islo a sa nerovna ¢islu b (¢isla a, b
sa nerovnaji) a zapisujeme a #b.

Plati napriklad 2 =2, =2, 0,5 =1/2, 4= %, 0,5#2.

Z predchadzajucej definicie vyplyva, Ze rovnost dvoch &isel je relaciou ekvivalencie (reflexivna, sy-
metrickd a tranzitivna) na mnozine R, t. j. pre v8etky a,b,c€ R plati:

a=a, a=b & b=a, (a=bAb=c) = a=c

e Axiémy operacii séitania a nasobenia

Séitanie dvoch ¢isel je binarna operacia, ktora dvom danym ¢islam (nazyvame ich s¢itance)
priradi jednoznacne tretie ¢islo (ktoré nazyvame stacet ¢isel a a b). S¢itanie oznacujeme symbolom ,,+,
stucet Cisel a, b zapisujeme a+b a ¢itame a plus b.

Nasobenie dvoch ¢isel je binarna operacia, ktord dvom danym ¢islam (nazyvame ich ¢initele) pri-
radi jednoznacne tretie ¢islo (ktoré nazyvame stéin ¢isel a a b). Nasobenie oznac¢ujeme symbolom -,
stucin Cisel a, b zapisujeme a-b = ab a ¢itame a krat b. Symbol nésobenia sa vécSinou vynechava.

Zakladné vlastnosti operacii +, - nazyvame axiémy operacii sc¢itania a nasobenia a oznacujeme

ich (S1) — (S4), (N1) — (N4), (D). Pre vsetky a, b, c€ R plati:

(81) a+b=b+a, (N1)  a-b=b-a,

(52) (a+b)+c=a+(b+c), (N2)  (a-b)-c =a-(b-c),

(S3) 30ERVaeR: a=a+0, (N3) 3J1€RVaeR: a=al,

(S4) VaeR3I'zeR: 0=a+x, (N4d)  VaeR,a#03JyeR: 1=a-y,
(D) (a+b)-c=(ac)+ (b-c)=ac+ bec.

Axiéomy (S1) a (N1) nazyvame komutativny zakon séitania a komutativny zakon nasobe-
nia. Axiémy (S2) a (N2) nazyvame asociativny zakon séitania a asociativny zakon nasobenia.
Zatvorky v tychto zapisoch obyc¢ajne vynechévame, t. j.

a+b+c=(a+b)+c=a+(b+c), resp. a-b-c=(a-b)-c=a-(b-c).

Cislo 0 z axiémy (S3) nazgvame nula (nulovy prvok). Cislo z z axiomy (S4) nazyvame opacné

c¢islo k ¢islu a, zna¢ime ho r = —a a ¢itame minus a.

tarami. Pomocou nich méZeme definovat nové vlastnosti, ako st napriklad spojitost, konvergencia. Topologicka struktura
sa zvykne zadavat pomocou okoli bodov a metrickd Struktira pomocou vzdialenosti dvoch bodov.
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Cislo 1 z axiomy (N3) nazyvame jednotka (jednotkovy prvok). Cislo y z axiomy (N4) nazyvame
inverzné (obratené) ¢islo k &islu a, znacime ho a™!, resp. 1/a, resp. % Tieto zapisy ¢itame a na minus
prvi, resp. jedna lomené a. Je zrejmé, ze a~'#0.

Axiomu (D) nazyvame distributivny zakon nasobenia vzhladom na s¢itanie. V praxi sa
pouziva konvencia o priorite nasobenia pred sé¢itanim. To znamené, Ze zatvorky oznacujice nasobenie
obvykle vynechévame.

Poznamka 2.1.1.
Z axiom (S1) — (S4) a (N1) — (N4) vyplyva, ze (R; +) a (R — {0}; -) st komutativne grupy. Z axi-
omy (D) vyplyva, ze (R; +; -) je komutativne teleso (pozri [32]).

e Axiémy usporiadania

Charakteristickym znakom realnych ¢isel je, Ze ich mozeme podla velkosti porovnavat a teda podla
velkosti usporiadat. Nech a, b st realne ¢isla, potom vyraz a < b vyjadruje, Ze ¢islo a je mensie ako
¢islo b. Relaciu ,,<“ nazyvame mensi. Relaciou mensi je zéroven definovana aj relacia vacsi, ktoru
oznacujeme ,,>“. Vyrazy a < b (a je mensie ako b) a b > a (b je vicsie ako a) st ekvivalentné.

Uvedieme zékladné vlastnosti relacie usporiadania mensi <, ktoré nazyvame axiémy usporiadania.

Nech a, b, c€ R, potom plati:

(Ul) Plati prave jeden zo vztahov: a <b, a =05, b< a,
(U2) (a<bAb<c) = a<cg, (U3) a<£a, t.j neplati a < a,
(U4) a<b = atc<b+c, (Us)  (a<bAO<c) = ac<bc.

Axioma (U1) sa nazyva trichotomia relacie <, axiéma (U2) sa nazyva tranzitivnost relacie < a
axioma (U3) nereflexivnost relacie <. Axiomy (U4), resp. (U5) nazyvame monotoénnost séitania,
resp. nasobenia a relacie <.

Poznamka 2.1.2.

Nech A je neprazdna mnozina a T je binarna relacia definovana na mnozine A, na ktorej platia axiémy
(U1), (U2), (U3). Relaciu T" potom nazyvame usporiadanie a mnozinu A nazyvame usporiadana
mnozina. To znamend, ze mnoziny R, N, Z, () st usporiadané.

Ak pre a,b€ R plati a < b alebo a = b, potom zjednoduSene piSeme a < b a Citame a je mensie
alebo rovné b. Ak plati @ > b alebo a = b, potom piSeme a > b a ¢itame a je vacsie alebo rovné b.

Relacie <, > (mensi, viacsi) nazyvame ostré nerovnosti a relacie <, > (mensi alebo rovny, vacsi
alebo rovny) nazyvame neostré nerovnostiEl

Redlne ¢islo x sa nazyva kladné [resp. nezaporné|, ak plati x > 0 [resp. z > 0]. Reélne ¢&islo z sa
nazyva zaporné [resp. nekladné|, ak plati z < 0 [resp. z < 0].

Cislo 0 je nezaporné a stucasne nekladné.

Mnoziny vSetkych kladnych, zapornych, nezapornych a nekladnych ¢isel oznacujeme:

Rt ={z€eR; x>0}, R ={reR;z<0}, R{={r€eR;xz>0}, R; ={z€R;x<0}.

e Axiéma o najmensom hornom ohraniceni

Nech A C R. Hovorime, Ze ¢islo a € R je horné ohranic¢enie mnoziny A, ak pre vSetky prvky x € A
plati z < a. Mnozina A sa nazyva zhora ohranic¢ena, ak existuje aspon jedno jej horné ohranicenie.

2V literattre sa niekedy pouZiva oznadenie < a =>.
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Hovorime, ze ¢islo b€ R je dolné ohranicenie mnoziny A, ak pre vSetky prvky x € A plati b < x.
Mnozina A sa nazyva zdola ohranicena, ak existuje aspon jedno jej dolné ohranicenie.

Mnozina A sa nazyva ohranic¢ena, ak je zdola aj zhora ohrani¢ena. Ak mnozina A nie je ohranicena,
nazyva sa neohranicena.

Nech A C R. Ak a € R je horné ohrani¢enie mnoziny A a zaroven patri do mnoziny A, potom a
nazyvame najvacsi prvok (maximum) mnoziny A a oznacujeme a = max A.

Ak b€ R je dolné ohranic¢enie mnoziny A a zéroven patri do mnoziny A, potom b nazyvame najmensi
prvok (minimum) mnoziny A a oznacujeme a = min A.

Poznamka 2.1.3.
Je zrejmé, ze ak a,b€ R, b < a, potom a = max {a, b}, b = min{a, b}.

Najmensie z hornych ohrani¢eni mnoziny nazyvame suprémum mnoziny a najvicsie z dolnych ohra-
nic¢eni nazyvame infimum mnoziny. Hovorime, Ze o € R je suprémum (horna hranica) mnoziny A
a oznacujeme « = sup A, ak plati:

i) VeeA: z < q, i) VbeR: VeeA: 2 <b)=a<b
Hovorime, Ze S € R je infimum (dolna hranica) mnoziny A a piSeme 5 = inf A, ak:
i) Vee A: 5 <u, i) VbeR: VeeA:b<uz)=0b<p.

Poznamka 2.1.4.
Vlastnost i) supréma znamena, Ze « je horné ohranic¢enie mnoziny A. Vlastnost ii) znamena, ze kazdé
iné horné ohranic¢enie mnoziny A je vicsie ako a, t. j. a je najmensie horné ohranicenie.
Vlastnosti i), i) infima st analogické f]
Poslednii axiomu, bez ktorej by systém realnych ¢isel nebol tiplny, nazyvame axioma o najmensom

hornom ohraniceni (axiéma o hornej hranici) a mozeme ju formulovat gramatickou vetou: ,,Kazda
neprazdna zhora ohrani¢ena podmnozina mnoziny realnych c¢isel ma realne suprémum.”, t. j.

(AH) VACR,A#(: (3aeRVxeA: 2 <a) = Ja=supA€ER.

2.1.3 Déosledky axiom operacii s¢itania a nasobenia

Z axiom operacii s¢itania a nasobenia vyplyvaju mnohé dosledky:.

Veta 2.1.1.
Pre vSetky a, b, ce R plati:

a)a+b=a+c = b=c, b) —(—a) = a, c) —(a+0b)=—a—0.
Doékaz.

a) Z axiomy (S4) vyplyva, ze ku a existuje prave jedno opacné ¢islo —a.
Potom na zaklade axiom (S2), (S3) z rovnosti a + b = a + ¢ plati:
b=0+b=(—a+a)+b=—a+(a+b)=—a+(a+c)=(—a+a)+c=0+c=c
b) K ¢islu a existuje prave jedno opa¢né ¢islo —a € R také, ze 0 = a + (—a).
K ¢islu —a existuje prave jedno opac¢né ¢islo —(—a) € R také, ze 0 = (—a) + [—(—a)].
Z toho na zéklade ¢asti a) vyplyva:
(—a)+a=a+(—a) =(—a)+ [—(—a)], t.j. a=—(—a).

3Takymto sposobom mozeme definovat suprémum a infimum pre podmnoziny I'ubovolnej usporiadanej mnoziny.
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c) Cisla a + b, —a — b st opacné, pretoze plati:
—a—b+(a+b)=(-a)+(=b)+a+b=[(—a)+a]+[(-b)+b=04+0=0.m

Veta 2.1.2.
Pre vsetky a, b, c€ R plati: a)ab=0 < a=0Vvb=0, b) —a = (—1)a,

c) a(—b) = —ab, d) ab=ac = b=c¢, ak a#0,

e) [a7']7t =a, ak a#£0, f) (ab)™' = a7, ak a0, b#£0.
Doékaz.

a) Tvrdenie je ekvivalencia, takZze musime dokazat postacujicu a nutnt podmienku.

PP_: Predpokladajme, ze b = 0, potom na zaklade axiom (S3), (N3) a (D) plati:
a+0=a=a-1=a-(140)=a-14a-0=a+a-0=a+ ab,

7Z toho na zaklade vety a) vyplyva 0 = ab. Pre a = 0 je dokaz analogicky.

NP_.: Ak ab=0, a =0, potom tvrdenie plati.

Nech ab =0, a#0.

K ¢islu a existuje na zaklade axiomy (N4) obréatené ¢islo a='#£0 take, Ze a~

Z toho na zaklade axiom (N3), (N2) a casti a) vyplyva:

b=1-b=(a'a)-b=a(a-b)=a'-0=0.
b) Na zéklade (N3), (D) a casti a) plati:
(—a+a=(-1)a+1l-a=[(-1)+1a=0-a=0.

To znamené, Ze ¢isla a, (—1)a s opacéné a plati —a = (—1)a.

c) a(=b) = a[(=1)b] = [(—=1)alb = (—1) - (ab) = —ab.

d) Z axiomy (N4) vyplyva, Ze k &islu a#0 existuje prave jedno obratené &islo a=1 0.

Potom po vynasobeni ¢islom a~! z rovnosti ab = ac vyplyva:

b=1-b=(ata)b=a"(ab) =a (ac) = (a ta)c=1-c=c.
1

lg =1.

e) K ¢islu a#0 existuje prave jedno obratené ¢islo a=' #0 take, Zze a la = 1.
K ¢islu a™! existuje tiez prave jedno obréatené ¢islo [a~!]7! take, ze a a7 ']7! = 1.
Potom na zaklade ¢asti d) plati:
ata=act=1=a'a ", tja=la']"
f) Cisla ab, a=1b~! st obratené, pretoze plati:
a bt ab)=a b tab=(ata)- (b)) =1-1=1.m

Medzi dolezité dosledky axiém operécii s¢itania a nasobenia na mnozine realnych ¢isel R patria
existencia prave jedného riesenia x rovnice b+ = a a existencia prave jedného rieSenia y rovnice by = a.
Tieto vlastnosti nazyvame jednoznac¢na riesitenost rovnic pre operaciu séitania a jednoznac¢na
rieSite'nost rovnic pre operaciu nasobenia.

Veta 2.1.3.
V mnozine R plati pre operacie sCitania a nasobenia jednoznac¢né rieSitelnost rovnic:

a) Va,be R zeR: btz =a, b) Va,be R,b#0 AlyeR: by = a.
Dokaz.

a) Lahko sa presved¢ime priamym dosadenim, Ze hladanym ¢islom je x = a + (—b):
b+z=b+[a+(=b)]=0+[-b)+a=0b+(-b)]+a=0+a=a.
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Jednoznac¢nost (sporom).
Nech existujia x1,z2 € R, x1# x5 také, ze b+ x1 = a = b+ x5. Z toho vyplyva spor:
rr=(=b+ b+ =—b+(b+w)=-bta=—b+(b+ws)=(~b+b)+zs =15
b) Hladanym ¢islom je y = a - b~', o Gom sa tieZ presvedéime priamym dosadenim:
by =blab™') =b(b"'a) = (b )a=1-a=a.
Jednoznac¢nost (sporom).
Nech existuji yi,y2 € R, y1 # vy také, ze by; = a = bys. Z toho vyplyva spor:

=11y = (bilb)yl = bil(byl) =bla= bil(byg) = (bilb)yg =1l-yp=1yp. M

Na zaklade vety definujeme na mnozine R binarne operécie od¢itanie a delenie dvoch ¢isel.
Nech a,b € R, potom symbolom ,,—“ (minus) ozna¢ujeme binarnu operéaciu odéitanie dvoch ¢isel,
ktora ¢islu a (nazyvame ho mensenec) a ¢islu b (mensitel’) priradi ¢i<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>