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CVICENIA MA I

Zakladné pojmy

Logika

1. Vytvorte negaciu a rozhodnite, ktory z vyrokov je pravdivy:
a) ,Vsetci ludia vedia plavat.”, b) ,,Rovnica 2* = 4z ma kladny koren x.
c) ,Aspon dve ¢isla st kladné.*, d) ,Najmenej tretina krajin patri do OSN.,
e) ,Prave dve ¢isla st kladné.*, f) ,Kazdé cislo tvaru n*, n€ N je parne.*.

2. Vytvorte negacie nasledujucich vyrokov:

a) VreR: sinx < 1, b) Jz€R: sinz < 1, c) dlzeR: sinx < 1,
d) freR: sinz <1, e) VeeR: sinx > 1, f) JxreR: sinx > 1,
g) JlzeR: sinx > 1, h) freR: sinz > 1, i) VxeR: sinx =1,
j) Jzx€R: sinx =1, k) JlzeR: sinx =1, ) fz€R: sinx = 1.

3. Napiste tabulky pravdivostnych hodnot pre nasledujice vyroky:

a) pV, b) p AT, c) pVI(gAD), d) PAq)V(pATD),
e) D= gq, f) P& g, g) PT=q0<7, h) (p=9ANT=D,
i) pAqVp, i) PAT Vg, k) (pVq) =D, ) (pvVgA(pVTY).

4. Utvorte vyroky p A ¢, pV q a urcte, v ktorych pripadoch st pravdivé:
a) p: ,Dany trojuholnik je pravouhly.“, q: ,Dany trojuholnik je rovnoramenny.*,
b) p: ,Celé ¢islo k je parne.“, q: ,,Celé cislo k je delitelné tromi.“,
c) p: ,Dana nerovnica plati pre x < 4.“, q: ,,Dand nerovnica neplati pre v < 1.4
d)

SIS ERS

. ,Dana kvadraticka rovnica nema realne riesenie.“, q: ,,Dana kvadraticka rovnica ma absoltitny c¢len s opacnym znamienkom
ako znamienko kvadratického clena.“.

5. Ku p = ¢q a p & ¢ najdite ekvivalentné formy, ktoré obsahujt iba negaciu a:
a) konjunkciu, disjunkciu, b) konjunkciu, c¢) disjunkciu.

6. Utvorte vyroky p = ¢, ¢ = p, p < ¢ a urcte, ktoré z nich st pravdivé. V pripade pravdivej implikicie vytvorte pomocou zakona
transpozicie obratent implikaciu.

a) p: ,Dané ¢islo x < 0%, q: ,Dané ¢islo x < 3%,

b) p: ,Bol som v Prahe.“, q: ,,Bol som v Cechach.*,

c) p: ,Nemam peniaze.“, q: ,Nepdjdem do kina.“,

d) p: ,Pri ceste rastie cakanka.“, q: ,,Pri ceste rastie trava.“,

e) p: ,Pridem na stanicu vcas.“, q ,Nezmeskam vlak.“,

f) p: ,Pre dané ¢isla x,y plati x* = y*.“, q: ,Pre dané ¢isla x,y plati x = 1.,

g) p: sinz > 0.4 ¢ ,,xE(O, 7).,

h) p: ,Dané dve kruznice nemaja spolocné body.“, q: ,,Dané dve kruznice sﬁ sustredné.

i) p: , Trojuholnik ABC je pravouhly.“, q: ,Pre strany trojuholnika plati a® + b* = ¢*.“

j) p: ,Kvadratickii rovnicu mézeme pisat v tvare (x — x1)(x — x9) = 0.4, ¢ ,,Kvadramcka rovnica ma korene xq, xo.%,
k) p: ,Dané ¢islo x > 0.%, q: ,Pre dané ¢islo x plati sinz > 0.

1) p: ,Dve rozne priamky pi, py leZiace v rovine sii rovnobezné.“, q: ,Dve priamky p1, py leZiace v rovine nemajua spolocny bod.“.

7. Zistite, ktoré z nasledujucich vyrokovych foriem st tautoldgie:

a) [(p=gNp=7)]=p=>(gAr)], b) [(q=p)A(r=p]=[qVr)=r7],
¢) [(p=q)Vig=pleI[@=79 D, d) [(gVvr)=pl=[¢g=p) = (r=Dp),
e) [(pAg) =r]e = (gVD), ) [(pVa)=r]< [F= (GAD)

g) b= np=r)]ep= (@A), h) [(p=qgVp=r]ep= (V)
i) (PAg=r)=D) V=0Vl =I[pVT)AD=q),

i) lp=(@vr]e{lprg) =r]VIpAT) = q}.

8. Dokézte, ze nasledujice vyrokové formy su tautologie:
a) p<p, b) p=p, c) p=(¢=p), d) [(pegAl@en))=(pen).

9. Dokazte de Morganove zakony pre konecny, resp. nekonecny pocet vyrokov:

n n n % 00
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

<3
S

¢
=3
5|

i
)
i
)
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CVICENIA MA I

10. Urcte, ktoré z nasledujucich vyrazov st vyroky a svoje tvrdenie odovodnite:

a) 4—1=25, b) 25-4, c) 2z +1=3,
d) 2(x+1)=2x+ 2, e) ,Kolko je hodin?¥, f) ,,Pomoc!”,
g) ,Nebezpecenstvo trazu“, h) ,Prsi« i) ,,Vcera prsalo.”,
j) ,Zajtra bude prsat.“, k) ,,Vcera prsalo?”, 1) ,,Prsi a neprsi.”.

11. Uvedte priklady vyrazov, ktoré su v urcitej suvislosti vyrokmi a v inej suvislosti vyrokmi nie su!

12. Z vyrokovych foriem p: ,x je delitelné dvomi.“, q: ,x je delitelné tromi.“, r: ,x je delitelné Siestimi.“ vytvorte v slovnom zneni
zlozené formy F(x), F(z):

a) F(z): (pAq) &, b) F(z): (pVaq)=r, c) F(z): pVg= (pANTQ),

d) F(z): (p=q) VPAT, e) F(z): (p=q) < (pVa), f) F(z): (pvr)=(pVaq).

13. Zistite, ktoré z vyrokovych foriem F'(x) z prikladu 12 st tautoldgie.

14. Zamenme v priklade 12 vyrokovi formu r na tvar ,z je delitelné piatimi.“. Ktoré z vyrokovych foriem F'(z) su tautoldgie v tomto
pripade?

15. Nech vyrokova forma t je tautoldgia a vyrokova forma £ je kontraindikacia. Zistite, ktoré z nasledujicich vyrokovych foriem st
tautolégie a ktoré kontraindikacie:

a) t, b) F, c) t=k, d) k=t e) (t=Fk)VtAE,
f) ¢V, g) tAKk, h) £V k, i) TAK, i) tVE)=k=t

16. K vyrokovej forme p= ¢ V (r < s) najdite ekvivalentnt formu, ktord neobsahuje symboly =, < V.

17. Zjednoduste vyrazy tak, aby v nich bol ¢o najmensi pocet symbolov negacie:
a) DVGATAS, b) pVGATAS, c) PAGVTVS.

18. Nech p, ¢ st vyrokové formy také, ze p < ¢ je tautologia. Dokazte, ze aj p = ¢ je tautoldgia.

19. Dokazte, ze vyrokova forma p & g < r < p < ¢ & r je tautoldgia pre Tubovolné vyrokové formy p, g, r.

20. Uvazujme vyrokovi formu F'(z): 2z — 3y = 1. Ktoré z vyrokov st pravdivé:

a) Vee RVye(0; o0) : F(x), b) Ve RIye(0; oo) : F(z),

c) IxreRVye(0; o0) : F(z), d) IreR3Iye(0; o0) : F(x),

e) Jye(0; 00) VeeR: F(x), f) Yye(0; 00) Jx€R: F(x).

21. Vytvorte negaciu a rozhodnite, ktory z vyrokov je pravdivy:

a) VreR: sin®z + cos’x =1, b) VzeR: sin®x — cos®x = 1,
¢) Ir€R: cosz = /1 —sin’z, d) VzeR: cosz = /1 —sin’z,
e) dreR: 2* < 23, f) Vee RV¥yeR: 22 + y* > 0,
g) Jr€eRVneN: n+ 3 < nz, h) Yne Ndz€eR: n+ 3 < nax.

22. Definujme logickt spojku @, ktora vyjadruje tzv. vylucovaciu alternativu, vztahom p @ q < p & q. Pripustme symbol & vo
vyrokovych forméch. Dokézte, 7e plati [(p® q) ®r] & [p® (¢@7)].

Zakladné prvky matematickej teorie

23. Dokazte roznymi sposobmi nasledujice tvrdenia:
a) Pre vietky redlne ¢isla a, b plati a® + b* > 2ab.
Sucin dvoch neparnych ¢isel je ¢islo neparne.

o

— T N '

¢}

Sucin dvoch parnych ¢isel je ¢islo parne.
Sucin dvoch ¢isel, z ktorych je aspon jedno parne, je parny.

(oW

Stucet dvoch neparnych ¢isel je ¢islo parne.
Stcet dvoch parnych ¢isel je ¢islo parne.

= @

g) Sucet parneho a neparnych cisla je ¢islo neparne.

24. Nech koeficienty rovnice ax? + bx + ¢ = 0 st celé &isla, pricom a#0 a b je neparne ¢islo, potom rovnica nemé dvojnasobny korefi.
Dokazte!

25. Dokazte, 7e /7 je iracionélne ¢slo.

26. Dokazte, ze celé ¢islo je delitelné deviatimi prave vtedy, ak je jeho ciferny stucet delitelny deviatimi.
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CVICENIA MA I

27. Dokdzte: Va,beER: a#b < a® + b* > 2ab.

28. Dokéazte priamo, nepriamo pomocou obratenej implikacie a sporom:
a) Va,3€(0; 7): sin(a+ 3) <sina + sin f, b) Vxe(0; n/4): 2tgx < tg 2.

29. Dokazte réznymi spésobmi, ze pre vsetky ne N plati: 3 /f n = 3’(77,2 —1).

30. Dokazte priamo a potom matematickou indukciou, ze pre vSetky n€ N plati:

a) 2[{(n* —n), b) 3|(2n® + n), ¢) 5/(n® —n), d) 6|(n®—n),
e) 6|(n®+3n?+2n), f) 6[(n” —n), g) 7/(n" —n), h) 7|(6* —8),
i) 2|(3n*+5) pre n nepérne, j) 8|(n*+ 2n) pre n parne.
31. Dokazte priamo a potom matematickou indukciou, ze pre vSetky n€ N plati:
= 1 n = 1 n
a = , b : - - ’
) ;j(j+1) n+1 ) ; (27-1)(2j+1) 2n+1
- 1 n - 1 n
c = , d , , = .
) jz1 (37—1)(374+2) 2(3n+2) ) gz1 (47—-3)(4j+1) 4n+1

32. Dokazte pomocou matematickej indukcie, ze pre vsetky ne N plati:

n " 25—1
a) Z2j =n(n+1), b) 2(2]'—1) = n?, c) Z I n,
J=1 j=1 j=1 n
n 2 2 n n n+1
3_n(n+1) i on+l1 _3 —1
d) Z] =T e) 22j—2 —1, f) Zga_ T
7=1 7=0 7=0
—~ ) " , on—1)(2n+1)(2n+3) + 3
g) » 279 =2-27" h) D (2—1)(2+1) = (Zn 1) 6)( )+3,
=0 j=1
33. Dokazte pomocou matematickej indukcie, ze pre vsetky ne N plati:
n . . - . —1)"(2n+1) —1
2) Y (1@ -1 = (-1)'n, b) (-1 = CEH 2L
j=1 j=1
~ ., n(n+1)(2n+1) - o (=1)"n(n+1)
c) Z] = 6 ) d) Z(—l)JJ = 9
Jj=1 J=1
S n(4n?—1 - o —1)"(4n?—-1) -1
e) 2(2‘7—1)2:%, f) Z(—l)j@]—l)Q:( A 5 ) :
j=1 j=1
S n3+3n%+2n S , n(n+1)(n+2)(n+3
g) D i+l =—7F— h) Y JGH1)(+2) = n+1)( 1 Jotd)
j=1 J=1
34. Dokazte pomocou matematickej indukcie, ze pre vsetky ne N, n > 2 plati:
)1+1+1+ +1>\F b)1+1++1>13
a _— _— . .. _— n _ . e _ _
V2 /3 Vn ’ n+1 n+2 2n = 24’
1 3 5 2n—-1 1
— == < d) 214!'6! ...(2n)! > nlj™.
316 T S vanT ) @t > {(n+ DI
35. Dokazte, ze pre vsetky n€ N, n > 3 plati:
a) n+1<2m, b) (2n)! < (2"n!)?, c) vn" <nl, d) (n+1)" <nmtl

36. Dokdzte, ze pre vietky n€ N, n > 2 plati 2 < (1+n")" <3.
™ v “ , n\" n\"
37. Dokazte, ze pre vsetky n€ N, n > 6 plati <§> <n!< <§> .

38. Dokazte, ze ¢islo 219 + 10 je delitelné trinastimi.
39. Dokazte, ze existuje 1000 po sebe iducich prirodzenych cisel, ktoré su zlozené.

40. Dokazte, ze pre vietky n€ N, n > 9 plati 2" > (n—1)%*(n—2).
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CVICENIA MA I

41. Dokazte, ze pre vsetky ne N plati:
a) 4|[n*+(n+1)2-1], b) 9|[n*+(n+1)>+(n+2)?.

|
42. Pre vsetky k,ne N U {0}, k < n definujeme kombina¢né ¢islo n nad k predpisom (Z) = " . Kombinac¢né ¢isla (g),

(T) ey (n) tvoria postupne prvky n-tého riadku tzv. Pascalovho trojuholnika (obr. 0.0.1).
n

Dokazte priamo a matematickou indukciou:

n+1 n n
Pre vietk N < n—1 plati _ '
a) Pre vSetky k,ne N U{0}, k <n—1 plati (k+1) <k+1) + (k)

b) Pre v8etky n€ N, a,b€ R plati binomicka veta (a+0b)" = Z <n) a™ k.

k
k=0
c) Pre vSetky n€ N plati Z (Z) = 2" Z(—l)k (Z) = 0.

k=0 k=0
d) Pre vetky n€ N, x € R, # > —1 plati Bernoulliho nerovnost (14z)" > 1+ nx.

OO 1o
GG 12 1
(o) i ) G s 9
.................................... 1 4 6 4 1
'8 ...... kT—Ll) 'Z k-?—l ...... Z 1 5 10 10 5 1
(narl) (ml-l) ..... (n;rl) (Zﬁ) ...... (n:l) (ZE) ........................

Obr. 0.0.1: Pascalov trojuholnik.

43. Dokazte matematickou indukciou, Ze pre vsetky n€ N, x € R, x # 2kn plati:

R . sin[(2n+1)z/2] . . . (n+1)sinnz—nsin (n+1)x
a) §+ZCOSJZB: sn[2/2] , b) Z]COS].CL': ro2 T )
Jj=1 j=1 sin 5
44. Dokazte, Ze pre vietky n€ N:  a) 73[(25"—3%"), b) 31|(5"*1+62"1).

45. Predpokladajme, Ze existuju trojhalierové a pithalierové mince. Dokéazte, Ze kazdy ndkup s cenou viac ako 7 halierov mdZeme
zaplatit tymito mincami.

46. Dokazte pomocou matematickej indukcie:
a) Vypukly n-uholnik méa (n—3)n/2 uhlopriecok.
) Sucet vnatornych uhlov vypuklého n-uholnika je (n—2)r.
c¢) Sucet vnutornych uhlov lubovolného n-uholnika je (n—2)m.
d) n priamok prechadzajucich jednym bodom deli rovinu na 2n casti.
e) n rovin prechédzajucich jednou rovinou deli priestor na 2n casti.
f) n rovin prechddzajucich jednym bodom, z ktorych ziadne tri nemaji spolo¢éni priamku, deli priestor na n(n—1)+2 casti.

47. Dokézte, ze pre vSetky realne ¢isla ay, as, a3, ..., a,, by, by, bz, ..., by, b1 =0 plati rovnost Z ajb; = Z Z a;(b; — biy1).

j=1 j=1 i=j
Mnoziny
48. Dokézte, ze pre lubovolné mnoziny A, B, C plati:
a) (ANB)xC=(AxC)N(Bx (), Ax(BNC)=(AxB)N(AxC),
b) (AUB)xC=(AxC)U(Bx (), Ax(BUC)=(AxB)U(AxC(C),
c) (A—B)xC=(AxC)—(BxC(C), Ax(B-C)=(AxB)—(AxC).
49. Nech X #(. Dokazte, ze pre lubovolné mnoziny A, B, C' C X plati:
a) (ANC)—BJU[(AAB) — C]|={[AABJU[CN(A—-DB)]} —[Bn(C— A)],
b) [(ANC) - BJU[(AAB) - C]Cc (A-B)U(AUCQC)".
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CVICENIA MA I

50. Nech A = {1, 2, 3, 4}, B = {1, 2, 3, 4, 5}. N4jdite potenéné mnoziny 24 a 2.
51. Nech n€ N anech 4, = {1, 2, ..., n}. Kolko prvkov a kolko podmnoZin maji mnoziny A,, A%, A3 ... AF kde ke N?

52. Nech X #() anech A, B,C C X. Ktoré z uvedenych vztahov st pravdivé:

)AC(AﬂB) b) AcC (AUB), c) (A—B) CA,

d) (A-DB)C B, ) (A—=B)UB =B, f) (A—-B)NnB =B,
g) (A—B)UA=A, h) (A-B)NA=A, i) (A-B)UB=A,
j) (A-=B)NB=A, ) (A—B)NA=B, ) (A-B)nB=40.

53. Nech X #() a nech pre mnoziny A, B,C, D C X platia vztahy AU B’ C C, (AN B) ' UD = A’ U B. Zistite, ktoré z mnozin A’ U C,
BU(D— A), DA(ANC), (D — B) st za tohto predpokladu viazané vzfahom inklizie alebo rovnosti mnozin.

54. Nech X #() anech A, B,C C X. Ozna¢me P = [AA(B'—C")|N(AUB), Q = [AU(B'NO)|A(BUC) a R =[A—(B'AC)|N(B'UC).
Zistite, ¢ existuje medzi niektorymi z mnozin P, ), R vztah inklizie alebo rovnosti.

55. Nech X #{) a nech pre A, B,C, D C X plati (AAB) C (C — D), (AnD)N[AU(CAD)] = 0. Co mdzeme tvrdif o vzdjomnych
vztahoch medzi mnoZzinami AU B, BN D" a AAC?

56. Nech Aq, Ay, ..., A,, ...st lubovolné mnoziny, dokidzte de Morganove zakony:

n n n / n o / (e} [e.e] ! o
A =4 [UA| =4 A =4 [ A] =) 4%
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

57. Nech A ={1, 2, 3,4}, B={a, b, ¢}, C ={1, 5, a, b, h}. Napiste vSetky prvky mnozin A x B, A x C, Ax B x C.

58. Nech A je mnozina vSetkych Tudi Zijucich v Eurdpe, ktori st starsi ako 20 rokov. Nech B je mnozina vSetkych Tudi Zijtacich na
Slovensku, ktori st mladsi ako 40 rokov. Co predstavuji mnoziny AU B, ANB, A— B, B— A, AAB?

59. Nech A = {z: z€ N,z < 9}. Napiste vSetky mnoziny B také, ze B C A a B obsahuje iba nepérne ¢isla.

60. Nech A = {z: z€ N,z < 16} a nech A,, A3, A5 C A st také, Ze A, obsahuje vSetky parne ¢isla, A3 obsahuje vSetky ¢isla delitelné
tromi a A5 obsahuje vSetky ¢isla delitelné piatimi. Urcte nasledujiice mnoziny:

a) Ay — Az, Ay — As, Az — As, b) Az — Ag, As — Ag, A5 — As,

C) AQUAg, AQUAE,, A3UA5, ) AQﬂAg, AQﬂAg), AgﬂAg),

e) AsNA;N As, Ay U AU As, £) AsAAy, AsAAs, AsAAs,

g) (142ﬁz43)u_/457 (AQUA3)HA5, h) (AQﬂA5)UA3, (AQUA5)HA3,
i) (AsNAs) U Ay, (A3 U As) N As, j) (A3—A5)UA2, (A3 — As) N Aq,
) (A2NAs5) U (A3 N As), ) (Az — As) U (A — Ay),

m) (AQUAg) (AgﬂAg), Il) (AQUA:J)) (AgUA5)

61. Graficky znazornite mnoziny a) — n) z prikladu 60.

62. Nech X #(). Dokézte, ze pre vSetky A, B,C, D C X plati:
a) ACB & AUB=B, b
¢) ACB & A-B=0, d
e) AcC,BCcD = (AUB)C (CUD), f
g)ACCBCO:>(AUB)CC h
i) ACB = (C—-B)cC(C—-A),

) ACB & ANB=A,

) AC (AUB), (AmB)cA,

) AcC,BCD = (ANnB)cC (CND),

) ACB,ACC = AcC (BNnCQO),

j) AcCB = (A-C)c (B-20).

63. Nech X #(. Dokazte, ze pre vsetky A, B,C C X plati:
a) AAB=(AUB)—-(ANDB), b) AN(BAC) = (Aﬂ B)A(ANC(O),
c) AA(BAC) = (AAB)AC, d) AA(ANB)=A- B,

64. Nech X #() anech A, B,C, D C X. Zistite, ktoré z rovnosti st pravdivé:

a) (AxB)N(CxD)=(ANC)x (BND),

)

b) (Ax B)U(C x D)= (AUC) x (BUD).
65. UvaZUJme mnoziny A={1,2,3,5,7}, B={1,3,7,9}. Rozhodnite, ¢i mnoziny:
a) fi={[1;1], [1;3], [3;1]}, b) f2={[23], 3;2], [1;7], [7;9]},
c) f3—{[1;1], 3;3], [7: 7], [7; 9]}, d) fa={[1:1], [1;3], [1;7], [1; 9]}
su relaciami medzi A a B, resp. B a A. Zistite, v ktorych pripadoch st zobrazenim.
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66. Uvazujme relaciu f = {[z; y|€ Rx R; z* — 4y*=0}. Rozhodnite, ktoré z usporiadanych dvojic [1;2], [2;1], [1;1], [-1;2], [-2;1],

[1;—2], [2; —1], [-1;1], [-2; —1] patria do relacie f.
67. Nech je dand mnozina A={a, b, c,d, e}. Definujte relaciu f € A tak, aby bola:
a) reflexivna, symetrickd a tranzitivna, b) reflexivna, symetrickd, nie tranzitivna,

c¢) reflexivna, tranzitivna, nie symetricka, d) symetricka, tranzitivna, nie reflexivna.

68. Nech A je mnozina vSetkych priamok v rovine. Urcte, ¢i st ekvivalenciami relacie:
a) rovnobeznost dvoch priamok, b) kolmost dvoch priamok.

69. Dokazte, Ze platia nasledujiice ekvivalencie mnozin:

a) (0;1)~(0;1), b) (05 1) ~(0; 1), c) (051)~(=1;1), d) (0;1) ~ 12,
e) (051)~(0;1), f) (051)~(0; 1), g) R~1, h) R~ R
70. Rozlozte mnozinu prirodzenych ¢isel N na spocitatelne vela disjunktnych mnozin, ktoré st: a) kone¢né, b) nekonecné.

71. Rozhodnite, ktoré z mnozin st spocitatelné a ktoré nespociatelné:
a) (0:1)NQ, b) (0;1)N1, ¢) (05 1)x{0,1}, d) (0;1)xQ.

72. Nech A je spocitatelnd mnozina, akii mohutnost ma mnozina vsetkych jej podmnozin 24?7

73. Dokazte, Ze mnozina {ag + a1z + asx® + - - - + a,x"; ag, ai, . . ., a, €Q}, t.j. mnozina vsetkych polynémov stupiia najviac n (n€ N)

s raciondlnymi koeficientami, je spocitatelna.

74. Dokézte, Ze mnoZina {ag + a1x + axx® + - -+ + a,x™; ap, ai, . ..,a, €Q, n€ N}, t.j. mnozina vSetkych polynémov (Tubovolného

stupria) s racionalnymi koeficientami, je spocitatelna.

Realne d¢isla

Algebraické vlastnosti realnych cisel

75. Nech a €@, be I, potom (a + b) € I. Dokazte.
76. Nech a,b€Q, Vabe I, potom (y/a + v/b) € I. Dokéate.

77. Dokazte, ze nasledujuce cisla su iracionalne:

a) V3, b) V243, c) V23, d) V15, e) V3+5, f) V5.

78. Nech s1,82,...,8, €Q, t1,la,..., 1, €Q, n € N, pricom /n ¢ Q). Dokazte, ze sa da sacin (s1 + t1/n)(s2 + tay/n) -+ (sy + tuy/n)

vyjadrif v tvare (s + ty/n), kde s,te N.
79. Dokézte, ze pre vSsetky a,be R plati: a<b <— 0<b—a < —-b< —a <= a—0<0.

80. Dokazte, ze pre vsetky a,b& R platia nasledujice implikacie:

a) a<0,0<b = ab<0, b) a<0,0<b = ab<0, c) a<0,0<b = ab<0,
d) 0<a,0<b = 0<ab, e) 0<a,0<b = 0<ab, f) a<0,6<0 = 0<ab,
g) a<0,b<0 = 0<ab.
81. Dokéazte, ze pre vSetky a,b,c,d€ R, a < b plati: a) c<d = atc<b+d, b) 0<c¢ = ac < be,
c) c<d = a+c<b+d, d) ¢c<0 = bc<ac.
82. Dokéazte, ze pre vSetky a,b,c,d€ R, b < a <0, d < ¢ < 0 plati nerovnost ac < bd.
83. Dokéazte, ze pre vSetky a,b,c,d€ R, 0<a<b plati: a) 0<c<d = ac<bd, b) d<e¢<0 = bd<ac,
c) 0<c<d = ac<bd, d) d<c<0 = bd<ac.
84. Dokéazte, ze pre vSetky a,b,c,d€ R, b<a <0 plati: a) d<c<0 = ac<bd, b) d<c¢<0 = ac<bd.
fvr . , b 1 1 a
85. Dokazte, ze pre vsetky a,be R, a > 0,b > 0plati: a<b <— 1< - <— 0 < - = n <1
a a
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86. Dokazte, Ze pre a, b€ R platia nasledujtce tvrdenia:
a a+1 a+1 a

<b< -1 = -<—— >bb< -1 = < -
2) ¢ b b+1’ c) a>b, b+1 b
a+1 a a b
b >b>0 = < - b) a>0,b>0 = 2< -+ —.
) a brl b ) a>0, =77 a
87. Dokazte, ze pre a, b, c€ R platia nasledujtce tvrdenia:
a)agb,0<b,0<c=>9<a+c, b)a>b,0<b,0<c:>a+c<g,
b b+c b+c b
c)a<b<—c,0<c:>9<a+c, d)a>b,0<c,b<—c:>a+c<9.
b b+c b+c b
88. Najdite infimum a suprémum nasledujticich mnozin:
2 1 2+ (—1)" 1+---
a) { nt ;nEN}, b) {L;nEN}, c) {¥;n€]\f},
n n n

d) {sin%;nEN}, e) {#;ne]\f}, f) {\/n—i-\/ﬁ;nEN}.

89. Najdite infimum a suprémum nasledujticich mnozin:
a) {a€R; |2a+ 1] <a<|a—1]}, b) {a€R;

@’ — 1| <a<la+1]}.

90. Nech A, B C R st neprazdne ohrani¢ené mnoziny. Ozna¢me sucet, st¢in mnozin A, B symbolmi A+B = {a +b; ac A,be B},
AB ={ab; a€ A,b€ B} a n-tth mocninu mnoziny A, n€ N symbolom A" = {a"; a€ A}. Dokazte, Ze plati:

a) sup (A+ B) =sup A + sup B, b) inf (A+ B) =inf A +inf B,

c¢) sup (AU B) = max {sup A, sup B}, d) inf (AU B) = min {inf A, inf B},
e) sup (AN B) < min {sup A, sup B}, f) inf (AN B) > max {inf A, inf B},
g) sup A" = (sup A)", h) inf A" = (inf A)™.

91. Nech A, B C R st neprazdne ohrani¢ené mnoziny. Dokéazte, ze aj mnoziny AUB, AN B, A+ B, AB, A" pre n€ N s ohranic¢ené
mnoziny.

92. Dokazte trojuholnikovu nerovnost |ay + as + -+ + a,| < |a1| + |ag| + - - - + |a,|, kde a1, a9, ...,a,€ R, n€N.
93. Dokazte, ze pre vSetky a,be R, a > 0,b> 0, ab=1 plati 2 < a +b.
94. Dokéazte, Ze pre ai,as,...,a, €RY, a1as---a, = 1platin < a; +as+ -+ ay,.

95. Dokazte, Ze pre vSetky ai, as, by, by € R plati (a1by + azbs)? < (a2 + a3)(b3 + 03). [Névod: Nerovnost 0 < (a1 + b1x)? + (ag + byx)?
plati pre vsetky =z € R.]

96. Nech a1, as,...,a,€ R, pricom n€ N, n > 2. Dokézte, Ze plati:

a  a A
a) n< — 4 =2 b) Yaraz---a, <

ay+as+---+ay
as  as a, - n ’

97. Dokazte, ze pre vsetky ne€ N plati:

)1+1++<2 b)1<1+1++1
RAETRESY nz o 2 n+l n+2 on’
)1+1+ +1<3 d)1<1+1+ +1
TR 1S 3 2n+1 2n+2 3n’
n 1\"
98. Dokéazte, ze pre vietky n€ N plati: a) vn < Vnl, b) (1—1——) < 3.
n
.. . , n 1 1
99. Dokazte, ze pre vsetky ne N plati §<1+§+§+-~-+2n 1<n.
100. Rieste v mnozine R nerovnice:
a) Vr+vVr+1+vVor+2<2, b) Ve+vVr+1—vVr+2>2
)1+1+1+1<0 d)1+1 1+1>0
C E—
r—1 z+1 x2-2 z+2 ’ r—1 z+1 x2-2 x+2 ’
e) ||+ |z+ 1|+ |x+2| <2 f) 2(z—1D(z+1)(x —2)(z+2) > 0.
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101. Rieste v mnozine R sustavy nerovnic:

a) 3r—2<2xr+1<6x—1, b) 3x+2<2r—2<3x+5,
c) 0<2|z—3|4+3|2x — 3] < 3z — 1, d) 3z —3<2zx+1,2—4 <3z —2,
e) 0<a?—3x+2 0<a®—4z+3, f) 0<a®>—-32+2,0<a2®+2z—1.

102. Rieste v mnozine R nerovnice:

a) 202 —3r+2<0, b) 22° — 3z +1 <0, c) 2z% — 3z —2 <0,
d) 22 +2+1<0, e) 0 <a®—bx— 24, f) 0<a2?— 14z — 24,
g) 0<a2?—2x+5, h) 0 < 22? + 3x + 4, i) 0<a®+a2%— 2.

103. Rieste v mnozine R nerovnice:

2) 1+ii§<iii’ b) wi2+xi2§3’ C)1<%+xil xi?
U R A ) Tty g L2 22,
90 iy N )<
104. Rieste v mnozine R nerovnice:
Vo< I3g ) St < ) s St O <
0 1<y 0 <2 O 1S W
105. Najdite vSetky = € R, pre ktoré predstavuju nasledujice vyrazy realne cisla:
x x Vo —3 4 —x

a) v —3++4—uzx, b)

+ , ¢ + .
Vr—3 Vi—=x ) VT —3 4—x

106. Najdite vSetky = € R, pre ktoré predstavuju nasledujtice vyrazy realne cisla:

a) VI—2) L, b) I—sguz, ¢) ez T, 4 /el 2,

x x rsgnT — T % —2
)\t f) ——, g ————, h) —5,
TSENT — T Vrsgnr —x TsgnT + x 3—x
i) Vad 42?2 —ua, j) Vasgnzr — x, k) /sgnz — x2, 1) Va4 23

b b\" b
107. Dokéazte, 7Ze ak a,b€ R, potom: a) Vab < &; b) (&;_ ) < a4 ; .
—b)? b —b)?
108. Dokazte, ze ak a,be R, a < b, potom a4 ) < arh ab < (a ) .
8b 2 8a
109. Do akej mnoziny patri ¢islo x, ak plati:
a) 22 +3x—1€ (2;3), b) 2 —4dx+1€ (2; 00), c) ¥*+x—1€R—(1;2).

110. Urcte velkosti stran pravouhlého trojuholnika, ak rozdiel odvesien je rovny 1 a prepona je dlhsia ako 11.

111. Ako musime zvolit parameter a € R v danej rovnici:
a) ar®+ (2a — 1)z — 2 = 0, aby jej korene boli z intervalu (—2; 2).
b) 2% + axr + 12 = 0, aby mala redlne, resp. komplexné korene.
c) 2%+ 5z + a = 0, aby mala redlne, resp. komplexné korene.

112. Dokazte, ze zo vsetkych pravouhlych rovnobeznikov s danym obvodom s mé najvacsi plosny obsah stvorec.

113. Dokazte, ze zo vsetkych pravouhlych rovnobeznikov s danym plosnym obsahom P mé najmensi obvod stvorec.
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Topologické a metrické vlastnosti realnych cisel

114. Dokazte, ze v euklidovskom priestore R", n€ N je zjednotenim konecného poctu otvorenych mnozin otvorena mnozina a zjedno-
tenim konec¢ného poctu uzavretych mnozin uzavretda mnozina.

115. Dokazte, ze pre vsetky x1,x9,...,Tpn, Y1,¥Y2,...,yn € R, n € N plati:

n
E XY
=1

[Navod: Pre vsetky t€ R, x,y € R" plati P(t) = >, (tz; + y;)* > 0. To znamend, ze kvadraticka rovnica P(t) = 0 ma najviac jeden
redlny koref, t.j. zdporny diskriminant. Iny névod: Pre vietky 2,y € R" plati 7, 3" | (ziy; — x;4:)* > 0.]

n n
< Z x? Z y? (Cauchyho nerovnost).
i=1 i=1

116. Najdite vSetky hromadné body mnozin:

a) {mt+nt;mnenNy, b) {m2+n"t; mneN}, c) {n"t;neN},
d) {m™2+n;m,neN}, e) {m~'+n?; m,neN}, f) {n"%; neN},
g) {r’+d*;p.qeq}, h) {n~'+p*; neN, pe@}, i) {p7*; peQ}.

117. Dokazte, ze kazda mnozina, ktord ma nekonecne vela prvkov, mé aspon jeden hromadny bod.

118. Dokézte, Ze metrikami v R™ st tiez zobrazenia p;, py definované pre x,y € R", © = (x1; xo; ...; ), y = (Y15 Y25 - - - Ypn) vztahmi
Pl(%y):Z‘xz—yzL resp. P2(1’>y):max{|$z—yz‘, 221727777’}
i=1

119. Zostrojte v priestore R", n=2,3,4,5 s euklidovskou metrikou mnozinu A s n+1 prvkami tak, aby {p(z,y); x,y€ A} = {0, 1}.

120. Nech R", n€ N je euklidovsky metricky priestor. Uréte diameter mnozin A, B, ANQ", BNQ" kde A= (0;1)", B=(0;1)"
(karteziansky sacin n intervalov).

121. Dokéazte, ze v euklidovskom priestore R, n€ N (s euklidovskou metrikou) plati pre lubovolnii mnozinu A C R™ a jej uzaver vztah
diam A = diam A.

122. Dokazte, ze v euklidovskom priestore R", n€ N (s euklidovskou metrikou) je pre kazdé x € R™ mnozina R" — {x} otvorenA.
123. Dokéazte, ze v euklidovskom priestore R neexistuju okrem mnozin () a R iné obojaké mnoziny.

124. Nech X = X; x Xy, kde X; # (0 je metricky priestor s metrikou p; a Xy # () je metricky priestor s metrikou p,. Dokazte, Ze
zobrazenie p: X x X — R definované predpisom p(x,y) = p((x1; x2), (y1; y2)) = max {p1(x1,y1), p2(z2,y2)} je metrika na X.

125. Nech X = {1,2,3} a nech p: X xX — R je zobrazenie definované vztahmi p(1,1) = 0, p(1,2) = 1, p(1,3) = 2, p(2,1) = 1,
p(2,2) =0, p(2,3) =3, p(3,1) =2, p(3,2) = 3, p(3,3) = 0. Je zobrazenie p metrikou na X?

126. Zostrojte mnozinu X #() a zobrazenie p: X x X — R tak, aby:
a) Zobrazenie p malo vlastnosti a), b) a nemalo vlastnost c¢) metriky.
b) Zobrazenie p malo vlastnosti a), ¢) a nemalo vlastnost b) metriky.
c) Zobrazenie p malo vlastnosti b), ¢) a nemalo vlastnost a) metriky.

127. Zvolte za mnozinu X v cvideni 126 postupne mnoziny R, R?, R3, ), Q?, Q* a zostrojte zobrazenie p s uvedenymi vlastnostami.

128. Nech X #0) je mnozina a nech p: X xX — R je zobrazenie také, ze pre vietky x € X plati p(x, x) = 0 a pre vSetky x,y€ X, x #y
plati p(x,y) #0. Nech pre Tubovolné z,y, z € X plati nerovnost p(z,x) < p(z,y) + p(y, z). Dokazte, Ze zobrazenie p je metrika na X.
(Nepredpokladdme nezapornost a symetriu zobrazenia p.)

129. Nech X #0 je metricky priestor s trividlnou metrikou p,, kde a€ R, a > 0.
a) Dokazte, ze kazdd mnozina A C X je obojakd v X.
b) Dokéazte, Ze pre kazdi mnozinu A C X plati A =int A, A = 0.

130. Nech p; a ps st dve metriky definované na mnozine X # (). Rozhodnite, ¢i je metrikou na mnozine X tiez zobrazenie p: XxX — R
definované pre z,y € X vztahom:

a) p(xuy) :P1($79)+P2($79)a b) p($7y) :maX{pl(x,y), pQ(xvy)}’

C) p(xay) :Pl(x>y) ‘pg(l',y), d) p(l’,y) :mln{pl(x>y)7 P2(x>y)}
131. Zostrojte topolégiu na mnozine X = {1, 2, 3}, aby mala préave:

a) 3 prvky, b) 4 prvky, c¢) 5 prvkov, d) 6 prvkov, e) 7 prvkov.
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132. Nech X je Iubovolna nekoneénd mnozina a nech S je systém jej podmnozin, ktory obsahuje () a kazdi mnozinu A C X taku, ze
A = X — A je konetnd mnozina, t.j. S = {A C X; Ay, = X — A je konecna}. Dokézte, ze S je topolégia na X.!

133. Nech X je neprazdna mnozina a nech S; a Sy st topoldgie definované na X. Dokézte, ze sytémy S; NSy a S; US, st tiez topoldgie
na X.

134. Urcte, ¢i systém B tvori bazu euklidovskej topoldgie v priestore R.

a) B={(z;vy);z,yeR}, b) B={0s(z); z€R,6 =n"t neN},
¢c) B={(z;y);r€eR, yeQ}, d) B={0s(z); 1€Q,0 =n"', neN},
e) B={(z;y); r,yeqQ}, f) B={(-00;2);2eRtU{(z; 00); z€R}.

Postupnosti realnych cisel

135. Napiste niekolko prvych ¢lenov postupnosti {a,} - ;. Vyslovte a dokdzte hypotézu o monoténnosti a o ohranicenosti postupnosti
{a,} 7, ak pre vietky ne N plati:

n—1 n-+3 n®>+n n?
n:—7 b 7'74277 n:7? d n: )
2) « n+1 ) @ 2n — 1 c) ¢ n?+1 ) ¢ n—+1
e) an:n2_1, f) an:n2_na g) @n:(ng—i_l)ila h) @n:(—n)nﬁ,
) n+ (=1)" ) n n+1 nt—n+1
R pe -2 k) 4y =
i) a n—(—1)" ) a n+1 n ) a nt+1

136. Najdite mnozinu hromadnych hodnot postupnosti {a, } -
a) a, =2/(n+ 3) pre n neparne a a, = 3~" pre n parne,
b) a, =(n+1)/(n — 1) pre n neparne a a,, = 3"/(1 + 3") pre n parne,
)
)

n=1’

S

¢) a, =1+ 37" pre n neparne a a, = n/(n+ 1) pre n parne,
d) a, =n/(2n+ 3) pre n neparne a a, = (2n + 3)/n pre n parne.

137. Nech postupnost {a,} -, konverguje a postupnost {b,} -, diverguje. Zistite, aké st postupnosti {a, £b,} ~, {anb.}. 1,
{an/b,} 71, {bn/an}— 1, {1/(anby)}—,. Uvedte priklady takychto postupnosti.

138. Predpokladajme, ze postupnosti {a,}, ., {b,},-, diverguju. Zistite, aké st postupnosti {a, £0b,}, -, {anba}oe, {an/bn}, "1,
{1/(anbn)}.~,. Uvedte priklady takychto postupnosti.

139. Néjdite postupnosti {a,} -, {bn} -, pre ktoré plati:

n=1’
a) lim a,b, =0, lim a,#0, lim b, #0, b) lim a, = lim b, =0, lim 2° b A1,
c) lim I 1, lim (a, —b,) # 0, d) lim a, = lim b, =0, hm apby, = o0o.

n

140. Dokazte, ze postupnost {an} _, zadand rekurentne vzfahmi a,11 =1+ a, —n, a; =1 je nerasttica a ohranicend zhora. Urcte a
dokazte vSeobecny vzorec pre ¢len a,, n€ N a vypocitajte lim a,.
n—oo

141. N4jdite rekurentné vyjadrenie ¢lena a,, n€ N postupnosti {a, } - :

a) {2"+3},2, b) {1+ (=1)"},2,, c) {1-n}k 2, d) {"71}20:1'
142. N4ajdite vSeobecny vzorec pre n-ty ¢len postupnosti {a,} -, zadanej rekurentne:
a) a;=1, apr1=a, + 1, b) a1=1, apy1=—ay, c) ay=1, apy1=2(n+ 1)a,,

143. Najdite mnoziny hromadnych hodnot nasledujtcich postupnosti:
a) {(=1)"¥/n}, L, b) {(=n)™"} 1, o) {(=1"} s, d) {n="},11,
e) {n+ (="}, £) {(=n)"}, g) {(-)"(VP+1-n)} " .

144. Na zaciatku pokusu v ¢ase t; = 0 bolo v skiimavke ny baktérii. Ich pocet po t minttach je uréeny vztahom n, = nok?, kde % je
nejaké konstanta. Na konci druhej mintty bolo v skiimavke ny, = 5000 baktérii a na konci piatej mintty ich bolo ns = 625 000. Kolko
baktérii bolo v skiitmavke na zaciatku pokusu?

145. Nech {S,,} 7, je postupnost stvorcov, kde S} je Stvorec so stranou a; = a > 0 a pre n€ N, n > 2 ma $tvorec S, vrcholy umiestnené
v stredoch stran stvorca S, _i.

a) Urcte vSeobecny vzorec pre dlzku strany a, Stvorca S,, n€N.

b) Uréte sucet obvodov Stvorcov S,,. c) Uréte stcet obsahov §tvorcov S,.

'Mnozinu X s topoldgiou S nazyvame topologicky priestor koneénych doplnkov.
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146. Pre aké a € R konverguje postupnost {a,} -, kde a,, = (n + 1)/n pre n parne a a, = (1 — an)/(2n + 1) pre n neparne.

n=1’

147. Urcte, ktoré z nasledujucich rekurentne zadanych postupnosti konverguju:
a) ap =1, aps1 = \/y/an + 1, b) ag =11, api1 = Va, + 5,
c) ag =2, ani = (a2 +1)/2, d) ap=1, ay.1 = (a? +1)/2,
e) ag =0, apy =e" ", f) ag =2, a1 = e,

148. Vypocitajte lim a,, kde postupnost {a,} ., je rekurentne zadana vzfahmi:
n—oo

a) api1 = \an + 2, ag > 0, b) ani1 = Va, +12, ag > 0,

) ni1 = Va, + 20, ay >0, d) apy1 = (a2 +1)/2, ape(-1; 1),
e) any1 =e"" ayER. ) an1 = (a2 +4)/4, ape(—1; 1),
g) any1 = an/(2+ ay), ag > 0, h) apy1 =1+a,t, ag =1,

149. Urcte liminf a,, a limsup a,, ak pre vSetky n€ N plati:

n—oo n—oo

nsinn! ncosn! nsinn! ncosn!
a) an:?, b) Ay = O C) an:?, d) Ay = 5

n®+1 n®+1 n®—1 n?—1

150. Urcte limity nasledujicich postupnosti, t.j. vyjadrite periodické ¢isla ako zlomky:

a) {0,1; 0,13; 0,135; 0,1355; ...}, b) {0,5: 0,53; 0,533; 0,5333; ...},
¢) {0,9: 0,99; 0,999: 0,9999; ...}, d) {0,5; 0,50; 0,505; 0,5050; ...},
e) {0,6: 0,66; 0,666; 0,6666; ...}, f) {0,1; 0,12; 0,121; 0,1212; ...}.

151. Urcte a € R tak, aby nasledujtce limity boli vlastné:

. n®+5 . 1" o la+11" 1—a"
VT o) Jim fo ] o Jim 5] VT
152. Najdite vsetky cisla a,be R tak, aby platilo:
2
a) lim{ —i—an—i—b}zo, b) lim[ z +cm—i—b]:0,
n® n?
li = li =
¢) Jim [n 1 b"} 0 d) Jlim {n 1t b”] ’

153. Nech a; =1, a,= \/1 + /24 -+ /n, n€ N. Dokéite, Ze {a,}, -, konverguje.

154. Nech a€ R, a > 0. Vypocitajte limitu nasledujtcich postupnosti:

o {vavvayVie.. b {VaVErvE 2 Ve Ve,
o) {\/5 o/ a, \/\/7%} d) {\/a, \/m,\/mm,...}.

155. Vypocitajte nasledujtce limity:

. oni+1 . (n+1)? . bn? , 2n
o) e b o Mmoo i |
. 142434+445+--4n L 12422432440
e) lim f) lim

n—c0 V4 9n4+1 ’ n—00 n3 ’
P +32+52 44+ (2n—1) 1+3+5+---+(2n—1)

li h) 1l
8 Jm n? ’ ) 1+2+3+---+n
156. Vypocitajte nasledujtce limity:
4 1 4 1 4 1
2 fim L b) hm Pt o lim T ntL
n—oo 2n? +1 n—oo 2n4+1 n—oo 2n% +1
2 2 22 5n® — 3n + 2
d) lim L : e) lim A, 4 , f) lim &,
n—oo In+2 n+3 n—oo | N + 2 n—oo 3n? —mn+1
n? nt —3n% +2 n?  ni+1
li — h) lim ——— i) li — .
g) ngrolo{" n+1}’ ) i T i) nirgo{nq n+3}
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157. Vypocitajte nasledujtce limity:

1- an 2 B

a) lim " b) lim 22 o) . d) Tim =Y
n—oo 14+ +/n n—oo N — 3" n—oo 3" 4 1 n—oo N — 1

3" — —-1)" 2 32 11

e) lim n, f) lim nt(=1) : g) lim n , h) lim T ,
n—oo ni n—oo n—(—1)" n—oo 1 4+ ny/n n—oo N+ 1

vn?+n N n (=)™ 3" +1

i) lim ———, j) lm ——, k) lim : 1) lim :
n—oo 1 — 2 n—oo \/n2 + 1 n—oo 2n + 1 n—oo n!+1
47 ! Bn + 1 11" -3]:
m) lim —n, n) lim ¢ i, o) lim r , p) lim r ,
n—o0 (3n)” n—o0 n-+5 n—oo | N + 1 n—o0 n
2n—11" 51" 11" 6]"
q) lim r : r) lim |[1——| s) lim |[1——| , t) lim nr :
n—oo | 2n-+1 n—00 n n—00 3n n—oo | M + D
158. Vypocitajte nasledujtce limity:
—2)" + 3" 4)! — 2)! 1/2)"
2) lim 2 F3" b) qim (A= (42) o lim — "
n—oo (—2)"Ht + 37+ n—co  (n+3)! n—oo (1/4)" — (1/3)"
/ 1 3 4
d) lim Vi , e) lim n , f) lim Vit vt \/ﬁ,
1 2 3 4 21 241
¢) lim (n+1)(n+2)(n+3)(n+ ), h) Tim vn +v/n? + .
n— oo n5 +1 n—o00 n
159. Nech a,be R, b > a > 0. Vypocitajte nasledujtce limity: )
At b . ar b [ wa+ ]
a) lim e b) Jim ¢ Jim
160. Nech a€ R. Vypocitajte nasledujuce limity:
n n r 3 n
a) lim ¢ : b) lim ¢ , c) lim - , d) lim i ,
n—oo " + 1 n—oo " + 1 n—oo 2" + 1 n—oo | 2
1" n—a n—al” a’
li — f) lim a? li h) Ii :
) Jim [a 3] L 9 Jim i) RS T

161. Nech a,be R. Vypocitajte nasledujuce limity:

a) nlg{)lo [Vn+a—+/n], b) lim [vn—+vn—a], c) lim [ n(n—a)—n],

d) lim -\/n2+1—n], e) lim -\/n2+n—n], f) lim [\/n—i—l—n],
g) lim -n—\/nQ—l], h) lim -3n3—1—n}, i) limn[\/n2+1—n],
2 bn2 2 2 2 _ an? 43
i) dm | k) lim | — ) lim R
n—oo|n+1 n-—1 n—co|n—a mn-—>b n—00 n+95

162. Nech a,b€ R. Vypocitajte nasledujtce limity:

a) Tim [{/(n+1)7 = {/(n - 1)2}, b) lim [3n— vOnZ — 100 + 1],

Nn—00 n—oo L
c) lim \?’/n3+n+1—\?7n3—n+1}, d) lim \?’/n3+n2+1—\?7n3—n2+1},
n—oo L n—oo L

e) lim _\/(n—a)(n—b)—n], f) lim

n—oo L n—oo

\/n+\/n+ - \/n—\/n—i- 1}.
163. Nech a,be R, a > b > 0. Vypocitajte nasledujice limity:

a) lim [2v/a]", b) lim /1 + a", ¢) lim Vam + b, d) lim na®,

— 112
) ot [Va = "al. 0 ) fim o [Va— V1]

164. Na obrazku 0.0.2 je znazorneny postup konstrukcie lomenej ¢iary, ktora vznikne z tsecky AB. Kazda jednotliva tisecka sa postupne

.....

opakuje do nekoneéna. Vypocitajte dlzku lomenej iary, ak |[AB| = 1.
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A B A B A B A B

Obr. 0.0.2: Lomené d¢iara z cvicenia 164.

Ciselné rady

165. Vysetrite konvergenciu radov:

= 1 =\ 2 N =\ 2n e Vn
a) D fom b) > ) D5 ) D 3o ©) D 7=
“—~Inn —n’+1 “— 2n—1 “— 3n+1 — Vn
- =, on-t = (n!)? =~ n = ¥n
f -1)" h i j —
PIET SDIES ) S5 )Y P
= n? = n+1 = n = 3"n/ =, e"n!
k 1 — —
)X;n )Zn2+1, m) Drwst n);nn, O)nzln"’
= 2n— 1 =l = (-1 = b
t
DY 2 z 0> 5 Py )Y s
= 2"/ = 1 - 1 - 1
u) Z n:/’ V) Zsinﬁ, w) cos —, X) Zcosm, y) sinm.
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
166. Vysetrite konvergenciu radov:
= 1 = 1 - 1 = n?+1
—_— b —_— d 1
2) ;mn—i—l’ ) ;100n+1’ © ;1000n+1’ ) ; B
0> DY G Y G OB IETES
— (2n—1)2 — (3n—4)2 — (3n—1)2 — 3"
00 _(H_l) 0o 1 nan 00 00
i) Zn ) j) Z—'<—) : k) Zarcsm : 1) Zarctg—,
n=1 Tl:ln © n=1 \/_ n=1
m) Zarctg 5 n) Zarcsm—, 0) Zarcsm 5 ) Zln (l—i——),
n n
n=1 n=1 n=1 n=1
— 1 /2\" =1 /3\" = 1 = 1
—(=), r — (), s , t
)34 (5) 5 () ) ) 2 Vit
= 1 = 1 = 1 = 1
W) ;nIHQn’ v) ;nlnn’ w) ; Son’ %) - Innmn’
167. Vysetrlte konvergenciu radov
n = n? =1 =1 = on
el R d il il f il
IR5 NG 9k 9y ) Lo X
= 7! 1 = ! = n! = n? — (n!)?
— h — i — j — k — 1
g) ;n\/ﬁ’ ) ;4\/57 1) e nn’ -]) ; 10n’ ) — en’ ) ; 2n.n’
~ 14--n? - 1 ~ 14+2+3++n
m ; n 2 n/a) 0 )
) ;1-3-~-(2n—1) ) ;3\/3\3/3\/3 ) ; n3
L 1-11---(10n—9) "1 3-5-7---(2n+1) 14+243+-4n
) nz 2n-1I W 212-5-8---(3n—1)’ t) — nA

168. Vysetrite konvergenciu radov:

— (D"
(—1)"2n’

>
i n+3)'3”7 ) i < ) ;

n=1

) nzl n ’ b) nzl ) % Z “/(2n—1) (2n+1)
= [ 2n+2 et
;(3”“) ’ e) f <n2+1) ’ f) Z Vn(n+ n+2)’
I

beerb@frcatel.fri.uniza.sk 13 http://frcatel.fri.uniza.sk/“beerb/




CVICENIA

MA I

i( ) sm k) i(%#——
m) i; n) iﬂ

In"* (n+1) “—In(2n+1)
= 1 =L (P D)7
p) : q) ) sin-——
; (4n—3)(4n—1) ; n
s) int T t) iisml
n=1 ° 2”"’1, n=1 \/ﬁ n
= 3n \" =/ n+2
v) ;(3n+1) ’ ¥) ; o+ 1
169. Vysetrite konvergenciu radov:
24+ (=1)"n =1
L S b -
2) ;; nrl ) ;;rﬂ+2n’
= (=1)"n =1
€ ) f Y et
) ; (n+1)! ) nzjl Vnntt

. n!
DD 101-102-103 - - - (100 +n)’

(9994 1)
(2n—1) ’

i 1000-1001-1002 - - -
1.3.5.7--.

170. Vypocitajte sucet radov:
o

1
Py )

n=1 n=1

o0 1 = 2n+1
d - - 0 -
) ;(n+3)(n+7)’ 2 ;nQ(nJrl)?’

1 1 = om—1
&) 2{2_"_'_3"}7 h) Z on

171. Vysetrite relativnu a absolitnu konvergenciu radov:

gy b Yo
)3 )3
) 5(31 ) % SR

172. Pre aké a € R konverguju rady:

2 0 b 3o 9>

n=1 n=1 n=1

o0

e) Zal%’ f) anna, g) Zn“sin%,

n=1 n=1 n=1

beerb@frcatel.fri.uniza.sk

2 o
> o2n+1

r) ; (n+1)2(n+2)?’
>

8) ;27;“’ nzl nﬁ/f
. w= 1000-1002-1004 - - - (998 +2n)
DS 14710---(3n—2)
- Vnl
) & T
) Y [Vn+1—nl,
- 1
f) ; (n42)(n+3)(n+4)’
. 1
1 ;n(n+1)(n+2)’
- 1
2 nzl (B3n—2)(3n+1)’
- 1
n) — (4n+ 3)(4n + 7)(4n + 11)’
& —1)n1 > —1)n1
) ;( \/)ﬁ ’ ) ;iz?’%—)lnn
— (=" — (="
B D 2Py sy
oS n(n—1) o)
K) Z(—1)2n 3 | ) Z( 1)nsm n’
- o[ 2n+1\"
o) ;(_1) (Sn—i-l)
o 1 nia
d) 231 |:e— <1+5) :| 5
h) Zm;m
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173. Nech rady Y a,, Y b, diverguji. Co plati o konvergencii radov:

n=1 n=1

i an+by) b) i&nbn, c)
n=1 n=1

NE
e

Il
—

d) Z max {a, by, }.
n=1

n

174. Nech " a, konverguje a >_ b, diverguje. Co plati o konvergencii radov:

n=1 n=1
[e.e]

NE

a)

|5

(an+b,), b) ) anbn, c) d) ) max {a,,b,}.
n=1 n=1

1

3
Il
—

n

175. Dokazte, ze ak rad Y a,, konverguje, potom tiez konverguje rad > a?.

n=1 n=1
176. Dokazte, ze ak konverguju ¢iselné rady > a2, > b2, potom konverguju tiez rady > |a,b,|, > (a, £ b,)2
n=1 n=1 n=1 n=1
177. Dokézte, ze ak lim na, = a#0, potom ¢iselny rad »_ a, diverguje.
n—00 n=1
178. Vypocitajte stucet radu Ll + Z ()7”
n=1 3" n=1 3"
o o0 (_S)n + 7n+1
179. Vypocitajte stucet rad
ypocitajte sucet radu nz:l i
180. Dokazte, ze plati i i i 1)n =1
. , oy i )
n=0 n=0
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
0 (_ )n+1
182. Prerovnajte rad Z ————, aby divergoval do 0o, do —o0 a konvergoval k 0.
n
n=1
( )n+1
183. Prerovnajte rad Z ————, aby divergoval do 0o, do —o0 a konvergoval k 0.
n=1 \/ﬁ
h
R
Obr. 0.0.3: Cvicenie 186. Obr. 0.0.4: Cvicenie 187.
184. Urcte sucet radu » | a, a jeho n-ty ¢len a,, ak jeho n-ty Ciastoény sucet je:
n=1
1 1 (=)™ n—2
n— 17 57 b n=1 ) n — ) d n —
a) s 5 ) s + o c) s - ) s 5
185. Najdite stcet radu ) a, s chybou mensou ako ¢, ak
n=1
1 1
a) anzﬁ,gzo,l, b) a, = e=0,01 c) &n_n2+2n 1 ,e=0,03.
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186. Nech a; € (0; 1). Uvazujme pravouhly trojuholnik s preponou 1 a odvesnami a;, b;. Nech b; predstavuje preponu podobného
pravouhlého trojuholnika s odvesnami as, bs. Nech by predstavuje preponu podobného pravouhlého trojuholnika s odvesnami as, bs.
Takto zostrojime nekoneéni postupnost podobnych pravouhlych trojuholnikov s odvesnami a,, b, (obr. 0.0.3). Zistite, ¢ rad > a,

n=1
konverguje. Ak ano, vypocitajte jeho sucet a. Vypocitajte sucet obsahov P tychto trojuholnikov.

187. Do rotacného kuzela s vyskou h a polomerom podstavy R st postupne vpisané gule (obr. 0.0.4). Najdite sucet objemov tychto
guli.

A B A B A B A B

Obr. 0.0.5: Cvicenie 188.

[\ A (o >
7 Y V > ¢ N v Vv
A A < AN QD A A
T ’v A \ <

188. Usecka AB dlzky d > 0 je rozdelené deliacimi bodmi na n € N rovnakych ¢asti. Nad kazdou z tjchto ¢asti zostrojime (vid
obréazok 0.0.5):
a) pravouhly rovnoramenny trojuholnik s preponou, ktora lezi na tsecke AB,

b) pravouhly rovnoramenny trojuholnik s odvesnou, ktora lezi na tsecke AB,
c¢) polkruznicu, ktorej priemer lezi na usecke AB, d) rovnostranny trojuholnik.
Vypodcitajte dlzku takto vzniknutej ¢iary pre n — oo a porovnajte ju s hodnotou d.

189. Do kruznice s polomerom r >0 vpiseme pravidelny n-uholnik, n€ N. Nad kazdou z jeho stran zostrojime smerom von z kruznice
(vid obrazok 0.0.6):

a) pravouhly rovnoramenny trojuholnik s preponou, ktora lezi na strane n-uholnika,

b) pravouhly rovnoramenny trojuholnik s odvesnou, ktora lezi na strane n-uholnika,

c¢) polkruznicu s priemerom na strane n-uholnika, d) rovnostranny trojuholnik.

Vypoditajte dlzku takto vzniknutej ¢iary pre n — oo a porovnajte s obvodom kruznice o.

190. Vypocitajte obsah plochy, ktorti ohranic¢uju obrazce z cvicenia 189 a porovnajte ju s obsahom P vnutra kruznice.

Komplexné ¢isla

191. Urcte z, |2|, Rez, Im z, arg 2, Argz, 271, 272, 2%, 23, ak:

a) z=1+1i, b) z =2+ 3i, c) z=—1+i, d) z=-16i, e) z=+/3+1i,
1+i 5 2+1i 2 +i i
f pu— pu— h pu— 1 pu— 1 pu— .

192. Nech z = a + ib, uréte Rew, Imw a goniometricky tvar ¢isla w = z/Z.
193. Vypoditajte pre vetky n€ N hodnotu (1 +1)" + (1 —1i)™.

194. Vyjadrite v goniometrickom tvare komplexné cisla:

a) (V3 —1)1, b) (1-iv3)%, ¢) (=141)7, d) (141)7, e) (1+iv3)™
195. Dokéite, Ze pre vietky 2y, 2, € C plati |21 + 2| + |21 — 22]* = 2|21 * +2 | 22]>.
196. Pre aké 21, 20 € C plati |21 + 2| = |21] + |22]?
197. Vypoditajte (1 —cosp —isinp)™, kde ne€ N, p € R.

198. Zistite, aké musia byt komplexné ¢isla z1, 29, aby ich stéin, resp. podiel bol:
a) redalny, b) rydzo imaginérny, ¢) imaginarny (nie redlny a nie rydzo imaginarny).
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Realne funkcie realnej premennej

Realne funkcie

199. Rozhodnite, ¢i st nasledujice relacie funkciami:

y > 0},

= O}’

a) f=A{lz;yleR*; x4 |y — 1] =0},
c) f={lz;yleR?; |2+ |yl =2,
e) f={lr;yleR?; 2 +y*>—2x
g) f={lr;y]eR?; 2® +y* -2

b

f
h

LY

o
~— N — ~—

200. Urc¢te prirodzeny defini¢ny obor funkcie y = f(x) zadanej predpisom:

a) y = arcsinlnz,

e) y=Vasin®nz,

b) y = arctgtgz,

f) y= sz,

c) y = arcsinz ™!

g) ¥ = /os Vo,

x4+ 2 NG s
)y 222 — 1’ )y sin )y nem
1 1—2 2
m)y= —r——, n) y=In ) O) Y=g 77
q) y=+sinz+1, r) y=Inlnlnz, s) y=+Intgz,
r—1 x? x
g _ g — ]_ -
W Vet )y 1+’ W)y it
201. Urcte prirodzeny definiény obor funkcie y = f(x) zadanej predpisom:
a) y=+/1—tg2x, b) y =In(2* —4),
d) y = +vsinzcosz, e) y = Vsinxy/cosz,
g) y = arccos (2sin ), h) y=In|l -z,
j) y=1In(e* —e™®), k) y=In(1-tgz),
m) y = arcsinsinz, n) y = arcsincosx,
p) y = sinarcsinz, q) y = sinarccos z,
S)y: 2_\/Ea t)y V3$_$37
202. Urc¢te prirodzeny defini¢ny obor funkcie y = f(x) zadanej predpisom:
) o —1 b) 2x
a) y = arcsin = arccos
Y 5 Y 1+
x x
d) y = arcsinlog — S —
) y = arcsinlog 75, ) Y=Gn 2z — 1)’
) ) 10z h) Vv2er —1
= arcsin ———, =
&Y 2?2 + 16 Y In (2 —e®)
1 —sinx 1—¢"
i)y T smz’ ) y = arccos 5
1 In (22 — 3)
m) y=sinln =, n) y ——
= arcsin ——— - -
p) Y =l D Y= per
203. Zostrojte graf funkcie y = f(x) zadanej predpisom:
a) y=|sin’z], b) y = |cos® z], c) y=sin(x + 1),
e) y = arcsin 3z, f) y =sin3x g) y = 3sinz,
i) y=el, i) y=le], k) yztlnIJ
m) y—x—i—sma: n) y=xsinz, 0) y=a®+sinz,
q) y=ax’sinz, r) y=a’sinz, s) y = |sinz],
) smx ) 4 ) r+1
u Vv = A% —
LA LI YTE T

204. Zostrojte graf parametricky zadanej funkcie y = f(x) a urcte jej explictny tvar.
a) r=1—t, y=t,te(—o0; 00),
c) x=1—-t* y=1t*te(—oo; ),

beerb@frcatel.fri.uniza.sk

Y

f=Alz; yleR?; |z — 1| +y = 0},
f=Alz; yle R?; \x—1\+|y\—0},
f=Alz; y]eR*; 2* +y* — 20 = —1},
f={lz; yJe R*; y* + 2y + 1 = 0}.

d) y = Vsina?,
h) y = Vcosa?,
r+1

) v =
) y=y\—"7
) y= x—2
P) Yy=——1
) y= Iz,
T+ 2
=1 .
x) r—3

¢) y=In(zx—2)+In(z+2),
f) y=+Insinz + vIncosz,
i) y=1In|z? — 2z — 6],
1) y=1In(2cosz —/3),
0) y=+vV4—r++V2+uz,
) Yy = COSarccos z,
uw y=+vVad+z+—z.
0 yzlnx2—3x+2
r+1 7
£) y= arcsin (z + 1)
Vi iz-6
) r—1 r+1
i) y=\/ . —\/ —
1
) y=—F——,
Vi+nz—1
— z—
0) y—arctgz—ﬂ,
r) y = arcsin_——.

Q) y=lo|— o 1],

h) y = max {x, 22},

1) y =arcsinx + 1,

p) y = arcsin (z+1),

) y = o+ |2[+1],
1

VS E T

b) z=t y=1*te(—oc0; c0),
d) =t} y=1t3te(—o0; ),
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e) x =2cost, y =sint, te(0; 2), f) @ =2cost, y =sint, te(0; m),

g) x=t—t* y=t*—13 te(—oc0; 00), h) z = cos?t, y =sin?t, te(0; 2n),

- 1 t - t t?

i) o= = teR, j) v = teR—{-1}.

1+t3’y: 143’

vire! T Vire

205. Zistite, ¢i sa rovnaja funkcie f a g, ak plati:

1 T x
a) f(z)=—, 9(2) = —, b) flz) =1, 9(2) =, c) f(z) ==, g(z) = (Vo)
206. Ktoré z funkcii f: ! 1 ! sa rovnaju?
zZ = = - — !
Y= e VYT o YT g T oy sarovnal

207. Dokazte, ze ak st funkcie f, g parne, resp. neparne, potom st funkcie fg, f/g, g/f (pokial st definované) parne.
208. Dokazte, ze ak je funkcia f parna a g neparna, potom st funkcie fg, f/g, g/f (pokial st definované) neparne.

209. Rozhodnite, ¢ je funkcia y = f(z) parna alebo nepérna.

a) y=1a"+sinz b) y = cos(m — z), c) y—xcoshx d) y=sinz + cosz
e) y=wln|zl, f) y=2—2a7 g) y=uv—17 h) y = x(z)—x*(v),
i) y=|z|z7, i) y=2*+]z|, k) y=x +sinz, ) y=|z|+cosz
m)yzan_I n)y:smhaz: o) y— 22 4277 p)yZZI—Q*x
2+’ sin z 2 2 7
27 +1 27 4+ 1 T r+1
A Y=g ) Y=o 5) Y= 5o ) y=——7
e’ —1 1 sin xr+tghx
) y:@’ v) y:2+cos3x’ W) Y= x x) y:3+2cosx'

210. Nech y = f(z) je Iubovolné funkcia definovana na intervale (—k; k), kde k€ R, k > 0. Dokézte, ze funkcia f(x)+ f(—z) je parna
a funkcia f ( ) — f(—x) je neparna na intervale (—k; k).

211. Rozlozte funkciu y = f(x) na sucet parnej a neparnej funkcie.

a) y=ux+1, b) y =z + |zl c) y=a*+|zl, d) y=a*+uz,

e) y=x(z), f) y=e", g y=(z+1)7} h) y=2 -2z +1,

i) y=z—|z], B y=a+|z], k) y= (-1, ) y=lz]+lz].
212. Dopliite definiciu funkcie y = f(z) tak, aby bola parna, resp. neparna.

a) y=xz—1, x>0, b) y=|x—1], 2 >0, c) y=+vr+1, x>0,

d) y=(z+1)" 2 >0, e) y=xz+ x|,z >0, f) y=2>—x,2>0.
213. Je funkcia y = f(z) periodicka? Ak ano, uréte jej primitivnu periédu:

a) y = [sinx|, b) y = sina?, c) y=sin’x, d) y= (-1l

e) y=a— |z, f) y = [x()], g) y=x(lz]), h) y= (-1l
214. Je funkcia y = f(z) periodicka? Ak ano, uréte jej primitivnu periédu:

a) y=sinz + cosz, b) y =sinz + tgx, c) y=sgn(x—|z|),

d) y =sinx + cos 2z, e) y = arcsinsinz, f) y = cosxz — 3sindx,

g) y=In|sinz + cosz|, h) y = 23tsin2z, i) y = warccos,

1+ (=1)l= 3lel 4 (—3)lel 1+ (=2)kl
T et ki K yo oot oy LH DT
=D 30e] 3]

215. Zostrojte funkciu y = f(z) s primitivnou periédou p = 1, ak plati:

a) y=a% 2€(0; 1), b) y =% ze(1;2), ¢) Y=+, re(3;4).

216. Zostrojte periodicka funkciu y = f(x), D(f) C R s primitivnou periédou p a nacrtnite jej graf tak, aby funkcia f(x) bola:

a) Parna, rastiica na intervale (3;4), p=4a f(1) =
b) Péarna, rasttica na intervale (1; 2) a klesajica na intervale (6; 8).
c) Nepérna, rastica na intervale (1; 4) a klesajica na intervale (7; 9).
d) Nepérna, p=06, f(z) =9 —x pre x € (7; 9) a interval (0; 1) & D(f).
e) Neparna, p =06, f(z) =9 —x pre z € (7; 9) ainterval (0; 1)¢ D(f).
f) Parna, p =38, f(z) =3 —x pre x€(0; 3) a interval (3; 4) ¢ D(f).
beerb@frcatel.fri.uniza.sk 18 http://frcatel.fri.uniza.sk/“beerb/
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217. Nech su funkcie f, g periodické s primitivnou periédou p#0. Dokéazte, ze funkcie f + g, fg, f/g, g/ f (pokial st definované) st

periodické.

218. N4ajdite intervaly, na ktorych je funkcia y = f(z) monoténna:

a) y=[z71], b) y = (2 — ), ¢) y =242
e) y=12%>—3x+2, f) y=a*— 322+ 2, g) y=ux— ||,
i) y=2-—3x, j) y=2a°—u, k) y=+v2— 3z,
m) y=ux— [z], n) y=|z+1|, o) y=xz+ |z,
x x+2 N
q)y 3’ I')y 3’ S)y_].—i-\/i’

d) y = 2\$ 2|+|$+1\
h) y=In’r —Inz,
) y=l|z+3]—|z],
p) y—x+\/x—

x +3x
t = .
) 4 T+ 2

219. Zistite, ¢ je funkcia y = f(x), 2 € D(f) ohrani¢ena zhora alebo zdola a urcte jej suprémum a infimum, pripadne maximum a

minimum, ak existuje.

a) y=(1+2?)7", 2€(0; 00), b) y=(1+2%)"" z€R,
c) y=(1+2*)"" ze(-1;1), d) y=1- 3z, :L'G(O 5),
e) y=a°—4x+5 r€R, f) y=a>—4x+5, 1€(3;6).

220. N&jdite maximum a minimum funkcie y = f(x) zadanej predpisom:

a) y=u12%—3r+1, b) y=a%—3x+1, c) y=a*+ |z,
e) y = sin’u, f) y = sina?, g) y=2+sinz,
221. Nech f: y =1z, 9: y=1—2% h: y = sinz. Urcte funkcie f(g),
h[f(g)], hlg(f)].

222. Néjdite funkcie f + g, fg, /g, f(9), 9(f), F(f), 9(g), ak:

d) y=a2a?

—|:L",

h) y =sin(z +1).

a) f(z) =2z, g(x) =4 -z, b) flz) =2 +2+1, g(z) =2 -1,
¢) flz)=Inz, g(x) =+/1— |z], d) f(z) =Inz, g(z) = sinhz,

e) f(z) = argsinhz, g(r) = coshz, f) f(z) =22 g(x) =V,

g) f(z) = (z+1)% g(x) = Va, h) f(z) =2? g(x) = |z,

i) f(z) =2+ |z], g(z) =2° -z, D) f@)=va+2,9(z)=(x+2)7"

223. Néjdite funkcie |g|, f + g, ¢%, f9, /g,
a plati:

1, pre x < 0,
2) g(r) = {x2+1, pre z > 0,

2

o= {2],

= f(f(f---f(f))), ak funkcia f; =

pre x < 0,
pre x > 0.

224. Najdite zlozené funkcie fo = £(f), fs = fF(F(F)): -+ s fa

8) f(z) =1+, b) f(r)=1-1, ) flr)="17,
) @) =1, D @) = s 9 )=,
) )=, ) )= ) )=,

225. Nech je dana funkcia y = f(z). Najdite vSetky = € R tak, aby platilo:

1+
1 b) y=
— X

a) y= <1, > 2,

(1—x)?

1+
226. Nech f: y =1 €
e f 4 nl— . 1+ZL’1I2

(—1; 1). Dokazte, ze f(x1) + f(z2) = f (w)

227. Nech st funkcie f, g elementdrne a nech pre vsetky x € D(f) plati f(x) > 0. Dokazte, Ze funkcia f9 je elementarna.

F(2)7® = @) f@) ]

228. Najdite inverzni funkciu k funkcii y = f(z) zadanej predpisom:
a) y=12>—1,2€(2;5),
c) y=12>—8x+ 16, z€(4; 5),

e) y=Invr—1, xe(l; 00),

b) y=az/(x+3),ze€ R — {3},

19
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1+ 2?2 1—

d) f(x) =

d) y=sin(3z — 1), |3z — 1| < 7/2,
f) y=In(/x—1), z€(1; c0).

f je definovana predpisom:

T
1+ 2’
T

r—1’

_x—l

g(f), f(h), h(f), g(h), h(g), flg(h)], fIR(g)], glf(R)], g[h(f)],

1(9), 9(f), f(f), g(g) a ich definiéné obory, ak f(z) =z pre x <0 a f(z) = 2% pre z > 0

[Navod:
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229. Najdite definiény obor a obor hodndt funkcie y = f(x) tak, aby bola prostd. Potom k nej uréte inverzni funkciu y = f~(x).
a) y=1+2tguz, b) y = arcsinsinz, c) y=+1+sinz, d) y = arccose”,

e) y=Incosz, f) y=e"" —1, g) y=1In(1+e"), h) y=e"1-1,
i) y:]x|(—1)m, i) y=a*—2x -1, k) y=a*—-1, ) y=+/|z+1],
r—1 ) 1—coszx ) Arcsi T ) 1-—-2%
m = 5 n = — o) = rcsin — = .
Yy=95 3 y 1+ cosz’ y 3’ P) Y 1+ 2=

230. N4jdite defini¢ny obor a obor hodnot funkcie y = f(x) tak, aby bola prosta. Potom k nej uréte inverznt funkciu y = f~(x).
a) y=In(z* — 5z +6), b) y=1++V1+e¥, c) y =1+ arccos (2z — 1),

_(x, prex <0, _{xQ, pre z < 0,
d)y_{2x, pre x > 0, f)y= xz, prex > 0.

o) _{x, pre x < 0,
y= Vx, prez >0,

231. Dokéazte vztahy pre goniometrické funkcie z tabulky 0.0.1.

232. Dokéazte vztahy pre hyperbolické funkcie z tabulky 0.0.2.

sin CcoS ¥ tgx cotg x
] . 5 tgx 1
sinz = sin 1 —cos*zx
V1+tg2z 1+ cotg? x
) 1 cotg x
cosx = v 1 —sin“x cos T
V1+tg2z 1+ cotg?x
sin V1 —cos?z 1
tgx = - tgx
V1—sinz cos x cotg x
1 —sin’z cos T 1
cotgxr = : T cotgx
sin x V1= cos?x tgx

Tab. 0.0.1: Vztahy medzi jednotlivymi goniometrickymi funkciami.

sinh x cosh x tgh x cotgh x
: tghx 1
sinhz = sinh x Veosh?z — 1 e
V1 —tgh?z V/cotgh? z — 1
1 cotgh x
coshx = V/sinh? z + 1 cosh x -
V1 —tgh’z Veotgh?z — 1
sinh x Veosh?z — 1 1
tghao = tghz
vsinh? z + 1 cosh z cotgh x
Vsinh? z + 1 cosh x 1
cotghx = - cotgh x
sinh x N tgh x

Tab. 0.0.2: Vztahy medzi jednotlivymi hyperbolickymi funkciami.

Limita funkcie

233. Nech a,be R, a > 0, b > 0. Vypocitajte limity:

a) lir% (2% — 4), b) lin(l)x cotg x, c) 1im+ (tgz)®&>", d) 1im/ (tgx)®?,
T—s r— r—0 r—m/4
2245 . T — /X . _ort =1
) iazx2—3’ 2 :lxli% N g) alclgil—x’ h) xlggo2x2+1’
R | 23— 1 2249 , 22+ 9
Dl T ) lim R k) s S R
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m) lim ,
x—0 x
a® —1
I
q) lim T
1-—-3%

im — ,
z—0 sin 3x

v1—cosx

lim ——
= T °)
sin
I
R e ?
1-3°
v) lim w)

=00 sin 3x

234. Nech a,be R, m,ne N. Vypocitajte limity:

1—2"

a) lim
) r—1 1 _ xm’
) eS:c — et
e) lim ,
t—0  4x
‘ . et _ @
i) lim :
r—a T —a
. L
m) lim nsin —,
n— oo n
. x+1
q) lim ,
a—2x — 1

235. Vypocitajte limity:
lim (cos a:)%,

rz—0

8=

lim (e 4x)=,

Tr—

. |sinz|

i) lim :

x—0 x

8

lim (1+sinx)

Tr—

“

236. Nech a€ R, ne N. Vypocitajte
V1t —V1—x
m

a) li ,
x—0 X
VT +2-V2

d) lim ————,
T—00 €T

)l 3+ 322 + 2
im ———M

8 T 6

x?—4

lim ———,
z—1 32 — 31+ 2

m) Jim (V72— V),
v) Jim (Va0 ),

lim 2%sin 27z,

Tr——00

237. Nech ne N. Vypocitajte limity:

2 +x—1 3

2) $h—>1£10<2.1'2—l'+1)’
a) hmw2+7w—44
a—4 32 — 6+ 8’
. vr+1-—1
g) lim ——,

T—00 €T
cosx — cos® x

T2

beerb@frcatel.fri.uniza.sk

b) li
x
f) li
I S— g)
j) ili%ar sin —, k)
n) lim xsin E, 0)
Tr—00 €T
1
r) lim v , s)
a—1x —1
1
b) liII(l) (cosz)s?, c)
. Incoszx
f) lim ——, g)
N .. |sinz]
| k
) i )
n) lim (142)ms, o)
r) lim ST , s)
e—1sin 37w
tgd
v) lim ﬂ, w)
x—0 tg 6
limity:
22 1
b) lim 1’37:64_’
z—1 e —x
VT F2-V2
e) lim ————
x—0 x
1+x— 323
h Bl e
e T
2
—4
k) lim xi’
z—2 12 — 3z + 2
n) lim z <\/x2 +1-— x),
T—00
q) lim 2"sin27n,

n—~o0

lim 277 sin 27z,
Tr—00

(\/x2 + 1+.CE)2

I
b) lim e i
. VT +6-—2

e) lim ———,
z—-2 x+2

h) im sin 4x‘ + sin 795,
z—0 sin 3x

k) sinx — cosx
z—7/4 1-— tgx
. 1—rcos2x

n) lim ————
z—0 xsing

21

v1—cosx

lim
r—0Tt X
. cos’x
lim ,
T—00 €T
) 1-—3"
lim

z—~oc0 sin 3x’

e —1
lim ,
r—0 x
.oet—1
lim ,
z—0 e3® —1]
lim xsin —,
T—00 €T
a xX
lim <cos —) ,
T—00 X
.o +1
lim ,
z—1-x —1

lim (cos® r) s,

z—0

Inz

im —,
z—0 In sin x
. |sinz]

lim ,

z—0t X

lim tghx,

T——00

tg T

lim ,
=2 — 2
sin 3x

im — ,
z—0 SIn Hx

Y

1 —cosz
p) lim 4/ ———

)
z—0

72
arcsin 2x

m ——--,
z—0 x

1-—-23*
im — .
z—1 sin 3x

a1
lim (cos® x)=7,
x—0
. Insin2x
im ——,
z—0 Insinx
9 — g2

V3zr -3

lim tghx,

T—00

arctg 3z
im———
z—0 arcsin ox

sindx

lim

r—3

im .
z—0 tg 3x

lim ,
x—0 X

R 3+

im
oo x4 — 312 4+ 17

. | 3
lim ,
z—oo \ 202 —x + 1

x?—4

lim 2% sin 27z,

T—00

lim 277 sin27x.
r——00

I Va2 +1+x
im ,
z—oo fx3 4w —

3 —br+4

lim ———,

—1 g3 —1
o2+ —2 -2
lim ,
e—0 /142 —+1—x
I *

im ——
2—0 /1 + 22 — 1

tgx —sinx

lim

)
z—0

x3

http://frcatel.fri.uniza.sk/“beerb/



CVICENIA

MA I

q) lim

lim ,
p) T—00 voe+1 z—1

VLRV <1+x

24 x

1
2\ 72
s) lim (COS I) , t) lim ( cos e

z—0 \ COST z—0 \coS 2x
T
v) lim (1 —z)tg —, w) lim x cotg z,
x—0 2 x—0

238. Nech a€ R, m,ne€ R. Vypocitajte limity:

. x?—x—2 .
@) I s o b) Jtim, =55,
o3t —4xd 41 ) x—3
d) iﬁq (x—1)2 7 ¢) 223 22 — 52 1 6
in 3 242 1
g) lim ——moT h) lim LT

xHO1/x_|_ _\/57 T—00
ve+1-1

N

2?4+ —2

2 —(a+ 1)z +a

cosmx — cosnx

i) lim —, k) lim

J) z—0 {g’/x +1—-1 ) T—a
T — sin 2x .

m) lim ————, n) lim

z—0 ¥ + sin 3x z—0

1
22 1
p) lim (ﬂ) , Q) lim (_ ~

z—oo \ 1 — 2sinz e—1 \1-x
1 1
s) lim arctg ——, t) lim arctg ——,
z—1 1—2z z—1- —x

239. Nech a€ R, m,ne€ R. Vypocitajte limity:

3 4 5

2) lim (x +3)(z+4)(x+5)
T—00 t4+ax—11

) l x3 x2
C 11m —
a0\ 222 -1 2x+1)’

e) lim z[lnz —1In(x + 2)],

r—00

)

g) lm x(ln(z+a)—In(z—a)

. V1+zsinz — cos2z
i) lim
z—0 tg2 %

k) lim (\/x2+9—\/x2 —9),
Va2 —14+Va? +1

Y

m) lim :
Tr—00 €T

0) limo sin (a + ) — sin (@ — :E)7
r— €T

Y

)

b)

D)

1 1
r) hII(l)—lIlHl—i_x,
20 —x

1

. COST \ 32
u) lim :
z—1 \COSs 2x
1 —4sin’x

x) lim
z—m/6  COS3T

1 —cos2x +tg?x
m

C) | N )
z—0 xrsimnax
sin x
f) i —tg’x |,
) $—1>I7|I'1/2 (cos2x 8 x)
D lim arcsin (1 — 2x)

e—1/2 42 -1 7

Vb + Va3 + Vab
m

D i ,
) e
o) lim sin (x + h) — sinx,
h—0 h

. 1 2
r) glg_}ni 2—1 zi-1)

) lim arctg —
u 11m arc E —
z—1t & — X

e Vi et Vi
1m

z—00 (6 + 5)300 ’
lim V1= tgx' —/1 —i—tgx,
o sin 2x

lim 2 [In (z + 3) — Inz],
lim 2 [In(z +a) — Inz],

Va2 +7—7—-32
im ,
=8 \Jx+3—+V22 -9

tim (/e + 12 - /G- 1),

. V14sinx —+1—sinzx
lim ,
x—0 €T
lim sin (z + h) — sin (v — h)'
h—0 h

240. Dokazte, ze funkcie y = 1—z, y = 1 —/x ay = 1 — /& konverguju v bode 1 k nule rovnako rychlo. St niektoré z nich ekvivalentné

v bode 17

241. Dokazte, ze neexistuju limity lim e”sinz, lim e*(1 4 sinz), lim e”(1 — sin z).

T—00 r—00

Spojitost funkcie

242. Vysetrite spojitost a charakter bodov nespojitosti funkcie:
1

1

a) y = xsin—, b) y=—,
x sin x

e) y=[sinz], f) y=cosz],
: 1 , 1
i) y =sin—, j) y = cos—,
x x

m) y = sgnsinz, n) y = sgncosz,
sin x sin x
q) y= : r) y= :

x |z

beerb@frcatel.fri.uniza.sk

1 x
- d) v=—
V= )y 2l
y = In|[sin x|, h) y =In|cosz|,
1 z?
- ) = —
Y=o )y port
y =3 — a2 p) y=+/3— |z,
x 1
Y= —, t) y = arctg —
sin z x
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243. Urcte a € R tak, aby bola funkcia f spojitd na svojom D(f), ak:
2

a—z% prexz <0, a—x*, prez <0,
2) f(x)_{x—l—l pre z > 0, b) f(x)_{a—x, pre z > 0,
_ faz, pre x < 1, B {e‘“““, pre x < 0,
) f<$)_{2—x/a, pre x > 1, d) f(z) = a—wx, prex > 0.
244. Urcte a,b€ R tak, aby bola funkcia f spojitd na svojom D(f), ak:
a—a? preze(—oo;0), r? —a, preze(—o0;b),
a) f(x)=< x+2, prexe(0;2), b) f(x)=< 242, prexe(b;a),
3r+b, prexe(2; ), 3r+b, prezx€(a; ).

245. Urcte f(0) tak, aby bola funkcia f spojitd v bode 0, ak pre x 0 plati:

sin x Vi+z—1 (x+2)%—4

0= b) Se) = ) J) ==
d) flz) =1+ 295)1/“’”, e) flz) =22+ o~ 1/a? -1, £ fz) = Vitr—1

Vitz—1
246. Nech je funkcia f nespojitd v bode a€ D(f). Aka je funkcia |f| v bode a?

247. Zostrojte funkciu, ktora je definovana na mnozine R, je vSade spojitda a ma prave 0, 1, 2, ...
bodov nespojitosti.

, n, (n€N), resp. nespocitatelne vela

248. Zostrojte funkciu, ktora je definovand na mnozine R, je vSade nespojitd a ma prave 0, 1, 2, ..., n, (n€ N), resp. spocitatelne vela
bodov spojitosti.

249. Nech st funkcie f, g nespojité v bode a € D(f) N D(g). Zistite, aké st nasledujice funkcie v bode a. Svoje tvrdenie ilustrujte
konkrétnymi prikladmi.

a) f+y, b) g/f, c) f9, d) f(f), e) f(9), £) 1f(9)l.

250. Nech je funkcia f spojita a funkcia g nespojita v bode a € D(f)ND(g). Zistite, aké st nasledujtce funkcie v bode a. Svoje tvrdenie
ilustrujte konkrétnymi prikladmi.

a) f+y, b) g/f, c) fg, d) g(f), e) f(9), £) 179l
251. Urc¢te mnoziny, na ktorych st spojité funkcie f(g), g(f), ak f( ) =sgnz a plati:

a) g(x) = x(1—a?), b) g(z) = (=) c) g(x) = sgn(l — ),
d) g(x) =1+ — [z], e) ()—1+xH f) g(z) =1 - x(x).

252. Dokézte, ze ak st na mnozine A spojité funkcie f, g, potom si na mnozine A spojité aj funkcie y = min{f(z),g(x)}, y =

max { f(z), g(2)}, 7€ A.
253. Metédou bisekcie s presnostou € = 0, 01 najdite vSetky korene funkcie f:

a) f(z)=12%+2z—11, b) f(x) = e" +u, ¢) f(z) =a®—622+x 145,
d) f(r)=Inz—3+z, e) flz)=e"" 1 —z —1, f) f(z) =cosa®+x — 1.
254. Dokazte, ze dané rovnica ma rieSenie na intervale I a najdite toto riesenie.
a) rt -4 +5x—1=0, [=(0;1), b) 2* — 42 +52—-1=0, I=(1;2),
c) ¥ —x—-1=0, I=(1;2), d) cosx —xz=0, I=(0;1),
e) z+arcsina? =0, [=(-1;0), f) z4sin(x—1)=0, I=(0;1).
255. Najdite mnozinu f(7), ak
a) [ = (m;3n/2), f(x)=sin2z, b) [ =(-2;4), f(z)=2a*+2,
c) I=(0;00), f(z)=ulz], d) I =(0; 4m), f(x)—xLSHlfUJ
e) I=(0;00), f(z)=x(2*+1), f) 1=(0;1), f(z)=(2*—2)""
256. Nech je funkcia f spojitd na intervale (a; b) a nech zy,xo,...,2, € (a; b), n € N. Dokézte, Ze existuje c € (a; b) také, ze plati

fle) = [f(wa) + fw2) + -+ faa)l/n.

257. Rozhodnite, ¢i je funkcia f rovnomerne spojita na mnozine A, ak:

a) f(x)=20r—1, A=R, b) flz)=a2?-20+1, A=(-1;1),
c) f(x)zsixa A= (0;m), d) flz) =7 * S A=(-1;1),

e) f(z) =sina? A=(0;00), f) f(z) =asinz, A=(0;00),

§) ()= cosz, A=(0,11) h) f(e) = cos—, A=(0; 1)

i) f(z)=Vz, A=(0;00), i) f@)=Inz, A=(1;0c0).

258. Dokazte, ze ak je f na R spojita a periodické, potom je rovnomerne spojita.
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Diferencialny pocet realnej funkcie realnej

Derivacia realnej funkcie

259. Z definicie vypocitajte derivaciu funkcie y = f(z) v bode xy:
a) y=12>+3, 19 =0,
d) y=uz(xr+2)? x =1,

260. Z definicie vypocitajte derivaciu funkcie y = f(z):

a) y=212>—-05, b) y=+va?+1, c) y=+vzx—1, d) y=x— a2
e) y = cotgw, f) y=2-3z, g) y=(r—17Y h) y=e"
261. Nech f: y = 22 + 1. N4jdite vSetky body, pre ktoré plati f(z) = f'(z).
262. Urcte derivaciu f'(x), ak pre funkciu y = f(z) plati:
a) y=27", b) y=e ", ¢) y =, d) y=Vz+1, ¢) y =2,
f) y=2a", g) y= a7, h) y=a?, i) y=esh® ) y=[nzl,
k) y=el/ ) y=e/® m) y=e"1 n) y T, 0) y = Jcos,
p) y=ev?, q) y = ever, 1) y=a"", 5) y=a"), t) y=(2)7,
N 1 1 1 cos® x
w) y="5 v) y:sin2x w) Y= Vorss x) Y cosx’ y) Y= cosa?
263. Urcte derivaciu f'(x), ak pre funkciu y = f(z) plati i i
W = b) v = ) y=1, B y=", ) y = axcte
f) y=a°e, g) y=tg’x, h) y = sin?, i)y ede, j) y=esine
k) y=12°, D) y=zlal, m) y = [z], n) y=3*, 0) y = |cosa],
D) y =38, a) y=a", 1) y =t 5) y=a"", t) y=Ina,
1 x? 1 1 1
w) y:tg—x’ v) Y= e w) Y= e x) Y In?z’ y) y:arctgx
264. Urcte derivaciu f'(x), ak pre funkciu y = f(z) plati:
1+ 1—cosx 314 a3 1— 2\
a)yzl—x’ b)yzl—i—cosx’ ¢) = 1—a% ) :(1+x) ’
e) y=e @ f) y = Incos, g) y=a+a", h) y = Vad — Vat,
. 2—x . zlnx T 2sinx
Dy=Ino D V=T K y=ln|te ). V¥ = e —cosa
m) y=1In[l+ 27, n) y=[z* -1, 0) y=e " te ", p) y=2’[lnz—1],
1 e’ +1 r—1
q) V= A 1) y = arctg —, ) Y=o t) y = arctg———,
u) y=(1-2x)% v) y=In®(z+1), w) y=In (2 + 1), x) y=In[l—/z].

265. Urcte derivaciu f'(x), ak pre funkciu y = f(z) plati:

1 ?+z+1
a) y sin . )y —
e) y:esin;B—I—cosa:’ f) y:m’
2
—1
2 +1 142y
m) y=a?e /7 n) y=z%e’sinux,
) 1+ ) 2zsinx
= T =
VY= V=
w) y=ze vt V) y =1/ x/xx,

266. Urcte derivaciu f'(x), ak pre funkciu y = f(z) plati:

1+
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sin x
b = —
) y 1—coszx

f) y = In|sin 2z,

24

premennej

b) y = cos2z, g = /4,
e) y =sin2zx, xg = 7/4,

) _ex_ex
C y_e$+e_$7
g) y = cotg\/x,
1— 22
k) y=——
)y N
o)y:xe_‘”z,
1+ /x
S)yzi\/_J
1++V2z

w) y=xlnz —1,

) cos
c) y=——"—,
4 1+ cosx
g) y = asinhz,

c) y= (v —1)"1 2y =2,

f) y=a3sin(z—7), zo=m.

1 —sinx
d S
) v sinx + cosz’
h) y=(1-2%)%,
3

) y=—"
)y 142+ 22’

p) y = arccotg/x,
r—1

t) y=4/—

)y x4+ 1

x) y=evViyr—1.

d) y= L_Lg

h) y = Inarccotg 22,
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8
i) y:%, j) yzln;i:, k) y:arccosln%, 1) y = arccos 3564_1,
m) y = [sin x]°*7, n) y = [cosz]¥"®, o) y = [cosh z]™®, p) y = [x? + 1]rcter
2P x 3 cotghx C2?—1
q) y:argsmhz, r) y:m, s) y:m, t) y = arcsin o
u) y = [tgx]oer v) y = 3wltteti] w) y=x?lnz — 23 x) y =+ Hcos?z.
267. Urcte derivaciu f'(x), ak pre funkciu y = f(z) plati:
a) y = arccosIn , b) y = Insine*, c) y=|z*—1|, d) y = arcsinlnz,
e) y=xarcsinz, f) y=e"cosz, g) y=(x—1)e", h) y = e”arcsinz,
i) y=+/|r—1|, i) y=lz—2|, k) y = xcotgux, 1) y=Inlnlnlnz,
m) y = In|z? — 1], n) y=In(2?-1), 0) y=tghx —x, p) y = Inarcsin 5z,
q) y=Insinz, r) y = Inarcsinz, s) y = argtghtgx, t) y = arccotglnz,
argsinh x x? arccos x 1
u) y= — V) y= P w) Y= ﬁ, x) y = arccotgln =
268. Urcte derivaciu f'(x), ak pre funkciu y = f(z) plati:
a) Y=+ 2Jv+ 3z, y = arccos V1 — 22, ¢) y=Tax*+ 52+ 32 + x,

b)
Q) 4z +5 &) y=a cosh 2 f) JVetlta x2 1+
= =ar
g) y=>5sin’x — 2cos 13, h) y= \/$2+3x+2, i) y=(z* +7x —z+1)4
1 1 1
i) y=(2"-2) [134_2} k) y = bxsindx — %, ) y= S arctg(r—2),
m) y=2%In2 —sinz, n) y=12%In2 — sin 10, o) y=(1—-+x)(1+x),
) sinx + cosx ) xarctg 2x ) 1 o2
—_— — r) Yy = ——=arcsin ————
P = i 2r V=" g Y V2 22+ 1
s) y=xsinx + cosz, t) y =sin®x + cos?z, u) y=e"[a® +2? — 2z — 3],
) 23 o 2 ) sinz + cos x ) n arct 1
v — arctg 2, W) y=—— x) y = Inarc :
vy= 1426 & vy= sinx —cosx’ 4 g\/x+1
269. Urcte derivaciu f'(x), ak pre funkciu y = f(z) plati
a) y=x —sinzcosz, b) y =22/ — 2vVa2, c) y=-e%[at+ 2% +1],
1 sinz — sinh x cos T
d) y= in = f) y = arct :
) y = aresin x—1’ ey cos T — cosh x ) y=arc 1+sinx
g) y=Inz+Va?+1], h) y = sinsinsinsinx ) y=ao+ Yo+ Vo + Jx,
: 2x 1 x3
j) y = argtgh ——— oS k) y:arccotgw2 T 1) y:x3+1+lnx37+1,
m) y=1In*z — Inlnz, n) y = sincossin cos 0) y=2zv1—2%+arcsinz,
tgh -1
p) y:w, q) y:lncosx , r) y = V/sin?x +
1— a2 x cos2
s) y=lzr—1]+ |z — 2|, t) y=In|z? + 2z + 3|, u) y = arctgz + arccotg z,
3tgr + 2 Ccos T arcsinx  arccos
V) y = arccotg ———, w) y= + cotg x, X) y= + —.
x sin? arccosx  arcsinx
270. Urcte derivaciu f'(x), ak pre funkciu y = f(x) plati
a) y = arccotgtgx, b) y = arctg cotg z, c) y = arcsinsinz,
($—1)2(1’—2) 2 —2r+1 \/351111’—2(:051’
)y = r—3 =l )y 5 ’
g) y = cotgarctg z, h) y = tgarccotgz, i) y =Incosva?+1,
1 1 x 2V a3
- k) y = arcsin ————— ) y= 3Inz — 2
) y= 3cos?r  cosz’ )y arCSIH,/x—2+1’ )y Blnz — 2],
m) y = arcsin cos z, n) y =./cotgx — \/tgx, 0) y=xsin[lnx — 7],
1 —sinzx
p) y=1\lz+\z+ QA Y= r) y=\/1+/1+,
1+sinz
s) y = arccosvx + 1, t) y = /coswevetl, u) y=+/1+ arcsinz,
v) y = arccotg cotg? , w) y = arccotg tg? z, x) y=1In[z+1+v1+2?],
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271. Urcte derivaciu f'(x), ak pre funkciu y = f(z) plati:

V2 2 2 2 1
a)y:u+]n[x+\/2+x2}’ b)y:ln[x2+x+1]+—arctg v

2 V3 V3
—1 2 2+1 2
c) y:\/1+2x—x2—arcsinx— d) y=1 vt ayV2 —arctgi

; n———— :
V2 22— 12+ 1 x?—1
e) y = (z+1)Va? +2va? +3, f) y=tg'r — 2tg?r — 4Incos,
¥ cos 21 T
=2 _ Z4in% — , h) y = arcsinz + In vV 1—22,
g) v 1 1 1 2% 3 )y N resinz + In T
1 1 241
i) y=21’—(1—$2)1ﬂli—i, j) yz—x; +$;_ arctg x,
k) y = sin®2x + [cos® z — sin® z]?, ) y=1?—2v2>—1+n[z+V22—1],
) 2 cos 27 N cos rsin® x ) sin 4z N sin®2z  sin®ax
m = ) n =T — — ,
T3 3 Y 1 3 5
1 In (22 —1 Vo — a2 1
O)y:w+1+n(x2 ), P)y:%—l-(x—i)arcsin\/f,
q) y=(*+z+1)@°+2+1), 1) y=(22+z+1)(2*+2%+a+1),
x x—2 l+x+22 V3 V3
R PR e Dy=hi— st g udter

T arcsin x 1 —+/sinx
u =——— +InvV1-— 22 v =ln—— 4 2arctg vVsinz,
)y V1—a2 )y 14+ +/sinzx &

w) y = Inarcsinx + arcsinln z, x) y=xln|r — Va2 — 1]+ Va2 -1,

r+1 ve+1

Y)y_(:c+2)(x+3)(x+4)’ Z)y_\/x+1+\/a:+2+\/x+3'
272. Urcte jednostranné derivacie f’(0), f(0), ak pre funkciu y = f(x) plati:
a) y = |sinz|, b) y = |sinz?|, c) y = Vsina?, d) y=|z]sinz,
¢) y:{ x?sina™t, pre x # 0, f) y:{ rsinzt, pre x # 0,
0, pre x =0, 0, pre x = 0,
T, re v < 0, 1—2, prex <0,
g) y:{ln(x+1), grexzo, h) y:{e_“”, Erex>0.

273. Pomocou inverznej funkcie vypocitajte derivaciu funkcie y = f(z):

a) y =, b) y = logyyz, ) y=vr+1, d) y=logyz — 1.
274. Nech f je redlna funkcia. Dokazte, ze plati:
a) Ak f je neparna, potom f’ je parna. b) Ak f je parna, potom f’ je nepéarna.

c) Ak f je periodickd s periédou p, potom f’ je periodickéd s periédou p.
275. Najdite rovnicu dotyénice ku grafu funkcie y = f(z) v bode ¢, ak:

a) y=1% 19 =2, b) y=12/x, 2y = 3, c) y=+/7, 19 =4,
d) y=2*+2z, 10=1, e) y=In(x+1), 2o =0, f) y = cos2zx, 9 =0,
g) y=sin2zx, 9 =0, h) y=e"—1, 2y = 1, ) y=1/(1+2?), 20 =3.

276. Urcte a€ R tak, aby sa graf funkcie y = x dotykal grafu funkcie y = a*. Najdite bod, v ktorom sa tieto grafy dotykaju.
277. Pre aké a € R m4 funkcia y = |2% — a| derivéaciu pre vsetky z € R?
278. Ur¢te rovnicu doty¢nice ku grafu funkcie y = 22 + 2z + 1 tak, aby prechadzala po¢iatkom stiradnicového systému, t.j. bodom [0; 0].

279. Najdite rovnicu dotyénice ku grafu funkcie y = 22 — 2z + 3 tak, aby bola:

a) rovnobeznd s priamkou 3z —y + 5 =0, b) kolmé na priamku x +y — 1 =0,

c¢) prechadzala bodom [0; 0], d) prechadzala bodom [a;b], a, b€ R.

e) zvierala s osou x uhol 7/4, f) zvierala s osou y uhol p€(0; 7/2).
280. N4jdite rovnicu normaly ku grafu funkcie y = 2 — 22 + 3 tak, aby bola:

a) rovnobeznd s priamkou 3z —y + 5 = 0, b) kolmé na priamku x +y — 1 =0,

c¢) prechédzala bodom [1; 3], d) zvierala s osou y uhol 7/4.

281. Urcte v8etky doty¢nice ku grafu funkcie y = f(z), ktoré si rovnobezné s osou x. Uréte body, v ktorych sa dotykaju grafu funkcie
f, ak:

a) y=sin(z + 1), b) y = cos2z, c) y=In(x+1), d) y=2°—u,
e) y=[lnz]/z, f) y=+v1-—2a2, g) y=xlnz, h) y=e"/x.
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Diferencial funkcie a derivacie vyssich radov

282. Vypocitajte diferencial df(z, h), ak je funkcia f definovand predpisom:

a) y=uze’, b) y = x32%, c) y=xa1, d) y = arcsinz,

Ing Inx T 1—2z
)y , )y Nk 8 y=1—"> ) y=Ini—0,
i) y=e", j) y=xlnz, k) y=tgx, ) y = arctgz.

283. Kruhovy vysek mé polomer » = 30 cm a stredovy uhol ¢ = 60°. Uréte priblizne, ako sa zmeni obsah kruhového vyseku, ak:

.....

a) r sa zviacsi o 1 cm, b) r sa zmensi o 1 cm, c) o zmensi o 1°.

284. Dokazte, ze ak je h podstatne mensie ako x2, potom platia priblizné vzorce:

h h
a) Vel+hrx+—, x>0, b) Van+h~z+—— x>0.
2x nan—1

285. Urcte absolatnu a relativnu chybu obsahu kruhu s polomerom r; ak je polomer dany s absolitnou chybou Ar.

286. Pomocou diferencialu vypocitajte priblizne hodnoty:

a) cos61°, b) tg44°, ¢) In0,9, d) /2000, e) arcsin 0, 54,
f) V17, g) V267, h) /82, i) v/214, j) arctg0, 97,
k) 1,045, 1) 21,002, m) In 20, n) log1001, o) arctg1,05.

287. Tiazové zrychlenie g, v nadmorskej vyske h je uréené vztahom g, = gr?/(r + h)?, kde g = 9,8065 ms™! je tiaZové zrychlenie pri

povrchu zeme a 7 je polomer zeme (stredny polomer zeme je r = 6371 km). Dokazte, ze plati g, ~ g(1 — 2h/r).
288. Vypoditajte derivaciu treticho a piateho radu funkcie y = f(z), ak:
a) y=a23sinzx, b) y = a3 cosw, ¢) y = x3sin 2z, d) y = a3 cos 2z,

e) y=-e'sinz, f) y =e"cosuz, g) y=2"Inz, h) y =ze“sinz.

289. Vypocitajte derivaciu n-tého radu, n€ N, funkcie y = f(z), ak:

a) y =sin’z, b) y = cos® , c) y=zsinuz, d) y=2""'lnz,
r+1 r—1 r+Inx x

¢) y=_——7 ) y= "7 gy — ) y= 51

i) y=uze”, j) y=zlnz, k) y=x+Inz, ) y=z(lnx —1).

290. Dokézte, ze funkcia y = ¢y e*cosx + cp€®sinx + cge *cosx + cue “sinx, v € R, kde ¢, ¢, ¢3, ¢4 s ITubovolné redlne cisla spiﬁa

rovnicu y¥ + 4y = 0.

291. Nech a > 0. Dokézte, 7ze funkcia y = ¢1 €™ 4+coe % +c5cosax + cusinaz, x € R, kde c1, ¢2, ¢35, ¢4 st [ubovolné reélne ¢sla spliia

rovnicu y — a'y = 0.

Aplikacie diferencialneho poctu

292. Dokazte, ze pre 0 < a < b, n€ N plati:

a) arctgb — arctga < b — a, b) m§1+aln(a+m),
c) 2L <In(l+a)<a, d) 1+ s <In(l+e) <1+2,
e) In(1+ a?) < 2aarctga, f) na"1(b—a) <" —a"” <nb" 1 (b—a),
g) 2+a* <e'+e h) sina<a—%+%, i) 1+a<e
293. Pomocou vety o strednej hodnote odhadnite nasledujice vyrazy:
a) tg4,?2, b) arctg1,5, c) logs 18, d) arcsinO0, 5, e) arccos0, 5.

294. Rozvinte do Taylorovho polynému so stredom v bodoch 1, —1, 2, —2 polynémy:

4t a1, b) a4+ 2% — 2+ —1, c) 2t =¥+ 12 —x+ 1,
2t — 223 + 22 + 1, e) xt+22% + 2z — 1, f) a* — 223 4 222 — 1,

x° — 22t + 227 + 1, h) 2%+ 22 + 222 — 1, i) a° — 22 + 22° —

S+ttt +1, k) b -2+t + 2% —a?+ -1,

A e Sl B e S e ol m) 2" -2 — S+t + 2P -2+ -1,

93

X

—_— . 09 O
N N N N N
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295. Urcte Taylorov polyném stuptia n so stredom v bode zq pre funkciu y= f(x):

a) yzx%,n:& zo = 1, b) y=x*,n=3, xo =1,

d) y=lnz, n=4, zq = 2, e) y=Inz, n =4, xy =3,
296. Urc¢te Maclaurinov polyném stupna n pre funkciu y= f(x):

2 _ 2

a) y=ltztel 3 b) y=lzt 3,

d) y:efil,nzél, e) y=Incosz, n =6,

g) y=tgx, n=>5, h) y=tg?x, n =5,

j) y=sin®*z, n =75, k) y=cos’x, n =25,

297. Urc¢te Maclaurinov polyném stupiia n pre funkciu y = f(x):
a) ?/:ﬁ’ b) y=coshw,

c) y=sinhz,

298. Pomocou Maclaurinovho vzorca vypocitajte s chybou mensou ako 0,0001 hodnoty:

a) V1010, b) tg4,?2, c) /7, d) (1,1)
f) arcsin0, 5, g) cos 1,6, h) sin0,9, i) v/83,
299. Vypoéitajte pre m,n€ N, a > 0, b > 0 nasledujice limity:
) lim =%, b) lim 202, ¢) lim =5, d) lim Iz,
f) $lir(r)1+ Cgt‘gx, g) gchm <, h) J}Lm z, i) glcl_)rqajllx
In (cos ax) In (tg ax) : —arct
k) lim T (cosbr) D lim T (i 60) m) glcli%x P
0) lim % p) tim 2] Q) Jim e
2
s) xhjgh(%—shlm), t) :lclir%)(cotgx——) u) ,lcii%(%_ewlq)’
2 2+ va+x V2a : mx— n
W) clcli% Czszgéln2$$ ’ X) :lclirclzm 3a’ y) ilLI(l) = 3;2(:05 x’

300. Zistite, ¢i mozno pouzit L’Hospitalovo pravidlo a vypocitajte limity:

1
a) lim &=z b) lim zising c) lim =St

r+sinz’ sinz

r—00

T—00 z—0 7 tga’

301. N4jdite intervaly najvicej dlzky, na ktorych je monoténna funkcia y= f(x):

a) y=1im b) y=+2,

e) y=ulzl, f) y=Inl|z|+1,

i) y=2" - +12, i) y=x° — 1523 + 3,

) y==" + 2 +2, m) y=4+4 2 1,

o) y=Inv1+ 22 -1, p) y=22*—Inx + 1,

r) y=sinz + cosz + 1, s) _Cosx+cos2x
302. N4jdite vsetky extrémy funkcie y= f(x):

a) y=x*(x - 6), b) y=z— 3,

e) y=r — |z], f) y=a?e",

i) y=vbx—a?, i) y=(2? —1)3,

m) y=a2— 2 —1, n) y=a+22% — 1,

Q) y=|alel 1, D oy— 42,

u) y=e “sinz, v) y=e "cosz,

303. N4jdite vsetky extrémy funkcie y= f(x):
y=sinz + cosx + 1,

y=z(z—1)*(z - 2)%,

y=—1In (14 z — 42?),

Q
o

oo A
S~ N N N

(¢}

b

y=z" x€(0; 00),
y=z+ 5, ze(—4; 1),

S

2x

=
~— ~— ~— S ~—

=
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Y
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w0 o

=

— 3
y—$+ 22—-1) $€<§,

S N N N N

y=2*Inz, ze(l;e),

L,

d)
_ (z=1)°
Y=z
y=x*e"",
y=5+3,
y:xe% +1,
y=3— 295%,

_ 2z
y_x_'_ 14220

y:IB _2|‘T‘7

— T o7
y=e’sinz,

y=4x3 — 32% — 36z — 5,
y=zr—In(l+4+zx)—
y=In*z —3lnz + 2,

3),

lim
z—0t

.

o e B E

¢}

—_.
NN N NI N

—_

sin 13

y—— n=4,xy)=2,
yz;,n:&xo:l.

_ _1-a?® _
V=1 "= 3,

_ 2 . _
y=Incosz*, n = 6,
y=sin’?z, n = 5,

y=cos®>x, n = 5.

d) y=In{t.

—X

e) arctgl,7,

i) V121

a®—=b"

e) lim “—,

z—0

j) lim In®

z—0t

1
Il) leI(I)l_‘_(F B sin3a:)’

v) lim (tgz)®®”,

: z2—1
Z) hn%a:?’ 2x242x—1"

=|z+1[+[z—1],
y=x*—1+|z*—1]|,
y=sinz + tgx — 2z,

y=x +sinz — 1.

d) y:ln%,

h) y=1+/]7],

) y=4x —tgx,

D) y:m,
t) y=arctg|z—1]|,
X) y=e"cosuz.

y=4x3 — 1822 + 27z,
y=lz+4] = |z| + |z —1],
y=arctgx—In/1+22.

y=x—2lnx, xe(l;e),

y_:c2 H, TE 10’ 3>
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CVICENIA MA I

304. N4jdite vsetky extrémy funkcie y= f(x):

a) y=vat— 223+ 2% xe(-3;2), b) y=cos2x — 2x + 11, x € (—m; m),
¢) y=sinx +sin’r+1, 2€(0; ), d) y=sinz —sin®x + 1, 2€(0; ),
e) y=x?— 6z + 10, ze(—1; 5), f) y=a3 — 32+ 20, ve(-3; 4),

g) y=|a? — 6z + 5|, re(—2; 2), h) y=|2® — 62+ 5|, x€(—6; 6),

i) y=2° - bzt + 523 + 1, ze(—1; 1), j) y=2° —5z* + 523 + 1, z€R.

305. Rozlozte ¢islo a > 0 na stucet dvoch kladnych ¢isel x;, x5 tak, aby:
a) 179 bolo maximéalne, b) - + .- bolo minimélne,

c) a} + 2% bolo minimélne pre n€ N, d) z7x% bolo maximéalne pre n€ N.
306. Najdite x > 0 tak, aby jeho sucet s jeho obratenou hodnotou bol miniméalny.

307. Do trojuholnika s najdlh§ou stranou a>0 a vyskou v >0 vpiste obdlznik tak, aby jedna jeho strana lezala na strane a a aby mal
maximalny obsah.

308. Urcte rozmery trojuholnika, ktory ma jednu stranu a > 0 a obvod s > 2a, tak aby mal maximalny obsah.
309. Aké rozmery musi mat pravouhly rovnobeznik daného obvodu s > 0, aby jeho uhlopriecka bola minimélna.
310. Aké rozmery musi mat pravouhly rovnobeznik daného obsahu P > 0, aby jeho obvod bol minimalny.

311. Aké rozmery musi mat pravouhly rovnobeznik daného obvod s > 0, aby jeho obsah bol maximalny.

312. Do elipsy s poloosami 0 < a < b vpiste pravouhly rovnobeznik so stranami rovnobeznymi s osami elipsy tak, aby mal maximalny
obsah.

313. Do gule s polomerom r > 0 vpiste valec tak, aby mal:

a) maximélny objem, b) maximélny povrch, ¢) maximéalny plast.

314. Do gule s polomerom r > 0 vpiste kolmy kuzel tak, aby mal:

a) maximalny objem, b) maximélny povrch, ¢) maximéalny plast.
315. Do kuzela s vyskou h >0, polomerom r >0 vpiste valec s maximalnym objemom.

316. Na priamke p najdite bod tak, ktory je najblizsie k bodu A=[1;2]:
a) p: y=3x—1, b) p: y=3x+2, c) p: y=3x+1, d) p: y=3x—2.

317. Na parabole p najdite bod tak, ktory je najblizsie k bodu A=|1;2]:
a) p: y=4dr—a? b) p: y=z+2? c) p: y=—4dr+21? d) p: y=-3x—2>

318. SildZna jama ma maf tvar pravouhlého rovnobeznostena (bez hornej steny) s objemom V = 1000 m®. Dizka podstavy mé byt
4-krat vidsia ako jej Sirka. Naklady na vybudovanie 1 m? podstavy stt 2-krat mensie ako naklady na vybudovanie 1 m? steny. Urcte
rozmery silaznej jamy, aby naklady na jej vybudovanie boli minimalne.

319. Drot s dizkou 10 m mame rozdelif na dve ¢asti, z ktorych prva sa zohne do §tvorca a druhé do kruhu. Kde méa byt rez, aby sticet
obsahov stvorca a kruhu bol minimalny.

320. Kartén mé tvar obdlZnika s rozmermi 30 x 14 cm. V rohoch vystrihneme rovnaké stvorce a zvySok ohneme do otvorenej krabice.
Ak& velkd mé byt strana vystrihnutych Stvorcov, aby mala krabica maximélny objem.

321. Okno, ktoré mé tvar rovinného obrazca zlozeného z obdlZnika a polkruhu zostrojeného nad jednou jeho stranou, méa obvod s > 0.
Aké maju byt rozmery obdlznika a polkruhu, aby malo okno maximéalny obsah.

322. Dva splavné, na seba kolmé kanaly, st Siroké 4 m a 6 m. Vypoéitajte dizku najdlhsieho tramu, ktory méze preplavaf z jedného
kanalu do druhého.
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CVICENIA MA I

323. N4jdite intervaly najvicej dlzky, na ktorych je funkcia y= f(z) konvexna alebo konkavna a najdite vetky jej inflexné body:

a) y=5x%+20x + 7, b) y=3z° — 5a* + 4, c) y=2— |2%2-2|, d) y=a2+x5—1,
e) y=z(l —x)*+1, f) y=1z+ 23 + 1, g) y:3—(a:—|-2)§, h) y=x — cosz,
i) y:xarctgx j) y=arctg  +1, k) y=zlnz+1, ) y=x +sinz,
m) y=x+ 5 + 1, n) Y=+ 2, 0) y=15 + 1, D) y—$2+27+27
q) y:(a:—l)ﬁ(x+1)%, r) y=a* —122% — b + 2, s) y=(x—1)24+5(z+1)2,
t) y=|z?—1]+|z*+1], u) y=12 —1In(2? — 9), v) y=z*+223—1222—5z.
324. Dokéazte, ze vsetky inflexné body funkcie y= ;2111 lezia na priamke z — 4y =0.
325. Dokézte, Ze pre pravouhlé stiradnice kazdého inflexného bodu funkcie y=x sinz plati (22 +4)y? =422
326. Dokazte, ze kazdy polyném neparneho stupna n>1 ma inflexny bod.
327. Pre aké b€ R m4 funkcia y=e® +bx?® inflexny bod?
328. Urcte asymptoty ku grafu funkcie y= f(z):
a) y——+1 b) y=115+1, ) y=52 +1, d) y=22z 41,
e) Yy= 3r+ =5 — 27 f) y:$+ x22f1’ g) y:2$ CO;:B’ h) y:$2x32:2,_117
i) y=x+ 2= 1” j) y=wxarctguz, k) y arctg% +1 ) y=zln (e—i—%),
__sinz 1 1 _ 1 1
m) y—7+12, n) y=er +12, 0) y=xwer +12 D) Y=9 77
329. Vysetrite priebeh funkcie y= f(x) a zostrojte jej graf:
2 3
a) y=3z° — 513, b) y=—a*+ 62> -5 c) y=(% + ) d) y=(% — 1),
e) y=(1—12%7?, f) y=(2*—1)3x g) y=a5 — 23 + 1, h) y=2%—2* -1,
i) y=2%+ %, i) y=2*+ %5, k) y=a2%+ %, 1) y=a?+ 5,
m) y:x§f1+x, n) y:h“”—i—l, 0) y=z —Inuxz, p) y=x+2arctgw,
q) y=ux+arccotgz, r) y=(2—x)e" !, s) y=x?e " 41, t) y=x2e"2 1,
u) y=ze* +1, V) y=zer +1, w) y=x —e " 41, x) y=a’—e " —1.
330. Vysetrite priebeh funkcie y= f(z) a zostrojte jej graf
a) y:\?’/_—\3/ —1, b) y=vz+1— Jx, c) y=(r—4)¥x, d) y=(z+4)Va?,
e) y=arcsin 1= T f) y:cotghﬁ—fj, g) y=In{7=%, h) y=x + 2L,
i) y=2°+ 3z, j) y=16z(z—1), k) y=[16 — 27|, D) y=2"—2]z],
m) y=+/|r — 1|, n) y=+v/1— 23, 0) y=+va’ + 22, p) y=v1—e 2’
q) y=xlnz+1, r) y=x+e ", s) y=In(4 — 2?), t) y=sinz+cosu,
u) y=1%sin %, \9) y:arctg% +1, w) y=uzarctgw, x) y=arcsin |x|.
331. Vysetrite priebeh funkcie y= f(x) a zostrojte jej graf:
Z’3 CC2 Z’3 CC4
a) y_a:+1’ b) y= ;54, ) y= ;1’ d) y:a:22+1’ e) Y=ta+a3
Z’2 X 3 —1)2 Z’2
f) y=1=3, g) y=:3, h) y==25, i) y="T ) y=12
k) y=223, ) y=252 m) y=2%, n) y==545%, 0) y=522,
p) Y=, Q) y=55, r) y="=250, s) y="13+, t) y=1,
2 _ 2—1)2 2
u) y=|=L, v) y=]2], w) y=|=t, x) y=|41, y) y=|t]
332. Vysetrite priebeh funkcie y= f(x) a zostrojte jej graf:
—1)(z—2)(z—3 (z+1)(z+2)(2+3)
a) y:%o)(w’ b) y_$_+1+ +$ -, C) y= x z x ,
d) y=cos®z—3cosz+1, e) y=(z+2)*(x+5), f) y=(1—2)3(1+x)%,
g) y=In(z + V22 +1), h) y=In(vVa?+1— 1), i) y=sinhz+sinh (1—2)
D) y=(z+1)3 — (z—1)3, k) y=2(z+1) — 3(z—1)3, 1) y=cosz —Incosx
m) y=a2ex +12, n) y=e **sin 3z, 0) y=x — 2arctgz, p) y=x — |[sinz|.
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333. N4jdite explicitny tvar funkcie y= f(x) definovanej parametricky:
a) r=t+1,y=1-2t—t* te(1; 4), b) x=3cosht, y=2sinht, t€(0; o0),
c) x=4cost, y=3sint, t€(0; ), d) z=4cos’t, y=9sin’t, tE(O; §>

334. Ur¢te mnoziny hodnot pre parameter ¢ tak, aby dané parametrické rovnice urcovali spojiti funkciu y= f(z). Elimindciou parametra
t urcte jej explicitny tvar:

a) x=2t%—1, y=4t* — 1, b) =2t -1, y=4t — 1, c) z=4t*+1, y=3t + 2,

d) x=2sinZ, y=cosZ, e) r=cos’t, y=sin’t, f) x=3t+2, y=4t*+ 1.
335. Zistite, aké krivky st dané parametrickymi rovnicami pre a € R, a>0:

a) x=cost, y=asint, t€(0; 2m), b) z=cos®t, y=asin®t, tc(0; 2n),

¢) x=cos’t, y=asin’t, t€(0; I), d) r=sin®t, y=acos®t, tc(0; 2x).

336. Prevedte uvedeny implicitny tvar krivky na parametricky tvar (polozte y=tx):
a) 23+ 3 —ary=0, a>0, b) 2% +y* =23 + 93, ¢) #2+y? =zt 4yt

337. Urcte derivaciu funkcie y= f(z) definovanej parametricky:

U . 1t
a) r="5,y="75,t€(—00; 00), b) =17, y= 1+t,t€R {— 1}
___2sint 4cost s _ :
¢ T 1+42cost’ y= 14+2cost’ te ( 3 ) 3) L= arcsin 1+t2’ Y =arccos 1+t2’ tER)

—

r=4cos®t, y=4sin®t, t€(0; ),
r=2cosht, y=4sinht, t€(0; co).

= (=8
— Nt

) ©
)
e) x=t—cost, y=1+sint, te(0; 2m),
g) z=e*cos’t, y=esin’t, t€(0; I),

338. Urcte f', f”, f" pre funkciu y = f(x) uréent parametricky:

a) x=4t+t* y=13+t, t€(0; c0), b) x=Int, y=sin2t, t€(0; c0),
c) x=4sint, y=4cost, te( 55 g) d) x=2cos’t, y=2sin’t, t(0; ),
e) xr=e'cost, y=e 'sint, tER, f) x=e', y=arcsint, te(—1; 1).

339. Néjdite rovnice doty¢nice a normély ku grafu y= f(z) urCenej parametricky:
r=4t+t? y=t3+t, t€(0; oo) v bodoch [0;0], [5;2], [12;10], [21; 30], [32; 68,
r=t*—4t+4, y=t*-3t+2, t€(2; 0o) v bodoch [1;2], [4; 6], [9;12], [16;20], [25; 30],

a)
)
) x=t—sint, y=1—cost, t€ R v bodoch [—;2], [~ 1} [O 0, [52;1], [m;2],
)
)

o

¢}

2

x=cost, y=sint, t€(0; m) v bodoch [1;0], [?, 22}, [ 22 21, [-150],

2
2
r=cos®t, y=sin®t, t€(0; 7) v bodoch [1;0], [ 2, 2] [_¥5T2}= [—1;0].

(oW

€ 4 4

340. N4jdite inflexné body funkcie y = f(x) zadanej parametricky:

a) x=3t+t3+1,y=1t>+1,t€R, b) = =sint, y:et,t€<—g; g>
341. Zistite priebeh krivky urcenej parametricky:
a) x=2—1t* y=3t—1t3 b) x=cos*t, y=sint, c) wz=te', y=te !,
n 2 2
d) z=1L y=tInt, e) r=1, y:ﬁ, f) z=2%, yzl?_’itg.
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Vysledky cviceni

Zakladné pojmy

1. a) ,Nie je pravda, Ze vsetci ludia vedia plavat.“, resp. ,Nie vSetci ludia vedia plavat.“, resp. ,Existuje ¢lovek, ktory nevie plavat.“. b) Rovnica 2% = 4x
nem4 kladny korefi z. ¢) Najviac jedno ¢islo je kladné. d) Menej ako tretina krajin patri do OSN. e) Nie je pravda, ze prave dve ¢isla st kladné. Ziadne, jedno
alebo viac ako tri ¢isla nie st kladné. f) Exisuje ¢islo tvaru n?, n€ N, ktoré nie je parne. 2. a) Jz € R: sinz>1,b) Vo€ R: sinz>1, ¢) Iz € R: sinz >1,

d) Jz€R: sinz<1,e) Jxr€R: sine<1,{) VzeR: sinx <1, g) Az €R: sinz<1, h) Ixr€R: sinz>1, i) Ix€ R: sinx#1, j) Ve €R: sinz#1, k) o e sinz#£1,
1) z€R: sinz=1. 3. Ak pqg si postupne PP, PN, NP, NN, potom vysledné pravdivostné hodnoty si: a) NNPN, b) PNPP,c) NNNP,d) NPPN,

e) PPPN,f) PNNP,g) PPPN,h) NNPN,i) PPPP,j) PNPP,k) NNPP,1) PPNN. 4. a) zalezi od trojuholnika, v oboch pripadoch méze byt P
alebo N, b) zdlezi od k, v oboch pripadoch moze byt P alebo N, c) zalezi od nerovnice, v oboch pripadoch moze byt P alebo N, d) vzdy N, v zdvislosti od
nerovnice moze byt P alebo N. 5. (p=q) © pAg<s (PVq),resp. (p=q) & pATADAG & [V A(PVY] = DVqgVpVas (pAQV (PAg). T.

a) 4no, b) ano, ¢) nie, d) 4no, e) dno, f) ano, g) 4no, h) 4no, i) nie, j) 4no. 10. a) dno, b) nie, ¢) nie, d) nie, e) nie, f) nie, g) nie, h) &no, i) 4no, j) nie, k) nie,
1) 4no. 12. a) ,x je delitelné dvomi alebo tromi prave vtedy, ak je delitelné siestimi.“, neg. (p A q AT)V (r ApAq): ,x je delitelné dvomi, tromi a nie Siestimi
alebo je delitelny Siestimi a nie dvomi a tromi zaroveri“, b) , Ak je x delitelné dvomi alebo tromi, potom je delitelné Siestimi.“, neg. (p V q) AT: ,x je delitelné
dvomi alebo tromi a nie Siestimi.“, ¢) ,Ak neplati, ze x je delitelné dvomi alebo tromi, potom x nie je delitelné dvomi ani tromi.“, neg. pV g A (p V q):
»Neplati, ze x je delitelné dvomi alebo tromi a zéaroveri plati, Ze x je delitelné dvomi alebo tromi.“, d) ,Plati, Ze ak je x delitelné dvomi potom je delitelné aj
tromi alebo neplati, ze x je delitelné dvomi a tromi.“, neg. p AGAr: ,x je delitelné dvomi a nie tromi a Siestimi.“, e) ,Implikdcia, ak = je delitelné dvomi,
potom je delitelné aj tromi, plati prave vtedy, ak je x delitelné dvomi alebo nie je delitelné tromi.“, neg. (pAq)V (pAq): ,Bud je x delitelné dvomi a nie tromi,
alebo je x delitelné tromi a nie dvomi.“, f) | Ak je x delitelné dvomi alebo Siestimi potom je x delitelné dvomi alebo romi., neg. (pVr) ADAG: ,x je delitelné
dvomi alebo Siestimi a zaroven nie je delitelné dvomi ani tromi.“. 13. a) 4no, b) nie, ¢) 4no, d) 4no, €) nie, f) 4no. 14. a) nie, b) nie, ¢) dno, d) nie, e) nie,

f) nie. 15. Tautolégie: b), d), e), f), h), kontraindikécie: a), c), g), 1), j). 16. pAGAr ASASAT.17. a) (pAq)VrVs, b) (pAg ArVs,c)(pVqg VrAs.
20. a) nie, b) nie, ¢) nie, d) 4no, e) nie, f) 4no. 21. Pravdivost povodnych vyrokov: a) 4no, b) nie, c¢) ano, d) nie, e) dno, f) nie, g) ano, h) ano.

50. Do mnoziny 24 patria (), {1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {2, 3}, {2, 4}, {3, 4}, {1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 3, 4}, {2, 3, 4}, A. Do mnoziny 27 patria
0, {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {1, 5}, {2, 3}, {2, 4}, {2, 5}, {3, 4}, {3, 5}, {4, 5}, {1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 2, 5}, {1, 3, 4}, {1, 3, 5}, {1, 4, 5},
{2, 3,4}, {2, 3,5}, {2, 4, 5}, {3, 4, 5}, {1, 2, 3,4}, {1, 2, 3, 5}, {1, 2,4, 5}, {1, 3, 4, 5}, {2, 3, 4, 5}, B. 51. 2("")_ 52. a) nie, b) 4no, c) 4no, d) nie, €) nie,
f) nie, g) 4no, h) nie, 1) nie, j) nie, k) nie, 1) 4no. 53. A c BN D, A/UC =X, BU(D - A)' = (D - B)', DA(ANC)=D—A.54. RC P.55. AUB = B,
BNnD'=B—-A, BNnD'Cc AAC, BND' C AU B. 59. Vsetky podmnoziny mnoziny {1,3,5,7} okrem ). 60. a) {2, 4, 8, 10, 14}, {2, 4, 6, 8, 12, 14}, {3, 6,
9,12}, b) {3, 9, 15}, {5, 15}, {5, 10}, c) {2, 3, 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15}, {2, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 14, 15}, {3, 5, 6, 9, 10, 12, 15}, d) {6, 12}, {10}, {15}, &) 0, {2,
3,4,5,6,8,9,10,12, 14, 15}, f) {2, 3, 4, 8, 9, 10, 14, 15}, {2, 4, 5, 6, 8, 12, 14, 15}, {3, 5, 6, 9, 10, 12}, g) {5, 6, 10, 12, 15}, {10, 15}, h) {3, 6, 9, 10, 12,
15}, {6, 12, 15}, 1) {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 15}, {6, 10, 12}, j) {2, 3, 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14}, {6, 12}, k) {10, 15}, 1) {2, 3, 4, 8, 9, 10, 14, 15}, m) {2, 3, 4, 8, 9, 10,
14, 15}, n) {3, 6, 9, 10, 12, 15}. 64. Obidve. 65. a) reldcia medzi A a B, aj B a A, b) nie, c) reldcia medzi A a B, d) relacia medzi A a B, zobrazenie z B do
466, [£2;41). 67. a) f = {lasal, [asb), [asc), [a ], [ase], [Bsal, [b3b], [55), [bidl), [biel, [esal, [es 8L, [esely [e5 ), [esel, [dsal, [ds b, [dsl, [d5 ], [dse], [esal,
38, lese], [esd), [esel}, b) f = {[asal, [asb, [asel, [bsal, (538, [bicl, [esb), [esdl, [esdl, [ds ), [dsd), [dsel, [esal, [esd), [esel}, o) £ = {lasal, [asc], [ase], [55b),
[e;e], [esel, [d;d], [e;e]}, d) f = {la;al, [a;¢], [a;€], [¢;al, [c;¢], [c;€], [e;al, [e;¢], [e;€e]}. 68. a) dno, b) nie. 70. a) pre vSetky n€ N mnoziny {n}, b) pre
vietky prvodisla p mnoziny {kp: k€ N}, pricom 1 priradime do niektorej z nich. 71. a) spocitatelnd, b) nespocitatelnd, c) nespocitatelnd, d) nespodcitatelna.
72. Nespocitatelna.

Realne disla

88. a) 2 a 3, b) 0 a3/2 c) 0al,d)Oasinl,e)0al/2 f)1aoco 89. a)—1/3a1/2,b) (v/5—1)/2acc.100. a) ), b) (4,83478; 00), c) (—o0; —2) U
(— /572 —1) 5722, 9) (-2 S0 U (15 2)s¢) {1h 1) (-2 —1) U (1; 2) U (2; 00). 101 a) (1/2;3), b) (=7; —4), c) (16/11; 2)
2

f
e) (—oo; 1) U (3, OO), f) ( ~V2) U (-1+v2 1)U ((2, ;O)O 102. a) 0, b) (—o0; (~1-v/3)/2) U (-1 +V3)/2; 00), ¢) (~1/2; 2), 3@, e) (—o0; —=3)

00; — U (
U (87 OO), f) (—OO, 7— \/ﬁ) (7+ \/ﬁa OO), ) ) ) ) ) ( ) 103. a‘) (_2 - \/g; _3) U (_1; -2+ \/g)? b) (_ e \/5 U (_2; 0) U
(L4 Vi 00), €) (~1—v/7: 1) U (L5 14 V7). d) (~9: o0). ©) (~o0; ~3) U (24/7: 4) £) (~3: ~2) U (~3/2; 00), g) (~4; ~2) U (~1; 1) U (2 o0), b) (45 ~2) U
(—13 1) U (25 o), ) (—00; —V6) U (05 2) U (3; 00). 104. a) (—o00; —4) U (2; 00), b) (1 — vI3)/2 —1) U (0; (1 +v13)/2) U (2 50), ) (~o0; —7) U (~3; o0),
d) ( Q35 _1) U (Oa 1)? e) ( Qs _4)7 f) ( o5 — /2) ( ) (27 OO)? ) (_OO; _1) U <07 1)7 h) (_OO; _2/3> U (1; 2) 105. a) <3a 4>7 b) (37 4)7 C) (37 4) U
(4 ) 106. a) (_OO; 1)? b) R, C) 0; OO), d) R, e) (Z) f) ( 0)7 g) ( ’ )? h) R — {:l:\/g}v 1) <(_1 - \/5)/27 0> U <(_1 + \/3)/2a OO), J) R, k) <0a 1>?

1) (05 50). 109. ) (—45 (=3 — v21)/2) U ((=3+ v31)/2; 1), b) (—00; 2 — vV/5) U (24 v/5; ), ©) (—005 (—1 — v/13)/2) U (=2; 1) U ((—1 + V13)/2; oc). 110.
Dlhsia odvesna vicsia ako (1++/241)/2. 111. a) (—oo0; —1/2) U (1/2; 00), b) komplexné pre (—4+/3; 4v/3), c¢) komplexné pre (25/4; o).

116. a) {0} U {n"t;neN},b) {0} U {n"t;neN} U {n"2;neN}, c) {0},d) NU{x},e) {n?; ne N} U {oc}, f) {0}, g) R*, h) R*, i) R*. 119. V R?
vrcholy rovnostranného trojuholnika so stranou 1, v R® vrcholy pravidelného $tvorstena, atd. 120. /n pre vietky. 125. Ano. 126. a) X = R, p(z,y) = 1,
b) X =R, p(z,2) =0, p(z,r) = ||z| —y|, ¢) X = R, p(2,y) = |x — y|+1. 130. a) ano, b) &no, c) nie, d) nie. 131. a) {0, {1}, X}, b) 3,

c) {0,{1},{2},{1,2},X},d) B, e) A, f) 3. 134. a) 4no, b) 4no, c) ano, d) ano, e) ano, f) nie.

135. a) rasttca, ohranidend zhora ¢islom 1, b) klesajtca, ohranicend zdola ¢islom 1/2, ¢) klesajiica, ohrani¢ena zdola ¢islom 1, d) rastica, nie je ohranicend

zhora, e) rastica, nie je ohrani¢en4 zhora, f) rastica, nie je ohranic¢ena zhora, g) klesajica, ohranicend zdola ¢islom 0, h) nie je monoténna, nie je ohranicend
zdola ani zhora, i) nie je monoténna, ohranicend zdola ¢islom 0 a zhora éislom 3, j) rasttica, ohranicend zhora ¢islom 0, k) rastiica, ohrani¢ena zhora ¢islom 1.
136. a) {0}, b) {1}, ¢) {1}, d) {1/2, 2}. 137. {a, £b,},-, diverguje, {a,b,} -, konverguje (napr. a, = 0, b, = n), resp. diverguje (napr. a, = 1, b, = n),
{an/bn}zoz1 konverguje (napr. a,, = 1, b, = n), diverguje (napr. a,, = 1, b, = n pre n parne a b, = n~! pre n neparne), {bn/an}ff:l diverguje, {1/(anbn)}ff:1
konverguje (napr. a, = 1, b, = n), diverguje (napr. a, =n"2, b, = n). 138. {a, +b,} -, konverguje (napr. a, = n, b, = Fn), diverguje (napr. a, = n,

by, = £n), {anby},—, konverguje (napr. {a,},—, ={0,1,0,1,...}, {b,} —; ={1,0,1,0,...}), resp. diverguje (napr. a,, = n, b, =n), {a,/b,},_, konverguje

(napr. a, = n, b, = n), diverguje (napr. a, =n?, b, =n), {1/(a,bn)}.., konverguje (napr. a,, = n, b,, = n), diverguje (napr. a, = (—1)", b, = n). 139.

a) napr. {0,1,0,1,...}, {1,0,1,0,...}, b) napr. a,, = n=1, b, = n=2, ¢) napr. a,, = n + 4, b, = n, d) neexistuji. 140. a,, = —(n? — 3n +4)/2. 141.
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a) Api1 = 2an —3,b) api1 =2 —ap, ) a1 = an —1,d) apni1 = a,/(a, +1). 142, a) a, =n, b) a, = (—=1)"*1 ¢) a,, = 2" n!. 143. a) £1,b) 0, c) £1,
d) 0, e) oo, f) +00, g) 0. 144. 200. 145. a) a, = a(v/2/2)" 1, b) 8a/(2 — v/2), c) 2a%. 146. —2. 147. a) 4no, b) 4no, c) nie, d) 4no, e) ano, f) ano. 148.
a)2,b)4,¢)5,d) 1,e) 1, f) 2, g)0,h) (1++/5)/2.149. a) 0, b) 0, c) 0, d) 0. 150. a) 61/450, b) 8/15, c) 1, d) 50/99, e) 2/3, f) 4/33. 151. a) a < 3,

b) -1<a<l,c)—4<a<2,d)a>-1.152. a)a=0,b=-1,b)a=-1b=2,c)a<2,b=0,resp.a=3,b=—-1,d)a>2,b=0.154. a) 1,b)2,¢) 1,
d) (14T +4a)/2.155. a)1,b) 1, ¢) —5,d) 0, e) 1/6, f) 1/3, g) 4/3, h) 2. 156. a) 0o, b) 1/2,¢) 0, d) 1, €) —4, £) 5/3, g) 1, h) oo, i) 4. 157. a) —1,

b) -1, C) 0, d) L e) o0, f) L, g) 0, h) 0, 1) 0, J) 1, k) 0, 1) 0, IIl) 0, Il) L, O) 6727 p) 673/2? q) eil? I') 675? S) 671/3? t) e. 158. a) 1/37 b) 0, C) —0Q0, d) L, e) L,
f) 1/v/2, g) 0, h) 2. 159. a) 1/b, b) 1/b, ¢) vVab. 160. a) a pre —1 <a <1,1/2prea=1,0prea > 1,resp.a < —1, Aprea=—1,b) O pre -1 <a < 1,1/2
prea=1,1prea>1,resp.a< —1, Aprea=—1,c)Oprea#1,1/2prea=1, fprea=—1,d) Opre -5 <a<1,1prea=—1,c0 prea > —1, # pre
a< -5 0pre —1<a<l,eprea=1,c0prea>1, Pprea<—1,f)a g)e 2 h)0pre —3<a<3, —1prea=3, —ooprea >3, fprea< —3.161.
a) 0,b) 0, c) a/2,d) 0,e) 1/2,f) —oc0, g) 0, h) 0, )1/2J)ooprea>b—2aprea—b—ooprea<bk)a—bl)ooprea<1 3prea=1, —co pre a > 1.
162. a) 1,b) 5/3,¢) 0,d) 2/3, ¢) (a+b)/2 f) 1 163. a)ooprea>1/4,1prea=1/4,0prea<1/4,b) 1prea<1,aprea>1,c)a,d)0prea<1, co
prea>1,¢e)Ilnaprea>0,0prea=0,f) a/bpreb>0,00preb=0,g) Ina—Inbprea>b>0,c0prea>b=0,0prea=>b=0.164. oo.

165. a) diverguje, b) konverguje, c) diverguje, d) diverguje, e) konverguje, f) diverguje, g) konverguje, h) konverguje, i) diverguje, j) diverguje, k) diverguje,
1) diverguje, m) diverguje, n) diverguje, o) diverguje [ukazte, Zze a,+1/a, > 1], p) konverguje, q) konverguje, r) diverguje, s) konverguje, t) konverguje,
u) konverguje, v) diverguje, w) diverguje, x) diverguje, y) konverguje. 166. a) diverguje, b) diverguje, c) diverguje, d) konverguje, e) konverguje,
f) konverguje, g) konverguje, h) konverguje, i) diverguje, j) diverguje, k) diverguje, 1) diverguje, m) konverguje n) diverguje o) konverguje p) diverguje,
o0

~—

konverguje, s) konverguje, t) diverguje, u) konverguje, v) diverguje, w) diverguje, x) konverguje [porovnajte s radom > 1/n%]. 167.
n=1
diverguje, c) konverguje, d) konverguje, e) diverguje, f) diverguje, g) diverguje, h) konverguje, i) konverguje, j) diverguje, k) konverguje,

) konverguje, m) diverguje, n) konverguje, o) diverguje, p) konverguje, q) konverguje, r) konverguje. 168. a) konverguje, b) diverguje, c) diverguje,

d) konverguje, e) konverguje, f) konverguje, g) konverguje, h) diverguje, i) diverguje, j) diverguje, k) konverguje, 1) diverguje, m) konverguje, n) konverguje,
o) konverguje, p) konverguje, q) konverguje, r) konverguje, s) konverguje, t) konverguje, u) konverguje, v) diverguje, w) konverguje, x) konverguje. 169.

a) diverguje, b) konverguje, ¢) konverguje, d) konverguje, e) konverguje, f) diverguje, g) diverguje, h) diverguje, i) konverguje, j) konverguje, k) konverguje,
1) konverguje. 170. a) 1/2, b) 1/2, ¢) oo, d) 319/1680, e) 1, f) 1/24, g) 3/2, h) 3,1) 1/4,j) 2/5, k) —5/12,1) 1/3, m) 1 — /2, n) 8/4928. 171. a) relativne
konverguje, b) relativne konverguje, ¢) relativne konverguje, d) absoliutne konverguje e) relativne konverguje, f) relativne konverguje, g) diverguje,

h) diverguje, i) absolitne konverguje, j) absolitne konverguje, k) absolitne konverguje, 1) relativne konverguje, m) relativne konverguje, n) diverguje,
o) relativne konverguje. 172. a) a > 3/2,b) a > 2,¢) a > 1 d)a>1,e) a>elf) 0 <a<el g)a<0,h)a>1/2.173. a) konverguji (napr. a, = —b,),

q) konverguje, r

)
a) konverguje, b
1

==

resp. diverguju (napr. a,, = b, = n), b) konverguju (napr. Z an, ={0,1,0,1,...}, E b, ={1,0,1,0,...}), resp. diverguju (napr. a, = b, = n),

n=1
c) konvergujt (napr. a, = n, b, = a?), resp. diverguju (napr. a,, = b,,), d) konvergujt (napr. Z a, ={0,-1,0,—1,...}, > b,=9{-1,0,—1,0,...}), resp.
n=1 n=1

divergujﬁ (napr. a, = b, =n). 174. a) diverguje, b) konverguje (napr. a,, =0, b,, = 1), resp. (Eiverguje (napr. a, = 1/n?, b, = n), c) konverguje (napr.
=1/n% b, =n), resp diverguje (napr. a,, = 1/n?, b, = 1/n), d) konverguje (napr. a,, = 0, b,, = —1/n), resp. diverguje (napr. a,, =0, b, = 1/n). 178.
Z (14 (=1)"]/3" = 2 Z 1/9" = 1/4.179. 14+ 14/17. 184. a)s=1,a, =1/2",b) s =1, a; = 3/2, an = —1/2", ¢) s =0, a1 = —1,

n=1

an = (=1)"(2n — )/(n2 —n) pren>2d)s=1/2,a;=-1/2,a, =1/(n*>—n) pren >2.185. a) 1,6 <s<1,7,b) 1,206 < s < 1,207, ¢) 0,12 < s < 0, 15.
186. konverguje, a, = ai;/(1 —a?)"=D a=a;/[1 —\/1—a}], P= /1 —d3/(2a1). 187. 2rh3R?/(12R? + 9h?). 188. a) /2d (nezavisi od n),

b) (V2 + 1)d (nezévisi od n), ¢) wd/2 (nezavisi od n), d) 2d (nezévisi od n). 189. a) v/20 = 2v/277, b) (V2 + 1)o = (V2 + 1)277, ¢) m0/2 = 727,

d) 20 =47r. 190. a) P+0=P,b) P+0=P,c) P+0=P,d) P+0=P

191. Porade z, 7, |z|, Argz, 271, 272, 22, 2% a) 141, 1 —i, V2, n/4, (1 —i)/2, —i/2, 2i, =24 21, b) 2+ 3i, 2 — 31, /13, arctg (3/2), (2 — 3i)/13,

(=5 —12i)/169, —5+ 121, —46 + 91, ¢) —1+1, —1 —1i, V2, 37/4, (=1 —1)/2,1/2, —2i, 2+ 21, d) —161, 161, 16, —7/2, 1 /16, —1/256, —256, 40961, €) v/3 + 1,
V3 —1i, 2, /6, (V3 —1)/4, (1 —V31)/8, 24+ 231, 81, f) i, —i, 1, 7/2, —i, —1, =1, —i, g) 2+1i, 2 —i, V5, arctg (1/2), (2 —1)/5, (3 —41)/25, 3 +4i, 2+ 111,
h) (141)/2, (1—1)/2, V2/2, 7/4, 1 —i, —2i, 1 /2, (=1 +1i)/4, i) (7 + 61)/17, (7 — 6i)/17, \/5/17, arctg (6/7), (7 — 6i)/5, (13 — 841)/25, (13 + 841) /289,
(—413 4+ 6661)/4913, j) (1 —i)/2, (14+1)/2, V2/2, ©/4, 1 —i, —21,1/2, (=1 +1)/4. 192. (a® —b?)/(a® + b?), 2ab/(a® + b?), arctg (2ab/(a® — b?)). 193. 0 pre
n = 2k parne, (—1)*~DEFDE pre 5y = 2k — 1 neparne. 194. a) 2'%(cos (—57/3) + isin (—=57/3)), b) 2'9(cos (—107/3) + isin (—107/3)),

¢) V27 (cos (217 /4) + isin (217/4)), d) V27 (cos (7T7/4) + isin (77/4)), ) 2'2(cos 4 + isin4n). 196. argz; = arg zo. 197. Sio(=1)F(7) (cos kg + isinke).
198. a) argz; = arg (+Zz2), resp. argz; = arg (+22), b) argz; = arg (£1%3), resp. arg z; = arg (+1iz22), ¢) v ostatnych pripadoch ako a) a b).

Redalne funkcie

199. a) nie, b) éno, c) 4no, d) 4no, e) nie, f) ano, g) ano, h) ano. 200. a) (e™!; e), ) R—{n/2 + 2km; kJEZ}, ¢) (—o0; —1) U (1; 00),

d) (V0 + 2km; V7 + 2kn), ke Z, e) Z U (0; 00), f) ((2km)?; (2k + 1)27?), k = ,17 ) (0; w2 /4) U ((—m —|—2k71') i (w2 —|—2k‘7r) ), keZz,

h) <\/(4k—17r/2 \/4k+1)7r/2>u (—\/(4k+1)7r/2;—\/(4k—1)7r/2>,k;: 0,1,...,1) R—{+/1/2},j) — N, k) (1; 00) U ((=2k + 1)1 (—2k)71)

U ((Bk 4+ 1) (20)7), kN, ) (~ocs ~1) U (1 50, ) (~00: 0), 1) (-1 1),0) R 0550, s ) ) 0 B (6 00} 5 (/A s w4 k) RE,

) (—00; 0}, ) (—00; —1) U {1; 00), v) R—{~1}, w) (—o0; —1) U (0; )¥) (061 =2) U@ o0). 201, a) (/4 /2 /8 k), k<2, ) R = (22:2),
c) (2 ) d) (km; w/24 kn), ke Z, e) (0 + 2km; n/2 + 2kn), ke Z, £) 0, g) (— 57r/6—|—k7r 57/6 + k), ke Z, h) (0; 1) U (1; o0), i) R — {1:|:\/—}, (0; 00),
k) (=m/24 km; /4 + kn), ke Z, 1) (—7w/6 + 2km; /6 4+ 2k7), k€ Z, m) R, n) R, o) (—2;4), p) (—1; 1), q) (=1; 1), r) (=1; 1), s) (0; 4), t) (—o0; V3) U

(05 V3), 0) (—4; 0). 202, ) (~1; 3), b) (~1/3; 1), ¢) (~1; 1) U (2; 00, d) {L; 100), €) B — {(1+kn)/2; ke Z}, £) 0, ) (~o0; —8) U (~2; 2) U (8; o0),

h) (—In2; In2), i) (—oo; —1) U (1; ), j) R— {37/2+2km; ke Z}, k) (—o0; In3),1) (1/e; 00) — {1}, m) (—1/3; 00), n) (3/2; 0), 0) (—o0; 00) — {—1},

p) (0; 00), q) (—2k+1; =2k +2), ke Z, 1) (—1/3; 1). 205. a) 4no, b) nie, ¢) nie. 206. f = h. 209. a) parna, b) parna, c) neparna, d) ani parna ani

nepdrna, e) neparna, f) neparna, g) ani parna ani neparna, h) parna a aj neparna, i) neparna, j) parna, k) neparna, 1) parna, m) neparna, n) parna, o) parna,

p) neparna, q) neparna, r) parna, s) ani paArna ani neparna, t) ani parna ani neparna, u) neparna, v) parna, w) parna, x) neparna. 211. Parna, neparna:

a) 1, z, b) |z|, =, ¢) 2% + |z|, 0, d) 22, z, e) x(x), 0, resp. 0, x(z), resp. x(z)/2, x(x)/2, f) coshz, sinhz, g) 1/(1 — 2?), —x/(1 — 2?), h) 22 + 1, —2z,

i) — (L) + [—2))/2, (20 — L) + |—2))/2, ) (2] + —2])/2, @ + L] — [—2])/2, k) (~Dl=1 T (c1)i==t) 2, (CTlet) = (1)1 7e=1l) o,

D) (lz] + [—=] +2]x])/2, (|x] — |—=])/2. 212. Pérna, resp. neparna: a) y = || -1, z€R, resp. y=x — 1,2 >0, y=2+1,2<0,b) y = |z — 1|, z > 0,
y=lr+1,z2<0,resp.y=lz—1,2>0,y=—|z+1,2<0,c)y=va+1,2>0,y=+v—z+1,2<0,resp.y=vVe+1,2>0,y=—/—z+1,2 <0,
Dy=@+1)Lae>0,y=(-2+1)"La<0,resp.y=(r+1)"L,2>0,y=(x—-1)"r<0,e)y=a+|z],v>0,y=—x+|—2], 2 <0, resp.
y=z+z],2>0,y=2—|-2],2<0,f)y=2?—2,2>0,y=2+x, 2 <0,resp. y =2> —x, . >0, y = —2? —z, < 0. 213. a) 4no, m, b) nie, c) 4no,
m, d) 4no, 2, e) dno, 1, f) 4no, nem4 (vSetky p€ R), g) 4no, nema (vsetky p€ R), h) dno, 2. 214. a) dno, 27, b) dno, 7, ¢) nie, d) ano, 2, e) ano, 27, f) dno,
27, g) 4no, , h) 4no, 7, i) nie, j) 4no, 2, k) 4no, 2, 1) nie. 215. a) y = (v —k)?, x€(k; k+ 1), k€Z,b)y= (v +1—k)* zc(k; k+1), ke Z,
cy=vr+3—k,xe(k; k+1), keZ. 216. Uvedieme iba definiciu funkcie na intrevale periodicity: a) napr. y =1 — x pre x€(0; 1), y = 0 pre z€(1; 3) a
y=x—3prexe(3;4),b)napr. p=9,y=x—1prexze(l;3),y=2pre x€(3;6), y=8—x pre z€(6; 8) ay =0 pre x€(8; 10), ¢c) napr. p=8,y == + 2
pre x€(—4; —1), y = —z prex€(—1; 1), y = v — 2 pre € (1; 4), d) neexistuje, e) napr. f(0) =0, f(z) =3 —z pre x € (1; 5), f) napr. f(z) =3 — z pre
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x€(0; 3) a f(x) =x — 5 pre x € (5; 8). 218. a) na (—oo; —1>, (1; 00), (1/(k+1); 1/k), ke Z — {0, —1} je konStantnd, b) na (—oo; 1/2) klesa, na (1/2; oo)
rastie, ¢) na (— oo, / ) klesd, na (3/2; co) rastie, d) na (—oo; —1) klesd, na (—1; 2) je konstantnd a na (2; co) rastie, ) na (—oo; 3/2) klesa, na (3/2; o)
rastie, f) na (—oo; —+/3/2) a (0; \/3/2) klesd a na (—/3/2; 0) \/_2 o0) rastie, g) na (—oo; 0) rastie a na (0; 0o) je konstantna, h) na (0; \/e) klesé a na
(\/e; 00) rastie, 1) klesd na R, J) na (—oo; —/1/3) a (1/1/3; co) rastie a na (—/1/3; \/1/3) klesa, k) klesa na (—oo; 2/3), 1) na (—oc; —3) a (0; 00) je
konstantnd a na (—3; 0) rastie, m) rastie na (k; k + 1), k€ Z, n) na (—oo; —1) klesa a na (—1; oo) rastie, o) na (—oo; 0) je konstantna a na (0; oco) rastie,
p) rastie na (1; 00), q) klesd na (—oo; 3) a (3; 00), r) klesd na (—oo; 3) a (3; 00), s) rastie na (0; c0), t) rastie na (0; c0). 219. a) ohrani¢end zdola,
inf f(z) =0, sup f(x) = o0, b) ohraniéené zdola, inf f(z) = 0, sup f( ) = 00, ¢) ohrani€end, inf f(x) = min f(x) = 1/2, sup f(z) = max f(z) = 1,
d) ohrani¢end, inf f(z) = —14, sup f(z) = max f(z) = 1, e) ohranicend zdola, inf f(x) = min f(z) = 1, sup f(x) = oo, f) ohranicend, inf f(x) = min f(z) = 2,
sup f(z) = 17. 220. a) min f(z) = 3/2, sup f(x) = o0, b) inf f(z) = —o0, sup f(z) = oo, ¢) min f(x) =0, sup f(z) = oo, d) min f(x) = —1/4, sup f(z) = oo,
e) min f(z) = 0, max f(z) = 1, f) min f(z) = —1, max f(z) = 1, g) min f(z) = 1, max f(z) = 3, h) min f(z) = —1, max f(z) = 1. 221.
1(9) = 9(f): y—1— a2, () = h(f): y = sinw, hig) = fIh(g)] = ALF(@)] = hlg(N)]: y = sin (1~ 2), g(h) = Flg(h)] = gLF(W)] = glh()]: y = 1= sina.
222. Porade f(9), g(f), f(f), g(g): a) 8 — 22, 4 — 22, 4x, 2, b) 1 — 2% + 24, 20 + 322 + 22 + 2%, 3+ 32 + 422 + 223 + 2%, —22% + 2%, ¢) In /1 — |2,
V1—|nz|, nlnz, /1 —|y/1 - |z||, d) Insinhx, (—1+ 22)/(22), Inln, sinhsinh z, e) argsinh coshz, v/1 + 22, coshargsinh x, cosh coshz, f) z, z, 2%, ¥z,
g) (\/E'*' 1)27 r+1, 4+8x+8x2 +4£C3 +£C4, \4/57 h) a? + ijv z? LxJ? LC2/ \:’EJ? LxJ2v Lxﬂv {I?4, LxJ? ) —{I?-i-{E + {"I" —{L‘J —x+x2 - LxJ +2z \:’I"J + LxJ2?
v+ 2]+ |z + z]], z—222 + 2% §) VE+22)/2+ 1), 1/2+ Ve +2), V2+V2+x, (2+2)/(5+22).228. a) |g|=9g, f+gy=2+1, z€(—00; 0),
y=222+1,2€(0; ), g>: y=1,2€(—00; 0), y = (22 +1)%, 2€(0; >0), fg: y =z, € (—00; 0), y = 2* + 22, x€(0; 0), f/g: y = =, € (—00; 0),
y=2"/(a% +1), 2€(0; 00), f(9): y =1, 2€(=00; 0), y = (2° +1)*, 2€(0; 00), g(f): y =1, 2€(=00; 0), y = 2% + 1, 2€(0; 0), f(f): y =1, 2€(=00; 0),
y=2a" 2€(0;00), g(9): y =1, 2€(=00; 0), y = (2? + 1) + 1, 2€(0; 00), b) |g| = g, f + g y = 2 + 2%, 2€(—00; 0), y = 2® + x + 1, 2€(0; 0), g% y = 2?,
2€(=00; 0), y = (z + 1)%, w€(0; 00), fg: y =2°, (=005 0), y =2° + 2, 2€(0; 0), f/g:y = 1/3, w€(—00; 0), y = 2 /(x + 1), 2€(0; 00), f(g): y =1,
r€(—00; 0),y=(x+1)%, 2€(0; ), g(f):y =1, 2€(~00; 0), y =22 + 1, 2€(0; 00), f(f): y =1, x€(—00; 0), y = 2*, € (0; 0), g(g9): y = *, z€(—00; 0),
y=x+2,2€(0; 00). 224. Pre ne NU{0}: a) fn(z) =z +n, b) fan(x) =z, font1(x) = f(x), ¢) fu(x) = (an + xant+1)/(an—1 + zay), kde a, je n-ty clen
Fibonacciho postupnosti, d) fn(x) = 2/(1 + nz), ) fin(x) = 2, fans1(z) = f(2), fanye(x) = =1/2, fanys(x) = =1/f(2), ) fon(z) =2, fons1(z) = f(2),
g) fu(z) = z/(1 — nz), h) fon(@) = 2, fons1(2) = (@), 1) fan(2) = 2, fant1(z) = [(2), fanto(x) = —1/2, fanis(z) = =1/ f(2), ]) fon(z) =2,
font1(x) = f(z), k) fulz) = (an — van+1)/(—an—1 + zay), kde ay,, je n-ty ¢len Fibonacciho postupnosti, 1) fon(z) =z, font1(x) = f(x). 225. a) R —(0; 1),
b) R—(2—v3;2+V3),¢) (—00;2/3). 228. a)y =z +1,z€(3;24),b) y=3z/(1 —2), z€R — {1}, ¢) y =4+ /z, 2€(0; 1), d) y = (arcsinz + 1)/3,
(—1;1),e)y=e>*+1,2€R, f) y=1+2e"+€>* z€R. 229. a) D(f) = (—m/2; w/2), f~liy = arctg (x/2 — 1/2), b) D(f) = (-7/2; 7/2), f~L:y ==z,
C) D(f) = (=7/2; ©/2), f~1: y = arcsin (1 — 22), d) D(f) = (—o0; 0), f~1: y =Incosz, e) D(f) = (0; /2), f~1: y = arccose?, ) D(f) = (0; 00), f~1:

=v1i-ln(+2) g D(f) =R f~:y =In(e 1) b) D(f) = R, f y=1+n(@+1),) D(f)=(-11), [~ y =, J) D(f) = (L; 00), [
y_1+\/2+ka) (f):< )7f . :\/4x+171)D(f):< L; )7f t y_—l-i-!L' m)D(f):(2/3;oo),fflzy:(1+2x)/(1+3x),
n) D(f) = (0;m), fhy = aCCOS((l—x)/(1+$)),0)D( ) =(0;3), f~hy =3sina®,p) D(f) = R, f 1+ y =In(1/2)In((1 — =)/ (1 + x)). 230.
a) D(f) = (3 00), H(f) = R, {11y = (5+ VI+4e9)/2,b) D(f) = B, H(f) = (0; 00), {1+ y = In/a? — 2z, ) D(f) = (0; 1), H(f) = (0; 7 +1), f~!
y—COS((1—1‘2)/2) ) f):R,Hf):R,f712y=$,$€(—00;0),y:$/2,1‘6<0; OO)7e) D(f):R7H(f):R7f t Y= J)E( OO;O),y:J?2,

€(0; 00), £) D(f) = (05 00), H(f) = (05 00), f~1: y = Va,resp. f1: y =u.
233. a)0,b) 1,c) 1,d) et e) 9, f) —1,g) A h) 1/2,1) 4, ) 10/9, k) 1,1) —1, m) #, n) —v/2/2, o) \/_/2, p) V2/2,q) Ina/Inb, 1) 0, s) 0, t) 2, u) —In3/3,
v) B, w) A, %) 2/51n3 234 a) n/m, b) m/n, c) a,d) a—0b,e)1/2,f) 1/2,g) 1/3,h) In3/In6, ) ,j)0,k) 1,1) 3, m) m,n) m,0) 1,p) 1/4,q) 3, 1) &,
s) —00, t) 00. 235. a) 1,b) 1/y/e,c) 1,d) 1/e,e) € £) 0,g) 1,h) 1,i) 3, ) 1, k) —1, 1) —12, m) €° ) o) -1,p) 1, q) 1/12 r) 1/3 s) m, t) 3/5 u) 1/3,
v) 5/6, w) 3/5, %) 4/3. 236. ) 1, b) 0, c) (2a) 1, d) VZ/4, ) V2/4, 1) 0, 8) ~2/5,h) —L, 1) 1/8,) £ k) 4,1) 5/2, m) 0, m) 1/2, 0) —o0, p) %0 r) 3,
s) 0,t) 0,u) 3. 237. a) 1/8,b) 4, c) —1,d) 15/2, ¢) 1/4,f) —2/3,g) 1/n, h) 11/3, ) \/—/3 ) 1, k) —v2/2,1) 2,m) ~1,n) 2,0) 1/2,p) 1, q) \/7’ r) 1,
s) 1/V/e2, t) Ve2, u) 1, v) 2/m, w) 1, x) z/f 238. a) 3/2,b) 3/2,¢) 0,d) 6,¢) 1, f) 1/2, g) 6\/— h) oo, i) _1/2,3) 3/2,k) (a—1)/(3a),1) 1, m) —1/4,
n) (n? —m?)/2, o) cosz, p) Ved, q) —1,1) 1/2,8) B, t) —7/2, u) 7/2. 239. a) 0, b) 1/61%°, ¢) 1/4, d) —1/2, e) —2, f) 3, g) 2a, h) a, i) 6, ) 0,k) 0,1) 0,

m) 2, n) 1, 0) 2cosa, p) 2cosx. 240. Nle

242. Body nespojitosti: a) 0 odstranitelny, b) km, k € Z neodstranitelny 2. druhu, c¢) 1 neodstranitelny 2. druhu, d) 0 neodstranitelny 1. druhu, e) km,

w/2 + 2km, k€ Z neodstranitelny 1. druhu, f) 2km, /2 + kn, k€ Z neodstranitelny 1. druhu, g) k7, k€ Z neodstrénitelny 2. druhu, h) n/2 + kn, k€ Z

neodstranitelny 2. druhu, i) 0 neodstranitelny 2. druhu, j) 0 neodstranitelny 2. druhu, k) nie s, 1) 0 odstrénitelny, m) km, k€ Z neodstrénitelny 1. druhu,

n) 7/2 + kw, k€ Z neodstrénitelny 1. druhu, o) nie s, p) nie st, q) 0 odstranitelny, r) 0 neodstranitelny 1. druhu, s) 0 odstranitelny, resp. kr, k€ Z — {0}

neodstranitelny 2. druhu, t) 0 neodstranitelny 2. druhu. 243. a) 2, b) a€R,c) 1,d) 1. 244. a)a=2,b=—2,b) a=7/4,b=—3/2.245. a) 1/2,b) 1/4,

c) 4,d) €% e) —1, f) 3/2. 246. Spojita (napr. f(z) =1 pre x > a, f(x) = —1 pre & < a), resp. nespojitd (napr. f(x) =2 pre z > a, f(z) = —1 pre z < a).

247. Napr. 1/[z(z —1)---(x —n)], resp. |x]. 248. Napr. f(z) =0prez€Q, f(x) =xz(x —1)---(x —n) pre ¢ Q, resp. f(x) =0 pre x€Q, f(x) =sinx pre

x¢ Q. 249. a) spojita (napr. f = —g), resp. nespojita (napr. g = f), b) spojitd (napr. f = g), resp. nespojitd (napr. f(z) =1 pre z > a, f(z) = —1 pre

x<a,g(x)=2prex>a, f(x) = —1 pre x < a), ¢) spojitd (napr. f(x) =1 pre > a, f(z) =0 pre x < a, g(x) =0 pre > a, f(z) = 1 pre x < a), resp.

nespojita (napr. f =g, f(z) =1 pre x > a, f(z) =0 pre z < a), d) spojitd (napr. pre a =0, f(z) =1 pre x > 0, f(z) = 0 pre x < 0), resp. nespojita (napr.

prea=0, f(z) =1prex >0, f(x) =2 pre x < 0), e) spojitd (napr. prea =0, f =g, f(z) =1 pre x >0, f(x) = 0 pre < 0), resp. nespojita (napr. pre

a=0,f=g, f(x) =1prex >0, f(x) =2 pre x <0), f) spojitd (napr. pre a =0, f =g, f(z) =1 prez >0, f(z) =0 pre x < 0), resp. nespojita (napr. pre

a=0,f=g, f(x) =1prex >0, f(x) =2 pre x <0). 250. a) nespojitd, b) nespojita, c) spojita (napr. f(z ) ), resp. nespojita (napr. f(z) = 1),

d) spojitd (napr. f(x) =konst.), resp. nespojita (napr. f(z) = z), e) spojita (napr. f(x) =konst.), resp. nespojita (napr. f(z) = z), ) spojitéd (napr.

f(x) =konst.), resp. nespojita (napr. f(z) =z, g(z) =0 pre x > 0, g(x) = 1 pre < 0). 251. Funkcia f(g): a) (—oco; —1), (—=1;0), (0; 1), (1; c0),

b) (k; k+1),k€Zc) (—o0; 1), (1; ), d) R, e) R, f) viade nespojitd. Funkcia g(f): a) R, b) R, ¢) (—o0; 0), (0; 00), d) R, ) (—00; 0), (0; c0), {) R. 253.

a) 1,92627032, b) —0, 56714329, ¢) —0, 73512111, resp. —0, 21180469, resp. 1, 09808432, resp. 5, 84884147, d) 2, 20794003, ¢) —0, 51859913, resp. 1, 36393887,

f) 1,41298437, resp. 1,89713947. 254. a) 0,20669990, resp. —1, 08004724, resp. 1,22919369, resp. 3,64415368, b) 1,22919369, resp. —1,08004724, resp.
20669990, resp. 3, 64415368, c) 1, 32471796, d) 0, 73908513, €) —0, 87672622, resp. 0, f) 0,48902657. 255. a) (0; 1), b) (0; 18), ¢) U, (n2; n? +n) U {0},

n=1

0,
d) (—m; —2m) U (=3m; —4m) U{0; 7/2; 37/2}, e) {0,1}, f) (—oo; —4). 257. a) ano, b) 4no, c) ano, d) dno, e) nie, f) nie, g) dno, h) nie, i) nie, j) nie.

Diferencialny pocet realnej funkcie

259. a) 0,b) —2,¢c) —1,d) 15,e) 0, f) 7. 260. a) 4z, b) z/v22+1,¢) 1/(2y/x —1),d) 1 — 2z, e) —1/sin’z, f) -3, g) —1/(z —1)?, h) —e™*. 261.
1+1/v2. 262. a) —2zIn2277" b) sinze 7 ¢) ¢/z(1 —Inz)/22, d) 2-2/3/3, ¢) thrln2/cos z, f) ez “1(1 +zlnz), g) 2% zcoszlnz + sinx),
h) 227~ 1Inz, i) et ® /cosh? z, j) [Inz]*~' + [Inz]® Inlnz, k) —el/* /22, 1) e=1/* /22 m) 2" 'z, n) 3\/z/2, 0) —sinz/(3Vcos? z), p) eV™ /(2\/x),

q) e¥et8® /(14 22), 1) 2*(1 + 2+ xlnz), s) =" (1 + zlnz + zln’2), t) (2°)%(z + xlnz + Inz®), u) 2(2/5)/(252(4/5)), v) —2cotg x/ sin” z,

w) —23/4/(3x7/3), x) tgx/ cosx, y) —sin2x/ cosx + 2z cos® xtga?/cosx?. 263. a) cotgx — x/sin’z, b) cotge® — xe® /sin’e®, ¢) 3°(Inz — In2)/2%,

d) (e*(=3+x))/x%, e) —1/(1 +22), f) e® 2% e® (5 + z), g) 5tg x/ cos® x, h) 2z cos a2, i) 55 /(2v/e5), j) e cosx, k) 3x2sgna, 1) 2|z|, m) 0, n) 23" In 3,
0) —sinx pre z € (—7/2 + 2km; 7 /2 + 2km), sinx pre x € (7/2 + 2k7; 371'/2 + 2km), ) —3°°% % n3/sinz, q) 2V 2(2 + Inz)/2,
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r) cosz/a2s” (@/2) _ geoswp psin g s) 207 (14 22 + 222 Inx), t) 3/z, u) —1/sin’z, v) z(2Inz — 1)/ In®z, w) -2/, x) —2/(z1n® z),
) —1/((1 + x?) arctg® x). 264. a) 2/(z —1)%, b) tg(z/2)/cos? (z/2), c) 222[(1 — ) /(1 + )]?/3/(z® — 1)2, d) 2[(1 — 2)/(1 + 2)]>*/0=2) /(2? — 1)+
2[(1 - 2)/(1+ x)](l""”)/(l_’”) In[(1—2)/(1+2)]/(x—1)% e) sin2z/ e * f) —tgx, g) —T/2® —5/a5, h) —4z'/3/3 + 52%/(2V/zP), i) 4/ (2 — 4),
) (14+Inz+1n?2)/(1+Inz)? k) 1/sinz, 1) =2/(1 — sin2z), m) 22/(1 + 22), n) 6z(22 — 1)2, 0) —e~* —2ze~ ", p) a*(—4+ 5Inz), q) —(1 + 2z)~3/2,
—1/(1+2?%),s) —2¢e /(e* —1)%,t) 1/(1 +2?), u) —8(1 — 22)3, v) 2In (1 + 2)/(1 + =), w) 22/(1 + 2?), x) 1/[2(\/Z — 1)/z]. 265. a) —2cosz~2/z3,
) (=2 =22+ 22) /(=1 + )2, c) 4€*® /(1 +e>*)2 d) (=1 — cosx +sinz)/(1 + sin 2z), ) e“S* 5% (cos  — sinx), f) —22°/V/1 — 2%, g) —1/(2y/z sin? /T),
) 400(=1 -+ 22)19, 1) 42/ (14 227, §) 1/ VAL +2VE)), 1) —(1+32%)/(26%), 1) (52(3 + 20 + 22)) /(1 + 2+ 22)2, m) (1+ 22) &1/%,
ze®(zcosx + 2sinz + wsinz), o) (1 —222) e, p) —1/(2vZ(1 + 2)), q) 3 —2)/(2\/(1 — 2)3), 1) 2(—z cosz + a3 cosz — sinz — 22 sinz)/(—1 + 22)2,
(1—v2)/2vZ(1 +v22)%, t) 1/[\/ (-1 + 2)/(1 + 2)(1 + 2)?], u) e!~* 2(1 —22?), v) 7:r_1/8/8 w) 1+1Inz, x) eVo(~1 4z +2)/(2y/2(x — 1)). 266.
—1/(z%cos? (14 1/z)), b) —1/(2sin® (z/2)), ¢) —tg (£/2)/(2 cos® (z/2)), —1/ 2¢/z(1 — v2) /(1 4+ V2)(1 + )2, €) 8z ln® (1 + 22) /(1 + 2?),
f) 2 cotg2x, g) x coshx + sinhz, h) —2x/[(1 + z*) arccotg 2], 1) —2 cotgx/sin’ z, j) 1627 /(—1 —|—x16), k) 1/(zv1—1n*z), 1) —v/3/V/5 + 2z — 322,
m) — Insin z[sin x]%OSQ (#/2) ¢ cos? x/[sin x]25i“2 (=/2) 'n) [cos 2] % In cos x — [cos 2] "1 ¥ sin? , 0) [coshz] 1% (cosh 2 In cosh z + x In zsinh x) /x,
p) (1 + x?)~1tarcter (g arctg x4+ In (1 + 22), q) 22/v16 + 24, 1) e”(1 + e +x)/(1 + e®)?, s) —3cotghz/[(1 4 2) In* (1 + z)] — 3/(In (1 + ) sinh® z),
t) 2/(z3v/—2— % + 22-2), u) 2tgx]"1teoE /sin 2z — Intg wsin® x [tg ], v) 3o te*l(1 4 922)In[3]) /(1 + = + 22), w) 2(1 — 3z + 2Inz), x) 1 — 5sin 2z.
267. a) —1/(z\/1—1In*2), b) 2€** cotge?®, ¢) —2z pre x€(—1; 1), 2z pre € R — (—1; 1), d) 1/[zV/1 —In*z], e) z/vV1 — 22 + arcsinx, f) e"(cosz — sinx),
g) ze® h) e® /1 — a2 +e®arcsinz, i) 1/(2y/2 — 1) pre x> 1, —1/(2y/1 — ) pre x < 1,j) 1 pre > 2, —1 pre = < 2, k) cotgz — z/sin’ z,
1) 1/[xlnxlnlnxlnlnlnx], m) 2z/(—1+ 22), n) 2z/(—1 4 22), o) —tgh®z, p) 5/[v1 — 25x2 arcsm5x] q) cotgz, r) 1/[\/1 - x2 arcsmx] s) 1/cos2x,
t) —1/(z 4+ zIn’z), u) 1/(zv1 + 22) — argsinhz /22, v) 22/ coshz — 2 tghx/ coshz, w) 1/(—1 4 22) + zarccosz//(1 — 22)3, x) 1/(x — zIn®z). 268.
a) 3/(4x3/4)—|—2/(32/3)+1/ 221/2), b) x/\/22(1 — 22), ¢) 1+ 62 + 1522 + 2823, d) 2(30 + 8z + 1522 + 102°) /(5 — 4 — 23)3, )2sgnx/(1—az ), £) 2/V1 + 22,
g) 5sin 2z + 622 sinz3, h) (3 + 2x)/(3(2+3x +x )2/3) i) 4(—1+ 1z + 323 (1 — 2 + 72% + 23)3, j) 1 + 4/2° + 622,
k) —1/(2z%) + 20xcos4x +3lnz/(22%) + 5sin4x, D) 1/[(=2+ 2)%(5 — 4z + 2?)], m) —cosx + 62°In2, n) 6251n2, o) 1-1/(2yx) — 3y/x/2,
) —(3cosz + cos 3z — 3sinx + sin 3z)/(4sin® 2), q) 22/(—4 — 1522 + 42*) — 222 arctg 22/ (—4 + 22)? +arctg2x/(—4—|—x2),
1) (—1422)/[(1+2%)2/(1 +2%) /(1 + 22)?], s) zcosz, t) —3cos® zsinz + 3coszsin® z, u) e*(— 5—|—4x + 23), ) —628/(1 + 2%)%, w) —2/(1 — sin 22),
x) —1/[2V1 + (2 4+ z) arctg (1 + )~ /?]. 269. a) 2sin’z, b) (-52(2/3))/3 + (5x(3/2))/2, c) e ¥[—1+ 2z — 2% + 423 — 2],
d) —2arcsin[1/(=1+2)]/(/1 — (=1 +2)~2(=1 +2)?), e) 2(1 — cosz coshx)/(cosz — coshz)?, f) —1/2, g) 1/v/1 + 22,
h) cos z cossin = cos sin sin z cossinsinsin z, 1) 1+ 1/(62%/6) + 1/(423/4) 4+ 1/(221/2), j) 2/(1 — 2?), k) 22/(2 + 222 + 2*), 1) 3/[z(1 + 2°)?],
m) (—1 +2In*z)/(z1nx), n) coscos z cos cossin cos  sin x sin sin cos z, 0) 2v/1 — 22, p) (1 + 2z argcotghz)/(—1 + 22)?, q) —tg[1 — 1/x] /2>
r) 2cosx/(3[sina]'/3) + 2tgx/cos®xz, s) —2 pre x < 1, 0 pre z€(1;2), 2 pre = > 2, t) (24 2x)/(3 + 2z + 22), u) 0,
) —[—2/2% +3/(xcos® x) — 3tgx) /2] /[1 + (2 + 3tgx)?/2?], w) — cotg?x/sinx — 1/sin® x — 1/sin® 2, x) (arcsinz — arccos x)(arcsin 2 4 arccosz)?/
(v/1 — 22 arccos? x arcsin® ). 270. a) —1,b) —1, ¢) |cosz| /cosz, d) (13 — 11z + 222)/(—6 + 11z — 622 + 2%), ) 3(—1 + 22)/(1 — x — 2% + 2%),
f) (3cosz + 2sinx)/(21/5(—2cosx + 3sinz)), g) —x~2, h) —2 2, i) —2tg V1 + 22/V1+ 22, ) (4sinz — 3sin2z)/(6cos® x), k) 1/(1 + 2?), 1) 3Va3Inz/z,
m) — |sinz| /sinz, n) —1/(2y/cotgzsin® z) — 1/(2y/tgz cos? x), 0) —coslnz —sinlnz, p) [1 + (1 +1/(2v7))/(2\/Vz + 2)]/[2(z + /e + 2)'/?],
Q) (sin (2/2) — cos (2/2))/ [(cos (/2) + sin (2/2))*/(T —sma) /(L Fsma)], r) 1/RAVE( + (1 + yBS)4(1 + D)2/, 5) —1/2y/=av/TF 2),
t) eVt (cosx — /1T + xsinz)/[2y/T + zy/cos ), u) 1/(2v/1 — 22/1 + arcsinz), v) 4sin2x/(3 + cosdx), w) —4sin2z/(3 + cos4x),
(1+2/V1+22)/(1+z+V1+22). 271. a) V2 +22,b) 2(1 +2)/(1 + 2+ 2?), ¢) —x/V1+ 2z — 22, d) V2(3 — 22)/(1 + 2?),
e) 2z(1+2)v2 + 22/(3(34+ 22)?/3) 4 (1 4+ 2)(3 + 22)/3 /2 + 22+ V2 + 22(3 +2%)V/3, f) 4tg® 2, g) xsin® 2, h) arcsinz/(1 —22)%/2, 1) 2zIn[(1 + x)/(1 — )],
j) warctgz, k) 0,1) 2(1 — 2% + 2v/~1+22)/v/—1+ 22, m) —sinx/12 — 4sin22/3 + sin3x/4, n) 1 — cos 4z — cos x sin*  + 2 cos 2x sin” 2z,
-1/ +2)? +z/(-1+22),p) (-1/2+2)/(2V1 — z/x) + (1 — 22)/(4Vx — 22) + arcsin\/7, q) 2 + 4z + 622 + 42 + 52*, 1) 2 + 62 + 922 + 823 + 5t
s) 422 /(=16 + %), t) (5 — 322)/[2(1 + 2% + 2*)], u) arcsinz /(1 — 22)%/2, v) —2v/sinz/ cosz, w) 1/[v1 — 22 arcsinz] 4+ 1/[zV/1 — In® z],In [z — vV —1 + 22],
x) —2(1+ 9z + 622 +2%)/[2+2)2B+ )24 +2)?],y) —vVI+z[l/2VI+z)+1/2vV2+2)+1/2vV3+ )]/ [VI+x+V2+x+V3+x)2+
1/2VT+ae(VI+az+vV2+ao+/3+x). 272. a) —1,1,b) 0,0,¢) —1,1,d) —1, 0, e) 0, 0 f) neexistuju, g) 1, 1, h) —1, —1. 273. a) z=%//4,b) 1/(xIn10),
c) z=45/5,d) 1/(x1n2). 275. a)y=4r —4,b)y=—4x/3,c)y=x2/4+1,d)y=3z,e)y=x,f) y=1,8) y =2z, h) y=ex —1,1) 50y = 14 — 3z. 276.
a=-¢el¢ [eje]l. 277. a <0. 278. y =3z, resp. y = —x. 279. a)y = (3z —13)/4,b) y =+ 3/4, ¢) y = 22(v/3 — 1), resp. y = —2z(v/3 + 1),
d) y =2a—2a%> —2avVa? —2a —b+3+b+2x(-1+a+ Va2 —2a—b+3), resp. y = 2a — 2a*> + 2ava? —2a — b+ 3+ b+ 2z(—1+a— Va2 —2a — b+ 3) kde
b<a?—-2a+3,e)y=x+3/4,tesp. y=—x+11/4,f) y=2+tgp —tg2p/4 —xtgy, resp. y =2 —tgp —tg2 /4 + xtgp. 280. a)y =3z —77/36,
b)y=x+7/4,c)y=3+(1—xz)/vV2 resp.y=3— (1 —2)/v/2,d) y=x+7/4. 281. a)y =1v bodoch [r/2+ 2kr;1], k€ Z, resp. y = —1 v bodoch
[~7/2 + 2km; 1], k€ Z, b) y = 1 v bodoch [km; 1], k€ Z, resp. y = —1 v bodoch [1/2 + k7; 1], k€ Z, c) neexistuje, d) y = 21/3/9 v bode [—1/\/§;2\/§/9},
resp. y = —2v/3/9 v bode [1/v/3;—-2v/3/9], €) y =1/e v bode [e;1/ €], f) y =1 v bode [0;1], g) y = —1/e v bode [1/e;—1/¢] h) y = e v bode [1;€].

282. a) e”(1+ x)h, b) 222%(3 + zIn2)h, c) —h/z?, d) h/v/1— 22, e) 2~ %/*In2(Inz — 1)h — 22, & > 0, f) (2 — Inz)h/(2Vz3), 2 > 0, g) h/(z — 1)2,

h) 2h/(z% — 1), i) —2zhe ", j) h(1 +1Inx). k) h/cos?z,1) h/(1+ 2?). 283. a) AS ~radr = 10m cm?, b) AS ~ radr = 10m cm?, ¢) AS ~ r?Aa/2 = 2,57
cm?. 285. AS = 27rAr, 65 = 26r. 286. a) 0,4848096, b) 0,9656887, c) —0, 1053605, d) 1,9956925, e) 0,5704371, f) 2,0305432, g) 4,0422932,

h) 9,0553851, i) 5,981424, j) 0,7701709, k) 1,2166529, 1) 2,0027745, m) 2,9957323, n) 3,0004341, o) 0,8097835. 288.

a) y®) =18z cosx — 2 cosx + 6sinz — 9z sinz, y®) = —60x cosz + 2° cosz — 60sinz + 1522 sin z, b) y®) = 6cosx — 922 cosx — 18z sinz + 23 sin

y®) = —60 cosx + 1522 cos z + 60z sinx — z° sin z, c) y®) = 362 cos 2z — 823 cos 2z + 6sin 2z — 3622 sin 2z,

y(®) = —480x cos 2z + 3223 cos 2z — 240 sin 2x + 2402 sin 2, d) y®) = 6 cos 2z — 3622 cos 2x — 362 sin 2z + 83 sin 2z,

y®) = —240 cos 2z + 24022 cos 2z + 480z sin 2z — 322% sin 2z, e) y®) = 2% (cosz — sinz), y®) = —4e®(cosx + sinz), f) y® = —2e”(cosz + sinz),

y®) = —4e®(cosx —sinz), g) ¥y = 2247+ 601Inz), y©® = 274+ 1201Inz, h) y©®) = 2e®(3cosx + xcosx — wsinx), y®) = —4e®(zcosz + 5sinz + rsinx).
289. a) —2" cos(2x + n7w/2), b) [3cos (x + nw/2) + 3" cos (3x +nm/2)]/4, ¢) xsin (z + nw/2) — ncos(z +nw/2), d) (n — 1)!/z, e) 2(—1)"n!/(x — 1)+
£) 2(=1)"*"nl/(z + )"+, g) (=1)"nlllnz — (1 +1/2+1/3+ -+ 1/n)]/z" " h) (=1)"nl(z +1)7" 7" + (z = 1)7"71]/2, 1) e®(z + n),

i) (=) L(n —2)!/a" " pre n > 2, k) (—1)"T(n — 1)!/2" pre n > 2,1) (=1)""1(n —2)!/2" ! pre n > 2.

294. Koeficienty pre 1,-1,2,-2: a) [1,5,10,10,5], [1,—3,4, -2, 1], [1,9,31,49,31], [1, 7,19, —23,11], b) [1,5,8,6,1], [1, —3,2,2, -3, [1,9, 29,41, 21],
[1,-7,17,-15,1], ¢) [1,3,4,2,1], [1,-5,10,—10,5], [1,7,19,23,11], [1, -9, 31, —49,31], d) [1,2,0,0,2], [1,—6,12, -8,2], [1,6,12,10,5], [1, —10, 36, —54, 29],
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e) [1,4,8,10,4], [1,—4,8,—6,0], [1,8, 26,42, 27], [1, —8, 26, —38,19], f) [1,2,2,2,0], [1, —6,14, —14, 4], [1,6,14,16,7], [1, —10, 38, —64, 39], g) [1,3,2,0,1,2],

[1,-7,18,-20,9,0], [1,8,24,34,24,9], [1, —12,56, —126, 136, —55], h) [1,5,12,18,15,4], [1, 5,12, —14,7, —2], [1,10, 42,94, 112, 55], [1, —10, 42, —90, 96, —41],

i) [1,3,4,4,2,0], [1,—7,20, —28, 18, —4], [1,8,26, 44, 39, 14], [1, —12, 58, —140, 167, —78], j) [1,7,21,35,35,21,7], [1, -5, 22, —23,9, —3, 1],
13,71,209,351,321,127], [1, —11,51, —127, 179, —135,43], k) [1,5,11,15,13,7,1], [1, -7, 21, —33,27, -9, —1], [1, 11,51, 129, 189, 153, 53],

,—13,71,-207,337,-287,97] , 1) [1,8,28, 56, 70, 56, 28, 8], [1, —6, 16, —24, 22, —12,4, 0], [1, 15,97, 351, 769, 1023, 769, 255],
,—13,73, 229,433, —493, 313, —85], m) [1,6, 14,16, 10,4,2,0], [1, 8,26, —44, 42, —24,10, —4], [1,13, 71, 211, 369, 381, 217, 53],
,—15,95, —329,673, —815,545, —159]. 295. a) 1+ 2(x —1)/3 — (z — 1)2/9+4(z — 1)3/81,b) 1 + (z — 1) + (z — 1)? + (z — 1)3/2,
c)1/2—(x —2)/4+ (x —2)?/8 — (2 — 2)3/16 + (z — 2)*/32,d) In2 + (x — 2)/2 — (x — 2)?/8 + (x — 2)3/24 — (z — 2)*/64,

)
1
)
1,
1
1
1
)

beerb@frcatel.fri.uniza.sk 36 http://frcatel.fri.uniza.sk/“beerb/
______________________________________________________________________________________________________________________________________________________|



VYSLEDKY CVICENI MA I

)ln3+(x— 3)/3 — (x —3)%/18 + (z — 3)3/81 — (x — 3)%/324, f) 1 — 3(z — 1) + 6(z — 1) — 10(z — 1)3. 296. a) 1—|—2x+2x2 b) 1—2x+2x

)l —ax—a%+2x3,d) 1/2+ /4 — 23/48, ¢) —x2/2—x4/12—x6/45 f) —2t/4, g) x +23/3 + 225/15, h) 2% + 22/3, i) x —x4/3 j) x —x5/2
k) 1—a2%+2%/3,1) 1 —32%/2 +72%/8.297. a) az, =1-3-5---(2n — 1)z?/2"/n!, ne N U {0}, b) az, = 22*/(2n)!, n€ N U{0}, ¢) azns1 = 2" T1/(2n+ 1)),
neNU{0}, d) aznt1 = 2221 /(2n + 1), ne N U {0}. 299. a) (n—=1)/n,b) (m—1)/(n—1),¢) 1/6,d) 1, e) Ina —Inb, ) 0, g) oo, h) 0 pre a > 1, co pre
a<1,i)1/ej) 1, k) a?/b% 1) 1, m) 1/3,n) —o0, 0) 3/10, p) 0, q) 2/9, 1) 00, ) —oc, t) 0, u) 1/2,v) 1, w) 1/12, %) \/3/8,y) (n? —m?)/2, z) 2. 300. a) nie,
1, b) nie, A, ¢) 4no, —1/2, d) 4no, 1, e) 4no, 1. 301. a) rasttica na (—1; 1), klesajtica na (—oo; —1), (1; 00), b) rasttica na (—1/3; c0), klesajiica na
(—o0; —1/3), ¢) rasttica na (—oo; —5), (—1; 00), klesajica na (—5; —1), d) rasttica na (—oo; —1), (0; 00), e) rasttica na R, f) rastica na (0; co), klesajtca
na (—oo; 0), g) rastica na (0; 2), klesajiica na (—oo; 0), (2; 00), h) rastica na (1; oo), klesajica na (—oo; 0), (0; 1), i) rastica na (1/2; oo), klesajtica na
(—o00; 1/2), j) rasttca na (—oo; —3), (3; 00), klesajica na (—3; 3), k) rastiica na (1; c0), klesajica na (—oo; —1), konstantnd na (—1; 1), 1) rasttca na
(—oo; —\/§>, <\/§, oo), klesajica na <—\/§; —1), (=15 1), (1; \/§>, m) rastica na (2/3; 1), (1; 2), klesajtca na (—oo; 0), (0; 2/3), (2; 00), n) rastica na
(1; 00), klesajtca na (—oc; —1), konstantnd na (—1; 1), o) rastca na (0; co), klesajica na (—oc; 0), p) rastica na (1/2; o), klesajaca na (0; 1/2),
q) rastica na (7/2+ km; 31/2 + kr), k€ Z, r) rastica na (—3n/4 + 2km; w/4 + 2kr), klesajuca na (/4 + 2km; 5w /4 + 2kw), k€ Z, s) rastica na
(27 /3 4 2km; ™+ 2km), (4w /3 + 2k7; 2w + 2k7r> klesaJuca na (0 —|— 2k7r 27 /3 + 2km), (7w + 2km; 4w /3 + 2kw), k€ Z, t) rastiica na R. 302. a) ] min
f(4) = =32, 1 max f(0) =0, b) 7, )lmlnf 4) =5%/2/27, d) lgmln f(k)=0,keZ, f) I min f(0) =0, 1 max f(2) =4/€?, g) Il min f(1) =1 +e,
h) lg min f(0) =1, i) g min f(0) = f(6) =0, lg max f(3) =3, J) g min f(—1) = f(1) =0, k) g max f(0) = 3, 1) l min f(—n/3+ kn) = /3 — 41/3 + 4k, 1
max f(7/3+ kn) = 47/3 — /3 + 4kr, k€ Z, m) lg min f(1 ) = —2,n) lg min f(0) = —1, 0) #, p) I min £(1/2) =4/5,1 max f(1) =1, q) lg min f(0) =0, r) 1
min f(e) =2 +e,s) I min f(/2/3) = —/32/27, 1 max f(0) =0, t) lg min f(1) =0, u) l min f(57/4 + kr) = —e~>"/4e~"" /\/2 1 max
f(r/4+2kn) =e ™/ *e F" /\/2 k€ Z, v) | min f(37/4+ kn) = —e 3"/*e*™ /\/2 1 max f(—m/4 + 2kr) = e™/*e * " /\/2, k€ Z, w) | min
f(5m/4 + k) = — 5™/ k™ /\/2 1 max f(r/4 + 2kn) = e™/4eF™ /\/2, k€ Z, x) | min f(3n/4 + kn) = —e3™/2 k™ /\/2 1 max f(—7/4 + 2km) = e~/ ek /\/2,
ke Z (1=lokalny, g=globalny). 303. a) lg min f(—37/4+2kr) =1 — /2, lg max f(n/4 +2kn) = 1+ /2, b) I min f(2) = —57, 1 max f(—3/2) = 115/4, c) 3,
d) 1min f((5 — v13)/6) = —(587 + 143y/13) /1458, f((5 + V/13)/6) = (143y/13 — 587)/1458, 1 max f(1) = 0, e) lg min f(0) = —1, f) lg min f(—4) = 1, 1 min
f(1) =4, 1max f(0) =5, g) lg min f(1/8) =In16 —In17, h) lg min f(e3/2) = —1/4, i) lg max f(1) = 7/4 —In2/2, j) lg min f(1/e) = 1/y/e k) g min
f(1) =0, g max f(e) =e? 1) lg min f(2) =2 —In4, g max f(1) =1, m) lg max f(0) = —1, n) Ig min f(v/2 4+ v/3) = V3V2 + /3, g max f(3/2) = 39/10,
0) g min f(3) = 3/4, g max f(11/10) = 220/21 (I=lokalny, g=globalny). 304. a) lg min f(0) = f(1) = 0, l max f(1/2) = 1/V/16, g max f(—3) = /144, b) g
min f(7) =12 — 27, g max f(—m) =12 + 27, ¢) g min f(0) = f(7) =0, lg max f(7/2) =3, d) lg min f(7/2) =1, g min f(0) = f(7) = 1, lg max
f(m/4) = f(3n/4) = (1 +/2)/2, e) lg min f(3) =1, g max f(—1) =17, f) I min f(1) = 18, g min f(—3) = 2,  max f(—1) = 22, g max f(4) = 72, g) lg min
f(1) =0, g max f(—2) =21, h) lg min f(1) = f(5) =0, l max f(3) =4, g max f(—6) =77,1) gmin f(—1) = —10, g max f(1) =2, j) 1 min f(3) = —26, 1
max f(1) = 2 (I=lokédlny, g=globalny). 305. a) 1 = x3 =a/2,b) 1 = x2 =a/2,¢c) 1 = 23 =a/2,d) x1 = 3 = a/2. 306. = =1. 307. Strany a/2, h/2.
308. Rovnoramenny s ramenami (s — a)/2. 309. Stvorec so stranou s/4. 310. Stvorec so stranou V/P. 311. Stvorec so stranou s/4. 312. Strany av/2,
bv/2. 313. a) polomer podstavy = = v/2r/v/3, vyika v = 2r/y/3, b) polomer podstavy = = ry/ (5 + v/5)/10 ~ 0, 8506517, vyika
v = r\/m ~ 1,051462, c) polomer podstavy = = 2r//2, v¥ska v = v/2r. 314. a) polomer podstavy = = 41/2r/3, vyska v = 4r/3, b) polomer
podstavy = = 4v/2r/3, v¥ika v = 4r/3, c) polomer podstavy = = /95 + 7v/17r//128 ~ 0,983702r, vyska v = (23 — v/17)r/16 ~ 1,179806. 315. Polomer
podstavy z = r/2, vyika v = h/2. 316. a) [1;2], b) [1/10;23/10], ¢) [2/5;11/5], d) [13/10;19/10]. 317. a) [(3 — v/3)/2;(6 — V/3)/2], b) [1;2],
c) [1- V/30/4; 7/4],d) [-1/2;5/4]. 318. Dlzka 20+/5 m, sirka 5¢/5 m, vyska 2¢/5 m. 319. Na kruh treba 107/(4 + 7) ~ 4,399010 m. 320. 6 cm. 321.
Strany obdlznika 4s/(8 + 37), (4 + 7)s/(8 + 37), polomer kruhu 2s/(8 + 37). 322. /52 + 36 /12 + 24¢/18 m. 323. a) nem4 inflexné body, konvexna na R,
b) inflexny bod 1, konvexna na (1; co), konkdvna na (—oo; 1), c) inflexné body ++/2, konvexna na <—\/§; \/§>, konkévna na (—oo; —\/§>, <\/§, oo),
d) inflexny bod v/3/9, konvexné na <\/§/9; oo), konkavna na <0; \/§/9>, e) inflexny bod 0, konvexnd na (—oo; 0), konkdvna na (0; 00), f) nem4 inflexné
body, konvexna na (0; o), g) nemd inflexné body, konkdvna na (—2; o), h) inflexné body /2 + k7, konvexnd na (—n/2 + 2km; /2 + 2kw), konkdvna na
(/24 2km; 37/2 + 2k, k€ Z, i) nemé inflexné body, konvexna na R, j) nemé inflexné body, konvexna na (0; 00), konkdvna na (—oo; 0), k) nem4 inflexné
body, konvexna na (0; c0), 1) inflexné body kn, konvexna na (2kmw; m + 2kw), konkdvna na (7 + 2kw; 27 + 2k7), k€ Z, m) nema inflexné body, konvexna na
(=003 0), (0; 00), n) inflexny bod 0, konvexna na (—oco; —1), (0; 1), konkévna na (—1; 0), (1; 00), o) inflexné body 0, ++/3, konvexna na (—oo; —\/§>,
<O; \/§>, konkévna na <—\/§; O>, <\/§, oo), p) inflexné body 0, £9, konvexnd na (—oc; —9), (0; 9), konkdvna na (—9; 0), (9; 00), q) nemd inflexné body,
konkavna na (1; oco), r) inflexny bod 4, konvexna na (4 ; o), konkdvna na (—oc; 4), s) nema inflexné body, konvexna na (1; o0), t) nemd inflexné body,
konvexnd na (—oo; —1), (1; 00), u) nemé inflexné body, konvexna na (—oo; —9), (9; c0), v) inflexné body —2, 1, konvexna na (—oco; —2), (1; o), konkdvna

a (—2;1). 327. Pre vetky okrem be(—e/6;0).328. a)x=1,y=2,b)z=+1,y=1,¢c)z =42, y=2,d)y=1,e)y=3z, ) z=+1,y=2,g) 2 =0,
y=2z,h)y=+1/2)i)y=2a,j) y=xmz/2—1,k)z=0,y=1,)y=z+1/e,m)y=12,n) 2=0,y=13,0) 2 =0, yz+ =13, p) x = £1, y = 0. 333.
a)y=2—a22,2€(2;5),b) y=+/422/9 — 4, 2€(3; ), ¢c) y = /9 —922/16, z€(—4;4),d) y =9 — 92/4, x€(0; 4). 334. a) tc(0; 00), y = 22 + 1,
rxe(—1;00),b)teR, y=2x+1,2€R, c) te(0; 0), y=2+3yx —1/2, x€(0; 00), resp. tE(—00; 0), y =2 —3Vx —1/2, 2€(0; x0),
d) te(=3/2+6k; 3/2+6k), y = /1 —a2/4, x€(—2; 2), resp. t€(3/2+ 6k; 9/2+ 6k), y = —/1 —22/4, x€(-2;2), ke Z, e) t€(0+ 2km; m + 2km),

= (1 —V22)(3/2), ze(—1; 1), resp. t € (m + 2km; 21 + 2km), y = —(1 — Vx2)(3/2), e (~1;1), ke Z, f) teR, y = 4(x — 2)?/9+ 1, z€ R. 335. a) elipsa
224+ 12/a? =1, ze(—=1;1), t.j. y = +av1 — 22, xe(—1; 1), b) hviezdica Va2 + {/y2/a2 =1, ze(—1; 1), t.j. y = +a(l — Va2)3/2, ze(~1; 1), ¢) tsecka
y=a—azx, z€(0; 1), d) hviezdica Va2 + {/y2/a2 =1, ze(—1; 1), t.j. y = +a(l — Va2)?/?, ze(-1;1). 336. a) z = at/(1+ %), y = at®>/(1 +t3), tER,
b) z = (1 +t2)/(1 +83),y=(t+t3)/1+t3),teR, c) z=(1+¢3)/(1 +t4) y=({t+tY)/(1+t*),teR. 337. a)xz=4t3/3,y =1/(4t), te R — {0},
b)z=(1-1%)/(1+1), y':—l,tGR—{—l},c)x:2sint/(1—|—2cost) Yy’ =—2smt/(2+cost) €(—m/3;m/3),d) x = arcsin (1 +t*)71, ¢/ = -1, teR,
)
/

e) =1t —cost, y =cost/(1+sint), te(0; 2m) — {37/2}, f) z = 4cos®t, y = —tgt, te(0; 7) — {7/2}, g) * = €* cos® ¢,

y =(1 —c052t+sin2t)/(1—|—cos2t—sin2t), t€(0; m/2) —{m/4}, h) x = 2cosht, y = 2cotght, t € (0; oo) 338. a)x =4t +t2, y = (1+3t2)/2/(2 + 1),
y :( 1+ 12t +3t2)/4/(2+ )%, y" =3(9 — 4t — 12)/8/(2 + 1), t€(0; ), b) x = Int, y/ = 2t cos 2t, y’ —t(2cos2t—4tsin2t)

y —2t(cos2t—4t2cos2t—6t51n2t) te(0; ), ¢) x = 4sint, y' = —tgt, vy’ = —1/(4dcos t), y"'z 3smt/(16cos t), te(—m/2;7/2),d) z = 2cos’ t,

y = —tgt, y" =1/(6sintcost), '”—(5cos2t—3)/(72sin3tcos7t),tG(O;7r)—{7r/2}, e) z=e"'cost, y’ = (sint — cost)/(sint + cost),

y" = —2e' /(sint + cost)?, y"" = —4e*(cost — 2sint)/(sint + cost)®, tER — {3w /4 + kn,k € Z}, f)xzet, Yy =e7t /112

Yy =e 2 (—1+t+1t2)/ (1—t2)3, y" =e 33— 3t —2t2 + 33+ 2tY) /\ /(1 — t2)°, te(—1;1). 339. a) d: y=x/4, n: y = —4x v bode [0;0],
d:y=(2x—4)/3, n: y=(19—3x)/2 v bode [5;2], d: y = (132 — 76)/8, n: y = (226 — 8x)/13 v bode [12;10], d: y = (14x — 144)/5, n: y = (210 — 5x) /14 v
bode [21;30], d: y = (492 — 752)/12, n: y = (3716 — 122)/49 v bode [32;68], b) d: y = (1 + 3x)/2, n: y = (8 — 2x)/3 v bode [1;2], d: y = (5x + 4)/4,

n:y = (46 — 4x)/5 v bode [4;6], d: y = (Tx + 9)/6, n: y = (138 — 6x)/7 v bode [9;12], d: y = (92 + 16)/8, n: y = (308 — 8z)/9 v bode [16;20],
d:y=(11z+ 25)/10, n: y = (580 — 10z)/11 v bode [25;30], ¢) d: y =2, n: & = —7 v bode [-7;2], d: y = (4 — 7 — 22)/2, n: y = (7 + 22)/2 v bode
[(2=m)/2;1],d: x =0, n:y=0v bode [0;0], d: y = (4 — 7+ 22)/2, n: y = (r — 2x)/2 v bode [(r —2)/2;1], d: y =2, n: x =7 v bode [r;2],d) d: z =1,
n:y=0vbode [1;0], d: y =2 —x, n: y =z v bode [\/5/2;\/5/2], d:y=1,n:2=0vbode [0;1],d: y = V2 + 2, n: y = —x v bode [—\/5/2;\/5/2},
d:x=—1,n:y=0vbode [-1;0],e) d: y =0, n: x =1 v bode [1;0], d: y = 1/v/2 —z, n: y = = v bode [\/5/4;\/5/4}, d: 2=0,n:y=1v bode [0;1],
d:y=1/V2+z,n:y=—z v bode [—ﬁ/4;\/§/4], d:y=0,n:r=—1vbode [-1;0].340. a)t=—-1,2=-3,y=2,tesp. t =1, v =5,y =2, b) A
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