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PREDHQVOR

Tretia éast Zbierky wloh z vyddej matematiky je pokrabovanim prvijch dvoch dasti. Jej
obsahom je litka z diferencidlneho poltu funkcie viac premennijch, vektorovd analyjza,
diferencidlng geometria kriviek a plich a diferencidlne rovnice.

T'dto ldika tvort tast preberanej latky z matematiky v druhom roéniku villiny vysokych
8kdl technického smeru. Zvydnd East latky z matematiky v drukom roéniku bude zahrnuld
v pripravovanom &lvriom dieli Zbierky.

Spésob spracovanmia ldtky, ako aj usporiadunie prikladov, dloh a ich vysledkov je
rovnaky ako v prvych dvock lastiach. Pri odvolavari sa na ldtku z prvych dvoch fasi
pouZivame takéto oznalenta napriklad: 4,71 alebo 5,9/I1 znamend Eldnok 4,7 prvej
cast, resp. &lanok 5,9 druhey basti Zbierky.

Za vielky kritické pripomienky na odstrdnenie nedostalkov a zleplenie tohto dieln
budeme Eitatelom velmi povdalni.

Za mnohé vyznamné pripomienky a kritické pozndmky na zlep3enie wrovne tejto knihy
dakujeme lektorom J. Chavkovi, odb. asistentovi Katedry matematiky SF VST v Ko-
Siciach a doc. V. Sedovi, CSc. z Katedry matematiky PF UK v Bratislave. Zdroven
vyslovujeme vdaku prom. mat. J. ZdmoZikovi :a nakreslenie obrdzkov a Slovenskému
vydavatelstvu technickej literatury za starostlivost, ktoru venovalo vydaniu tejto publs-
kdcie. |
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1. DIFERENCIALNY POCET:FUNKCIE VIAC PREMENNYCH

1,1. Bodové mnofiny v £,

Mnodinu vietkyoh n-tic redlnych dfsiel nazfvame éiselnym n-rozmernym Euklidovym priestorom.,
lkmhidﬁ dvojicu n-tic 4 = (a,, Gyy o os B, B = (b, b5, ..., b,) je definované &islo

e{4, B) -V Y. (3, — by,

=1
ktoré nazyvams ich vzdialenocefou.

Pre vzdialenost plati:

1. Cislo p(4, B) je neséporné, t. j. p(4, B) = 0 a g(4, B) = 0 vtedy a len vtedy,ak 4 = B.
2. p(A, B) = p(B, A), (vlastnoat aymetrie).
3. Pre kafdé tri n-tice 4, B, C plati p(4, 0) 5 p(4, B) + ¢(B, 0), (trojuholnfkové nerovnost).

Cisslng Euklidov priestor oznadujeme E, a n-tice z E, nazyvame bodms &iselného n-rozmerného
Euklidovho priestoru.

Priestory E,, K, a E, moino geometricky interpretovaf, a to E, pomocou &iselnej osi, K,
pomooou roviny a K, pomocou priestoru, v ktorych je zavedeny pravouhly sdiradnicovy
systém.

Gulou [vnidtrom gule] priestoru K, eo stredom v bode 4 a polomerom r, r > 0, nazyvame
mnoginu vistkych bodov X priestoru E,_, pre ktoré plati p(X, 4) = r [p(X, A) < r].

Uzavretyym sntervalom priesioru E, nazyvame mnotinu vSetkych bodov X = (x,, 74, ..., 2,),
. ktorjch siradnice spliiuji nerovnosti

o S = b,
kdea, =< b,,s = 1,2, ...,naoznadujemehoJ = {a,,8;,) X <{as, by> X ... X {a,,b.). Uzavreté
intervaly <a,, 4>, ¢ = 1, 2, ..., n nazyvame fhranams intervalu J.

Ak jea, < b, pre viletky ¢+ = 1, 2, ..., n, interval J nazyvame nedegenerovany. Ak aspon pre
jedno s plati a;, = b,, interval J nasfvame degenerovanym.
Uzavret§y interval J priestoru E, nazyvame aj uzavrelym kvddrom priestoru E_ s hranami
(a,, b).
iniervalom priestoru K, nazyvame mnofinu vietkych bodov X = (@4, @4, ..., 2,.)s
ktorfch miradnice spliiuji nerovnostia, < z, <b,,+ = 1,2, ..., n, kdea, <b,,4=1,2, ..., n
n

a oznalujeme ho J = (ay, b;) X-(ay, bg) X ... X (a., b,). Intervaly (a,, b,), ¢ =1, 2, ...,
nazgyvame Aranams intervalu J.

Otvoreny interval J v priestore E, nazfvame niekedy aj ofvorengm kvddrom priestoru K,
8 hrapami (a,, b,).

UmﬁknudvaneshorsE.,kdﬂA—(al.ﬂ,,. .y o), B = (by, bg, ..., ), A # Bnazyvame
mnofinu véetkych bodoy X = (z,, x4, ..., x,) 2 priestoru X, pre ktoré plati

Z) = & + b — a,),
Ty = Gy + Hb; — a5),
e = Gy + t(bn_ ﬂn}r

kde te <0, 1). Uvedené rovnice nazyvame rovnscams uselky AB. Kratko ich Eapiﬂujﬂﬂi.lﬂ X =
= 4 + B — A)*.)

*} Rovnoat a operdocie st rovnost & operdcie 8 n-ticami (pozri 3,1/I).




10 1. Diferencidiny podlet funkcie viac premennych

Okolisn bodu A priestoru E, nazyvame vnutro kaZdej gule priestoru K, so stredom v bode A.
Ak r je polomer gule, toto nknlla oznacujeme O (A).

Bodom zhustenia [hromadnym bodom] mnoiiny M z priestoru E, nazjvame tak§ bod Z
priestoru E_, #o kaZdé jeho okolie O _(Z) obaahuje aspon jeden bod mnn:!:my M rbézny od bodu Z.

Bod zhustenia mnoiny M modZe, ale nemusi patrif do mnoZiny M.

Veta 1. Bod Z je bodom zhustenia mnoZiny M vitedy a len vtedy, ak v kaidom jeho okoli le&i
nekonedne mnoho bodov mnoZiny M.

Uzavretd mnofinag je takd mnoZina, ktord obasahuje vietky svoje body zhustenia.

Vnitorny bod mnofiny M je kaidy taky bod mnotiny M, ku ktorému existuje okolie, ktoré
je dastou mnofiny M,

Voiditro mnofiny M je mnoiina vietkych vniaternych bodov mnofiny M.

Utvorend mnofinag je takda mnoZina, ktorey kaZzdy bod je joj vauatornym bodom.

Veta 2, Nech 4 je uzavretd mnoiina a B otvovend muoZina. Potom mnoZina A — B j¢ uza-
vTeta.

Veta 8. Nech 4, B sl uzavreté mnoZiny, potom a} Ay B a 4B sd uzavretd mnoZiny.
Nech 4, B su otvorené mnoiiny, potoma) A U B a 4 N B 8G otvorené mnoziny.
Vetu 3 moZno rozéirit aj na konecny poé¢et mnoiin.

Hraniéng bod mnofiny M je taky bod mnofiny M, ktoreho kaZdé okolie obsahuje aspon jeden
bod z mnoziny M a aspon jeden bod, ktory nepatri do mnoZiny M.

Hrartca mnofiny M je mnoZine vietkych hraniénych boduv mnoZiny M.

Ohrantlend mnofina v priestore E, jo katdd mnoZina z E,, pre ktoerd existujs také kladné
¢faslo K > 0 a bod P, %e pre ka¢dy bod X tejto mnoZiny platf o X, P; < K,

Mnozinu z E_, ktord nie je ohranifend. nazyvame nechranilenou mnofinou v £ .

Vets 4. Kazdda nrkoneénd mnoZina bodov z priestoru 5, ktord jo chraniésnd, ma aspoi jedon
bod znustenia.

Nech X, X;, ..., Xy #a rozne body pricstoru £, a & > 1, Loemenou krivkou, ktord spiaja bo-
dy X, a X, nazt»ﬂmc mnozinu vietkych bodov Gsediek X X5, XoXa, vovy X1 Xie-

Oblastou nazyvame otvorend mnozinu M z pricstoru £, ktorey kazdé d‘:"ﬂ l:rm'i;-' moino gpojif
lomenonu krivkou, ktord leii celd v mnotine M.

Uzavretou oblasfow nazyvame muolinu, ktord je sdétorn davsi oblasti a jej vietkych hranié.
nych bodov.

Prikiad 1. Nﬂjdimt, butdly zhustenia mnofiny M, ak taio pcm::at.a.va zo vietkych bodov (l/k,
1. m), kde k, m st lubovolné prirodzens disla. Zistime, & mno2ina M je uzavretd alebo otvorena.

Riedente. UkdZeme, 2o bodmi zhustenia mnoZiny M ad vietky body (ifk, 0), (0, 1/m), kde &k, m
a1 Mmibovoiné prirodzend éisla a bod (1, 0).

Zvoimo lubovolné okolie bodu {1k, 0) 8 polomernm €. Potum existnje také prirodzené &islo m,,
e 1/m, < ¢ a vidialenost bodov A, = {1}k, 0} a B = (1/k, 1/m,) jo

e e (W R e mam

/
p(d. B) ='l/"ﬂ' + *"IT b < &.
m,

T¢m sme ukdzali, Ze v Tubovelnom okoli bodu (!/k, 0) lexi aspon jeden bod mnoZiny M, a teda
bedy (1/&, ) 81 bodm: zhustenia mnoziny M. Podobne to moZno ukazat aj pre body (0, 1/fm).

UkaZmo eate, 25 aj v katdom cokoll boedu O = (0, Q) le2i aspoit jeden bod mno2iny M. Neoh
polomer okaolia je g. Potom ku éislu ¢/2 oxistuje teks prirodzené Cislo myg, #e 1/my < /2. Ale
v Tubovolnom okoll bodu € = (0, 1/my), teda &) v cikoll &8 polomerom &f2, ledl aspon jeden bod
¢« mno%iny M, Jobo bod C je podla uZ uvedeného *dom zhustenia mnoziny M. Nech tento bod
io X. Ukdime, %o bod X je bodom z okolia hodu € = (0, U) s polomerom s. Z trojuholnfkovej
ABrovNostl pre bady 0, C, X vyplyva

i ]

£
oD, Xi 5 — + g{O. X} L vs 4 —
IHE ﬂ £
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Tym sme ukézali, o bod @ je bodom zhustenia mnoZinv M.

MnoZina M nie je uzavretd, lebo jej body zhustenia do nej nepatria a nie je ani otvorend, leho
nemé vaoiitorné body.

Priklad 2. Zistime, &i mnoZina bodov z E,. pre ktort plati 0 < r, -::ig{{.], X) < r,, je oblast.
Riedenie. Dand mnoZina M predstavuje v E, medzikruZie (po-

1 obr. 1). UkdZeme najprv, ¥e kaidy jej bod X = (a, b) je vnu-
tornym bodom mnoZiny M. Zvolme &fslo ¢ tak, Ze

merom £ plati

s V%
Potom pre kaZdy bod P == (z, y) okolia bodu X = (a, b) s polo-

0(0, I = (0, X) + o(X, P)

a teda
e(0, P) < (0, X) + & < 7,.
Podobne jo
(0, X) = pl0. P} + 12,'X),
a teda

. ry S ol X0 < 0id, Py
Uhrnom mame
r < o0, Py < ry.

Tym sme dokézali, ¥ M je otvorenid mrofina,

UkaZme eate, Ze kaZdé dva body tojto mnodiny mono spojit lomenou krivkou, ktord celd lo!
v mnozine M. Zvolme dva Iubovolué t:ndy ¥ a Z z mnoginy M. Nech napriklad je r = o{Q, Y) -
< 010, Z). Zostrojrae pravidelny n-uholnik opisany kruznici 22 + »? == #% Pritom zvolme n také
velké, aby atrana Lohto n-uholnika bols men&ia sake rozdiel 9(0, Z) — r. Z eleinuntirnej genmetrie
potom vyplyva, Ze iomend krivka pozosiivajuca zo gtrian tohte wnohouholniks a vsocky, ktord
spaja bod Z 8 najbliZiim vreholom tohto mnohiabolnfka, le#i v mnodine M a spaja bodv Y a Z.
Dang mnozina je teda oblast.

Nech {X,. X,, ..., X, ...} je postupnost boduv priestorn E,. Bod X 1o limitow tejto postup.
noati, ak je

11'.111 uﬁl':x't' AY} —_— U..
K= o

Ak postupnoat {X, 1.7, rod limitu, hovorime, ¥z je konvergentnd, ak limitu nema, je divergenind.

Vata i. Konvergontnd postupnost bodov ma los jodnn limitu,

Yeta 8. l'ostupnost bodev { X, 1.2,, kde X, = (&%, v . o 28, konverguje k bodu .1 —

= {3y, @y, .. ., @) viedy a len vtedy, ak lim z* = a,, pre vetky i = I, 2, ..., n
k- w0

veta 7. Ak postupnost Lodov {X,]2, konverguje k bodu A4, potom kazd4 = nej vybranh
poatupnost kenverguje k bodu 4.

Veta 8, Z kaZdoj ohraniéenoj postupnosti bodov rX, 1", d4 sa vybrat konvergentnA poriup-
nost.

Prikled 3. Zistiine, & ostupnost { X, 1.5, = {1/2%, 1, (1 — 1/k)*}2, konverguje a najdime jej li.
mutu,

Rredenie. Poditajmo Lunity

lim=z*, hm z{*, lim 2,
k- oy R, ¥ korm
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lim — =0, lim1l =1, ]im(l—l-) = —,
ks 2 k- k— oo k e
Podla vety & dané postupnost konverguje a jej limita je
| lim X, = (0, 1, 1/e}.
ke— oo

1. Zostrojte gulu: -

a) v priestore F, so stredom v bode A = (2) a 8 polomerom r = 1/2,
b) v priestore E, so stredom v bode A = (1, —2) & s polomerom 2,
¢) v priestore E, so stredom v bode 4 = (2, 1, 3) a 8 polomerom 3.

2. Zostrojte intervaly:

a) €2,3) X {—1,3), d) <1,2) x ¢2,3) x (=2, 1),
b) (1, 2) x (—2, 1), e) (—2,1) X (—4, —2) X (—1, 4),
ﬂ) (3: 5> X <4:ﬁ): f} <_1!2} X (_3! 2> X (""3r 2)'

3. Néjdite vBetky body zhustenia intervalu (2, 3).

4, Nech sa mno%¥ina M skladd z bodu 4 = (0, —0,001) a zo vSetkych bodov
X = (z, y) roviny, pre suradnice ktorych plati y =2 | 2|, 2* 4 y* S 2. Dokaite, Ze:

a) bod 4 = (0, —0,001) nie je bodom zhustenia mnoZiny M,

b) bod B = (0, 1) je bodom zhustenia mnoZiny M,

¢) bod € =: (1, 1) nie je bodom zhustenia mnoZiny M.

5. Nech mnoZina M = (2,4) x (—1, 3). DokaZte, Ze mnozina vietkych bodov
zhustenia mnoZiny M je interval J = (2, 4> X {(—1, 3.

V ulohéch 6 aZ 8 néjdite body zhustenia mnoziny v8etkych bodov X = (z, y, z), pre
ktoré plati:

6. X = (1/k, 1/I, 1/m), kde &, I, m sa prirodzené ¢isla.

7. 22 4+ 42 + 22 < 1.

8. X = (ry, 75, 73), kde ry, ry, 73 80 racionilne &isla,

9, Zistite, ktoré z danych mnoZin si otvorené, ktoré siu uzavreté a najdite ich
hraenice;

a) M = (—2, 3), ¢c) P = (3, 55,
b) N = <2, 4), d) @ = (4, 6).
10. Z mnoZzin uvedenych v tlohe 9 utvorte mnoZiny:

a) MU N, c) Pn @,

b) (M n N)u P, d) P — ¢

a zistite, ktoré z nich st otvorené a ktoré uzavreté.

11. Dokéite, Ze mnoZina M je uzavreta, ak:

a) M = (2,5 X (3,7, by M = {1, 3> X (2,4> X {3, b).

12. Nech M je mnozina vietkych bodov X = (z, y, 2), pre ktoré plati p(X, 4) < 2,
kde 4 = (1, 1, 1). Doké%te %e mnoZina M je otvorena a najdite jej hranicu.

13. Dokézte, Ze mnoZina M, ktord je mnoZinou vietkych bodov X = (2, ¥, 2), pre
ktoré plati o(X, 0) £ 2, O = (0, 0, 0), je uzavreta.

14. Ukézte, Ze mnozina M = {(—1, 2) X (3, 6) nic je ani otvoren4, ani uzavreta.

V ulohéch 16 aZ 22 zistite, éi uvedené mnoZiny st otvorené alebo uzavrets:

156, x%/a® + 42/6% < 1.

16. 0 < #% < 22 + y® + 22 < 7%,
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17. 22 + 4 > 0.

18, z2 + y* 4+ 22 4+ u® = 1.
19. MnozZina vsetkych bodov X = (r,, ra)s kde r,, ry 81l Iubovolné racionslne
Gisla.

20. Mnozina vietkych bodov X = (L/m, 1/n, 1/p), kde m, n, p st Iubovolné
prirodzené ¢isla.

21, X =A+¢B— A), kde A =(0,0), B=(0,1),0 <t <1, v E,.
22, X=A+ 4B —A), kde A=(0), B=(1),0<t <], vE,.

23. DokédZte, Ze mnoZina bodov X = (1/m, 1/n), kde m a » sd Iubovolné pri-
rodzené &isla, je ohraniéena.

V tlohdch 24 ai 30 uréte, ktoré z mnozin dan]?ch uvedenymi nerovnostami st
-ohrani¢ené:

2. 2> 2 4+ 2 v K. 2b. |z |+ |y| £ 4,
|z |+ |y| 2 2v H,.
26. z2 = 2% 4 48, , . 2l ayx £ 1, 2> 0,
2+ 422 S 4v K, y>0,2>0v K.
28. 2214 — 29+ 22 S 1v H,. 29. z%/a® + y3/b% 4 23/c? + w¥d® 5 1 v E,.
30. 31 M, kde M, je gula so stredom §, = (2 — 3/2"», 0) s polomerom r, = 1/2»
v E,.

31. Zistite, ¢i vniutra dvoch gl v E,, n = 1, 2, 3, ktoré maja spolotny jediny
hrani¢ny bod, tvoria oblast.
V tulohédch 32 aZ 36 uréte, ktoré z danych mnoZin st oblasti resp. uzavreté oblasti.

32, 22 + y* + 22 S r* v K,

33. 22 + 2 + 2% > O v ;.

34. 2+ <1 2=0v E,.

3. 2+ = (z—2r)1 492 S v K.

36. —aémgu —b(Vu' x’)fu{ySqu' /avE,
V tulohach 37 aZ 43 zostrojte oblast M uréent nerovnosfami:
37. 2> 0,y >0, 2 > yv K,.

38. 2 — 42 > O v E,.

39. 4 4 4x — 42 > O v E,.

40. 22 +y* — 1 >0, 4 — 22 —y* > O v K,.

41. 1 — z%a® — 262 — 282 > 0,a >0, b > 0, ¢c > 0 v E,.
42. 2 < 3 — 22 — 9%, z > O v K,.

43, 2+ y* < Rz, 2 + y* + 2 < R, B > O v K.

44. Z postupnosti bodov {X,}® , kde X, = [1/k, (k 4 2)/k, 3] utvorte vybrand
p]uatupnnuﬁ pre postupnost prirodzenych ¢&isiel {2k 4- 1}=,. Napiste jej prvych paf
¢lenov

46. Napiite asponl jednu postupnost bodov z Ky, ktord konverguje k bodu:

ﬂ') 4 = (lr 1! 1): _ b) A= (0: 0, O].r
c) A =(1, 2, 0).

46. Dokézte, Ze postupnost bodov {X,}2,, X, = [k/(k + 1), (2k — 1)/3k, 1/k],

konverguje k bodu 4 = (1, 2/3, 0) '

h I[A
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—

V tlohdch 47 az 49 zistite, ¢i dand postupnost {X .}, je konvergentni a vypo-
Eitajte jej limitu.

k

17. X, = [(k—2)/k2 |/%, 2]

48. X, = (]2, 0, 1;;:4)
9. X, = [1 —1/2% 2k, (=1)*/6%)

1,2. Funke¢ia dvech a viae premennych

Nech M je mnoZina bodov priestoru ¥, . Redlnu funkeiu*) definovanii na mnozine M nazyvame
redinou funkciou n premennych a oznadujeme ju

f(X) alebo f(zy, 2g, ..., %)*"™")

MnoZinu M nazyvame oborom definicie funkcie. ;

Podobne ako pri funkcii jednej premennej zavadzame pojmy: ohranifenost zhora, ohranidenost
zdola, ohranienost, maximum, maintmum, supremum, wfimum funkcie, parciilna funkcia a ope-
ricie 8 funkciamt.

ZloZena funkcia. Nech je funkeia f(z,, z,, - - -, :r:_] definovand na mnoZine bodov N priestoru ¥_.
Nech funkcie x; = @,(T), 7, = @o(T), . = @T), T = (¢, &3, ..., &,) 80 defirované na
mnoZine M priestoru ¥, . Pritom nech plﬂ,ti iﬁ bu-d [y (T), ,(T], i iy Wn{T}] je z mnoZiny N,
ak T je z mnoZziny M. I’Dtﬂm funkeiu fl@,(T), p(T), ..., q:-u{T}] ‘= F(T), ktord je definované
na mnoiine M, nazyvame zlofenou funkctou. Funkecin f(:l:l, Zg, .. -y x,) nazyvame hlavnou zlofkou
a funkcie @ (T, @o(T), ..., @ (T) vedlajdimi zlofkams:.

Ak je funkeia uréend vzorcom a nie je udany jej obor definicie, rozumieme pod oborom defi-
nicie mno#inu vietkych bodov,~v ktorych mé& vzorec gmysel.

Grafom funkcie f(X), definovanej na mnozine M < E , rozumieme mnoinu @ vsetkych bodov
Y = (z;, %4, ...y T,y T,,q) priestoru E_,,, pricom prvych n suradnic uréuje bod X = (z,, 2,4, ...
z,) mnotiny M a x,,, = f(X) = f(x,, %3, ..., x,). Napriklad pri funkecii dvoch premannfeh
flz, y¥) bude grafom funkeie mnoZina vietkyoh bodov (z, ¥, 2), kde bod (z, %) je bodom z oboru
definicie funkcie a z = f(z, y).

Pri zuat.rn]m'am grafu funkcie dvoch pre-mannj'ﬂh je vj'rhﬂdné zostrojif rezy grafu funkcie
rovinami rovnobeinymi so siradnicovymi rovinami alebo rovinami prechédza]ﬁmml niektorou
zo suradnicovych osi. Rovnobeiné rezy 8 rovinou R,, nazyvame vrstevnicamsi.

Priklad 1. N4jdime obor definfcie funkeie

-

x, ¥, 2) = — :
Jlz, ¥ ey s g

Riedente. Obor definicie ndjdeme z podmienky

g —at—yt—2? > 0,
odkial dostavame
x? 4 ¢yl + 22 < 9.

Obor definicie je teda mnozZina vietkych bodov X, pre ktoré platf (0, X) < 3, &iZe vnitro gule so
stredom v bode 8§ = (0, 0, 0) a polomerom 3.

Priklad 2. N4jdime hlavnd & vedlajsiu zlotku funkcie

Fii,, t,) = arcsin (1 — 5, — &) + o1tk

*) Pozri aj 1,1/I1.

**) Ak nﬂmﬁta naatat nedorozumenie, oznadujeme funkeiu len znakom f.
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Riedenie. Funkcia F(t;, f,) = arcsin (1 — ¢, — t;) + """ jo zlofena funkeia, pritom hlavna
ziokka jo f(x,, x3) = arcsin x; + o™t a vedlajsie zlotky su

T =l—t—b4, =14+ 4.

Rozklad zlnﬁene] funkcie na zloiky nie je ]ednuménf Napriklad danii funkeiu moZno roz-
103it na zlotky aj takto: hlavné zloike f(x) = arcsin (1 — z) + er' a vedlajiia zloZtka x = £, + {,.

Priklad 8. Zostrojme graf funlkcie

1
&+

i —

Riedente. Dand funkcia je definovand na celom priestore K, ckrem bodu O = (0, 0). Grafom
funkele bude mno#ina vietkych bodov X = (=, y, z) priestoru E,, pnéum (x, y) € By, (x, ¥) #
# (0, 0) a z = 1/(z? + y?). Kede je z > 0, cely graf bude lefaf nad rovinou R,,. Roviny z = k,
k > 0 rezha graf funkcie v krivkéch

‘ k= 1/(x* + ¥?), dite { x4 -+ y’ = 1{E&,

£=k !l=-'-'k.

Vidime, Ze s to kruZnice so stredom (0, 0, k) a polomerom lka Prireze rovinou y = ( dostanems
krivku
r lxm'n
{ y = 0.

Podobne kaida rovina idiica osou o, vytvéara rez takého istého tvaru. Teda graf funkeie z dos-
taneme rotaciou tejto krivky okolo osi o, (0obr. 2).

80. Vyjadrite plochu trojuholnika da-
ného obvodu 2p ako funkciu jeho dvoch -
stran z, y.

5l. Vyjadrite objem ¥V pravidelného
stvorbokého ihlana ako funkciu strany a
jeho zédkladne a vysky % jeho boénej steny.

[ yf
—— 4
~ —3+¢
| ) *-R.-zsz
Er4V

Obr. 2 Obr. 3

b2. Vyjadrite vyiku rotaéného valea ako funkein jeho objemu V a plékta S.

53. Dané je n grammolekil plynu, ktory moZno povaZovaf za idedlny. Vyjadrite
jeho objem V ako funkciu absohitnej teploty 7' a tlaku 2.

64. Do okruhu sl zapojené dva premenné odpory x a y podla obr. 3. Vy]adnte
8) odpor okruhu ako funkciu z, y, b) vykon elektrického pridu ako funkciu z, y.

55. Vypoditajte f(1, 1/2), f(—1, 2), ak:

a) f(w; y) = Vx’y +y+ 1, ¢) f(z, ¥} = arcsin (z + y).
D) Jlzy) = — |2])/(z* — |vD),
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66. Vypotitajte a) f(0, 0, 0), b) f(2, 1, 3), ak fiz, y, 2) = [T — 2 + [Jd —¢8 &
+ Jo — =, -
67. Zostavte tabulku hodndt funkeie z = 2® +'1/y pre celodiselné hodnoty z, Y,
kde z € (0, 5), y €0, 3).
68, Dan4 je funkcia Pz, y) = 2¥ 4 y*/2. Néjdite: -
a) F(1,0), o) Flz + b,y + k).
| b) ¥#(a, 1/a), a > 0
59. V}fpoﬁit-a.jtﬂ o 2 2), f(—=, —y, —2), f(1, 1, 8), f(1, y/z, zly), = # O, y # 0,
ok funkcia f(z, y, z) = zyz + zy/=.
60. Dokéite, %e pre funkoiuf(z, y) = 32% — |/2* — o platif(iz, ty) = 3f(x, y), t =0
61. DokéZte nasledujiice vzfahy:
a) F(z, y) = —F(l/z, 1fy), sk F(z, y) = (&* — y?)/(=* + y?), 0,y 3 0,
b) F(xy, z) = F(z, z) + F(y, z), ak F(z, y) = Inz . Iny, ‘
62. Néjdite f(z, y)ak f(z + y, x — y) = 2® — 220y — o2
63. Najdite f(2), ak f(zfy) = z|[/2* + 42 i), z > 0,y # 0.
64. Néjdite funkciu f(z, y) a pz), ak f(z, y) =2 — y + @p(z + y) a f(z, 0) = 2.

65. Najdite funkciu f(z, y), ak f(z — y, zly) = 7 — g, |
86. Néjdite funkeiu f(z), ak f(x/y) = 2zy(ln z < In y)/(z* + %), 2 > 0, y > 0. |
87. Nsjdite obor definicie funkcie f, ak: _ |
8) f(@, y) = ljz 4 1{(y — 1), o) flz, y) = 1/(25 — 2 — y¥),
b) f(z, y) = 1/(y* — =%), d) f(z, y) = 2*y/(2x + | y |). |
88. Néjdite obor definicie funkcie f, ak: |
a) f(z, y) = |3z — 2/}, d) fle, y) =1}z + |y| — [z —y],
b) f(z, y) = 2/)/=y, o) f(z, y) = my*|/=* — 4/,
¢) flz, y) = /9 — 2® — 45, f) @ 9) = (1 —2%) (1 — ¢
69. Néjdite obor definfcie funkcie f, ak:
8) f(®, ¥, 2) = 2|y + 2|, b) f@, 9, 2) = |4 — 2 —yf — 2,

¢) f(=, Y, 2) = In zya.
70. Néjdite obor definfcie funkcie f, ak:

) f(z,y) = 1/sin n(z + y), b) f(z, y) = [y sin= .
71. Néjdite obor definicie funkeie f, ak:
8) f(x, y) = y + arccos z, b) f(z, y) = arcsin (z 4 y).

72. Néjdite obor definfcie funkcie f, ak:
8) f(z, y) = In (z siny),
b) flz, ) =In(lz| +9) + 1/ |y — =,
o) f(z, y) = (In2%)/ | 1y — =],
dfzy) =)+ —1+In(2—22— gy,
¢) f(z, y) = my* [/a* —¢* + In 2y,
f) f(2, y) = Insin [w(2® + y?)).

3. Funkcia f(z, y, z2) = % + 3y + z je definovani na mnoZine M = (0, 1) X
X €0, 1) X <0, 1). DokéZte, %o funkecia je'ohranidend. Néjdite jej maximum a mini-

mum.
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74. Dokazte, %e funkecia f(z. y) = 1/2 — sin? (22 + ¥?) md4 v bode O = (0, 0)
maximum,

75. Dokéite, e funkcia f(z, y) = (x — 1) + (y — 2)* — 2 je zdola ohraniéena
~a ma v bode 4 = (1, 2) minimum. Nakreslite jej graf.

76. Dokézte, Ze funkeia f(x, y, z) = xyz nie je ohranicena.
77. Utvorte parcidlnu funkciu z funkcie f na mnozine M, ak:
a) f(z, ¥y, z) = zf V:t.'2 + y2 422, Mx=1),
b)fle, v, 2) =2 — || —y — 2, My = 2), Tesp. M (xz = 0,2 = 3),
¢) flx, y,z) =Inzyz, M(zx = 1), M(y =2,z =1).
8. Utvorte parcidlnu funkciu z funkcie f na mnozine M, ak:
a) flxz, y) = xy/(2* + y*), M(x = 2),
b) f(x, y) = e*™'# =¥ M(y = 1),
¢) f(x. y) = arccos (z* + ¥?), M(z = 0).

79. Nijdite rezy danych pléch rovinami rovnobeznymi so stiradnicovymi rovinami

Bpoo Ry
a) z = x* —y?, b} z2:=xy®.
80. Ndjdite vrstevnice na danych plochdch:
a)z=l"?l—:i:*—yﬂ, c) z = xy.

b) z = 3z% 4 242, |
81. Ndjdite mnoZinu vietkych bodov, v ktorych mé funkeia f hodnotu k, kde
¢islo £ > 0, ak:
a) flx,y,2) =22 4+ y — 2, c) flz, ¢, 2) = x* 4+ y® — 2%
b)f(.?:, Y, z) = z? 4 yﬂ + 28,

82. Pomocou vrstevnic zostrojte graf funkeie:

a)z =2 — v, c) z = y/x,
b)z =22 — ¢ d) z.= 2y/(z* + 92).
83. Zostrojte graf funkecie f, ak:
a) flo, y) =2 — 2 —y, c) flz, y) = 4 — 2* —
b) flz, y) = z* + ¥*, | d) flx, y) = e T+,

84. Zostrojte graf funkcie:

a) z = E(x + y), e)z=|x — ¥yl
b) z = E(2* + #?), _ flz=|z—y+1]|,
c) z = E(x + y) + Kz — y), glr=|x+ ¥ |

d) z = (—1) E@-E@),

V ulohdch 85 aZz 90 rozloZte na zlozky zloZenu funkeiu:
Ry, z = l:r st i) V.'I: + y.

86, u = (x/y) e7°.

87, 2 = l"xﬂ + y? — 2 +log(4 — z% — ¥%).

8%, ¥ = s8In —ilzy—ri“ ad

—— e —

l‘:t:E + y* ~i—_2:_2 i

<Y
L ] =1 -
59, z ﬂ:::? —

). z = arctg Fy/(:r — ¥y), .
V tlohach 91 az 93 utvorte zloZent funkeciu F(z, y), ktorej hlavnd zlozka je
g(u, v) a vedlajsie zlozky su u = f(z, ¥), v = g(=, ¥), ak:

} Zbierka ulnh
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M. o, v) =u+v,u=2 4 2y, v =a¥.

92, ¢{u,v)=aiEE+VtT,u=3xy,u=x‘—y’.
93. ¢(u,u)=Vuv,u=x—y, v =24 .

1,3. Limita a spojitosf funkcie viae premennych

Limita funkcie viaoc premennfch. Majme funkeiu _ﬂX}, X = (2, g, ..., x,) definovani
na istom okoli bodu 4 = (a,, a,, ..., a,) prip. 8 vynimkou bodu A*). Hovorime, 2e &islo b je
limitou funkcie f(X) v bode A, ak pre kaZdu postupnost bodov {X,}®, z oboru definfcie funkeie
N(X), pricom X, # A, ktord konverguje k bodu A, postupnost funkénych hodnét {f(X,)}:,

konverguje k éislu b.
Ak také éislo b neexistuje, hovorime, fe funkeia f(X) nemé v bode A limitu.

Limitu funkecie f(X) v bode ‘A oznatujeme bud lim f(X), bud lim f(z,, 4, ..., ,).
_Y_"'."!. i-'t"'ﬁﬂ-l
Ly—+ilg

Tp—+0g
Nech je funkeia f(X) definovand na istom okoli bodu A. Hovorime, #e funkcia f(X) m4 v bode 4
neviastni limilu «© [—ow], ak pre kazdi postupnost {X,}°, bodov z okolia bodu 4, pri¢om
X, # A, ktord konverguje k bodu A4, még postupnost { fiX,)}2, nevlastni limitu oo [—a].
Nevlastni limitu funkecie f(X) v bode A ozpnactujeme bud

i f(X) = o0 [lim fX) = — &1,
A—+4

A=A

bud :

lm f(xy, ..., %,) = 0o [lm fle;, ..., 2,) = —w0].

L=+, Ly

Tp—Qp Loy

Nech 4 = (a, a,, ..., a,)]Je neviastny bod, t. . aspon jedno z a,,+ = 1, 2, ..., n je nevlastné

¢islo 0 alebo — 0. Okolim neviastného bodu A nazyvame otvoreny interval O(4) = J;, X J, x
X ... x J,, kde J, jo okolie ¢isla a; resp. okolie nevlastného ¢&isla a, (pozri 1,5/11).

Limita funkeie viac premennych v nevlastnom bode A definuje sa podobne ako limita funkeie
viac premennych v bode A, iba namiesto okolia bodu A4 treba vziat okolie nevlastného bodu A4.

VYeta 1. Funkeia f(X) ma v bode A za limitu ﬁiélu} b vtedy a len vtedy, ak ku kaZdému éislu
& > 0 existuje také kladné &islo 0. #e pre kaZdy hod X # A4 z okolia 0y(4) je

(X)) —b ! < e

VYeta 2. Nech funkeie f(X) a g(X) maji v bode A lunitu. Potom mé v bode A limitu aj ' f(X) |;
e, fIX) + c,g(X), kde ¢, ¢, 81 kondtanty; f(X) g(X): fIX)/g{X), ak lim ¢g(X) # ( a plati

X +A
lim | f(X) | = ! Lm f{X)].
B | R
him [¢, f(X) = cp{X)] = ¢y lim fiX) + ¢, lm g(X),
Kimnd X XA
lim [f(X) g(X)] = Lim f(X) lim g{X),
XA — A XA X—=d
Iim [f(X)/g(X)] = hm f(X)/lim g(X).
X X—=1 X-=.1
Vela 3. Majme funkcie f(X), ¢(X), A{X), kde X = (x,, ..., x,) dofinované na okoli bodu

A = (ay, ..., a,) prip. s vinimkou bodu 4. Nech pre kazdé X # A z tohto okolia plati f{(X)} =

| *) Niekedy =a namiesto okolia bodu 4 uvaiuje o funken defincvane] na mnojine 1/, pricom bod A
1* bodom zhustenia tejto mnoziny a pripadne nemusi rdo nej patrir.

—— ——— i o
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= g(X) S h(X)a lim f(X) = lim A(X)= c. Potom existuje aj limita lim ¢(X)a plat{ lim g(X)=
. &Y. | X—+A X—+A

X+A4
= (.

Pozndmka 1. Uvedené vety platia aj pre limitu funkecie v nevlastnom bode 4, iba namiesto
okolia bodu A4 treba vziaf okolie nevlastného bodu 4.

Poznamka 2. Pre limitu funkcie viac premennych platia vletky zédkladné vety ako pre
limitu funkcie jednej premennoj. (Pozri 1,5/I1.)

Veta 4. Nech funkeia f(X) = @(»,), kde X = (x,, ..., z,), 8 nech existuje lim g(z,). Potom

Fi—+
existuje limita funkeie f(X) v bode 4 = (a,, ..., a,, ..., @,) a plati o
lim f{-xl = lim ‘p{:"i)-
X+ A4 L e
Vein &. Ak existuje lim f(X) =6, kde X = (x,, ..., z,), 4 = (a;, ..., a,). potom plat{
X—+A
hm flay, «..; % vii,a)=d,pres=1,2, ..., n
T~y

Poznamka 3. Okrem limity funkcie viac premennych dasto sa poufivaji tzv. opakované

limity funkcie viac premennych, ktoré dostaneme postupnym poéitanfm limft podla jednotlivych
premennych v istom poradi.

Veta 8. Ak existuje lim f(z, y) = = a pre lubovolné y také, Ze (a, y) je = okolia bodu 4 = (a, b),
o ¥

y—fb .
plati @(y) = lim f(z, y), potom plat{

0
hm @(y) = lim lim f(z, y) = «a.
y—-b y—=f z—+a

Priklad 1. Nech f(z, y, z) = 2% 4 y* + 23. DokéZme:

a) Ak bod B = (b, b,, b;) je Tubovolny bod priestorn E,, plati

lim f(X) = f(B), kde X = (z, y, 2).
X—EB
b) Tato funkcia mé v bode A = (1, 1, 1) limitu é&islo 3.

Riedente. a) Dana funkcia je definovand na celom priestore E;. Treba dokézat, #e pre kaida
postupnost { X, };7,, bodov X, # B, ktord konverguje k bodu B, konverguje postupnost { f(X,)}.7,
k &fslu f(B). Nech {X,},”,, X, = (T2 Y 2,), X, # B, konverguje k bodu B = (b, b,, b,). To znamené,
e postupnost &fsiel {2}, konverguje k &isln by, postupnost {y,};°, konverguje k &islu b, & po-

stupnost {z,},_, konverguje k &slu b;. Na zdklade pravidiel o poditani s limitami postupnosti
plati

lim f(X,) = lim (2} + g} + ) =

k—lrﬂl'.‘ll k—-h-m
= lim z; 4+ lim y; + lim 2z} = b} 4 b] + b} = f(R).
k— k— oo k—» oo

b) Ak B = A = (1, 1, 1), z predchadzajiiceho vypl§va

lim f(X) = lim (2® + y® 4+ 2%) = 12 4 12 12 = 3,
X+ 4 z—]

y—1

.Ev-i-l

2 1 (y— 1)2 .
Priklad 2. Vypotitajme lim /2 T W — 11+ 1—1
r-»1{) 2t + (y— 1)2
y—+1

, s
FT R 2 —
Riedenie. Funkeia f(z, y) = bIﬂ ty—1r+1—1 je definovand v kaZdom bode priestoru

x? + (g —1)2
E, okrem bodu 4 = (0, 1). PretoZe limita menovatela je
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e =T

e S —

lim [#? +~ (y —1)?] = lim 2® 4+ lim {(y —1)? =
xz—(} x—s () ©r—{)
y-+1 y—1 ° y—1

= lim z* - lm (y —1)2 =0 4+ 0 = 0,
xr—10 1y =21

nemozeme pouZit vetu 2 o limite podielu. Ale pre vietky X # A4 plati

BT L e T i wa
e, m=(_]f_{i__—l_- (y —1)* 4 _}_(E¢_+{y ) ) _

[t + (y— 12] [(@@ + 7y — 1% + 1 + 1]
22 4+ (y — 1) 1

—— ——E— e — - —_— e S ——
G ———— e

——— e

Tt y—ll Ay fit1] VBRIl

Pretoie je
lim @ - (g — 1251 +1=)lim & lmiy —17 +1 - 1=2,
o A x—0 y‘—-l
y—~1
mame '
1 1

lim f(X) = lim —— _ —
XA .1:~+‘il' 2+ (y— 12+ 141
y—--

E -

Spojltost Tunkcie viac p‘lrﬁﬂlﬁllnfﬂ]l. Hovorime, Ze funkcia f(X), kde X = (z,, ..., v,) je epojiti
v bode A = (ay, ..., a,), ak je v bode A definovand a ak lLim fIX) = f(A4).
X—+A

Ak je funkeia f(X) spojitd v kazdom bode mnoZiny M, hovorime, %e je spojitd na mnofine .
Ak je spojitd v kazdom bode svojho oboru definicie, hovorime, %e je spojitd. Body, v ktorych
funkeia f(X) nie je spojité, nazyvame bodmt nespojitosts.

Nech je funkeia f(X) definovanid na mnofine M a nech bod 4 € M. Funkeia f(X) je spojitd
v bode A & ohladom na mnofinu M, ak pre kazdi postupnost bodov {X, 1, X, +# Az mnoziny A,
ktoré konverguje k bodu 4, konverguje postupnost {f(X,)}=, k f(4).

Ak je funkeia f(X) spojitd vzhladom na mnoZinu M v kafdom bode mnoZiny M, hovorime,
ze funkcia f(X) je spojitd ne mnoiine M vihiadom na mnoiinu M.

Funkeia f(X) definovand na mno%ine M bodov priestoru &, Jje na mnoiine M rovnomerne
spojitd, ak ku kaZdému &slu £ > 0 existuje také &islo 6 > 0, %e pre ka2dé dva bedy X, # X,
mnoziny M, pre ktoré je o(X,, X,) < 6, plati nerovnost

| (X)) —f(X,) | < e

Pre spojitost funkcie viac premennych platia podobné vety ako pre spojitost funkcie jednej
premennej, ako napriklad veta o spojitosti sidtu, rozdielu, sidinu, podielu funkeii, veta o BpOji-
tosti zloZenej funkeie, Stadi uvaZzovat namiesto bodov a okolia v E, body a ckolia z #_.

Veta 7. Nech je funkeia f(X) spojitd na ohranifenej a uzavretej mnoZine M vzhladom na
mnoZinu M. Potom: |

a) je na mnotine M ohranidend.

b) mé na mnoZine M maximum 2 minimum, ;

¢) Je na mnoZine M rovnomerne spojits.

Yeta 8. Nech je funkeia f(X) spojitd na oblasti M. Nech A, B st dva tdézne body z oblasti /.

Potom funkeia f{X) nadobudne kaZdd hodnotu medzi éislami fl4), f(B) aspoit v jednom bode
tejto oblasti,

 Priklad 8. Dokédime, Ze funkcia S, ¥, z) =2 + ¥y + 22 jo spojita v Tubovolnom bode
B = (by, by, bg) z priestoru K.,

Riedente. V priklade 1 sme dokdzali, 2e v Tubovolnom bode B € E, ma funkcia f limitu a plati

lm {2* + 4* + 2%) = bl + b] + b = f(B).
X=8
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Pretoe limita funkcie f v bode B sa rovn4 f(B), je dand funkeia spojité v bode B. Pretoe bod B
Jo Iubovolny bod z By a E, je oborom definfcie funkcie f, dand funkeia je spojitd.

Priklad 4. DokéZme, fe funkcia f(z, ¥) = sin (22 + ¥) je spojita.

Riedense. Dand funkeia je zlotens funkcia. Je definovand na celom priestore E;. Je] hlavné
tlotka f(u) = sin u je definovand a spojitd na celom priestore K, . Vedlajfia zlotka u = 2z 4 y
Je definovand a spojitd na celom priestore E,. Hodnoty vedlajsej zlotky tvoria podmnotinu E, .
Splnené s vietky predpoklady vety o spojitosti zloZene] funkeie, preto funkcia f je apojitd
na celom priestore E,.

V dlohdch 94 aZ 109 vypod&itajte limitu funkecie.

9. lim (2* + y + 2). 95. lim (22% 4- 7y — 3z + 5).
- | r—1
y—+2 y—+3
z =+l
. i x + y . mi + yﬂ
%I l » 97[ ].l b
.1:--11: 22 + y’ :‘—E% z? — y!
y-+m y—0
. 4y . 2=
ra0 X® -+ yl T~ 0D (1'-' + y)ﬁ
y—+0 y—+
: x .2 — Vd- — zy
lw- lllII. b 101- ll B
0 ¥+ Y+ 2 :ﬂ xy
o il
. tg (zy) .1 — cos (22 + y?)
102- llm & 1031- ]Jm .
z-+4 Y 20  (2* 4 y?) ay?
-0 y-+0
: . I . sin (22 + y® 4 22)
1041 llm :'F. B - " 105- h T .
:—-ﬂ( -+ y.) xYy m—ﬁl 372‘*‘3/2“]‘32
e ¥
106. lim (1 — z/y). 107. lim (z? 4 42)=".
#—Pk 2—()
y—+ o y—=0
1 1
108. lim &~ "*. 109. lim (1 + zg)
i fim (1 4 29
y—+0 y—0

V dlohdch 110 aZ 113 ndjdite opakované limity lim [lim f(z, y)] a lim [lim f{z, y)}.

r—+a y-—+b y—=+b zx—a

110, fiz, ) = 2T % | 4 — o0, b = oo

| 2* + y

yT

111. X, = s a=0,b= ;

Iz, y) T o0
112. f(z,y) = log, (x 4+ ¥), a = 0, b = 1.
113. f(z, y) B v , @ = 00, b = oo,

2x + y
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il e e y—— e i e B —-—r—

114. Ukdite, Ze pre funkciu f(z, y) i +Y neexistuje lim f(z, y), ale
Y ;:g
lim [hm flz, ¥)] = 1, lim [llmf(:r y)] = —1.
z—+0 y-+0 y—+0 =0
2 2 2 2
116. Ukaste, Ze lim (hm W 4) = lim (hm sl ) aviak
Z— 0 y——r-:u]-"]t‘(x—'y) y*mmﬂml"_(m'_y)i
3
lim A neexistuje.
el + (2 —y)
Y-
1 1
116. UkédZte, Ze pre funkciu f(z, y) = (x = y) tg — tg — obe opakované limity

lim [lim f(z, y)], lim [lim f(z, ¥)] neexlstu]u ale plati 11111 f{;r y) = 0.
z—+0 y—-0 y—0 -0

117. Uk&ite, e funkcia
—z—y, prex F# 2,9 #1
iz, y) = { prex =2, y=1
Je v bode A = (2, 1) nespojiti. Zmeﬁte definiciu funkcie f(x, y) v bode A tak, a.by
po
bola spojita.

118. Ako treba zmenif definiciu funkecie

|3z + 4y —22+ 5, prex#0, y£1, 2 5% 2
fi, 9, 2) = 13, pré ¥ =0, y=1, 2==2,

aby bola v bode 4 = (0, 1, 2) spojita.
119. UkdZte, Ze funkcia

y—-ﬂ'

rY
jxy = Fy g PR TO

0, pre X = 0O

je v bode O nespojité, hoci parcidlne funkcie f(x, 0), resp. f(0, y) st spojité funkcie.
V ulohédch 120 a 121 zistite, kde je funkcia nespojita

1 22+ 3y 45
oy 121. f(z, 9) = P

122. Ukdzte, ze funkcia

120. f(z, y) = sin

1
f( y)z{cﬂﬂ$=+yi, pre x #+ 0, y =0
2

pre x =y = 0
)e nespojita.
V tlohdch 123 az 131 najdite body nespojitosti funkcle
123, 2z =~ T y, |
=y
22y? ,
» pre x = 0, 0

124, fizm, ) = 4B +g7 PO TTYT

0, pre » = 0, y = 0.
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Ty
' b U, {)
125. f(z.y) = { 2* 4 ¢° pre Bt B
0, prex =0, y =0
' 1
126, z = A : 127. z = sin ———
t—at—yt | x|~y
128, 7= - : _ , 120, 2 =In |1 — 22 — 2 1.
sin? tx + sin? ny
10y
130- ot A== = ...
e = oy g - e —1n
32
131. —
81 flz, 4 2) = -5, -

132. Dokdite, Ze funkecia f(x, y) = V:cy — 1 je spojitd v bode 4 = (2, 1/2)s ohla-
dom na mnoZinu M dant nerovnostami: § < z < o0, y = 1/x. -

133. Nech M je mnoZina dané nerovnostami —3 £ z £ 3 a — 2V9 — 233 <

< y £ 2 |/9 — 2%/3. Dok4ste, %e funkcia f(z, y) = |14 299 — y*/4 je:

a) spojitd vnutri mnoZiny M,

b) spojitd v kazdom bode elipsy 22/9 + 32/4 = 1 s ohladom na mno#inu M.
Preo nie je dand funkcia spojitd v bodoch elipsy x2/9 + 32/4 = 12

134. Nech je dang funkcia

P gy s 0, ak z, y st raciondlne &fsla
¥ =11, ak jedno z &isiel x, ¥ nie je racionédlne.

a) Ukazte, Ze funkcia f(x, y) je v bode 4 = (1, 1) spojitd s ohladom na mno%inu
vietkych bodov s raciondlnymi siradnicami.
b) Ukdzte, Ze funkcia f(x, ¥) je v bode A = (1, 1) nespojité s ohladom na £, .

135. Dokaite, Ze ak v oblasti D je funkcia f(z, y) spojitd s ohladom na premenni z
a spliia Lipschitzovu podmienku vzhladom na premennu ¥, t. j.

| fl@, ) —fl@,y) | = Ly, — ya |,
pricom {z, ,) € D, (z, y;) € D a L je konitanta, potom funkecia f je spojitd v oblasti D.

136. DokéZte, ak funkecia f(z, y) je spojitd vzhladom na ka?dd premennt z, y
v oblasti D) a monoténna vzhladom na jednu z premennych, potom funkeia f je
spojitd v oblasti D.

1,4. Parcidlne derivdcie

~ Mejme funkeiu f(X), X = (2,, 24, ..., r,) definovani v okoli 0,(A) bodu 4 = M Buy s il
Nech g,(=,) je parcidlna funkcia '

ge®,) = flay, a4, ..., 08,1, %, Gy, .. 4 a,),
¢ =1, 2, ..., n, definovansd na mno#ine M, = (g Mg s v

CByy Tyy Gy + -0, G,) © O (A).
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Parcidlnou derivdctou funkeie f(X) podla premennej z, v bode 4 nazyvame derivdciu funkeie

gi{xg) v cisle zy = a4 a oznaéujeme ju jednym zo znakov

d aftd . '
("a:;;::')_,,l g —ﬂ“"}" ' r‘{*‘i): fel@ys By, <oy Gy).

0%,

Plati

af{A!_ oz ' ( ] lim gi{'r'l) Hgitﬂl]

oz, —ay Iy —a,

Ak funkciu f mame dand rovnicou z = f(X), potom parcidlne derivacie funkcie f(X) podla
premenne] z, v bode 4 znaéime a) takto

oz ;
( 7 ).4 alebo z,‘(A}._

Parcidlnou derivédciou funkcie f(X) podla x, nazyvame takd funkciu, ktorej obor definicie je
mnoZina M vietkych tyeh bodev, v ktorych existuje

afiX)
o,

& hodnota tejto funkecie v bode X € M jo a‘:;fﬂ A
f
of

oznafujeme ako el alebo f; (X), alebo f .
2z, |

Parcidlnu derivdciu funkcie f(X) podla =z,

Pozndmka. Fre parcidlne derivécie funkcie f(X) podla z,,+ = 1, 2, . .., n, platia podobné
vety ako pre derivacie funkcie jednej premennej (pozri 3,1/II). Preto tieto derivieie pofitame
podobne ako derivicie funkeie jednej premennej, pri¢om okrem z, vsetky premenné povazujeme
za kondtanty.

Veta 1. Ak funkeia f(X) md na otvorenej mnoZine M chrani¢ené parcidlne derivacie podla
gvojich premennych, tak je na mno#ine M spojita.

Vel'.l 2. f' Lagrangeova veta o prirastku funkcie). Majme funkciu f(X) definovana v okoli bodu
= (a;, ay, . .5 3,) B nech mé v tomto okolf parcidlne derivdcie podla katdej premennej. Nech

bcrd X je IubovoIny bod z tohto okolia, potom existuji také body P, = (£, &4, - .., T P =
== (ﬂl, $=-|. :ra, .oy x“)l P' = (ﬂl, ﬂ', E', 2‘:'.“ ==y ‘.'I‘.FH), ey P. = (Gl, ﬂ‘, = s onyg nl‘-l? e-}' M platr{
< Of(P)

[X)—fa) = 3

=1

(z,—ay)

oz,

8 p(Pd)<pg(X,4),1=1,2, ..., n.

Geometrick§ vyznam partidlnych derivécii funkele f(x, y). Ak graf funkeie z = f(z, y¥) ‘frﬂtiﬂﬂjﬁ
rovinyx = aay = b v krivkdch z = a, z = fla, y), reap. y = b, z = f(z, b) a v bode (@, b)
existuji parcidlne derivécie z;(4), z,{4), potom dotyénice k tymto krivkdm v bode A zvieraji
8 osou o, resp. osou o, uhly «, g, p‘l‘e ktoré plati

tg o = z.(4), tgf=z(4)
Priklad 1. Ndjdime parcidlne derivacie funkcie z = =¥ v bode 4 = (3, 2).

Riedentie. Zostrojme parcidlne funkeie g,(r) = z? a g4(y) = 3*. Pre hladané parcidlne derivécie
dostdvame |

(”j%), = 7i(3) = (¥)ies = (22)eni = 6,

({g-) = gi2) = (3)e = (¥ In 3),..=91n 3.
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Priklad 2. Ndjdime parcidlne derivédcie funkecie
U = zy® + 323z 4 * + 2zyz.
Vypotitajme u,(4), ak 4 = (3, 0, — 1).

Riedente. Poditajme i . Premenné y u z povafujme za konitanty a u derivujme ako funkciu

ox
Jedne] premennej x, dostaneme

-g%=y3.1+3z.3x'+0+2y:.1=y’+9:0’:+2yz.
Podobne pri poditan{ % povefujeme premenné zr & z za konStanty a u derivujeme ako
funkcju jednej premennej y, mame
Ou
E—=m.2y+0+0+2¢111=2ry—!—ﬂm.

; d : .
Pri vypoite a—:- poveZujeme premenné z a ¥ za kondtanty a w derivujeme ako funkciu jedne]

premennej z,

-_?:._=0+3x".1+4z‘+2xy.1=3x'+4£’+2#y-

Tieto parcidlne derivécie funkcie u = f(z, y, z) sti definované v celom priestore K. Pre u,(A) dosta-
nerne

(%‘;) =33 4 4(—1P® +2.3.0="1T7.

V tlohdch 137 az 144 n4jdite parcidlne derivécie danej funkcie v bode 4.

137. flz, y) = nxy[3, A=(4,6). 138. f(z,y) = m/y.—!— y/x, A= (1, 1).
139. f(z, y) = e®sin y, A=(1,2). 140. f(z,y) = 32% + &%, 4 = (3, 2).
1. f(z, y) = arctg (zly), 4 =(0,1). 142. f(z, 1) = [/22* — 38, 4 = (3, 2).

poosy — yoos @ _
lﬁ-ftﬁlw)_lﬂ—ﬂiﬂ@—l—ﬂin'p’ A—({I!O)'

144. f(z, y, 2, u) = In (2® + y® | 28 + u?), 4 = (3, 2, 1, 0).

V tlohdch 145 a% 176 vypoditajte parcidlne derivdcie danej funkoie podlajednotli-
vyoh premennych. ‘

145. f(z, y) = 32 + 5xdy — 2. 146. f(z, y, 2) = (2zy® 4 )1,
147. f(z, y, 2, u) = xyz + yz2u + zeu + zyu. 148, z = 2% 4 y3/2t.
149. u = 2/y + y/z — z/=. 160. z = 1/(J/z — |/y).
151.ﬂ=1f]/:v’+y‘+z’- 162. z = ysin z 4 cos (x — y).
163. z = 2% — x%siny + 2v. 164. z = (cotg 2%)/(x + ).

z -+ Y

166. v = 2 cos (zy — 2) 4 (2x — z)?y*.  156. z = arvctyg

r—y

157.z=amhglm—y : 158. 2 = eV  2¢, 2 > 0.

+ 2y
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159. z = arcsin l/x—:-——y _ 160. z = In TTy ,
B x + y ® y L P =
161. z = zy e*+%. 162. z = In (z — V:rz + y*) .
163, ‘u == 2xizy bz} 164. u =2Iny+ynz +zinzx
165, z = xV. 166. z = x®".
167. u = y¥. 168, u = z1v 2.
169. u = (y/z)". 170, u = (3x + 2z)¥.
171, » = [xy (2z + 32)l ¥ . 172, 2 = (Inx) “* ¥, a > 1.

173, u = (y tg 2) mz kde y > 0, £ >0, tgz > 0.
174. v = (sin x)'8 2. (cotg z) * ¥, kde sinx > 0, cotgz > 0.

175. u = (cos z)(co® ¥ l, cosa > 0, cosy > 0.
176. u = z e®10 ooB {2y

177. Dokazte, Ze funkcia z = In (x* + y*) vyhovuje rovnici

178. Dokéite, Ze pre funkcie u = e® cos ¥, v = e* sin y plati

o 4 w B
éxr  dy' dy = Ox’

179. Dokéite, %e funkeia z = »?sin (2? — ¥®) vyhovuje rovnici

EE_‘_ fi—‘)x%
A "'yay_" |

180. Dokéite, ze zo stavovej rovnice idedlneho plynu

pV = nRT,
kde p je tlak, ¥V objem a 7 absolitna teplota plynu, vyplyva
ap oV oT »
av 8T op

181. Pre intenzitu pradu vo vedidi plati podla Ohmovho zdkona I = U/R,
kde U7 je napitie na koncoch vodiéa a R je jeho odpor. Vypoditajte

o
U’ OR-

182. Aky uhol zviera dotydmica ku krivke z = VI + 22 + 48, y= 1 v hode
4 =(1,1,)3) s osou o, -

183. Vypoéitajte uhly, ktoré zvieraji dotyénice k rezom eliptického paraboloidu
z =2 + 2y rovinamixz = 2,y = 1 v bode 4 = (2, 1, 6) so stradnicovymiosamio_ & o,,.

184. Najdite rovnicu dotyénice ku priese¢nici eliptického paraboloidu z = 2z* +
+ 3y% — 4vhode A = (1, —1, 1) s rovinou prechidzajicou bodom 4 a rovnoheznou
srovinou:a) R,,,.-b) K ,.
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185. Napiste Lagrangeovu vetu o prirastku funkcie, ak je dané:
B)flm.y) =2+ 3y + 4 F 1, A= (1,2), X = (3,4).

b) f(x, y) = cos zy, 4 = (0, 0), X = (n/2, m/2).

c) f(#,y,2) =3xylz, A =(1,1,1), X = (2. 3, 5).

1,6. Totdlny diferencidl a jeho poufitie

Majme funkeiu f(I} flxy, @9, ..., x,), ktord je definovand na nejakom okolf O(4) bodu
A = (a, az, ...y @,). Hovorime, Ze funkecia f(X) je diferencovatelnd v bode A, ak existuji
¢leln K., K., ..., E, 8 funkeia w(X), ktord je v bode 4 spojitd a rovnésa 0, t. ). jl!:ufl::n w(X) = 0,

X—+A
go plat{
?-‘-1
NX)— f(4) = > Kz, —a) + o(X) (X, 4). (1)
=1

Vyraz i K'{zz-—u,} vo vzfahu (1) nazyvame toidinym diferencidlom funkcie f(X) v bode A
8 nm&u}:nie ho df(4, X).

Yeta 1. Ak je funkoia f(X) diferencovateInd v bode A4, je v tomto bode spojité.

Yeta 2. Ak je funkcia f(X) d1f'ﬂmnﬁovnt.alné. v bode A. potom pre &isla K, vo vztahu (I)

plati
0f(4)
oz,

K, =

1:1,2,.-.,?1;

Ddsledok. Pre totdlny diferencidl funkcie f(X) v bode A plati

n

- A 4
dfid, X) = ) a,gx; (2, —a,). (2)

+=1

Veta 8. Ak md funkeia f(X) v bode A spojité parcidlne derivécie podla kaZdej premennej, tak
je diferencovatelnéd v bode A.

Veta 4. Nech je funkcia f(z, y) spojitd v okoll bodu 4 = (,, ¥,) & v bode .4 nech je diferenco-
vateIna. Potom rovnica dotykovej roviny ku grafu tejto funkeie v bode A je

of(A A
f(} “)_l_agyl

Pozndmka 1. [Geometricky vyznam diferenciélu funkeie fl(z, #).] Pﬂruﬂkom alebo dife-
renctou Af(A, X) funkcie f(X) vzhladom na bod X naz¢vame rozdiel

(¥ — yo) — [z —f(4)] = 0. (3)

4ft4, X) = flX) — f(4).
Cislo Af(4, X) geometricky znamend mzdml z-ov§ch stradnfec bodu D a bodu B resp. B’
(pozri obr. 4).
Ak polozime f(A) = z,, zo vztahu (3) vyplfve
z— 1z, = df(4, X). (4)

Teda diferencial df(4, X) geometricky znamenid rozdiel z-ovych stradnic bodu C dotykovej
roviny ku grafu funkcie v bode 4 a bodu B resp. B’ (pozri obr. 4).

Poznamka 2, Zo vzfahu (1) vyplyva, #e pre pribliZn§¥ vypodet prirastku funkcie f(X),
Af(4, X) = f(X) — f(A) platf

Af(4, X) = df(4, X). | (5)
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- ——

Majme funkciu f(X) n premennych a body X = (zy, 5, ..., 2,), ¥ = (Y1, ¥p: -+, ¥,)
z oboru definfcie funkcie f(X) Nech je funkeia f(X). diferencovatelnd v kaidom bode X
mnoZiny M. Diferencidlom funkcte f(X) na mnoiine M nazyvame funkciu 2n premennych

iy Tgy --vy Loy Yy Yas » - +» ¥, ktord oznaduje-
me df a pre ktora plati

n

of
af = ),z We— =) (6)
t=1
Rozdiely (diferencie) yl—m‘, ¢e=12 ..., natl
diferencidly nezédvisle premennych =, 8 oznacu-

jeme ich dz,. Pre -diferencidl funkecie f(X) na
mnoZine M potom plati

n af
df = ‘-gl ar, ax;:

Priklad 1. Vypoditajme totdlny diferencidl
funkeie f(z, y) = 1/(z2? + ¥*)® v bode A = (—1, 2).

Riedente. Poéitajme prvé derivécie.
fo = —dx{(@® + P, fi = —4y/(x* + ¥I)*.

Toto 8 8pojité funikeie pre vietky body (z, y) # (0, 0), preto podla vety 3 Je dané funkcia v bode
A = (—1, 2) diferencovateInd a plati

i 4 4
(127 4 23)3 (+ 1) + (12 + 23)3 (y—2) = o5 &+ 1) 95 (¥ — 2).

df(4, X) =

Priklad 2. Pomocou diferencidlu ndjdime pribliznd hodnotu 1,042 . 13,
Riesenie. Podla pozndmky 2 méieme pisat |

J(X) —f(A) = df(4, X)
A(X) =f(4) + df(4, X). (7)
Poloime f(X) = 2%e" & A = (2, 0). Zo vztahu (7) mame
23 e’ = [a? 0¥], + [27 0¥], dz + [2% e*], dy =
= 40° + 40%(z — 2) + de®(y — 0) = 4 + 4(x — 2) + dy.
Pre z = 1,94, y = 0,12 médme

cite

1,042 013 — 4 | 4(1,804 —2) + 4.0,12 =4 — 0,24 | 0,48 = 4,24,
Teda platf

1,843 o033 = 4 24

V tlohéch 186 a 187 zistite, & funkeia f(X) je v bode 4 diferencovatelns a ndjdite
jej diferencidl v bode A.

186. f(z, y) = 2® — 22y — 3?, A = (—1, 1).
187. f(z, y) = %, A = (0, 0).
188. Uké4Zte, Ze funkcia
Y
f(m: y) = { * + ya

, pre (z,y) # (0,0)

0 , pre (z,¥) = (0,0)
nie je v bode (0, 0) diferencovatelnd.
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189, Dokézite, Ze funkcia f(z, ¥, 2) = 22 + y® + 22 je v bode 4 = (1, 2, 3) dife-
rencovatelna a najdite jej diferenciél.

190. Dokdzte, ze funkcia f(z, y, 2) = cos x . sin ¥ . cos z je diferencovatelna v bode
4 = (w/4, ©/2, 0). Ndjdite diferencidl df(4, X).

191. Zistite, éi funkcia f(z, y, 2) = ]/a:‘ + y* + =z* je diferencovatelnd v bode
4 = (0,0, 0). |

192. Ukdite, Ze funkecia f(x, y) = Vl?y_| Je spojitd v bode O = (0,0), mé v bode O
parcidlne derivédcie f,(0), f,(0), aviak v bode 'O nie je diferencovatelna.

193. Ukazte, ze funkecia

1
2 2\ a3
(2 +y)ﬂln$2+yg, pre X £ O

f(ﬁf:«y]=
0 , pre X =0

mé v okoli bodu O parcidlne derivécie f,, f,, ktoré st v bode O nespojité a v Tubo-
volnom okoli bodu O neohrani¢ené. UkéZte, ze napriek tomu je tato funkeia v bode O
diferencovatelns.

194. Néjdite diferenciu. Af(A, X) a diferencidl df(4, X) funkeie flz, y) = 42* +
+2xy —y2 4+ 2 v bode 4 = (3, —1), ak X = (—1, 2).

V tulohdach 195 aZ 196 vypotitajte hodnotu totdlneho diferencislu v bode 4 pre
dané prirastky Az, Ay resp. Az.

195. f(z, y) = aretg (x/y), 4 = (2, 1), 4= = 0,01, Ay = 0,05.

196. f(z, ¥, z) = 2%siny .arctgz, 4 = (—4, w2, 0), dz = 0,05, Ay = —0,06,
. Az = 0,08.

V dlohdch 197 a 206 nijdite totdlny diferencidl funkeie.

197. f(z, y) = 2 — 2zy + Y. 198. f(x, ¥, 2) = x¥y%s.

199. f(z, y, 2) = cos (3= + 2y — 3z). 200. f(x, v, 2) = xy? cos xyz.

201. f(z, y) = In l/:r:2 + 2. 202. f(x, y) = In cotg (x/y).

203. f(z, y, 2) = e cos (By/z). 204. f(z, y, 2) = 3o,

205. f(x, y) = arctg i—;; . 206. f(x, y, z) = arctg (yz/z-).

V ulohdch 207 az 212 pomocou diferencidlu v}r]-_:méitajt-e priblizne:

207. /3,032 + 9,012. 208. 4,004 . 2,0022 . 3,0033.

209, 1,0529, 210. In (Vﬁ:ﬁ + Vl,{)ﬂ— + 2)

211. sin 151° . cotg 41°. 212. sin 1,51 . arctg 0,8 . 27395

213. O kolko sa priblizne zmenf uhloprie¢ka a plodny obsah obdlznika so stranami
=12 m, y = 9 m, ak prva strana sa zviadcsi o 2 cm a druhs s zmens o 4 cm.

214. Vyika kuzela je h = 15 cm a polomer zdkladne r = 8 em. O kolko sa pribliZne
zmenf objem kuZela, ked vyska sa 2vidsi 00,3 cm a polomer zékladne sa zvidsi o 0,2 em.

216. Doba kmitu 7' matematického kyvadla rovns sa 7' = 2% Vl/g, kde [ je dlzka
kyvadla a g zrychlenie voIného pddu. S akou chybou je uréend doba kmitu 7,
ak pri meranf bola dl¥ka kyvadla uréené s chybou Al=: a a zrychlenie volného
padu s chybou Ag = b.
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V tlohdch 216 az 218 ndjdite rovnicu dotykovej roviny a normély ku grafu
funkcie v danom bode.

216. z =222 4 42 4 = (1,1, }).

217 e =2t + 22% — 2y + 2, 4 = (1, ¢, 2).

218. 2z =zy, 4 = (1, 2, 2).

219. Néjdite dlku tiseku priamky x + 1 = 0, y — 4 = 0 medzi grafom funkcie
z=2"+ y* 4 22 — 2y + 2 a dotykovou rovinou ku grafu tejto funkcie v bode

=-{0; 2,.2).

220. Nijdite rovnicu tej dotykovej roviny elipsoidu a:*i2:5 + 4#3/16 4 22/9 — 1 = 0,
ktord vytina rovnaké useky na suradnicovych osiach.

221. K e:hpsmdu x* + 2y* + 22 = 1 nédjdite dotykovii rovinu, ktord je rovnobe#ni
8 rovinou 4x 4 2y 4+ 2z = 0.

1,6. Parcidlne derivdcie zloZenej funkeie

Yeta 1. Majme zloZeni funkciu F(X) = flg,(X), ..., ¢, (X)], kde X = (2,, 24, ..., z,)
a funkcie ¢,(X),1 =1, 2, ..., meidiferencovatelné v bode 4 = (a,, a,; . . .,a,). Nech ¢ (4) = b,,
t=1,2, ..., m. Nech jo funkma. J(¥1, ¥, - - ., ¥,,) diferencovatelnd v bode B = (b, b, ..., b ).

Potom zlotend funkcia F(X) je v bode 4 diferencovatelnd e platf

AF(A) >"i Af(B) dplA)

- ‘ . (1)
oz, i=1 oY, O

ko= 1, R i W
Yeta 2. Majme zloZenu funkcin F(X) = flg,(X), ..., @,.(X)], kde X = (z;, x5, ..., x,).
Nech su funkecie ¢,(X), ..., ¢,.(X) diferencovatelné na mnofine M z priestoru E_ a funkcia f{Y),
Y = (¥, 4. .. ¥,.) jo diferencovatelnd na mnoZine N z priestoru E_, Nech pre kaZdé X e M
patri m-tica [¢,(X), ..., ¢,(X)] do mnoiiny N. Potom zloZend funkcia ¥#(X) je na mnozine M
diferencovatelnd a plati
oF _ f O(Y) dp X) 2)
oz, Py | oy, ox,
E=1,2, ..., n kde Y = (gi; « ey ¥u) = [@i(X)s ey g (X))
Poznamka. Ak st splnené predpoklady vety 2, dostaneme zo vztahu (2) pre-
a) m = 1, o= 2 F(x, 4) = f(u), kde © = ¢z, y).
| oF _df d¢  OF _ df dg -

P du &z Ay  du oy
b) m = 2, n =1, F(z) = f(u, v), kde v = p(x), v = px).

EF_ 5f dg L of af d_tp_ 4)
dx au dzx 515:-

el m= 2, n = 2, F(z, ) = flu, v), kde u = @(x, ¥), v = iz, y)

oF  of a¢+af dy
Ar  Ou ox ov oz °

oF of dp | 8f Oy

dy  fu &y v oy

(8)

Priklad 1. Vypoéitajme :—z, ak z = o¥*+¥ Lkde u = gin z, v = 2.
x
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R s |

Riedenie. Dand funkeia z je zlo%ené funkeia premennej . Funkcie u = @(z) = sinx, v = y(x) =
= 2% 81 diferencovatelné na celom priestore E, . Funkecia e2**3" je diferencovatelnéd v katdom bode
u, v) = [@(z), p(z)]. Funkecia z je diferencovatelnd a jej derivdcia podla (4) je
dz ' du dv 2ai 33
— = (2 @2u+dr Gia 3 p2u+dv e = MM ETF T (3 oonx + 9xt).

dx ( )u:ainr dx +( )t-l-=EIiHI dx ( J

o= 13 =

Priklad 2. Nech F(x, y) = (322 4 y?)3=+%, Vypoditajme IZF ‘ %:‘ ‘
' i

Rieferae. Dand funkeia F(z, y) je zloZend funkcia, ktorej hlavné zlozka je flu.v) = w’, u > 0
a vedlajsie zlozky 8d u = @z, y) = 322 + %, v = y(z, y¥) = 3= + 2y. Hlavna zlozka f(u, v) ma
8pojité parcidlne derivécie ng oblasti N z E, uréenej nerovnostami v > 0, — 00 < v < c0, & preto
je diferencovatelna na oblasti N, Vedlajsie zlozky u, v maju spojité parcidlne derivécie na celom
priestore K,, a preto st diferencovatelné na celom priestore K,, pricom pre kaidy bod A=

= (r, ¥) € E, je dvojica (u, v) € N,
Podln vety 2 resp. vztahov (5) matne:

OF oF -
= = vuv—! ., 6x + ¥ (ln u) . 3, oy vu?-1, 2y + w(In u) . 2,

kde v = 322 + 2, v = 3x + 2y. Z toho dostaneme

F Y

4
oF - - 2 2 2 2

E = 3(3;‘!71 -1 ;UEJJI"'-’-F—'[ﬁ:Ey + 4@'2 | 2{31: 4 Y ] In (33: + ¥y }J

Priklad 8. Dokazme, Ze funkcia z = zy + z@(y/z), kde funkeia @ je diferencovatelns, vyhovuje
roviici
oz oz
i -a—:r —I— yEE = Ty + x.

Riedenie. Polozme yjz = w. Potorn mé danéd funkcia tvar

z =y + .Tépfu}.

s,

Paodita)me iz_ ‘ —-E—, mime:

cr oy

0z | dg Y * y o,
B ¥y + glu) + x e .'— _:r;i_, = ¥ + plu) — . @ {u),
oz . deg | L B
el . — A PP ;
My | du T EiS

kde u = y/-r. :

Oz 0z ; . .
Po dosadeni e a—dn lave) strany danej rovnize dostaneme
Y

-

-
'z Oz

Oz 6z Y T
3 -rl_y+qv(u} xw{**l]+y[~v’rw{u}]—

xy + xp(u) —ye(u) + zy + yo'(u) = 2y + rolu) + ay = 2y - =,
¢o sme mali dokézat. .

dz L
222. Vypolftajte ——v &isle & = 2x, ak z = 2 + |y, kde y = cos z.
223. Vypoéitajte derivaciu funkcie f(t) = |/zy , priom z = sin ¢, y — 2.
224. Vypotitajte derivaciu funkcie f(t) = x!", pricom z = 3, y = ¢2,

225. Vypotitajte derivéciu funkcie z = z v; kde x =Int, y =1 + &
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. Oz dz

226. Vypodtitajte = ¥ o

a) z = In (2? + ¥2?), kde y = p(z) je diferencovatelns funkcia.

b) z = zyu, kde y = @(x), u = y(r, y) 8l diferencovatelné funkcie.
V tlohéeh 227 aZ 229 vypoéitajte j—i
297, z = ue¥® kde » = sin¥, v = cosz, w = tg .
298, z = (u — v)e®/1® kde u = 3 8inz, v =cosz, w = Z.
999, z — u? + uv + v2, kde u = e%, v = sin .
V dlohach 230 a% 237 vypotitajte parcidlne derivécie prvého rédu danych funkeii,
230. z = u?v — uv?, kde u =z cosy, v = zsiny.
231. z = u?ln v, kde u = zfy, v = 3z — 2y.

232. z = arctg (ufv), kdeuw = zrsiny, v = xcos y.

233. z = %amtg (v + ©), kde u =2y, v =2 + ¥.

234, 2z = ue¥'?, kde u = x® 4+ ¥, v = zy.
236. z = In (u? + v?), kde w = ycosx, v = xsiny.
236, z = f(u, v), kde u = x + y, v =  — y a f je diferencovatelna funkcia.
937. z = f(u, v), kde u = x* + y?, v = zy a f je diferencovatelni funkcia.
du Ju  du
dx ' dy Oz
938, u =7+ v, kde r = a2 +siny + 3z, v =1In (z 4- ¥ + 2).
|

V tlohédch 238 az 240 vypocitajte

299, u =r 4+ vlnw, kde r =32 —y + 22, v = 22 — 3y + 2z, w = x* 4 y* + 2%
240, w = In (r? + v + $2), pridom r = 2¥H**7 v = xlyz, s =sin(x + ¥ -+ 2). |
- - '
241. Vypocitajte Z;‘ , —g:—, %} ak # = In cos ;:-:g__ r = tow, y = e, z =
—— j‘l _t:!:;_
— =
0
242, Vypoctitajte g: : 8—1; : -Z—: aku = f(r,s,t), kder = x + 2y — 2,8 = 3z —

4 — 22 t = sin x sin y sip z, pricom f je diferencovatelna funkecia.

V dlohiach 243 a? 245 dokazte, Ze diferencovatelnd funkeia z = f(z, ) vyhovuje

danej rovnici.
1 oz 1 0z z
) e 2 __ g2 | i —
243. z = xop(y x?), z 9z Ty oy -
0z L
oy Y oz
0z 02
245. z = ' ' = z.
b. 2 =2y + Yg9(@[Y). T+ Y i s

244, 2 = f(x® + 3?), @ — 0.

946. Dokd¥te, #e funkcia z = arctg(u/v), kde w = x — y, v =2 — y vyhovuje
rovnici

0z 0z xT—y

| e

ox Cy 2 4y




P =i T

1,7. Parcidlne derivdcie vydsioh radov

+ ¥
I:
xé?u o Ou !za-u_3u
oz ¥ dy = 0Oz '
248. Dokaite, ¥e funkcia u = (z? + y? + 22)/2 + @z — y — 2), kde @ je funkcia,
ktord mé prvu deriviciu, vyhovuje rovnici

2
247. Dokéazite, ze funkcia 4 = 2® sin i

vyhovuje rovnici

ou du  Ou
i dy = 0z ZryTe

249. Dokazte, %e funkcia u — 2y p(x? — y? — 2%), kde ¢ je funkcia, ktord mai
prvi derivdciu, vyhovuje rovnicl

1 Ju 16u|13u1141'u

2¢ Ox 2y 0y =z Oz 2 \ 22 Tl

Funkeiu f(X) nazyvame homogénnou funkciou k-tého stupfia, k je redlne &islo, ak plati
fltzy, txq, - .-, t2,) = Ef{Xy, 2y, -0 T

pre ka2dé X z oboru definicie funkeie f & pre kaidé ¢ > 0.

250. Dokézte, e pre homogénnu funkeciu k-tého stuptia, ktora je v bode X # 0
diferencovatelnd, plati

of(X) , _ of(X) of(&)
ey T ey, + o = (&),

kdﬂ- X - (:171, :U'E’ .

. :::ﬂ}- (Eulerova veta o homogénnych funkcidch).

1,7. Parciflne derivdecie vyisich rddov

Majme funkciu f(X), X = (%, 2, ..., ¥,) 8 oborom definicie M a predpokladajme, e mé na
mnoZine M, € M parcidlnu derivéeiu f;, = g(X). Nech funkecia g(X) ma na mnokine M, = M,

parcidlnu derivaciu g;’ podla premenngj z,. TAto parcidlna derivacia gl*j,Jr 8a nazyve druhou par-

cidlnou derivdeiou funkeie f(X) podla premennych z, a z, alebo parcidinou derivdotou druhého rddu
funkcie f(X) podla premennych z, & z, na mno%ine M, & oznadujeme ju znakom

of ;
ale'a;j‘ Elﬂbﬂ f i,

; ; %
Ak je x, = z,, potom pisome ——-.
ox,

Podobns definujome parcidlne derivicie trefieho radu, dtvrtého rddu a daliich vydsich radov.

Parcidlnou derivdciou k- tého radu funkeie f(X) podla premennych xy, 3, ..., &x, £ D&

mnoine M nazyvame parcidinu derivdciu podla premennej x; & funkeie, ktord je parcidlnou deri-
véciou (k — 1)-ho rddu z funkeis f(X) podla premennych z,, z3,

.« .y Ty . Tto derivideiu oznadu-
jeme zilakom
o*f
: lebo f{F)
X027 . .. OLx0r; atene fIA Ty Ly
Teda je
a7 - a( o ) (1)
Orgdxy ... Oz 0x; Ori\0xq0x3 ... Oy

3 Zbierka nloh
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Ak sa premennd, podla ktorej derivujeme viackrat za sebou opakuje, piSeme v menovateli

namiesto znaku xz, ... z, iba dx}. Napriklad
—— —
I-krat
oo f asf

02, 02402, 0T, 0%,  0x,07.02,0%;
Yeta 1. Ak funkeia f(X) ma v bode A diferencovatelné parcidine derivicie f,. ; f;’, potom plati

o 1P | aif(4
) ,_f{___] —— "q.—'fi_b_ . {2}
dx 0z, o0x,0x,
Désledok. Ak mé funkeia f(X) v bode A4 spojité parcidlne derivécie druhého ridu, potom
plati (2).

Funkciu f{X), X = (,, x,, ..., x,) nazyvame k-krd¢ diferencovatelnou v bode A, ak ma dife-
rencovatelné vletky parcidlne derivécie (k — 1)-rddu v bode A.

Veta 2. Nech parcidlne derivécie k-tého rddu funkeie f(X) s spojité v bode 4, potom funkeia f
Jo v bode A k-krdt diferencovatelnd.

Veta 8. Nech funkcia f(X) je v bode A k-krét diferencovatelnd, potom v bode 4 sa navzdjom
rovnaju vietky zmiedané parcidlne derivécie k-tého rddu podla t§ch istych premennych v rovna-
kom podte, ktoré sa lidia od seba iba poradim derivovania.

Veta 4. Majme zlozent funkeiu F(X) = F{g)(X), @a(X), . . ., (X)) kde X = (z,, 24, ..., z.).
Nech funkcie ¢,(X), ¢+ =1, 2, ..., m majd v istom okolf bodu X, diferencovatelné derivicie
prvého radu a funkcia F(y,, ¥, ..., ¥.) mé v istom okoli bodu Y, = (,(X,), @s(X,), -..,
Pu(Xy)) diferencovatelné parcidlne derivacie prvého rédu. Potom plati

0%, 0%, 0y ;.0¥ » " oz, oz, Oyy Ox, Ox,

Vztah (3) je dost komplikovany. Preto v praxi vysie derivdcie zloZenej funkcie poditame
postupnym derivovanim. .

Iiferencidl k-tého rddu funkeie f(X) v bode A. Majme funkeiu f(X) v bode A k-krat diferenco-
vateInt. Diferencidlom rddu k-tého alebo k-tym diferencidiom funkeie f(X) v bode A pre bod
X = (z,, =g, ..., 2,) nazyvame polyndm

m m m
;6:{‘_ = Z Z o'F ja‘Pn Py + Z oF S g, (3)
pe=s]

H:nl 'I'm]_

k

-
d*f(4, X) = [Z ol S a.}] fld). (4)

1=1

Symbol na praeve} strane vzfahu (4) znamena, %e:
. treba utvornii ,,k-ti mocninu‘* z vyrazu v zdtvorke,

d

2. namiesto mocnin znakov — treba uvaZovat parcidlne derivicie funkcie f{iX) v bode 4 takého

Ox,

[ |

radu, skd je mocnina,
3. mocniny dvojtlenov (z, — a,) zostdvaji mocninami.

Pozndmka. Pomocou vzfahu 4 mozno Pﬂﬁlﬁ'}ﬂfr a] totdlny diferencidl k-t¢ho radu funkecie f, d*f,
stadi uvatovaf vBetky derivicie v bode X a namiesto diferencii r, — a, dosadi{ diferencidly
nezavisle premennych dz,, ¢+ =1, 2, ..., n.

Priklad 1. Vypoéitajme parcidlne derivdcie druhého réddu funkcie
[z, y) = =*y® + 3ay® + 227 4 3y
Vypotitajme aj f5,(4), sk 4 = (I, 2).
Riedenie. Pre prvé parcidlne derivécie na mnoZine ¥, dostdvame

af of

—— = 481 4 3y’ + Ba?, Fy = 22y + 9ay* + 6y,

x
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Tieto parcidlne derivécie st diferencovatelné funkeie na X, a je

F =L (L) - e+ o+ teh = 12at 12

5t = ar \ o
L - (32) = 5 (e + 39° + 6a%) —~ 8oy + 97,
B 2 ()= g ety + o+ o) = By + 0
~§;{-=;(gj)=-:y—{2z'y+9wy'+ﬂy}=ﬂa‘+lm+ﬂ

ne mno#me K, KedZe vietky druhé parcidlne derivicie st spojité na I, jo foy, = fos-
Potitajme edte f7, (A), dostdvame

- [ ()L [ o] - -

Prikiad 2. N4djdime zi,, sk z je zlofend funkcia z = f(u, v}, kde % = 2y, v = xzly, ktoré ma
diferencovatelné parcidlne derivdcie prvého rédu.

Riedenie. Poditajme z;, mAme

z; = fu.ts + fo.v: = yfu + (LW Ls
Z toho dostavame

2y = [20, = (yfe + (U £ = [ufs + (U LY - w) + [ + A LE . v + fu— (L) fo =
= [yfou + (y) o) = + [9fs + (L) fL) (—=fy®) + fu — (1) [
Po uprave a pouiiti vety 2 nrime

2,y = zYfuu — @) foo + fu— (1yY) 1o

Priklad 3. Vypotitajme d3f(4, X), ak jo dané funkeia z priklada 1, fiz, y) = #%* + 3=3* +
4 22° 4 3y? a bod A = (1, 2).

Riedents. Podla vzorca (4) méme

5 2 w—a| 4 = fre () e — a1 +

+ 3f::y{14} (2 — ﬂ]_]': (Y —Ga) -+ 3}':“{:'1) . (x"_ﬂﬂ' (y_""ﬂl}‘ +f:li'!d} (y""" ﬂlja*

daf{A, X) = [-a— {x ""'u;[]"""i" ..._q_

Vypoditame eite potrebné derivéscie tretieho radu. Z priklada 1 vyplyva
frlA4) = [(fi)de = (24zy® + 12), = 108,
FRAA) = [(fa)ile = (24x%y), = 48,
fruld) = 44,
fomlA) = [(fr)ils = (18x), = 18,

Uhrnom méme
df(A, X) = 108(x — 1)* + 1dd{z — 1)% (y — 2) + 132 (x— 1) . (y — 2)* +18(y — 2.

V tlohdch 251 aZ 268 najdite parcidlne derivicie druhého rédu danej funkeie.
261. z = x® — 3xty + y5. 262. ¥ = xyz.

263. u = xy + yz + =z 264. u = (2 — y?)3 2L

260, z = 1/3xy. 266. z = xy + y/x.
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257. u = |27 + ¢* + 22. 268, u = eurthrter |
209. z = e gin . 260. u = 2%
22+ 1

2&1.::1:.?:1. 262, u = In (2% + 8 + 2.
263. 2 = zy + cos (x — ). 264. 4 = z sin (x + y) -y co8 (z + y).

e *—¥ -
2656. z = arctg Ty 268. z = av.
267. z = ya*lv. 268, u = zv°

V tlohdch 269 aZ 272 zistite, & platf 2 (4) = z],(A).
- wid : 3 a2 — .
269. 2 - sin (x* — y*), A = (0, O)'-. |
270. 2 = 2** sin (2/y) pre y # 0, 2=0 pre y =0, 4 = (0, 0).
271..2 = z arbsin V:r/w, 4 je Iubuvnl‘n}' bad z mnoziny M, na ktorej existujd uve-
dené derivécie.

272. z = arctg (y tg z), 4 je Tubovolny bod mnoZiny M, na ktorej existujt uve-

dené derivécie.
V tlohdch 273 aZ 281 vypoéitajte:

273. f;#,f;,,f:,,,ﬂ“, ak f(z, y) = 2t 4 22% — 2a%? 4 3ayd — ¢
274, Ugy,, 8k u = e~

275. :ﬂ, ak u = cos (zyz).

276. zm, ak z'= yIn (zy).

277, zﬂﬂ, ak z = In (2* + #?).

278. zm, Xacy's zm, ak z = cos (sin y + z).

279, 4?,,,, ak z = Jx%yt. Ukdite, Ze By = B |
m.z‘” ez » BE 2 = 6%y 4 22y — Tz, |
auﬂl T + Y '
(3 ¥ &k - .
1 ox™oy™ T r—y

V tloh4ich 282 a% 287 n4jdite parcidlne derivacie druhého rddu zloZenych funkeif:

282. z,., ak z = f(u, v), pritom u = 22 4 42, v = 2.

283. x%z_, — Yz, ak z = f(ay) + lr xy g(y/x), kde f, g s dvakrait diferencovatelné
funkcie,

284, z,, z;, ﬂ,, ak z —-f(:t:y, :ﬂ/y}

28b. zﬂ!z ’zl\‘ﬁ" ;u:r zwr vy ak z = ﬂffy: yj'u)

286. 2", ak 2 -_f(t t” £3). -

287. u ::r- ﬂ'ﬂ" "‘wr 2z u:ys > 3K U = f(2? + y* 4 22).

288. Nijdite parcidlne derivicie n-tého radu funkeie # = f(t), kde ¢ = az + by +

.+ e
289. Uk4ste, %o pre funkeiu » = In |/a? + y2 platf

Uy + U, = 0.
290. Dokdzte, Ze funkcia z = zy + cos (x — y) vyhovuje rovniciam

- ” - L
z,’—k:“:l, Zey T Zyy =
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.

291. Dokéite, e funkcia z = f(x — 2t) + g(x + 2¢), kde f a g 8 dvakrét dife-
rencovatelné funkecie, vyhovuje rovnici

EH — 421:: — 0-

999, DokéZte, ze funkcia u = zf(z/y) + yg(z|y), kde f a g sti dvakrét diferencova-
teIné funkcie, vyhovuje rovnici

2., + 2xyu., + yuy, = 0.
293. Uk4aZte, e pre funkciu ¥ = 1™ cos me plati
ur. 4+ (1) u, + (1/r%) u,, = 0.

294, Uk4dte, Ze funkcia u = [1/(2a [/nt)] e~ ~0'M4a* yyhovuje diferencidlnej
rovnici pre vedenie tepla ., — (1/a®)u, = 0.

295. Dokéite, Ze funkcia f(z, ¥, z) = l/r, kde r = o(X, X,), spliia Laplaceovu
diferencidlnu rovnicu

Joz + Foy + f2z = 0.

Funkciu f nazyvame Newtonovym potencidlom bodu X .

296. Dokdzite, #e ak funkcia u = f(z, ¥, 2) vyhovu]ﬂ L&pl&ceﬁ‘li’ﬂj d.lferﬁnmé.lna]
rovnioi %, + %, + U, = 0, tak aj funkcia v = zu, + yu, + 28, pnﬁom u je
trikrit dxferenmvatelnﬁ. funkcia, vyhovuje Laplaceove] d]fﬂrenmﬁlna] rovnioi.

297. Ukéite, 3o pre funkciu u = (4 7% + Be¥)/r, kde r= |zt + ¢ + 22
a A, B st konstanty, plati

Uy + Uy, + U, = a’u.
298. DokéZte, Ze pre homogénne funkeie f(z, y, 2} n-tého rédu plat

[ +yﬁy+z%‘ f=an —1) ...(n —m + 1)f, kde f jo m-krat

dlfarencuvatel'né funkcia (pozri tlohu 250).

V tlohdch 299 az 302 nijdite d?f(4, X), ak:
299. f(z,y) = e, A = (0, 0).

300. f(z,y) =zy + yz + 2z, 4 = (1, —1, 2).
301. fiz,y,2) =z/(x* + 9*), 4= (1,1, 0)
302. f(x, y) = 2%?, 4 = (L, 1).

V tlohédch 303 az 309 vypocitajte d3f.

303. f(z, y) = y/=z.
4. f(z,y) = 2 4 2942 — 2y + 3¢ — By + 7.

305. f(z, y) = In [a® + ¢~

306. f(z, yy = e* ¥ + cos z.

307. f(z, y) = ysinx + x cos y.

308. f(z, y,2) = sin (z + ¥ + 2).

309. flz,y) =¥, kde x = wv, y = u + v.

310. Vypoéitajte d2f, ak f(z, y) = g(z® + *) & g je dvakrdt diferencovatelns
funkcia na mnozZine M.
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S ——" !

311. Vypotitajte d%f, ak f(u, v) je dvakrit diferencovatelna funkcia na mnozine M,
pricom u = ax + by + ¢z, v =mx + ny + pz & a, b, ¢, m, n, p s tisla.

V tlohdch 312 az 318 vypotitajte:

312. d3f(4, X), ak f(X) = zyz a2 4 = (7, 11, —10).

313. d1°f(4, X), ak f(X) =In(z + y) a 4 = (0, 1).

314. d~f(4, X), ak f(X) =g(z + y + z), A = (1, 0, —1) a g je n-krat diferenco-
vatelna funkcia.

315. d¥f, ak f(X) = cos (x + 2y7%).

316. diu, ak u = z* + y* | 4y’ 4 2xyz? — 3.1,23;3

317. ddu, ak w = In (—2x + 2y + 32).

318. d"z, ak z = x™y".

1,8. Taylorova veta pre funkeie viae premennych

Veta. Nech funkcia f(X) n premennych je (n + 1})-krét diferencovateIna na okoli O{A4) bodu A.
Potom plat{

1 1
J(X) = dOf(A, X) + — df(d, X) + 5 44, X) + .0+ o A4, XD +

(1)
1
h I d"* T4 + O(X — A4), X + 6(X — A)),

pritom je 0 < & < 1.%)
Vyraz
1 1 1
Tn(f: A! X} = dﬂf{A! I) + "l_l'd.ﬂ»dr x] _I_ :‘2T fn{"q-:l -X} + - s + ;‘dnf{A:I}

nazyvame netym Taylorovym polynémom funkcie f v bode A a vyraz
1

d"if[A + OX — A), X + O(X — 4)]

n + 1)!
nazfvame Lagrangeovym tvarom zvyéku po n-tom Taylorovom polynéme v bode A.
Ak za bod 4 berieme bod O = (0, 0, ..., 0) hovorime o Maclaurinovem polynéme resp.

o Maclaurinovej vele

Priklad 1. Rozvifime podla Taylorovej vety funkciu f(x, y) = 32* 4 2zy — 8y* 4 10z — 13
v bode 4 = (2, —1), kde n = 2.

Riedenie. Vypotitame parcidlne derivdcie prvého a dmhéﬁu ridu funkcie f(x, ¥) v bode A,
mame
(3

_ . _ o\ _ (om_ _

()= (&)~ (a&).=*

Vietky derivécie tretieho a vy#sich rddov sa rovnaju 0. Podla vzorca (1) dostaneme

fe ) =7 + oo Ve —2) + @ D]+ 5 (6 —27 + 4 — D v + 1) — 16y + D] =

=7+ 20(z—2) + 20(y + 1) + 3@#2,, + 2@ —2) (y + 1) — 8y + 1)

*) Oznatujeme d¥f (4, X) = f(A).
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TLE T e o e e e R

Priklad 2. Aproximujme funkeciu F(z, y) = it

coa Yy
stupha.

v okoli bodu 4 = (0, 0) polyndmom druhého

Riedenie. Hladajme Maclaurinov polyném druhého stupiia. Méime
lh-
F(4) =1, F.(A) = 0, Fi(A) = 0, F.(4)=1, F;F(A}z 1, F:F{A) =0,

a teda T(F, 4, X) = 1—-;_ (22 — y9).
Podla Taylorovej vety mame
Flx,y) = Ty(F, 4, X) + *51'.- dF[4 + B(X — A4), X + 6(X — A)].
Z toho vyplyva

Q08 T

1 .
=1 (23 — y?), v 1stom okeli bodu A.
COB Y 2

V tloh4ich 319 a% 321 rozvitite funkciu f(X) podla Taylorove] vety v bode A pre
dané n.

3M9. flz,y) =32 —2xy + y* — 22 -3y + 1, A= (L, 2),n=2

320, f(z,y,2) =2+ y* — 2 — 3ayz, A = (1,0, 1),n =3.

2. fz.y) =22+  — 22y, A=(1,1),n=23. |

V tlohéch 322 a¥ 325 napiite Maclaurinovu vetu pre funkciu f a dané n.

322. flx, y) =1/(l —x —y + z2y), n =2,

323. f(z, y) = cos (z? + ¥?), »n = 5.

324. f(z, y) = e*siny, n = 3.

326. f(z.y) =In(l —z).In(1 —y), n = 3.

V tlohéch 326 a 327 nijdite n — t¥ Taylorov polyném danej funkcie v bode 4.

326. f(z, y) =sinz.siny, A = (n/4, =/4), n = 2.

827. flz,y) =¥, A =(1,1), n = 3.

328. Na ziklade tlohy 327 ndjdite priblizne 1,119

329. Napféte treti Taylorov polyném funkecie f{z, y, 2) =8mx.siny.sinz
v bode. 4 = (t/4, =/4, w[4).

330. N4jdite 2n-ty Taylorov polyném a prisludny zvysok v Lagrangeovom tvare
funkeie f(z, y, 2) = cos (2z + 4y + 32) v bode 4 = (=/2, 0, 0).

V tdlohéch 331 a 332 nijdite n-ty Taylorov polyném a prisluiny Lagrangeov
zvysok funkcie v bode A.

331. f(z, y, 2) = e*t¥+2, 4 = (0, 0, 0).
332. flx,y,2)=In(z+y+32), 4 =(1,0,0}.

1,9. Lokdlne extrémy funkcie viac premenngch

A. Lokdilne maximum [minimum] funkefe

Funkcia f(X) mé v bode A lokdlne mazrimum [minimum), ak existuje takeé okolie bodu 4,
ie pre kaidy bod X # A z tohto okolia plati f(X) < f(4) [f(X) = f(4)]. Ak miesto = [ =] plati
< [>], hovorime o ostrom lokdinom maxime [minime].

Vets 1. Ak mé funkeia f(X) v bode 4 lokélny extrém, potom vietky parcidlue derivacie prvého
rédu v bode 4, ktoré existuju, rovnaji sa 0, alebo neexistuje v bode A nijaké parcialna derivacia.




40 1. Dhferencidiny podel funkcie viac premennych

Bod, v ktorom sa vietky parcidlne derivécie prvého rddu funkeie f(X) rovnaji 0, nazyva sa
stacrondrny bod.

Veta 2. Nech bod A4 je staciondrnym bodom funkeie f(X) a nech v bode 4 je funkeia f(X) dva
rezy diferencovatelnd. Potom: |

a) funkeia f(X) mé v bode A ostré lokdlne minimum [maximum], ak druby diferencidl d3f(4, X) |
pre kaidy bod X # A je kladny [zdporny],

b) funkcia f(X) neméa v bode A lokalny extrém, ak existuji body X,, X, Ze d¥(4, X,) a d¥f
(A, X,) maji rézne znamienka. |

Poznémka. Aby sme urdili, & d3f(4, X) > 0 slebo d¥f(4, X) < 0 pre kazdy bod X # A, |
poulivame vetu: Nutnd a postadujica podmienka, aby bolo d¥(4, X) > 0 [d*(4d, X) < 0]
pre kazdy bod X # A je

| S a‘]_a-: . s . ﬂ-h. l
a;, > 0, 115 a“\ >0 ..., Gg1s Ggpy .- Oy, > 0, (1)
Bersy Bge | ™ 7 7T s s swemes e g
Bars  Gnzy Byn
a a, @11y Gqgs  Cqg
{111 < 0: | 11% Z > np u’ﬂli ﬂ-:a, ﬂ:s < 0. e {2}
Qg1  Bgg Gyys Ggps Ggs
B A
pritfoma, = a,, = _g;(&:t} :
1O0%,

Veta 8. Nech bod A je stacionarnym bodom funkeie f(z, ¥) a nech v bode 4 je funkcia f(z, y)
dva razy diferencovatelnd. Nech D(A) = fi.(A4) fo(A) — (f5,(4)): Potom:

a) funkeia f(z, y) ma v bode A4 ostré lokdlne maximum [minimum], ak D(4) > 0 a f,(4) < 0

[f7(4) > 0), |
b) funkcia f(x, ¥) nemé v bode 4 lokdlny extrém, ak je D(A4) < 0.%)

Prikled 1. Ndajdime lokélne extrémy funkcie

z = xy(6 — x — y).

Riedente. Dana funkcia ma parcidlne derivacie v katdom bode priestoru E,. Lokélne extrémy
mobZu teda byt len v stacionarnych bodoch, ktoré dostaneme podla vety 1 riefenim systému

f, = (6 —x — 2y) = 0.

Stacionarne body sa 4, = (0, 0), 4,4~ (6, 0), A3 = (0, 6), A, = (2, 2). Vypoéitajme parcidlne
derivéacie drubého radu;

fir = —2y, Sy, = —2x, fi,=6—2x— 2y
a utvorme
D, jy} = (—2y) (—2r) — (6 — 2z — 23;]’.

Pre bod 4; médme D)0, 0) = —36 < 0,

pre bod A, méme D(6, 0) = —36 < 0,

pre bod A, mame IX0, 6) = —386 «< 0,

pre bod A, mame D(2, 2) = 16 — 4 > 0.

Podla vety 3 dand funkcia mad extrém v bode 4, = (2, 2). Kedie je f,,(A,) = —4 < 0, vbode A4,
nastava lokdlne maximum, a to z,,, = 4(6 — 2 — 2) = 8,

Priklad 2. Najdime lokdlne extrémy funkcie
fle,y,2) = + y* 4 22—y — 20 + 3y — 42 4 6,

Riedente. Dand funkeia ma parcidlne derivécie v kaidom bode priestoru E,. Lokdlne extrémy
méZu teda nastat len v stacionarnych bodoch, ktoré podla vety 1 dostaneme rieSenim systému
rovnin

*) Ak D(4) = 0, funkeia | méie, ale nemusi mat lokdlny extrém v bode A.




1,9. Lokdine extrémy funkeie viac premennych 41

fi=22—y—2=0,
fi=—z+2y4+3=0,
fi=22—4=0
Dany systém mé jediné rieSenie (1/3. —4(3, 2) a hladany stacionarny bod ja 4 = (1/3, —4/3, 2).

Aby sme rozhodli o existencii lokdlneho extrému v staciondrnom bode podla vety 2, néjdeme
d¥(A4, X). Poditame najprv druhé parcidine derivécie v bode A

frld)y =2, fild)=2 [fady=2 [fold)=-—1 [fa(4)=0 fold)=0.
Podls pozndmky za vetou 2 mame

Gyys Gyas  Oqg 2, —1, ©
Ggy, Oge» Gogl = [—L 2, 0|=6>0.
Ggyy Gz, Gag 0, 0, 2

Teda je d2f(4, X) > 0 pre vietky X * A a Vv gtaciondrnom bode A nastiva minmimum, a to
fld) = —1/3.

B. Viazané extrémy

Nech funkeia z — f(z, ¥) je definovana na mnoZine M a mnofinu N nech tvoria vietky body
v M, ktoré vyhovuji rovnici g(z, y) = 0.

Lokélne extrémy funkcie f(z, y) na mnoZine N nazyvame viazanymi lokdlnymi extrémams
s podmienku g(z, y) = 0, ktora uréuje mnoZinu N, nazyvame vizbou.

Pri hladani viazanych extrémov méizu nastat dva pripady:

a) Vizba g(z, y) = 0 urduje jedini funkeiu y = @(z). V tomto pripade viazany extrém danej
funkeie hladdme ako lokélny extrém funkeie jednej premernne] z = F(z) = flz, ¢(z)].

b) Vizba g(z, y) = 0 neuréuje funkeiu y = @(z). V tomto pripade postupujeme tzv. Lagran-
geovou metddou neurditych koeficientov.

Zostrojime Lagrangeovu funkeiu

Lz, y) =.ﬂzs y) + J.p‘{::, ¥)

a hladdme lokdlne extrémy tejto funkeje s viizbou g(z, y) = 0. Toto vedie k rieSeniu systému
rovnic

Lz, y} = Sz, y) + iﬂ;{ﬂf«'i y) = 0,

Lz, y) = fulz, ¥) + Agelz, ) = 0. (3)
glz, y) = 0,
2 ktorého urdime nezname z, y, A. Charakter extrému uréfme podla vety 3 odseku 4.
Vo vieobecnosti, ak hladame viazané lokdlne extrémy funkeie f(X) = flz,, %, -- -, Z,) DA
mnoZine N, ktor4d je urend viazbami
fi(Zis Tgs s Z) =0,
gx(Tys 2y -0 Xa) = 0 .
.................... : | (4y
Fu(Zys Tgs , 2) =0

zostrojime Lagrangeovu funkeiu

L{X) =".ﬂx1r Tgy 11y :I:'] -+ 11?1{31: gy == x,) +
+,l,g,{:t:1, gy -9 z)+ ... +M_(.‘l¢1,_i", sy )

& hladéme jej lokélne extrémy. Cfsla 4;, 4y, ..., A, urdfme z podmienky, aby eystém rovnic

Li(x, Zys o0 0s T) = 0, i=12 ...,n (5)
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mal za rieSenie taku n-ticu (€, Z9) ..., 2,), ktord by vyhovovala aj systému (4), t. j. riekime
systém zostaveny zrovnic (4) a (5). z ktorého potom urdfme 2,, 1., ..., A, an-ticu by Py o nge@igs
Bod A = (2,2, ..., 2,) jo stacionéarnym bodom funkeie I(X). Ak v nom m4a funkeia L lokalny
<oxtrém, ma v fhiom viazany lokdlny extrém aj parcidlna funkeis f na mnoZine N.

Pozndmka. Ak parcidlna funkcia £l‘nﬂ mnoZine N ma v bode A lokilny extrém, potom funkeia L(X
nemusi mat v bopde A lokdlny extrém. To znamend, 2e uvedenou metédou nemusime najst véetky viaz
lokélne extrémy funkeie f na mnofine N.

Priklad 3. Na parabole 22® — 42y + 2y — z — y = 0 najdite bod, ktorého vzdialenost od
priamky 8z — 7y 4+ 18 = 0 je miniméalna.

Riedenie. Nech X = (z, y) jo Iubovolny bod priamky a bod U = (%, v) Tubovolny bod paraboly.
Pre vzdialenost tychto dvoch bodov plati

oX, U) = [lz—u) + (y—o) .

Kvoli zjednoduSeniu vypoétu budeme hladat extrém funkcie ol X, U) = flz, ¥, u, v), & to za
podmienky, Ze bod X = (z, y) je bodom priamky a bod U = (u, v} bodom paraboly. Hladame
teda viazany extrém funkcie

flz, y, u, v) = (x —u) + (y —w)? (6)
8 vizbami

O9r — Ty + 16 = 0,
2u' — duv + 203 — y— v = 0, (7)

Zostrojme Lagrangeovu funkciu
L(z, 4, 4, v) = (3 —u)* + (y —v) + A,(92— Ty + 18) +

+ A3(20® — duv + 20 — y —v), (B)

Hladajme extrém funkcie L za podmienok (7). Stacionérne body dostaneme riefenim systému
L, = 2(x—wu) + 91, = 0,
L, =2y —v)— T4 = 0,

L= —2(x—u) + 4Au —4i,v — 1, = 0,
L, = —2(y —v) —4lu + 440 — 1, = 0,
9 — Ty + 16 = (),
20 —duy 4 21—y —o = (),

Riedenim systému je A, = A, — 8/85, z = 159/65, y — 353/65, u = 3, v = 5. Teda staciondrnym
bodom Lagrangeovej funkeie L(z, y, u, v) pre Ay = A3 = 8/65 je Btvorica N = (159/85, 353/85, 3, 5).
Existenciu a charakter extrému v stacionarnom bode zistime podla vety 2 a vztahu (1). Poéitajme
druhé derivicie v staciondrnom bode N. Mame

Li.(N) = 2, L, (N) = 2, Leu(N) = 2 4+ 42, = 162/85, L. (N) = 2 + 41, = 162/85,
LIH{N} — 0: L:H(N] — _"21 L’:":N} = ﬂ': L:H(N) - 01- L:I(N] —_— —211
L, (N) = —41, = —32/686.

Utvorme determinanty

2, 0, —1
21 >0, | gl=4;~.o, 0, 2. 0| = 51885 > 0,
; 1, 0, 162/65
2, 0,  —I. 0
0, 2, 0. =2 _ 192/65 > 0.

2
~1,; B, 132[&5, —32/65 |
2, —32/65, 162/65
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Ked2e vietky determinanty su kladné, podla vztahu (1) dostaneme, Ze v staciondrnom bode N
nastéva lokalny extrém funkeie L(z, y, u, v), & t0 minimum. Z toho vypl¥va, Ze aj funkcia o X, U)
a teda aj p(X, U) ma v staciondirnom bode N minimum. Z geometrického v§znamu ualohy vy-
plyva, 2e bod U = (4, v) = (3, 5) paraboly mé najmensiu vzdialenosf od danej priamky.

C. Absoldtne extrémy

Funkeia f(X) spojité na uzevretej ohtanitene] oblasti I nadobtda najviadsiu alebo najmensiu
hodnotu, & to vo vnatri alebo na hranici oblasti D. Najmensiu, najviésiu hodnotu hladame tak, Ze
sktimame: a) staciondrne body, b) body, v ktorych neexistujii parcidlne derivacie, ¢) body na
hranici oblasti D, t. j. viazané extrémy. )

Priklad 8. Najdime maximum & minimum funkeie

z = 28 + 4 — 12z + 16y
ne oblasti danej nerovnosfou 2* + y* = 20.

Riedenie. Dand funkoia je diferencovatelnd na celom priestore H,. Lokidlne extrémy mdéu
nastat len-v staciondrnych bodoch. Rieéme

fi=2c—12=0,
fi, =2y + 16 = 0.

Riesenim tohto systému dosteneme staciondrny bod (6, —8). KedZe tento bod nele#f v danej
oblasti, maximum reap. minimum funkeie bude na hranici oblasti. Hladéme teda viazany extrém
danej funkcie, pritom vizba je dané rovmicou kruZnice z? + y* = 25. Zostrojme Lagrangeovu
funkeiu s
Lz, y) = 2* + 4* — 12z + 16y + A(z* + y* — 25)
:a riedme systém

L, =2z — 12 4+ 24z = 0,

L,=2y+ 164+ 2y =0,

2 4+ y‘ — 25 =0
vzhladom na nezndme A, z, y. Dostaneme dve rieSenis

21_=1| $1=3,' y,=——4 8 2...-——*-—3, :.',:==_-3, y==4_
Kedie
L::==2+21r L:IF=2+2‘1 a L:r=ﬂ-

méme D = (2 + 24)* > 0. To znamené, %o pre 4, & 4; mi funkeia L extrém. KedZe pre 4; = 1
je L, = 2 +.24, = 4 > 0, mé funkeia L(z,y) = z3 + y? — 122 + 16y + 1(2* + y* — 25) v bode
(3, —4) lokélne minimum, a to L(3, —4) = —75. Pre Ay =—3joe Ly =2+ 24 =—4 <0
a funkeia L(z, y) = z* + y* — 122 + 16y — 3(=* + y! — 26) mé v bode (—3, 4) lokalne ma-
ximum, a8 to L(—3, 4) = 125.

Dand funkecia z = 2* 4+ ¢* — 12x + 16y ma na oblasti 22 + 3* < 26 maximum 125 v bode
(—3, 4) & minimum —T75 v bode (3, —4). -

V dlohéch 333 a% 352 nijdite lokdlne extrémy danyoch funkoi.
333. f(z,y) =1 + by — y* — 2y — 2%

334, fr, ) =2+ 9y —2y —x—y + 2.

336. f(x,y) =2 + y* + oy — 6z — Yy.

336. f(z,y) =4 — (z — 2)* —(y + 3)%

337. f(z,t) = 6 + 6z — 42® — 3t

338. f(z, y) = 22% — 6y + 5y* —x + 3y + 2.

339, flz,y) =2 — 2y — 32 4 by — 1.

340. f(zr,y) = 2* — y* + 22 — 2y.
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— T —= T -

3Ml. f(x,y) = (y — =z — 2)%

342, f(z,y) =2*+ y* — 18zy + 215.

343. f(z, y) = 272%y 4 1497 — 69y — H4x

M. flz,y) =2+ y* + 4(&® — ¥°) + 5(2* + ¢*) + 4z — y) — 2ay + 2.

34b. f(z, y) = 2212 — z — y). |

346. f(z, y) = bxy 4 25/x 4 8y, (x > 0,y > 0).

UL fz,y) =)@ -2 @@~y (z+y—a). , |
348.)’(:1:,3;)=(a+b:1:—|—cy)!l/l+:cﬂ—{—y5"_. i
349. f(z, y) = zy In (2 + 3Y). |
350. f(z, y) = & =+ (24t + 27) |
361. f(z, y) = e* + ¥(22* — a2y + ¥%/3 — 5z + By/3 + 10/3). |
362. f(z,y) = x + y + 4cos x . cos . ‘
V tlohdch 353 az 369 ndjdite lokdlne extrémy funkcie f(z, ¥, 2).

353. flz,y,2) =22 + y2 4 22 + 2y — z + y — 2=z,

3b4. f(z, y, z) = 622 + 5y% 4 142® | 4xy — 8zxz — 2yz + 1.

360, flx,y,2) =2+ 322 + y* + 22 + 12zy + 162 + 14y + 4z + 17.

306. f(z, v, 2) = xyz(da — x — y — 2).

367. f(x,y,2) = 2/(y + 2) + yf{x + 2) + z/(x 4 y), kdex > 0,y > 0,z >0.
368. f(x, y, z) = (ex + by + cz) e—2*—¥'-#°

359. f(z,, %, ..., 2,) =25 ... 2} (1 — 2, — 22, — ... — nx,), kde z; > 0,
zy >0, ...,2, > 0. |
360. Najdite takych n Cisiel, aby lezali medzi kladnymi cislami a, b (a < 6) a aby
zlomok
. 3

YTt o) @t ) ... (=, +b)

bol najviési (Hughyensova tloha),
V dlohach 361 az 372 n4djdite viazané extrémy funkecie.
36l. z=a2y—x+y—1l,akr 4y =1
362. z=z 4 y,ak 1/2% 4+ 1/y* = 1/a?. +_
363. 2 =2a% 4 y* akz/p 4 y/¢g = 1. ‘
364. z=x"+.y",&km+y=2u,ﬂ}{],n>1. i
360, z =sin?x 4 sin*y,akz — y = /4. |
366. © = zyz, ak 22  y* | 2% = 3.
367. u=xz+y+z,akalzx+bly+c/z=1,a>0,b>0,¢c>0.
368. u = cosz.cosy.cosz,aka +y +z= —m.
369. u=2" 2 ... + a8k, + 2, + 23+ ... + 2, =na,a>0,m< 1.
370, w =zyzt,akzx + y + =z tz‘m,mbﬂ,y}ﬂ,z}(},t}{}.
37l. u=2ayz,akzx 4+ y 4 2=0, 2y + yz + xz = 8.
3. u=2*+ ¢y 4+ 22akzrx+y—-324+T=0zx—y+2—3=0

V ulohéch 373 az 380 najdite najvacsin a najmensiu hodnotu funkecie na dane;j
uzavrete] oblast: M.

;
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373. f(z, y) = ¥* — 2y? 4 4wy — 6x — 1, oblast M je dand nerovnostami x = 0,

374. f(x, y) = ':cyﬂ(dz- — x — v), oblast M je ohrani¢end priamkami x = 0, y = 0,
z -+ y=~6.

375. f(x, y) = 2* + y* — 3y, cblast M je obdi#nik s vrcholmi 4 = (0, — 1),
B=(2-1,C0=(@2,2),D=(0,2).

376. f(z, y) = z* — zy + y*, oblast M je urcena nerovnostou |z | + {y| £ 1.

377. f(z,y) = cosx . cos y . cos (z + ¥), oblast M je &tvorec s vrcholmi 4 ==
= (0,0), B = (m, 0), C = (x, =), D = (0, =)

378. f(z, y) = x® — ¥, oblast M je kruh 2 4 y* = 4.

379. f(z, y) = e % ~ ¥} (322 | 2¢2), oblast M je kruh z* + ¢ £ 4.

380. f(z,y,2) = x + y -+ 2, oblast M je dand nerovnoston 1 =z = = y* -+ 2%,

381. N4jdite najvacsiu hodnotu n-te) odmocniny zo stéinu n kladnych é&isiel x,,
Zoy -y %, 8k plati 2, +- 234 ... + 2, =4, kde a > 0.

382. Najdite extrém kvadratickej formy

IV A

8 vazbou

pri¢om pre &isla a;; plati ag; = ay;.
383. Dokazte Holderovu nerovnost
n n 1k / n L/
S ams(Te) (Z4)
i=1 i= i=1
kdea; = 0,2, 2 0,1 =1, 2, Lenk>1L1E4+1/l=1.
384. Dokaste Hadamardovu nerovnost pre determinant 4 = | a;; [7,_;:

43 < |1 (Z afj).
3=1

i [ N1

Fal

385. Nijdite taky a) trojubholnik, b) obdlznik daného obvodu 2s, aby rotacné
teleso, ktoré vznikne rotdciou tohto ttvaru okolo jeho jedne] strany, malo naj-
viacéi objem.

386. Do polgule s polomerom R vpiste pravouhly rovnobeznosten najviacsieho
objemu.

387. Do.daného kuZela vpiite valec najviacsieho objemu,

388. N4jdite prayouhly rovnobeinosten maximalneho objemu ak jeho povrch
mé ploény obsah 2d’

389, Ako lokélny extrém najdite vzdialenost bodu X == (z, y) od danej priamky
Az + By + C = 0.

390. Vo zvolenom pravouhlom siradnicovom systéme si dané body P, =
= (a,, b)), Py = (ay, by), ktoré lezia v prvom kvadrante. Ako treba volit bod @, =
= (z,0),2 > 0 a bod Q; = (0, %), y > 0, aby ditka L = o(Py, @) + (@1, @) +
+ o(@Q,, P,;) bola najmensia.
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391. Zo vietkych valcovych nddob daného® povrchu néjdite takd, ktord mé
najvicii objem.

392. Bodom A = (a, b, ¢) zostrojte takld rovinu, aby so siradnicovymi rovinamsj
vytvérala Stvorsten maximélneho objemu. |

393. V rovine je danych » bodov P; = (z,, %), Ps = (23, ¥3), .. ., P,, = (2, ¥,,)
s hmotami m,, mg, ..., m,. Ndjdite v rovine taky bod A, aby moment zotrvacnosts

tohto systému vzhladom na bod A bol minimilny.

394. Kandl, ktorym sa privddza k turbine voda, mé v priereze tvar rovnoramen-
ného lichobeznfka, ktorého ploény obsah je 8. Urcte ﬂbku'kanélu h a uhol sklonu
« botnej steny tak, aby obvod zmétany vodou bol ¢o najmensi.

395. Elektrickym obvodom, ktory mé odpor R, prechddza prad I. Mnoistvo
tepla, ktoré vznikd na odpore R za sekundu, je umerné sictinu RI2. Uréte, ako treba
rozvetvif prid I na pridy I,, 1,, I,, ..., I, do = vetiev s odpormi R,, R,, ..., E,,
aby mnoiZstvo tepla, ktoré v nich vznikne, bolo minimalne.

1,10. Implicitnd funkcia

Nech F(x, y) je spojitda funkecie dvoch prﬂmennfvnh. Ak existuje spojitd funkeia y = fl(x) taka,
Je pre vietky x = oboru definicie funkecie y = f(z) plati
F(z, f(x)] = 0,

potom funkeiu f(z) nazyvame funkeciou uréenou implicitne rovnicou F(z, y) = 0.

Veta 1. Majme funkciu F(z, y) definovani v okoli bodu 4 = (x,, ¥,). Nech existuje také okolie
O(A4) bodu A4, %e funkcia F(z, y) je na okoli O(4) spojité & mé tam spojité parcidlne derivacie aZ

. Flxzg, o ;
do n-tého rddu. Nech v bode A je F(x,, ¥,) = 0 & : {E; Yo) # 0, potom existuji kladné

¢isla &, g také, Ze: |
1. rovnicou F(z, y) = 0, je na intervale I = (x, — &, 75 + §) urdend jedind spojitd funkcia |

y = f(z) taks, %o pre katdé z & I jo Flz, fiz)] = 0, fizo) = Yo 8 f2) € (¥ — 1. Yo + M) n
2. funkcia f(z) mé& v intervale [ spojité derivaeis ai do n-tého radu. |
Pre prvii a druhu derivdciu funkeie f(x) plati

.
‘ = 1
2F 4 4 Fou™ |
et Tl T 2
F, |
|
priom y = f(z), y* = f(z) |
Majme systém rovnic
Fleys s o5 Baa¥lye sesvltn)= 0 3 = 1; sauy W (3)
kde F (@, « s Tay Yys 1 Ymh ¢t = 1,2, ..., m sl funkcie definované na istom okoli bodu ]
A = @] s i R8s o v Ymr 8 Myeas |
|
Veta 2. Nech ne istom okoli 0(4) bodu A s funkcie F, a ich parcidlne derivacie podla y,,
1= 1, 2,-..., m a% do k-tého rddu spojité. Nech v bode 4 je F (A) = 0 s determinant |
| Fy(4) aF,(4) |
ayl S aym
P | s ne s w5 o2 s | g8
| OF. (4 ) oF . (4)
'ayl T a‘y‘m 1

|
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Potom existuji také &fsla £ > 0, 5y > 0, e systémom rovnic (3) je uréeny préve jeden systém
spojitych funkeii f,(X), fy(X), .... fu(X) X = (z;, 3, ..., Z,), ktoré sl definované na intervale
I=(x)—&z)+ &) x ... x(zn— &, 7 + &) & maji tieto viastnosti:

1. (XY =y, k=1,..., m kde X9 = (2, ..., ;).

2. Pre ka?dy bod X e I plati F [=z,, ..., z,, fi(X), ..., folX)] = 0, pritom bod [fi{X)}, ...,
foX)]jezintervalu K = (y} —g yi + ) X ... X Yo —n Yut ) i=1,2, ..., m.

3. Funkecie f(X), ¢+ =1, 2, 3, ..., m maji na intervale I gpojité parcidlne derivacie at do
k-tého radu.

Poznémka 1, O funkeii f(z), ktorej existenciu zaruéuje veta 1, hovorfme, %e je urtend impli-
citne rovnicou F(z, y) = 0 a bodom A4, alebo e je to funkcia uréena rovnicou F(z, y) =-0 a za-
éiatoénou podmienkou y, = f(z,). Podobne o funkecidch, ktorych existenciu zaruéuje veta 2,
hovorime, Ze 81 urdené implicitne rovnicou (3) a bodom A.

Poznémka 2. Vzorce pre vysie derivécie funkeie urtenej implicitne s zloZité, preto tisto
derivécie hladdme priamo postupnym derivovanim.

Priklad 1. Zistite, &i je rovnicou * — 23y 4+ 2* = 0 a bodom 4 = (1, 1) uréena implicitne-
funkcia a najdite jej prvi a druhd derivéciu.

Riedentie. Oznatme Flx, y) = y® — 2xy + x!. Této funkeia, ako aj jej parcidlne derivécie
lubovolného rédu si spojité na celom priestore E,, a teda aj na okoli bodu A. Dalej F(A) =
=0,F,(A)= (3y? — 2x), = 3.1 —2.1 =1 # 0. Pretofe si splnené predpoklady vety I
na istom okoli &isla 1, je implicitne uréend danou rovnicou & bodom A préve jedne spojitd funk-
cia y = flz) & ma tam derivacie f'(x). f*(x).

Derivécie funkcie y = f(x) vypotitame dvoma spésobmi, podla vzorea (1) a (2) a postupnym
derivovanim.

1. Vypoéitajme najakér parcidlne derivdcie prvého a druhého rédu funkeie F(z, y). Mame-

oF oF
Ew 2y + 2z, . 32 :
asF o*F ool

— 2 —_— — — Gy_
Ox* * Oxdy o oyt

Derivacia f'(x) podle vzorea (1) je

2y — 2x
3% — 22

fllz) = , 32— 22 #£ 0, kde y = f(x).

Druhd derivécia f"(x) podla vzorca (2) je

2 —dy' + byy”

- Rty
v p— , 3y 2z # 0,

1@ =

2y — 2z

kde ¢y = 3,7 — 2z

a Y= f(z)

2. Podla vety 1 pre ka?dd funkeciu f(z) uréend implicitne danou rovnicou a bodom plati
[fte)]P — 22f(z) + 2* = 0. (4
Derivujme rovnost (4) podla z. Dostaneme |
3 [f(@)] f(x) — 2f(x}) — 2zf(x) + 22 = O

alebo
3%y  — 2y — 2zy” + 22 = 0. (5}

Po dprave méame

(3 — 2z)y’ = 2y — 2z.
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Odtial je

’ 23‘-—-—21

= — 2z # 0,
y 3y?—2z W il

pricom y = f(zx).
Derivovanim rovnosti (§) podla x, pricom povaiujeme y, ¥’ za funkcie premenne) , uréime y*

Méme 6yy? + 3y — 29" — 2y — 2y + 2 = 0.
Po tiprave mame

Byy® — 4y’ 4 (3 — 2x)y" + 2 = 0.

— e —

Odtial je
- 4yll o ﬁwd 8
. __ —
y 2z 3y x # 0,

kde treba polo#it .

" 2y — 2x _ i

32 — 2%
a*f

Priklad 2. Najdime parcidlne derivdcie prvého radu a funkcie f(x, y) uréenej implicitne |

oxdy

4 8+ 22 —2zyz—4 = 0 a bodom 4 = (0, 0, 2).

rovnicou

Riedenie. Noch Fiz, y, 2) = 2? + y? + 28 — 2xyz — 4. Tato funkcia jo spojitd & md spojité
parcidlne derivdcie kaidého rddu na celom priestore &,. Dalej je F(0, 0, 2) =0, I, (A) =
— (2z — 2zy), = 4 # 0. Podla vety 2 je danou rovnicou na istom okolf bodu (0, 0) definovana |
funkcia 2 = f(r, y) 28 mA na tomto okoli perciélne derivicie. |

Aby sme nadli z,z, derivujme rovnicu F(z, y, z) = 0 najprv podla z, pricom y povadu-
jeme za kondtantu, potom podla y, pritom povafujeme z za kondtentu a z je funkeiou dvoch |
premennych z, y. Mame |

0z oz
- 22— — Qyz— 22y —— = 0, 6
or + 2z = Y2z Ty 7 0 (©)
0z 0z '
2y & 2z~ — 2z — oy — = 0. (7) |
Odtial jo |
G pEew B _ BV . am b (8)
dx z — TY Jy z— TY
kde z = flz, u). i
2.
Aby sme uréili _fé'; , derivujme rovnost (7) podla z. Mame IJ
cr
Dz Oz 2 oz 0z oz
08 9% 0. TF o 0p P _0u P 94y T =
4 dr oy : dx o £ Ox 4 oy ¥ 0z oy |
Qdtial ja |
gl ko |
T — 4
oz oz " Yoy T or oy
= —— — y 2 — XY ‘-r'r: ﬁ!
oxdy z — xY
kde pre G (e lati (8 =
P 3Isf,ypﬂl{}az——f(==,y1- |

Poznémka 3. Funkcie dané implicitne skiimame podobne sko funkcie jednej resp. viao
premennych, pritom prisludné derivéicie vypoéitame prv uvedenym spésobom.
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i i —— —_ =

Rovnica doty¢nice ku grafu funkeie y = f(z), danej implicitrie roVvnicou F{x, y) = 0 v bode
A (%o; Yo) J®

ar
ox
¥Y—Yo = - oF (2 — zp},
ERY
dite
oF oF '
('EI:_)‘ (x— o) + (—ay‘)d {y — %) = 0. (9)

Rovnica dotykovej roviny ku grafu funkeie z = f(x, ¥} dane} implicitne rovnicoun F(z,y,2) =0
v bode A = (x4, ¥y: %) I

oF oF aF
(), o=+ (G),o—w+{5) e —w =0 .

Priklad 8. N4jdite rovnicu dotykovej roviny ku grafu funkcie danej implicitne rovnicou
2 + y* + 21 — 49 = 0 v bode 4 = (2, —6, —3).

Riedenie. Pretofe funkecia F(z, y, 2) = a% + y? -~ 27 — 48 je gpojith a ma spojité parciéine
derivacie katdého rédu v celom priestore Ey & F, (4) = (2z), = —86 # 0, existuje podla vety 2
funkeia dané implicitne touto rovnicou & bodom A. Graf tejto funkcie je &ast gulovej plochy
z3 + 4 + z = 49 so stredom S = (0, 0, 0) & polomerom r = 7. PretoZe je

oF cf
" -"a-*m—')“ = (23]“ = 4, ('—a—y)‘ = {29‘}‘1 - —"12,

pre dotykovi rovinu ku grafu funkeie v bode 4 dostaneme
d(r —2) —12(y + 6)—6(z 4+ 3) =0
alebo
20 — By — 32— 40 = 0.

396. Dans je rovnica 2 — y® — 1 = 0. Nech y = f(z), z € (1, ) je funkcia, ktora
vyhovuje tejto rovnici. Urcte:

a) kolko je tychto funkeii,

b) kolko je takych spojitych funkeil,

¢) funkciu f, ak y(2) = 1,

d) funkciu f, ak y(1) = 0.

397. Dané je rovnicaz® — y? = 0. Nech y = f(2), x € (— 00, o0), je funkeia, ktora
vyhovuje tejto rovnici. Ndjdite funkciu f,
ak

a) y(1) =1, b)y(0) =0

398. Zistite, preto nie je rovnicou y* — 1 =0a bodom 4 = (0, () uréend jedna
jedind implicitnéd funkecia. Ndjdite vietky implicitné funkcie uréené danou rovnicou
a bodom.

V 1lohéch 399 a 400 vypotitajte ¥’ a y" v bode 4, ak je funkecia uréend imphcitne
rovnicou a bodom.

309. 22 — 22y + 2tz +y—2=04=(1,1).

400. (2t 4+ y?)? — 32y — ¥ =0, 4 = (0, 1).

V tlohéch 401 a 402 vypoditajte y’, ", y” v bode A4, ak je funkcia y uréend impli-
citne rovnicou a bodom.

401, r2 4+ 2y +y2 —3 =0, 4 = (1,1).

402. a:’—3:ry+4y3—-2x+3y=0,ﬂ = {2, 0).

4 Zbierka ulol

L
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403. Funkcia f(z) je uréend implicitne rovnicou z* + y* — bry = 0 a bodom 4 =
— (3, 3). Néjdite taky bod, v ktorom je f'(z) = 0.

V alohdch 404 a# 407 nijdite deriviciu funkeie uréenej implicitne rovnicou a bo-
dom A.

104. 2%a® — 202 —1=0, a > 0,6 > 0, 4 =(a,0).

106. P —dzy +22 =0, 4= (2+ |3, 1),

106. 2v — 22 =0, A = (2, 1).

407, xsiny — cosy + cos 2y = 0, 4 = (1, 0).

V tlohéch 408 a 413 vypoditajte y' a y” funkeie y uréenej implicitne rovnicou a bo-
dom A.

408. z =y —4siny, 4 = (0, 0).

409, 22 — 2xy — y: — 16 =0, 4 = (4, 0).

410, 2v — ¥ =0,z > 0,y > 0, 4 = (1, 1).

11,z —Iny—y2=0,4 = (1, 1).

412. In Vmﬂ_:i— y? — arctg(y/z) = 0, 4 = (1, 0).

113. arctg y — arctg(z + arctgy) = 0, 4 = (1 — =/4, 1).

414. Néjdite y', 2", " a 2" v bode A =(-2,1,1), ked st funkcie y, z urcene
systémom rovnic x + y + 2z =0, 2+ y® — 22 — 10 =0 a bodom 4 = (1,1, —2).

416. Vypotitajte parcidlne derivdcie prvého rddu funkcie uréenej implicitne
rovnicou cos®z + costy 4 cos?z —1=0a bodom A4 = (n/3, ©/2, ®/6) v bode .
~ 416. Vypoctitajte prvé a druhé parcidlne derivdacie funkcie urcenej implicitne

rovnicou 222 + 2yt + 22 —8xz — 2z +8=0a bodom A = (2,0,1) v bode A.

V tlohdch 417 a% 421 najdite parcidlne derivécie prvého radu funkeie uréene)
implicitne rovnicou a bodom.

$17. 422 + 22 — 322 4+ zy—yz + 2 —4=04=(, L 1)

118, 22/a? + 33[b% 4 2%/c2 — 1 =0, 4 = (0, 5, 0).

419. zcosy + Yy cos8 2z 4 2 CO8 X = @, A4 ={0,0,4).

420. et + 2ty + 2+ 5=0,4 = (1, —6,0).

121. ry+zz+yz—l:0,d=[{},l,l).

V tlohéch 422 a% 424 vypoéitajte prvia a druhd parcidlnu derivaciu funkcie urce-
nej implicitne rovnicou a bodom.

122. z2/4 + 428 + 22/16 — 1 =0, 4 = (0, 0, 4).

423. 22 — 2y + 22 —4x+ 22 —1=0,4 = (0, 1, 1).

424, 3xyz — 22 + 1 = 0,4A=1(0,0,1).

V dlohdch 425 a 426 najdite df(4, X) a d?f(4, X), ak je funkecia z = f(z, y) dand
implicitne rovnicou & bodom 4.

196, 22 + y2 + 22— 49 =0, 4 = (6, 2, 3).

426. z +y+z—1Inz—1 =0, A = (2, —e,e).

V dlohéch 427 az 430 najdite diferencidl funkcie urcéenej implicitne rovnicou
a bodom.

427, ayz —x —y—2=0,4 = (0,0,0).

428, z —yer2=0,4 = (0,1, 1).

- —
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429. zxsinz + ycosz — et = 0,4 = (0, 1, 0).
430. 5+ ¢y 4+ 28 —z2—y—2=0,4 = (1,1, 1).

V tdlohéch 431 a 432 vypotitajte dz, d22, ak je funkeia z uréena implicitne rovnicou
a bodom.

431. 2y + 2z +yz — 1 =0, 4 = (0, 1, 1).

432, 22 + 22 + 322 — 1 =0, 4 —(1 0, 0}.

V- ulohdch 433 a 434 vypotitajte z,, z,.

433. F(x — y, y — z,z — x) = 0, kde F je diferencovatelnd funkcia,
434. F(zz, yz) = 0, kde F je diferencovatelnd funkcia

435. Najdite z'(z), 2"(x), ak z = x® + y* a funkcia y = f(z) je danéd implicitne
rovnicou #2 — xy + y* — 1 = 0 a bodom 4 = (1, 1).

V tlohéch 436 a% 438 néjdite lokélne extrémy funkcie uréenej implicitne rovnicou
& bodom 4.

436. 22 + y® — 32y =0, A = (0, 0;.

437. 2 +y* R 22 +2=0,4 = (1, —1).

438, 22 — 20y + 29 + 22+ 1 =0,4 = (—1,0)

439. Zistite, &i funkcia uréend implicitne rovnicou z? + 2zy + y* —4r + 2y —2 =
= 0 a bodom 4 = (1, 1) je v bode 4 konkdvna alebo konvexna.

V tlohéch 440 a% 442 nijdite dotyénicu a normélu v bode 4 ku grafu funkcie
ur¢enej implicitne rovnicou & bodom.

440. 2y + In ¥ IH(}A-—(I 1).
441, 25 + 4 — 22y = 0, 4 = (1, 1).
442, y* — 4ot — 6zy =0, 4 = (1, 2).

V tlohich 443 a 444 najdite lokdlne extrémy funkcie danej implicitne rovnicou
& bodom.

M3, 2+ P+ 22+ 2% — 2 — 42— 10 =0, 4 = (2,0,2 + |/6).
444, (22 + 2 4+ 222 —2 (2 4 42 —22)= 0,4 = (0, 1, —1).

V ulohéch 445 a? 448 n4djdite rovnicu dotykovej roviny v bode 4 ku grafu funkecie,
urdenej rovnicou a bodom A4.

445. 22 — 12 4+ 22 —6=0,4 = (1, 2, —3).

446, 2® + 3y* — 422 + 22 — 12y + 82— 7 =0, 4 = (1, —2, 4).
447. 2 —y — In(zx/z) = 0, 4 = (1, 1, 1).

448, 2t | e _ 8 =0, 4 = (2,2, 1).

449. Néjdite dotykovi rovinu ku grafu funkcie dane) implicitne rovnicou 3z2 +

4 2y% 4+ 22 — 21 = 0. & bodom A = (2, 2, 1), ktord je rovnobeind s rovinou 6z +
+ 4y 4+ z = (.




52

S e m— o —— ——

2 ZAKLADY VEKTOROVEJ ANALYZY

2,1. Vektorovd funkcia skaldra a vektorova funkcia viac
premennych

Vektorovi funkeia skalirs. Nech je M mnoZina redlnych &fsiel. Funkciu f, ktord kafdému
&islu ¢ z mnoginy M priraduje vektor f(f). naz§vame vektorovou funkciou jednej redinej premenne)
alebo vektorovou funkeiou skulire. Mnozina M sa nazyvae oborom definicie funkcie fa f(f) hodnotou
vektorovej funkcie skaldre f v ¢isle ¢. ,

Mnotinu vietkych koncovych bodov vektorov f(¢), kde ¢ € M a zatiatoéné body vektorov fit)
gi v zadiatku daného siradnicového systému nazyvame grafom alebo hodografom vektorove)
funkcie skaléra f.

Ak obor definfcie M vektorovej funkcie skaldra je mnoZina vdetkjch prirodzenych tisiel,
tak vektorovi funkeiu skaldra nazyvamo postupnosion vektorov a oznadujeme ju

{@, @3, ..., 0., co o} ={ﬂ- E-1'

Vektor a je limitou postupnosti vektorov {a,}.2;, ak plati

lim |@,—a] = 0.
n—r

Postupnost vektorov, ktord ma limitu, nazyva sa kﬂﬁuergﬂﬂtm‘i, postupnoat vektorov, ktora
nemd limitu, nazyva sa divergening.

Poznémka 1. Pre postupnosti vektorov moZno zaviest analogické pojmy & dokdzaf analogicks
vety ako pre postupnosti &isiel. Napr. pojem vybrane)j postupnosti, ohranitenej postupnosti, vety
o sudte, rozdiele, siicine atd.

Veta 1. Nech pri zvolenom pravouhlom suiradnicovom systéme v priestore a, = {Zns Yns Zn}
pren=12, ... 8 a={zy, 2. Potom lim a, = a vtedy a len vtedy, ked

n—ek X

lim z, =z, lim y, =y & lim 2z, = 2.
An—p 0 n— 00 n— D

Analogické veta plati aj pre postupnost vektorov v rovine.
Priklad 1. Majme pri zvolenom pravouhlom siradnicovom systéme v priestore postupnost

A 1
vektorov {a_ }ar,, kde jo @, = {gﬂ: — 31_ i = : 1} ,pren =1, 2, .... Vypotitajme li-
mitu danej postupnosti. i
Riedenie. Pretoie plati
im 2t 2 lim. L= 6, B B |
fn—p o0 n n—rco S n+wx 0

podla vety 1 je limita danej postupnosti lim @, = {2, 0, 1}.

Hn—r 0

Limita a spojitost .vektorove] funkele skalira. Nech f je vektorové funkcia skalédra definovana h
v okoli &isla t,, pritom v &fsle #, pripadne nemusi byt definovand. Hovorime, Ze vektor @.je limitou
vektorovej funkeie f v &fsle ¢, ak pre kafdd postupnost {¢,, t;, ..., ¢, ...} Cisiel réznych od ¢,
z oboru definicie funkecie f, ktord konvergujé k &islu ¢;, plati

lim f(z,) = a.
n—r

Oznadujeme ju lim f (f) a plati lim f(¢) = a.

i—> f.ﬂ L=t tli

N L R
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Veia 2. Vektor @ ie limitou vektorovej funkcie skaldra f v &isle ¢{; vtedy a len vtedy, ak k Iubo-
volnému &islu £ > 0 existuje &fslo d(¢) > O také, ke pre kafdé ¢, pre ktoré plati 0 < [t —f | <

< B(e), je '
| f() —a| <e.

Vektorovt funkeiu skaldrs f nazjvame spojitou v Gisle iy, ak plat
lim f(t} = f(t,).

f— ‘n

Ak je funkeia f spojitd v kaidom éisle mnoziny M, hovorime, e je spojité ne mnokine M.
Derivtciou vektorovej funkcie f v Cisle {, nazyvame limitu

s f(¢) — f(ty) ‘
tat, t—10

Oznafujeme ju f'(f,) alebo [—dd—f-] a plati

=iy

. f(t) — f(&)
"(§) = lim :
St

Vytliie derivdcie vektorovej funkcie skaldra zavéddzame pgdobne ako vydie derivacie funkcie
jednej premennsj.

Vektorovi funkeiu skaldra f nazyvame diferencovatelnou v é&isle t;, ak existuje taky vektor a
& také vektorové funkcia skaldra w spojité v ¢,, pre ktora w(i;) = o, t. j. lim w(i) = o, e plati

bty
f(t) —flty) = (1 — tp)a + w(t) (t —1fy).

Vektor (t — &)@ nazyvame diferencidlom vektorovej funkcie skaldra f v &isle t, pre prirastok
it — ty. Oznadujeme ho dfft,).

Veta 8. Funkocis f mé v &isle ¢, diferencidl vtedy a len vtedy, ked mé v &isle £ derivaciu a plati

dfte) = &) (t — &) = (%) dt.

Diferencidly vyikich rddov zaviddzame podobne ako diferencidly vysiich radov funkcie jedne]

premennej.
Ak v priestore zvolime pravouhly siradnicovy systém, potom pre vektorovh funkciu f platf

f(6) = =(t) i + y(0) | + z(0) k.

tide
f(e) = {x(e), (&), 2(t)},

kde |, J, k st jednotkové wktury. Funkeiu z(t) nazyvame prvou zlotkou, funkeiu y(2) druhou zlofkou
a funkoiu z(f) irefou zlofkou vektorove) funkcie skaléra f.

Podobne zavAddzame zloiky vektorovej funkeie skaladra v rovine.

Veta 4. Nech pri zvolenom pravouhlom suradnicovom systéme f(2) = =(t) 1 4 y{(¢) j + z(¢) K,
potom:

1. funkcia f mé v &sle ¢, limitu vtedy a len vtedy, ked v éisle {, maji limity funkeie x(¢), y(¢), z(2)
a plati

lim f() = lim () | + lim y(t) | + lim () k,
I—P‘u —i, t—’l"fa H;‘

2. funkcia f je na mnoiine M spojitdé vtedy a len vtedy, ked sii na mnoZine M spojité funkeie
z(t), y{”! ‘“};

3. funkcia f mé v &ale ¢, deriviciu vited¥ a len vtedy, ked maja v tisle ¢, derivaciu funkcie
x(t), y(t) & z(t) & plati

flte) = () 1 + ¥ () | + 2'(%) k.
Analogickd veta plati aj pre vektorovii funkeiu skaldara v rovine.

Priklad £. Nech pri zvolenom pravouhlom stradnicovom systéme funkcia f(£) = % + 5] +
+ e'k. Vypoditajme derivicie vietkych rddov danej funkeie.
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Riedenie. Funkeie 3, 5, o' maju derivicie vietkych raddov. Plati:
()2 = 2¢, (18)" = 2, ()" = 0 pro prirodzené &islo n > 2,
(5)"! = 0, pre kaZdé prircdzend éislo =,
(e} = o', pre kaZdé prirodzend &islo n.
Podla vety 4 plati:
f7(t) = 2t + e'k,
f'(t) = 2i + o'k,

fo(t) = o'k, pre n > 2.
Overicie § vektorovyml funkeiami skalira. Nech f je vektorovd funkceia skaldra s oborom
definicie M, g je vektorové funkecia skaldra s oborom definicie N a nech P = M 1 N. Absolitna

hodnota funkeie | f |, suéet funkeii f + g, rozdiel funkeil f— g zavadzame analogicky ako pri
funkeii jednej premennej.

Suéinom ax(t) f funkcie x(f) definovanej na mno#ine N’ a funkcie [ rozumieme taka vektorovu
funkciu skaldra v definovani na P'= M n N’, e pre, kaZdé t, € P’ plati: v(t;) = alt,) fit,)-

Skaldrnym siuéinom f. g funkeii f, g nazyvame taku redlnu funkeciu A{¢), definovani na P,
Ze pre ka2dé t, € P plati:

h(ty) = f(t,) . glty).

Vektorovgm sudinom f X g funkeif f, g rozumieme taka vektorovi funkciu v, definovani
na P, Ze pre kaidé ¢ j € P plati: v(t,) = f(t,) < g(4).

Podobne zavddzame zmieiany saéin troch vektorovych funkeii skaldra.

Veta 5. Nech funkeie . & () maja v ¢isle ¢, limity. Potom aj funkcie | f|, f* g, f. g f % &
a (¢} f maja v éisle £, limity a plati:

Im | f(¢) | = [ im f(2) |,

t—»>1g =1,
lim [f(¢) + g(¢)] = lim f(¢) + lim g(¢t),
t—iy (—»Lo bt
Hm [f(¢) . g(¢)] = Lim f(t) . lim g(¢),
t—t, ity —»t,
lim [f(t) x g(&)] = m f(t) x lim g(z),
>t >ty t—ty
lim [a(f) f(©)] = [lim «(®)] [lim f()]
t—ty i—» g —i,

Veta 8. Ak vektorové funkeie skaldra f, g a x(t) st spojité funkeie v éisle Ea. tak a] funkeie | f |,
f+ g f g X ga af) f st spojité v éisle ¢,.

Veta 7. Nech funkcie f, g a a(¢) maji na mnozine M derivécie. Potom na mnoZine M maju
derivéacie a] funkcie f + g. . g f < g «() f a plati:

[f(e) = g()]" = F'(¢) = g'(e),
[f(t) . g(2))" = f'(t). git) + f(¢&) . g'(e),
[f(¢) x g(&)]" = f'@2) = glt) + f(t) < g'(e),
[a(¥) f()) = a'(2) f(t) + «(2) £(2).

Veia B. Nech ¢(u) mé v &isle u, derivideiu. Nech vektorova funkcia skaldra f(¢) ma v Gisle
¢(uq) derivaciu. Potom zloiend vektorovd funkcia skaldra f[@(u)] mé v &isle u, deriviciu a plati

flew)], = Fle(u)] . @(u,).

Friklad 8. Vypocitajme [f(z) x g(t)]" a [f(z) . g(t)]" v é&isle ¢{; = 0, ak pri zvolenom pravouhlo-
vom suradnicovom systéme je f(t) = #3 + sin 2tj, g(t) = (& + 2)1 + &%4.

Riedente. Pre ¢t = 0 plati f(0) = o, f(0) = 2i + j. Potitajme f'(¢), g'(¢). Mame f'(8) = 2ti —
+ 2 cos 2t}, g'(¢t) = 3% 4 3 ). Pre ¢ = 0 dostaneme: f'(0) = 2ja g'(0) = 3j. Podla vety 7 plati:
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[f - &8li0 = 2. (21 + J) +o.3] =2,
(f X @ieo=2] X (21 + J) + 0 x 3] = —4k
Neurditf a wuréliy Integrdl vekiorove] lunkcle skalérneho argumentn. Funkcia F(t) sa nazyva
primitivna funkcia k funkeii f(f) v intervale (a,f), 8k pre vietky [ € (e.f) je F(z)" = f(t).
Ak je F(t) primitivna vektorové funkcia skaldrneho argumentu k vektorovej funkeii skaladrneho

argumentu f{§) v intervale (x, ), potom kazdd primitivna funkeia k funkeii f(1) v intervale
(a, B) jo F(t) + ¢, kde ¢ je Tubovolny vektor.

Mno#inu vietk§ych primitfvnych funkeii k funkeii f v intervale (a, f) nazyvame neuréitym
sntegrdlom funkcie f v intervale (a, f). Oznaéujeme ho f f(t) df a plati
f f(¢) dt = F(t) + c.

Veta 8. Nech v pravouhlom sidradnicovom systéme funkeia f(t) = z(O) i + y(t) j = z(4) k.
Funkcia f mé neurdity integrdl vtedy a len viedy, ak existuje f:c(:} dt, fy{t] dz, fz[t} d¢ a plati
[f@ de = [=() dsi + [y dtj + [a(e) ke

Priklad 4. Vypoditajme integral z vektorovej funkcie f, pre ktoru v intervale {-—oo, !
plati

f(t) = cos tl +

| + 483k.
W + 48k
Riedente. PretoZe je

‘ 1 )

pre ka%dé t a ITubovolné kon&tanty c,, ¢3, €3, podla vety 9 plati

1 !
f{cm i+ 1T+ ]+ 4t’k.} dt — sin #f -+ arctg {j -+ 'k + ¢,

L
kde € = cd + cyf + ek a ¢, ¢y, €y, s Tubovoliné tisla.

Podobne ako pre funkciu jedne] realne) premennej zavAdzams pojem uréilého integralu
z vektorovej funkcie skalédra.

Veta 10. Nech funkcia f mé primitivnu funkeiu E v intervale (&, £) a nech funkeia F e spojita
v intervale {a, §>. Potom plati
A
JI fitydt = F(f) — Flax.

r o

150. Napfite a zndzornite prvych pat ¢lenov postupnosti {a, }% . vektorov, ak

oo
B)ﬂni:{j—}ﬁj,
1 11—}—{—1}"_. n
b) @, =571 +—— -j n_,_r--lk,
1 =
— 2 k
c) a, 3n+1f+an+n :

461. Z postupnosti vektorov {a,}% -1 ubvorte vybrantt postupnost vektorov
pomocou postupnosti {&,} 7% — 1. ak

1 9 — (—1)n
a) @, = =1+ — { )j,bﬂ=2n+1,
P "
b) a, 1l a4l 24 Ly o

~—2+3n | 3—2n7 1—2.20 "7
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4562. Dokazte, Ze vektor b = 3i — 4j 4 2k je limitou postupnosti vektorov

(R I A (L N

453. Najdite limitu postupnosti vektorov {a,} 7 = ;, 8k

n41\" ()
&}u““( n )il'ﬁh‘l‘i’

['_:lrb--l—l)“II 2t --1 . n+1

b) a, = . 2n? ' _:7;**_—!—11 oo K,
1 dn + 8 o
c) an,-_-,.-(1+-n—) i1—32+1""j+|/1+‘—"k
2n -1 e (.-—-_!_)'-'l" ' n )
i JO%u ¢ 2 FR
d)a?:"' 19 '+ n, (3 )V4ﬂ+l k’
e

e)a, =a— 222 pn>1kdea={1,11}a a, ={1/2,1/2,1/2},

) @, = 2ni 4 —::-:--{I—}-(—-l)" n]j.

164, Znézomite vektorovi funkciu skaldrneho argumentu f, ak
a)f=ti 4+ (3t + 5) j, te 0, 1),
b)f =t + (3t + 5)J, te(—o0, W),
c)f=2costi + 2sintj, te {0, i,
d)f = ti + 88, te (0, ),
e)f=(1+8i+(—2+2)j+ @3+ )k te 0, o)
f) f = costli + sin¢j + tk, te (— o0, o).

455. Dané je vektorové funkcia skaldra f. Najdite jej obor definicie, ak
) F = U= 8 + JHL - 0+ KL+ ),
b)f = Vd-|—2t’-1—l/ EEJ—J‘-—VI--—m
¢) f = arcsin (* — 2)i -+ In (2 — 4) J,

- t—-3
d)f =) — 4 -+3 i+ arcsin - j— Ini4 —t) k. -

4566. Funkcia f(f) = 2i -+ 3tj + Vt_k je definovand v intervale (0, o0) a funkcia
gh=(@B+-Di+2—-18] + V§ t2k je definovand na intervale (— oo, o0). Vypodi-
tajte:

a)f + gpret =1,t = —1,

b) 5g pret = 0, d)fx gpret =4,

c) f.gpret =2, e) gxf

467. Vypodlitajte absalutnu hodnotu funkcie f(¢), ak pri zvolenom pravouhlom
suradnicovom systéme je:

a) f(t) = sin ti -+ cos t},
b)f(t) = (2 —)i+(@*—3)j+ 3Bt —2)k
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458. Ndjdite limitu funkcie f(f) v danom bode ¢, ak:

1 sih ¢
itk =0

a) () = 3ti

b) f(t) = 2i +(1 -—tsin-:-—)j, i =0,

42
V) = T+ (L4 00+ 0k, = 1,

d) f(t) = ‘:' i+ et ] ﬂin;—k, t = 0.

459. Zistite, & funkcia f(t) je v bode ¢ = {, spojité, ak:
8) f(t) = (2 — &) | + £% + tsintk, ¢, = O,

sin ¢

b) f(t) — 1+ tj + 3tk, 1, =0,

1
o) ft) =e' "2 i+ (1 —inj =2
460. Ako treba doplnit definiciu f(t), aby v ¢&isle = 0 bola spojitd, ak

f(t) = 5% + 6 et j + “":m k.
461. Zistite, v ktorych bodoch nie je vektorova funkecia skaldra spojitd:
8) ) =+ 480,
i— 1
1 .
- b) f(¢) t“—2f - 8in 2¢ j 4+ 2-' k.

V tlohdch 462 a 463 vypoditajte f'(¢).
462.a)f(t) = (3 — 2t)i 4 (2 — 4) j + (3t — 9) k.

]
07 Pl .

c)f() =)t i+ 1n j 7173" k,

d) f(t) = sin® ti + tg tf.
463. a) f(t) = sin? ti + et j + 12k,

t 3
b)f() = w1 + ———J + In(l — 0k,

c) f(t) = In? ti 4 arctg 2 tj 4 -!;—k,
d) f(t) = 2% 4 2-%j 4 sinh 2¢ k,

e) f(t) -_.—sti_+2enﬂsj—3m:nak,pri6ams Vl : =
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464. Dokazteé, ze pre diferencovatelné vektorové funkcie skaliru u, v plati

Sm——

d dv du
il akid Satide T T
d dv du
E(u)(v)=u><—dt- i T X V. |

465. Nech f(t) = sinti — t%ja g(f) = Ini? | + 2!j pri zvolenom pravotocivom
pravouhlom siradnicovom systéme. Vypocitajte:

a) [f(t) - g(t)]', b) [f(£) X g(B)).

466. Dokazte, ze (%) e r: . ak r(t) je diferencovatelnd vektorova funkcia ska-

s T e = e =i

larneho argumentu.

467. Vypocitajte: 1-
a) f"(¢), ak f(t) = 3 cos ti 4 4 8in i}, i
b) f*(t), ak f(t) = cos wt cos ai + cos wt sin af + sin wtk, |
) fr(t). ak f(t) = e¥i + e Xj+ (4 4+ 1) k.

468. Vypoditajte:
a) [f(t) x g))", ak f(t) = t cos ¢l + sintj, g(t) = —tsinél -+ cos tf,
b) [f(t) . (g(t) X h{t)]", ak f(t) = cos 3ti — sin 3tj, g(t) = sin 3ti + cos 3tj,
h(t) = 3tk

169. Vypotitajte derivdcie vietkych rddov vektorovej funkcie skalara f{f), ak: ‘

141
DO =ti+ 2,  oft)=5 1+ ]

b) f(t) = In ti 4 13, d) f(t) = logg ti + 2'f + cos 2tk. - u‘

470. Vypotitajte diferencidl funkcie f(f) v bode ¢y, ak:
a) f(t) = 2t% | sin? wif 4 el k, t, =2, |
1
- !
| k, 1o

¢) f(t) = 2% + 1n % A lt_k, by = 3. ;

3

471. Dané je diferencovatelns funkeia r(t). Ndjdite derivécie funkeil: |

a) (r#), b) (r%) , |

c) r(t) . r'(f), d) r(t) . [r'(2) . (D))

dr
472. Dokazte: ak |r(t)] = const, tak ——

= 1,

i 1
b) f(t) = 8 + - -

T 0. Zistite, &i plati aj opatnéd imph- ]
I

kicia; aky to mé geometricky vyznam?

473. Pohyb hmotného bodu nech je dany rovnicou r(f) = r(cos wif 4 s wij). |
N4jdite velkost rychlosti a zrychlenia. |

|



474. Pohyb hmotného bodu je dany rovnicou r =ie¢v + je¢'. DokiZte, Ze
plati r” — wir = 0. Vypoditajte jeho rychlost a zrychlenie.

475. Vypoditajte;
a) f(:] sin ti + tj 4 2k) dt.

1 —t3\2 1 1N . Sa
S T
..J)f(ti. — T k)dt.

. 1 | 1 i i 1
anL_,?i. 1_1_&1. (3£+_2]!k]dt.
476. Vypoditajte:

a) f-(cﬂa t + sin tf) de,
0

1
b) f r(t) dt. kde r(t) = ei + e~ + tk.

0

2.2. Derivdcia v smere. Gradient.

Derivacia v smere. Dana je funkecia viae premennych f(X), kde X = (z,, xy, ..., 2;), bod 4 =
= (a,, ag, ..., a,) a jednotkovy vektor { = {I,, [,, ..., {,}. Deriviciou funkeie f(X) v bode 4 vo
smere vektora | nazyvame limitu

t—+ 0+ ¢

(1)
df(4)

& anaéu]amﬂ —4j

Veta 1. Ak je f diferencovatelnd funkeia dvoch premennych f(x, y) v bode A a vektor | zviera
v pravouhlom siradnicovom systéme v rovine 8 osou ¢; uhol &, | = {cos &, 8in &}, potom

df(4)  df(4) df(A)
T R cos o | B

Bin o, (2)

Veta 2. Ak je f diferencovatelnd funkecia troch premennych f(z,y, z) v bode 4 a pre vektor /
v pravouhlom suradnicovom systéme v priestore plati | = {cos a, cos 3, cos y}, potom

dffd) . dfi4) cos & -+ of(4) cos f + ORAY Y. (3)

dl ox cy 0z

Gradient. Ak Je na mnoZine M bodov priestoru definovand redlna funkoia f(X), hovorime
o skalarnom poli. Ak je na mnoZine M bodov priestoru definované funkeia f(X), hovorime o vekto-
rovom poli*.)

Nech je f(X) diferencovatelnd funkcia v bode A priestoru. Gradientom funkceie f(X) v bode A4
nazyvame vektor grad f(4), pre ktory plati

df(A df(A af( A4
grod f(4) = L2 14 HE ) LA (4)

*) Ak je M mno%ina bodov roviny, potom hovir.me ¢ rovinncm ska'drncm poli resp. rovinnom vekto-
rovom poli.
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e, e ———— =T - —————

Nech je funkeia diferencovatelnd na mnozine M. Gradientom funkeie f(X) alebo gradientom
skaldrneho pola f(X) nazyvame vektorovi funkciu definovanii na mnoZine M, pre ktomi plati

NX) | X)X,

oz oy 0z (©)

grad f(X) =
v katdom bode X € M*).

]+

Veta 8. Nech je funkcia f(X) diferencovatelnd v bode A4 priestoru [roviny]. Potom pre deri-
vaciu funkeie f(X) v bode A v amere ur¢enom jednotkovym vektorom [ plat{

df(A4
. dft4)
t. J. Je priemet vektora grad f(A) do ameru vektora I.

dl

Veta 4. Derivacia funkcie f(X) v bode 4 v smere urdenom vektorom I, = (grad f(4))?**)

jo najvadsia a plati | grad f(4) | = d{:f} :
1

MnoZiny bodov v priestore [rovine], pre ktoré plat{ f(X) = const, nazyvame hladinams ska-
larnsho pola f(X).

Yeta 5. Ak vektor grad f(A) # o, potom tento vektor leZi v norméle ku hladine f(X) = f(A)
v bode A (pozri 3,12).

Priklad 1. Néjdime derivéciu funkecie F(zx, ¢, 2z} = 2 — 2xyz + 32 v bode A = (l 0, 2)
v smere jednotkového vektora | uréeného vektorom B — A, kde B = (3, 2, 1)-

Riedente. Pre vektor B— 4 mdme B— A = 21 + 2j — k. Jednotkovy vektor | je | =
= 2i{3 + 2j/3 + k/3. Podla vztahu (4) méme

df(d)  8f(4) 2  of(4) 2  af(4) 1

e Rl Y o T s - - 4

dil ~ 9z 37 & 3 8 3
= (2x — 2yz2), 2/8 + (—2xz), 2/3 — (62 — 22y), 1/3 =
= 4/3 — 83 — 12/3 = —-16/3.

Priklad 2. N4jdime gradient rovimmého skaldrneho pola, ak f(X) = f(z, ¥) = 2? + * — 3ar '

df4 |

a uréme smer najvidése] derivacie ) T bode 4 = (2, 1).
1

!

Riedenie. Ked#e jo
f;=3$2_3y a f;.—_Sy'—nax‘
grad f(X) = 3(z* — y) I 4 3(y* — =) J.

Najviidsia derivdcia v smere je uréend vektorom [grad f(A)]°. Puémajme preto grad f(A4),
dostaneme

podla (B) je

grad f(A) = 8 — 3}.
Z toho vyplyva

I, = [grad f(4)]° = {3/}10, —}10 }.

e — e R, —

; df(A4) L .
Derivécia —‘—{1—'-- - je najviitsia v smere danom vektorom [, = {.’;ﬂvm ; —HVIU } & jej hodnota
jo \
df(A4 — -
—gr] - 9 (3/)/10) + (—3)(—1/}10) = 3)10.
1

- —— @

*) Celkom podobne je definovany g'mcl f(d), kde 4 je bod roviny resp. gradient rovinného skaldrneho
pola. Prisiugné vzoree dostanen zo (4) a™(3) vypustenim ¢lena a vektorom k.

**) (grad f(4))0 je jednotkovy \nktur vektora grad f(.4). +
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V ulohdch 477 aZz 482 vypoditajte derivaciu v smere, ak je dané:

477, f(X) = 3x* — 2%® + y3, A = (1, — 1) a uhol vektora | 8 osou o, je w/6
& 8 osou o, w/3. |

478, f(X) =622 — by + 10¢* — 7, A= (0,D)al = —L

479. f(X) = 32® — 6xy* + 11y, 4 = (1, 1) a vektor ! je uréeny vektorom B — A4,
kde B = (4, 5).

180. f(X) =2 + 22y — ¥, A = 0, ) = (i 4 j)O

481, f(X) = xy® + 2 —zyz, 4 = (1,1, 2) a" vektor | zviera so sdradnicovymi
osami uhly & = /3, § = wn/4, y = =/3.

482. f(X) = 3x® — 4y®* 4 228, A = (2,2,1) a vektor | je ureny vektorom
B — A, kde B = (5, 4, 6).

483. Nech f(X) = 3x* — 6zy + y® Najdite derivdciu v bode 4 = (—1/3, —1/2)
v smere [ubovoIného jednotkového vektora I. V akom smere je td4to derivicia:
a) najmensia, b) najvadcsia, c¢) nulova,

484. Zistite, é1 hodnota funkcie f(x, y, z) = bx*yz — Txy®z + S5xyz? v bode A =
= (1,1, 1) v smere vektora 8i — 4j - 8k sa zvaé3uje alcbo zmenBuje.

185. Nech f(x, 3, 2) = x%® + x%?2 4 y%?. Vypeéitajte: a) derivdciu funkcie f
v bode 4 v smere [ubovolného jednotkového vektora, b) grad f(4), c) | grad f(4) |,

dj fgrad f(A)], kde 4 = {1/}/%. 1/}/4, 1:]'7).

V tulohach 486 az 488 nijdite grad f(4).
486. f(x, y) = 2% - y?, A = (2. 3).

- 487, flz,y) = V4 + &4 9%, A =1{1;2)
I88. f (z, y, 2) = x/(x> 4 y* + 2}, 4 = (1, 2,2).

489. N4jdite gradient funkeie f(x, y, z) = 2% + ¥* 4- 2® — 224z v bode A =
=(1, —1,2). Uréte body, v ktorych je grad f(A) kolmy na os o, a body, v ktoryeh
88 TOVNna O.

490. V rovine n4jdite body, v ktorych sa gradient funkeie z = In [(1 4 zy)/x]
rovnd (—16/9) i -+ .

491. V rovine najdite body, v ktorych sa | grad f(4) | z funkcie z = (2® + y?)3/2
rovna 2. |

492. Vypotitajte pomocou grad f(4) deriviciu funkcie f(x, y, z) = (22 + y? -+ 22)3¥/2
v bode 4 = (1,1, 1) v smere vektora 2j — k.

493. Nd)jdite uhol gradientov funkeil f(x,y 2z) =2 y2 — 22 & gz, y,z2) =

— arcsin [z/(x + y)] v bode 4 = (1, 1, /7).

V idlohdch 494 az 504 najdite gradienty danych skaldrnych poli. Pritom r je polo-
hovy vektor bodu X a a, b kondtantné vektory.

104, f(x, y) = 1022y — 323y | o5.
495. f(x, y, z) = arcsin (sz:c*_—P yi).

196. f(X) = r. 197. f(X) = 5.
498. f(X) = 1/r. - 499, f(X) = 1/r2,
500. f(X) = 1nr. 50L. f(X)=r. a.

502, f(X)=a.(b X r). 803. fiX)=(a x r).(b X r).
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M. f(X) = (a.r)/(b.r).
5056. Dokazite, ze plati:
a) grad [f(X) + g(X)] = grad f(X) + grad g(X),
b) grad [f(X) 4 (] = grad f(X),
c) grad Cf(X) = C grad f(X),
d) grad f(X) g(X) = f(X) grad g(X) + g(X) grad f(X),
e) grad [f(X)]* = n[f(X)]*-! grad f(X),
f) grad flg(X)] = f'[g(X)] grad g(X),
kde f, g st diferencovatelné funkcie na mnozine M a C je konstanta.
V tulohdch 506 a 507 ndjdite hladiny daného skaldrneho pola.

206. f(z,y) = (2xr — y + 1)/2%
307, f(X) = p(A, X) + po(B, X), kde A, B si dané rézne body priestoru.

2,3. Divergencia. Rotdcia

Majme pri zvolenom pravotoéivom pravouhlom suradnicovdm systéme vektorovi funkeciu

troch premennych
f(X) = f[itX) 1 + f1(X) ] + f(X) k,

pridom funkeie f{X), fo(X), fa( X), X = (=, %, 2) maji parcidlne derivécie na nejakdj] mnoZine M
priestoru E,.

Ihvergenctou vektorove] funkeie f(X) nazyvame funkciu

div f_ af.l afl a_fE

(1)

F)
Rotdciou vektorove] funkeie f(X) naz,vame vektorovi funkeiu
_ { %) 3f=) (ﬂ.ﬁ afy (ﬂfz c?fz)
rﬂtf—(ay E» i+ 3 )j+ Ew 2 k, (2)
to méieme symbolicky v tvare determinantu napisat

i, J ., k

I
ot f=| 2 T B | )

f], 1I fg 1 fﬂ. :

Vo vektorove) analyze poufiva sa operitor nabla (Hamiltonov operdfor)

d J 0

i 3 — k.
Y = ™ + j o o2
; . . 0 d d . :
Ak operator V povatujeme za vektor so zloZkami i’ oy ox a pod siudinom zloZky 8 funkeiou
rozumieme derivaciu funkcie, napr. —a-i—- i = gi mébZeme vyjadrit grad f(X), div f(X), rot f(X)
takto
af of  _
grad f = i+—*1+—k Vi
dy
dl?f:—g-l—-l——-ifl—l-ff—: ?.f.

ox oy 0z
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_ —_— —

ot (=)o ()i (G rmv e

Okrem operdtora nabla V pouZiva sa Eaplaceov operdtor delta

o2 o? J*
d ——ﬂm_:“‘i“"a?"‘f"‘ ‘ez—ﬂ.

9

Symbol Af(X) znaéi
o oif o
.ﬂf == ‘-:3——2 + 6—* 5 a2t .

Laplaceov operdtor mozno fermélne vyjadrit

2 o . 8 d 3 & .\

Priklad. Nech v(X) = v (X) I 4 vy(X) ] + vy(X) k, X = (x, y, 2) je vektorové funkeia troch
premennych, ktord mé spojité druhé parcidlne derivécie. DokéZme, 2e plati

div [rot ¥v(X)] = 0.
Riefenie. Podla (2) méme

rotv(X) = —avf’— - Et;—’) [ (aﬂ‘ _‘?_"‘3) |+ e aul-)k

Sy a Oz ox or &y
a pocla (1)
. B a -ﬁ’l{i &vz 0 'Bvl 61’3 -0 .E'Uz_ III?’i"*"l) .
div [rot v(X)] = Az ( 5?; EW ) S EE( 2 ﬁ:ﬂ) o 7 ( 2z dy | =

0Py 0Py . d%u, 0%v, i vy d%v,
dzdy Ox 0z Oyoz Oydx 0z0x dzdy

Pritom sme pouZili vetu 2 a 3 z ¢ldnku 1,7.

= (.

Poznédmka. Formdlne pomocou operdtora V mo#no tento priklad riegit aj takto:
div[rot v{iX)] =V.(VXx v =(? xV).v=0.v = 0
608. Vypotitajte div f a rot f funkcie f(X ) v bode 4, ak:

_ y _
VIX) =ayi+ (@ =)+ F k4= (1,0,2),

| LB Wl B o
h}ﬂx)“y' EJI Ik;A_(Iilal):

c) f(X) = e*?i  sinx . siny . sin 2j+1In(z 4y +2)k 4 =(0,2 —1).
609. Nijdite divergenciu a rotéciu vektorovej funkcie f(X), ak:

8) f(X) = 2y%*2i + 3j — k),

b) f(X) = (yi + zj + zk)j)/a® + 2 + 22.

V tdlohdch 510 az 529, kde r je polohovy vektor bodu X, a, b sii konstantné
vektory, o je &fslo a f je diferencovateIns funkecia, vypoditajte:

610. div r. bl11. div ar.
612. div (rfr). 513. div [f(r) r].
514. div [a@ x (r x b)). 615. div [r(a x r)].

516. rot r. 81%. rot [f(r) r].
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018. rot (@ X r). b19. rot (a ln. r). |
520. rot (ar®). b21. grad div (r*r).

522, grad div (r3(a"x r)). 523. grad div (a 1n r).

624. A lnr. 5256, Arn.

626. A[(a x r)r*].*) 527. 4(a In r)

528. AA(1n r). 529. AA(r(a X r)).

Nech @(X), p(X) st funkcie a f(X), g(X) vektorové funkcie viac premennych.

V tlohdch 530 a% 538 dokdite:
830. div (¢f) = @ divf 4 f. grad .
B3l. div(f X g) =g .rot f — f.rot g.
532. rot (¢f) = @ rot f — (f x grad ¢). |
6533. rot grad ¢ = o. |
634. 4dp = div grad ¢. |
5356. Af = grad div f — rot rot f. |
036. A(f.r)=1r.Af + 24div f. |
637. A(gr) =r dg + 2 grad ¢. |
638. div (p grad y) = grad ¢ . grad v + @dy.

*) Ak vekt_ﬁmvﬁ. funkecia f(X) = fi{(X) i + /,(X)] + [/3(X) k, potom symbol A1 X) znadi
AfIX) = [Afi{(X)]1 + [dfs(X)] § + [dfs({X)] k.
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3. ZAKLADY DIFERENCIALNEJ GEOMETRIE

3,1. Krivky a ich rovnice

Majme vektorovii funkeiu skaldra r (¢) spojiti a jedno jednoznaéni na intervale I =(a, §) -

MnoZinu vﬁetl::ﬁch bQ.dDV M = O + r(t) v rovine (v priestore], kde 0 je zaéiatok siradnicového
systému, nazyvame jednoduchym oblikom. |

Dva jednoduché obliky nazyvame spojenymi, ak aspon jeden koncovy bod jedného oblaka
sa zhoduje 8 koncovym bodom druhého oblika. _

Krivkou nazyvame takd mnoZinu K bodov v rovine [priestore], ktora je alebo jednoduchym
oblikom, alebo sa sklada z koneéného poétu, prip. z postupnosti jednoduchych oblikov navzajom
pospijanych. Ak mnoZina K leii v rovine [priestore], potom hovorime o krivke v rovine [prie-
Btore].

Krivka v rovine. Ak je rovinné krivka K dané pri zvolenom pravouhlom sararlnicovom systéme
v rovine vektorovou funkeiou skaldra

r(t) = @) I + (e} j, 1€ e, f),
ktord je na intervale (&, fI> spojitd, potom rovmeu
u = r() (1)

nazyvame parameirickou rovnicou krivky K.
Nech u = zl + yJ, potom v zlotkdch parametrické rovnice krivky K su

r = @), (2)
i = 'J-":“i

kde @(t) a p(t) su spojité funkeie na intervale (e, fi>.
Ak maju rovnice (2) tvar

== i,
y = f(1),
kde f je spojité funkcia na intervale {e, B>, potom je krivka K dana rovnicou
¥y = flz). (3)

Ak je krivka K v rovine dané pri zvolenom poldrnom siradnicovem systéme vektorovou
funkeciou skalédra

rig)=flp)e, g la i,

kde funkecia f(@) je na intervale {a, ) spojitd, priéom polpriamka uréené jednotkovym vektorom e
8o zadiatkom v hode O zviera s poldrnou oson uhol @, potom rovnicu

p= rg) (4)

nazyvame rovnicou krivky K ¢ poldrrcm sdradniccvom systéme:
Ak p = f(@) e, potom v zloZkdch rovnica krivky K v polérnom sdradnicovom systéme je

e = fl@)- (2)

Pozndmka 1. Parametrické rovnice krivky K dane] v .poldrnom siradnicovom systéme
rovnicou g = f(g) 8 v pravouhlom saradnicovom systéme

xz = flp) cos p,

5 Zbierka iloh
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¥ = f(g)sin g, (6)

@ € {a&, f>, pricom paradnicové systémy maji spoloétny zatiatok, kladnd &asf osi o ju uréend
poldrnou osou & kladnéd éast osi o, polpriamkou ¢ = n/2.

Nech maé funken F(z, y) spojité parcidlne derivdcie Fo(z, y¥), F,(x, y) na oblasti 2 a nech
existuje hod 4 = (x, y,) z oblasti {2, pre ktory plati F(z; y,) = 0, pritom aspon jedna z parciil-
nych derivacii F;i F, v bode A je rézna «d nuly, potom mnoina K vietkych bodov M = (z, y),
ktorych siradnice su rieSenim rovnice

Fix,y) = 0, ' {7}

jo krivka. Rovnicu (7) nezyvame rotnicou impliciine dansj krivky K.

Prikiad 1. V rovine je dané kruZnica k 8 polomerom a a jeden jej bod 4. V bode A zostrojme
dotyénicu d ku kru#nici k. Nech bod C # O, kde O je druhy koncovy bod priemeru kruZnice k
urceného bodom A, je [ubovoIny bod kruZnice k. Na polpriamke OC

zostrojme bod M, pre ktory plati

oG, M) = p(C, B),

kde B je priesetnik tejto polpriamky s dotyénicou d (obr. 5). Zistime, 1
mnoiina vietkych bodov M takto zostrojenych je krivka a ndjdime-
jej parametrické rovnice, :

itiedenie. Nech r = M — 0. Z konktrukeie bodu M vyplyva
r - B—C. Z toho je

M=0+r<=0+ (B—C}

Zvolme pravouhly suradnicovy systém v rovine tak, ako je na
obr. § 8 nech y, = ¢, kde ¢t je IubovoIlné redlne &islo. Potom A4 =
(2a, ) & B = (2a, t). Body M a C letia na polpriamke OB, ktord
ma rovnicu

X=04+(B—Qu unz=0,

CiZe
Obr. 5 X = 0 + (2ai + tf) u.

Bod € lezi na kruinici nad priemerom (A, preto 4 OCA = 90° a vektory C — 0, C — 4 81
navzajom kolmé a plati

(C—4).(C—0) =0,
PretoZe plati
C =0 + (2ai + tj)u,,

kde u. # 0 je parameter bodu €, dostaneme
C—0 = 2au.i 4+ tu.f

C—A=(0C—0)— (4 —0) = 2aud + tu.f— 2ai =
= 2a(u. — 1) i + tu,j.

Z podmienky kolmosti

(0= 4] 40 —0) =0

vyplyva
[Eﬂ(u{: SES 1} i-- r‘“r:ﬂ . (2H”ni # tut’,‘}} = 0:

da¥(u, — 1) u,. + u; = 0.

Kedie u. # 0, mame
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dide
(2ad + ¢J)

]
g

C =0+

Pre bod M plati

dqf 4o®
M=a+{B_c}=o+za(1 w+ﬂ):+=(1-—w+‘,)j
B
' " Zat P

Pretofs vektorovéd funkeia r(l) = 2 1 8 (2ai + ]} je spojité a jednojednoznainéd v intervale

(—oo, o), mnodina K je krivka. Této krivka sa nazyva Dioklesova kisotda. Je] parametrické
rovimice su
2ai®

402 4 A’

T ==

t € (—oo, ).
3
¥ =4t 1 8’
Vyli¢ime parameter [, dostaneme

& :t:t—-2ayu=0

2a
=—-y+,:c9£0.

£

Po dosadeni do jednej z parametrickych rovnic mime
2 —y*(2a —z) =0,

¢o je rovniea Dioklesovej kigoidy v implicitnom tvare.

Polarne rovnice Dioklesovej kisoidy dostaneme najjednoduchsie vtedy, ak v polarnom miradni-
covom systéme zvolime za zaéiatok bod O a polérnu os v polpriamke OA. Polotme M = (p, p),
potomn z pravouhlych trojuholnikov QAB resp. OCA vyplyva

2a
Shaleoeg Sl bl
B
2a 8in? @ .
e=e—@ = — o —lelgpang,
tide

o0 = 2a tg @Bin @,
kde ¢ € (—n/2, w(2).
Krivks v priestore. Ak je krivka K dand pri zvolenom pravouhlom sdradnicovom systéme
vektorovou funkeiou skaldra

r(t) = @) I + w(t) | + x(t) k, te (x, O,
ktord je na intervale («, f) spojitd, potom rovnicu
u = r(t) (8)

naxyvame parameirickou rovnicou krmvky K.
Nech u = =i 4+ yJ + zk, potom v zloZkdch parametrické.rovnice krivky K st
x = @lt),
y = i), (®)
z = x(t),

kde @(¢), w(t) a y(¢) i spojité funkeie na intervale (a, f5.
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e

Ak pre kaZdé ¢ e (x, > plati
. - a@(t) + bylt) + cx(t) + d = 0,

pritom aspoi jedno z éfsiel a, b, ¢ je rézne od nuly a d je Tubovolné éislo, potom krivku (9) na-
gyvame rovinnou krivkou. Tito krivka leZi v rovine az 4 by + ¢z 4+ d = 0. Ak krivka (9) nie je
rovinnd, nazyvamse ju priestorovou.

Nech funkcie F(z, Y. 2) & G(=, ¥, 2) maju:

1. spojité vietky parcidlne derivacie prvého réddu v .oblasti £2;
2. existuje mspon jeden taky bod 4 = (z,, ¥,, 2,) z oblasti {2, pre ktory platf F(z,, y,, £,) = 0,
(zy, ¥y 2,) = 0 & matica
oF(A) OF(A) JF(4)

ox ' ody T 0z

(10)
aAG(A) oG(A) oG(A)
Cdx ' oy ' @&z
ma hodnost 2,
Potom mno£ina vietkych bodov M = (x,.y, 2), ktorych suradnice x, ¥, z s rieSenfm rovnifc
Flz,y,z) =0, (11)

Gz, y, 2) = 0,
je krivka K (dand ako prienik pléch). Rovnice (11) nazyvame implicitné rovnice krivky K.

Priklad 2. Zistime, &i rovnice
P = z, (12)

z} = y,
8 rovnicami krivky a ndjdime jej parametrické rovmnice.

Riefenie. Parcidlne derivéacie funkeif F(z, y, z) = Y —zx, G, 9y, 2) = 22—y

oF oF oF o cd oG
— T e— — — 5 e — _—= ———1
ox . Oy 2 0z . ox . Oy ’ Oz

s Bpojité v celom priestore Ey. KediZe bod A = (1, 1, 1} jJe riesenim rovnic F(x, y, z) = 0,
Gz, ¥, z) = 0 a matioa

—], 2, 0

( 0! _1! 2)

mé hodnost 2, rovnice (12) uréuji krivku K.

Prva z rovmic (12) je rovnicou parabolickej valcove] plochy, ktorej o8 je rovnobeind 2 osou o,
a' joj priemet do roviny R, je parabola y* = 2. Druhd rovnica je rovnicou parabolickej valcovej
plochy, ktorej os je rovnobeina s osou o, & jej priemet do roviny £, je parabola #* = y. Krivka K
je prienikom tychto valoovych pléch.

Parametrické rovnice tejto krivky métems ndjst napr. tak, Ze polotime z = ¢, pri¢om dosta-
neme y = ¢, 2 =(2)3 = . Parametrické rovnice krivky K su

=2ﬂ

¥ =1,
y = &,
z = {,

kde ¢ je IubovoIné redlne ¢islo.

Krivka K jo priestorova krivka, pretoe neexistuje nijaka trojica éisiel (a, b, c), z ktorych aspon
_jedno je rdézme od nuly, a také &fslo d, pre ktoré plati

ath 4 b tect +d =0

pre vietky redlne &isla 4.

V tlohach 539 aZz 647 zndzornite krivky v rovine: -
b39. r(t) = &l 4 42j, &€ (— o0, c0).




3,1. Krivky a sch rounice 690

540. r(t) = costli + sintf, t€{0,2xn ).

541. r(t) = a(t — sint) | + a(l — cost) J, ¢ {0, o).

B42. x —aocost, y=>0sint, 0 <a < b,t€(0,2%n).

2at? al(t? — 1)
543-#-1+t,, ¥ = 1 4+ ¢2 ?

544. p=ap,a > 0 ( Archimedova §pirdla ).

645. ¢ =ca® a > 0 (logaritmickd Spirdla).

546. o = 2a(1 — cos @), a > 0 (kardiowda).

547. 3(y — )t — 2(x — ¢)® = O (‘semikubickd parabola).

548. Nech F(g, @) je polyném premennych g a @. Krivka, ktord ma v polédrnom
gtradnicovom systéme rovnicu F(p, @) = 0, nazyva sa algebrasckd dperdla. Narysujte
tieto algebraické &piraly:

a) o = a/@ (hyperbolickd Spirdla),

b) o = ag? — b, b = 0 (Galiletho dpirdla),

c) ¢ = a/¢?,

d) p = “VE’_ ( Fermatova Spirdla ),

e) ¢ = allg + b, b > 0 (parabolickd pirdla),
f) e=dlle.

V tlohéch 549 az 552 vylilenfm parametra zistite, aké krivky s dané para-
metrickymi rovnicami.

M9, z=t2+t+ 1, y=t*—t+ 1, t € (—oc0, ®).

B50. z =2 — 2t 3, y=1* — 2t + 1, te {1, o).

B6l. x = asin?®t, y = b cos?t, ¢ e (0, 2x).

682, x — acoshit, y = bsinh¢, {e(—0c0, 00).

553. Nijdite implicitnd rovnicu krivky

a >0, te(—oo, o) (strofosda).

x = aln tg (¢/2) + a cost, y =asint, te(0, w) (trakirisa).

Narysujte jul S
664. Vyjadrite kruZnicu x® + y® = a? v parametrickom tvare, takZe za parame.
ter vezmete smernicu tetivy prechidzajicej bodom A = (—a, 0).
555. Néjdite parametrické vyjadrenie Descartesovho listu 2® + y* = 3axy, takze
poloZite y = fx.
556. Doké4ste, Ze tri rozne body Descartesovho listu lezia na jednej priamke vtedy
a len vtedy, ked pre ich hodnoty parametrov £, £,, t; plati £t = —1.
5567. Naijdite parametrické vyjadrenie:
a) lemniskéty (* + y?)* = a¥(z® — 4?)
b) Lamého krivky (zja)™ + (y/b)*=1,a > 0,6 > 0, m Je prirodzené ¢islo.
558. Dokaite, %e kardioidu ¢ = a(l 4 cos ¢) moZno vyjadrit v parametrickom
tvare rovnicami |
2a(l — t¥) dat

T te(—oco, 00) .

A+ep YT e

569. Dané je parabola o rovnici y® = 2pz. Nijdite mnoZinu vietkych bodov
stimernych k vrcholu paraboly vzhladom na jej dotytnice. Zistite, ¢1 t4to mnoZina
je krivka a nsjdite jej rovnice v pravouhlom a polérnom siiradnicovom systéme.
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560. Z bodu 4 = (—a, 0), a > 0 zostrojte, polpriamku AB, kde B je Iubovolny
bod osi o, (obr. 6). Z bodu B na obe strany tejto polpriamky zostrojte usetky B.Y
& BN, pricom g(B, M) = ¢(B, N) = ¢(0, B). Mnoiina vietkych bodov M, N v ro-
vine takto zostrojenych je krivka, ktort nazyvame strofoidou. Najdite jej rovnicu
v pravouhlom a v poldrnom siradnicovom svstéme.

y)

Obr. 6 Qbr. 7

561. Z bodu A = (—a, 0), kde a > 0 zostrojte polpriamku uré¢end bodmi 4, B,
kde bod B je Iubovolny bod osi o,. Z bodu B na obe strany tejto polpriamky zustro]m
l.'lﬂeky BM a BN, pricom p(B, M) = o(8B, N) = b, kde b je dané kladné &islo (obr. 7).
MnoZina vietkych bodov M, N v rovine takto zostrojenych je krivka, ktord nazy-
vame konchoidoy. Najdite jej rovnicu v pravouhlom a polirnom stradnicovom

systéme.
562. Dand je kruZnica (r —a/2)? 4+ (y — a/2)? = 2a® a priamka =z 4+ y +
+ (3 — V-) a{2 = 0. V Iubovolnom bode kruznice B # A = (—a/2, —a/2) zostrojte

priamku, ktord prechddza bodom A a pretina dani priamku v bnde C. Bodom B
vedte rovnobezku s danou priamkou a bodom C priamku, ktora prechidza zaéiatkom.
ﬁy Nech prieseénik tychto priamok je M

(pozri obr. 8). Mnozina vietkych bodov M

> takto zostrojenych je krivka — Descarte-

’ sov lwst. Najdite jej] rovnicu.
\ ‘

1Yy N
. | K
.\..

“\ir

o
/l"'

Obr. 8§
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563. Zo zadiatku O pravouhlého siradnicového systému zostrojte polpriamku,
ktora pretina dana kruZnicu z? -+ ? = 2ax, a > O v_jej Iubovolnom bode B # O
(obr. 9). Na polpriamke zostrojte body M, N, ktorych vzdialenost od bodu B je
konstantnd, po(M, B) = o(N, B) = b. MnoZina vietkych bodov M, N takto zostro-
jenyeh je Pascalova zavitnica. Najdite je) rovnicu.

564. Nijdite mnozinu vietkyeh bodov M v rovine, kioré maju konstantny sucin a*
vzdialenosti od danych bodov F, = (—¢, 0), F, = (r, 0). Tato mnozina Je krivka,
ktori nazyvame Cassiniho ovdlom. Néjdite jej rovnice a narysujte pripady a > c,
a < ¢, @ = C.

565. Néjdite mnozinu vietkych bodov M v rovine, ktoré maju od dvoch danych
bodov F; = (m, 0) a F, = (—m, 0) vzdialenosti p(M, F,}, o(M, F,), pre ktoré plati
o’ (M, F,) (M, F,) = co*(0, M) + d,

kde ¢, d st dané &isla. UkéZte, e tdto mnozina je krivka (Perseova krivka ). Ukdite,
te pre ¢ = 0 dostdvame Cassiniho ovaly, pre ¢ = 0, d = m?* lemniskitu a pre d = m*
Boothovu lemniskatu.

566. Néjdite mnoZinu victkych bodov 3/ v rovine, ktoré maji od dvoch danych
pevnych bodov -— ohnisk F,, F, vzdialenosti ¢(M, F,), o(M, F,), pre ktoré plati

EIQ{M, F)+ bE(Mi Fy) =c¢,

kde a, b, ¢ st dané éisla rézne od nuly. Tdto munozina je krivka, ktori nazyvame
Descartesovym ovdlom. Najdite jej rovmice. Ukdite, Ze Pascalova zavitnica Je
osobitny pripad Descartesovho ovalu.

567. Na kruinici s polomerom a zvolte bod 0. V druhom koncovom bode C
priemeru OC tejto kruZnice zostrojte doty¢nicu. Z bodu O vedte TubovoIna pol-
priamku. Této pretina kruznicu v bode A a dotyénicu v bode B. Bodom 4 vedte
rovnobezku s dotyénicou a bodom B rovnobeiku s priemerom OC. Prieseénikom

tychto priamok je bod M (obr. 10). MnoZina vietkych takychto bodov M je krivka —
verziera. Napiste jej rovnicu.

Obr. 10

568. Najdite mnoZinu vsetkych bodov v rovine, ktoré si dotykovymi bodmi
dotyénic zostrojenych zo zadiatku ku kruZniciam 3 polomerom a, pritom ich stredy
le#ia na osi 0,. Této mnoZina bodov je krivka, kiord nazyvame kappa. Najdite je
rovnicu. -

569. Useika dliky 2a sa pohybuje tak, Ze jej konce sk nachddzajii n.a siradnico-
vych osiach o,, o,. Najdite rovnice trajektérie paty M kolmice spustene] zo za-
datku O na Gsecku (obr. 11). Trajektéria je krivka, ktort nazyvame tvorlistkovd
ruica

570. Nit je namotand na cievke tvaru kruinice 2 4 y* = a®. Nijdite para-
metrické rovnice trajektorie opfsanej koncom nite, ak sa nif odmotdva tak, Ze od
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bodu B (obr. 12), kde sa nit oddeluje od kruZnice, zostdva v dotyénici ku krus-
nici & koniec nite na zaciatku pohybu bol v bode 4 = (a, 0), a > 0. Trajektéria je
evolventa kruznice.

Obr. 11 Obr. 12

571. KruZnica s polomerom a sa kotila po osi o,. Najdite rovnicu trajektérie
daného bodu M kruZnice, ak na zadéiatku pohybu bol bod M v zaciatku sfiradnico-
vého systému. Trajektoria bodu M je oykloida. Napiste jej rovnice v parametric-
kom a implicitnom tvare.

572. Néjdite mnoZinun vietkych bodov M v rovine, ktoré opize da.nj? bod M
kruZnice k, 8 polomerom r pri jej kotalan{ sa zvonku (znitra) po pevnej kruznici &,
8 polﬂmamm r. Preskimajte a narysujte osobitné pripady:

1. epicykloida, r = af2, .
2. epicykloida — kardioida, r = a,
3. hypocykloida — Steinerova krivka, r = a/3,

. 4. hypocykloida — asteroida, r = a/4.

573. Polpriamka, ktord mé zadiatoény bod v zadiatku O pravouhlého suradnico-
vého. aystému, rovnomerne sa otita okolo zadiatku O s uhlovou rychlostou w.
N4jdite rovnice trajektérie bodu M, ktory sa z bodu O pohybuje po danej pol-
priamke rovmnomerne rychlostou ¢ ( Archtmedm éptrdla )

674. Polpriamka p vychddzajica zo zacdiatku O sa otéfa v rovine okolo O s kon.-

stantnou uhlovou rychlostou w. Bod P sa pohybuje po pﬂlprmmke p rychloston
timernou vzdialenosti (0, P). U]{ﬁite ¥e trajektéria bodu P je krivka — loga-

ritmick4 Spirdla a nﬁ.]d.lte jej rovnicu.

V dlohich 575 a% 5680 zmtlte ¢1 dané rovnice s rovnicami krivky a najdite jej
parametrické rovnice.

b76. 22 4+ — 1 =0, 2 4 222 -1 =0,

b76. zy — 1 =0, yg+y—z=0.

077. 2y — 1 =0, 24+ y—2=0.

6578. 2* — 2z 4y =0, 22 42— 1=0.

579, 222 + 242 — z = 0, z = 2 arotg (y/z).
580. 32 4 3y — z =0, In 2 — 3 arctg (y/x) = 0.
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581. N4jdite, akt podmienku musia spliiat koeficienty a,, b,, ..., ay, by, ¢y, aby
krivka

x = a,p(t) + byyp(t) + cx(t) + d,,
y = agp(t) + bap(t) 4 cax(t) + dy,
z = ag@(t) + byp(t) + cax(t) + dy

lezala v rovine.

582. Najdite f(t) tak, aby priamka ¥ = acosi, y = asini, z = f(t) bola ro-
vinné krivka.

583. Dokazite, ze krivka

a)x =8in2, y=1—cos2t, z=2co0st, te 0, 2m),
b)x = ¢t/(1 + 2 4 #4), y = 12/(1 + ¢ 4 ¢%), 2 = *f(1L + ¢* 4 ¢¥), t € (—o0, 0O)
lezi na gulovej ploche.

584, Nijdite parametrické rovnice krivky K, ktor4 je priesetnicou gulovej plochy
22 + y? + 22 = 1 a kuelovej plochy #? + y* — 22 =0, 2z > 0. Ukéaite, Ze tito
krivka je rovinnd kruZnica v priestore.

685. Néjdite parametrické rovnice krivky, ktord je urcend prienikom valcovej
plochy (zx —c)®+ 42 =1r% ¢> 0 a gulovej plochy a?+ y* 4-2? =a® pricom
¢ + r < a. Preskimajte osobitny pripad ¢ = r = a/2 — Vivianiko krivka — a zo-
strojte ju.

586. DokdZte, e kolmy priemet Vivianiho krivky z predoslého prikladu do
roviny K, je cast paraboly. |

587. Najdite krivku, ktord je prieseénicou rotaénej valcovej plochy z* + y* =ax,
a = 0 a kuzelovej plochy 22 + y® — 22tg28 = 0, kde 26 == O je vrcholovy uhol
kuzelovej plochy (Vivianiho krivka na kuZelovej ploche). UkdZte, Ze pre 6 = m/4
je totoind s Yivianiho krivkou na gulovej ploche.

588. Nijdite parametrické rovnice krivky, ktoréd leii na rota¢nom paraboloide:
z = 2% + y*® a jej priemet do roviny R, je Archimedova spirdla.

589, Najdite parametrické rovnice krivky, ktord je prieseénikom:
a) ploch y = 22, 2 = €%,
b) hyperbolického paraboloidu z = 2* — y* a rotaéného valca z* + y* = a?,
c¢) parabolickych valcov 22 —=a — z, y* = 7.

590. Ukdite, Ze priesetnica parabolického valca z? = 4 — 2y s rotaénym valcom,
2 + (y — 1)2 = 1 lezi na gulovej ploche. Ndjdite parametrické rovnice tejto krivky.

591. Nijdite parametrické rovnice hyperbolickej skrutkovice, ktord je priesecnicou
hyperbolického valca x> — y® = a a plochy z = a In[(z + y)/(z — ¥)], @ = 0. -
592, Dané su valcové plochy 2z + 22 = a?, y® 4 22 = 8% a > b > 0. Nijdite
parametrické rovnice krivky (bicylindriky), ktora Je ich prienikom . - |
593. Najdite rovnicu krivky, ktord opie bod pri svojom pohybe na rotaénom
valei 22 4 4% = a?, vtedy ak je jeho pohyb zloZeny z rovnomerného pohybu po

kruZnici s uhlovou rychlostou w a z priamoéiareho pohybu v osi o,, pri¢om:
a) tento pohyb je rovnomerny,
b) tento pohyb je rovnomerne zrychleny,
¢) rychlost tohto pohybu je priamo Gmernéd prejdenej drahe.

594. N4jdite rovnicu kuzelovej skrutkovice, ak viete, Ze ju opise bod M pri
rovhomernom pohybe po danej povrehovej priamke rotatného kuiela, ktory sa
rovnomerne otdéa okolo svojej osi uhlovou rychlostou w.
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595. Krivka je dand ako priesetnica kuZelovej plochy % 4 y2 — 22 tg?d = 0, |
kde 28 je vrcholovy uhol tejto plochy a valeovej plochy- vytvorenej logaritmickou IL
Spirdlou p = a sin § ¢*?, ktorej os je rovnobeznd s osou o,. Néjdite parametricke |
rovnice tejto krivky — kuzelovej spirdly.

596. Najdite parametrické rovnice loxodrémy, pre ktori v sférickom siradnico-

vom systéme plati
T . X7
p=alntg|— 5

Dokazte, ze lezf na gulovej ploche p = @ a priemet joj casti leZiacej na jednej polguli
pri stereografickej projekeii je logaritmickd spirala.

3,2. Ditka krivky a prirodzené parametrické vyjadrenie krivky

R -——

Nech K je krivka, ktorej parametricka rovnica jo u = r(t), t€ {a, 5. O krivlq':a K predpokla-
dajme, Ze pre fiu neexistujii dva disjunktné ¢iastoéné intervaly {a,, B,>, {oy. ffp> Intervalu 7, >
také, Ze im zodpovedajuce éasti krivky K splyvaju.

Nech D je delenie intervalu <{«, £,
gl By & ey Lty L= B

Cislam delenia D zodpovedaji na krivke K body 4 = Dy = O + rlfy), Py, =0 + r{y), ...,
P,,=0+4r{t,_,), B=P,=0 + r(t,). Sacet dlzok Gsetiek P, P,, P, P,, ..., P, _,P, oznatme |
S(D). Plati |

S('D} .= Q{PI-IF PL]' 4.

'

L=

Krivka K je rektifikicie schipnd, alebo md df k4, ak jo mnoZina vietkyceh disiel S(D) pre vietky .
delenia D intervalu (a, §) ohrani¢ena. |

Cislo sup S(D) nazyvame difkou krivky K a oznaéujeme ho s(K).

Veta 1. Ak krivka K v rovine mé pri zvolenom pravouhlom suradnicovom systéme para- |
metricku rovnicu |

u=r(t) = @) + )} te (a, B,

pricom funkecie @(t) & w(f) maji na intervale (a, f> spojité derivdcie, potom krivka K mé dlzku
a plati r

- g
o(K) = f Vo=@ + witey de= [ |r() | de. (1) .

Veta 2. Ak krivka K v rovine mé pri zvelenom pravouhlom sirednicovom systéme rovnicu
y = f(x), pritom z € {a, &> a f(xr) ma spojitu derivdciu f’(z) na intervale (a, b), tak krivka K -
mé dlZku s plati

; |
sK)= [VT+ /=) az. (2) _f-

Veta 8. Ak krivke K v rovine mé pri zvolenom polarnom siiradnicovom systéme rovnicu -
0= f{g{}, pritom @ € {@,, @y 8 f(p) M4 spojiti deriviciu f'(¢) na intervale {(@,, @), tak krivka K |
ma d u . b

®3
«K) = [V¥p) + 7% do. (3)
!

—
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3,2, Dltka krivky a prirodzené paramelrické vyjadrenie krivky

Veta 4. Nech krivka K v priestore pri zvolenom pravouhlom saradnicovom systéme mé
rovonicu F(Z) = @)1 4+ w(t) ] + x(t) k, t€ {a, B>, pritom funkecia r(t) ma na intervale (x, i
.spojiti derivéciu. Potom krivka K mé dlzku a plati

(4)

g :
sK) = (Vo) + ¢ + 0 at= [|r() ] de.
X a

Prirodzené parametrické vyjadrenie krivky. Majme krivku K, ktord mé parametrickd rovnicu
u=r(t), te (a, B> arydzo monoténnu funkciu ¢ = @(r) definovanir v intervale (g, b), ]_}rléﬂm
a = @la), B = @(b). Potom rovnica u = r[@(1)], T € ¢(a, b>, j» opif parametrickd rovnica krivky K

8 novym parametrom T.
Nech krivka K mé dliku. Zvolme na krivke bod (' = O + r(f,), kde i, € {«, p>. UvaZujme
funkeiu, pre ktora plati

F
3 =f1r*' (8)| de, tela, ).
ty

Tato funkcia je rydzo monotonna, preto k nej existuje inverznd funkecia ¢ = (s}, ktora je tak isto

rydzo monoténna v intervale (—s,, 8,7.
Rovnicu

u = r[g(s)]

nazyvame prirodzenym parametrickvm vyjadrenim knivky KA.

Prikiad 1. Vypoéitajme dlZku krivky K, ktorej rovnica je r(t) = sin ti 4+ cos ¢j + In sin tk,
€ (m/2, Ix{3>. Ndjdune je) prirodzené parametrické vyjadrenise.

Riedenie. Proetode r’(t) = eos ti — sin ¢j 4- cotg tk je na intervale {(m/2, 2n/3)> spojitd funkcia,
pre kazdé a, fe (w/2, 2w[3), a <Z f plati

? 8 -
g() = J 1 cosd T + min? 7 + cotg® v dr = fVl -+ eotg? v dr —
x ' o
’ | g b
= [ (i/sin 7) dr = [In tg (1/2)]? = In —;
a tg _E

'4
Dizku krivky K dostancmo pre & = w/2 a § = 27/3. Méme

. tg (r/3) 1
Ky=In——-- =Int 13) = — In 3.
‘s{ i) n tg (1e/4) ntg (m/3) 5 n
Hiadejme prirodzené parametrické vyjadrenie krivky K. Za bod € zvolme b:d C = O -+
—~+ r{m/2) = (1,0, 0). Poditajme
t
5(t) = f
m/2
rydzo monoténna. K nej inverznd funkeia jo £ = 2 arctg e*, pre kaidé s e [0, (In3)/2>. Prirodzens

peramotrické vyjadrenie krivky K je

u = sin (2 arctg e') i 4+ cos (2 arctg e*) ] + In sin (2 arctg o*) k,

Veos? 7 + sin? 1 + cotg?  dr = In tg (¢/2), pre kaidé te w2, 2m/3>. Této funkeis je

PO uprave
D at 1 ds E »
e = S k.

_ e - P
I + “Tnlhi-a“'

“=1+|}" I + o
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697. Najdite dizku krivky (y — arcsin )2 = 1 — 22.*)

598. Nijdite dliku oblika Dioklesovej kisoidy (2a — x) y* = 2® v intervale
{0, x>, kde =z, < 2a.

599. Najdite dizku &asti traktrisy z = a 2= Vﬁj — + Vu’ — y? ohranice-
nej bodmi 4 = (0, a), B = (aln (2 —|/3) + &]/3/2). l

600. Vypotitajte dlzku krivky p = a e%, @ € <0, a).

V tlohdch 601 aZ 607 nd)dite prirodzené gﬂ,rametrjcké vyjadrenie krivky v rovine,
ak je dany bod C, od ktorého potitame dizku krivky a krivku. |

601. Semikubickd parabola y* = x3, C = (0, 0). |
602. Retazovka y = a cosh (z/a), C = (0, a). _l

603. Traktrisa z = |/a® — 4* + aln
604. Evolventa kruZnice

x = a(cost - £sint),
y =a(sint — tcost), C = (a,0).

605. Kardioida
x = a(2 cos t — cos 2¢),
y = a(28int — sin 2t), C' = (a, 0).

606. Archimedova &pirdla ¢ = ap, C = (0, 0).

607. Logaritwickd &pirdla p = a €9, C = (a, 0).

V tlohich 608 az 613 nijdite dizku priestorovej krivky.
608. x — 4¢, y = 612, z = 6, te <0, 1>, |

609. x —=acost, y =asini, z=>0, te {0, k).
610, x = e‘cost, y = e’ gint, z = ¢, L € (0, ).
611. z = cosh ¢, y = sinht, z =¢, t € <0, 1.

612. z =ct, y =c|/2 Int, z =cft, te (1, 10.

613. Nijdite dizku dasti krivky medzi dvoma jej za sebou idGcimi prieseénikmi

s rovinou R, , ak krivka mé rovnice |

x = aft —sint), y = a(l — cost), z = 4a cos (¢/2).

V tlohéch 614 a% 620 najdite dlzku krivky v priestore, ak je krivka dand rovnicami
a koncové body krivky sa 4, B.

614. z = 723, y= 1822, 4 = (0, 0, 0), B = (72, 18, 1).

616. y* — 32 =0, 2yz — 92 =0, 4 = (0,0,0), B= (2,3, 3).

616. 4z = (x - 2)%, 42% + 32 = 322, 4 — (0, 0, 0), B = (3, 0, 2}/3).
. 617, 22 = 2ax, 9y? = 162z, 4 = (0, 0, 0), B = (2a, 8a/3, 2a).

618. y = |/2az — 22, z = e In [2a/(2a — 2)], 4 = (0, 0, 0), B = (z, ¥, 2).

619. 22 + 42 —az = 0, y = x tg (zfa), A = (0,0, 0), B = (aw/8, an/8, an/4).

*) Ulohy na vypodet ditky krivky v rovine pozri aj tlohy 1267—1291 z 5,5/11.

—
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620. y = arcsin (zfa), z = (a/4)In[{a + 2){(a — )], 4 = (0, 0, 0), B = [z,,
a arcsin (zy/a), (a/4) In [{a + x,)/(@ — xy)]-

V tdlohédch 621 az 624 ndjdite prirodzené parametrické vyjadrenie krivky.

621. Skrutkovice z = a cos £, y =asint, z = ct.

622. Hyperbolicke) skrutkovice x = a cosh ¢, y = a sinh ¢, z = at.

623. Konickej 8pirdly x = e‘ cost, y = e'sini, z = e,

624. r(t) = cti + ¢ |/2 Intj + a2k

3,3. Dotyfnica a normdala ku krivke v rovine

Nech krivka K v rovine mé parametrickd rovnicu u = r(t), ¢ € {(a, >. Bod P = 0 + r(t,),
kde £, € {a, ), je reguldrny bod krivky K, ak existuje derivaeia r’(¢;), pricom r'(f,) # 0. Ak bod P
nie je reguldrny, hovorime, %e je singuldérny bod krivky K.

Krivka v rovine s rovnicou ¥ = r(¢) je v intervale ¢ € (&, §) hladka, ak derivaeia r’(f) je spojité
na intervale (a, ) a pre ka2dé t € (a, ) platf r'(t) # o.

Nech P = 0 4 r(), @ = O + r(t), t # ¢, 81 body krivky K, pricom bod P je reguldrny bod.
Dotyénicou krivky K v dotykovom bode P = O + r({,) nazyvame limitni polohu seénice PQ
pre ¢t —§;.

Normdlou krivky K v bode P nazyvame priamku kolmi na dotyénicu v bode P; ktord pre-
<héddza tymto bodom. :
Vektorom dotyénice krivky K v bode P = 0O 4 r({) nazyvame vektor = = #'(4)/| r'(4) |

a vektorom normily krivky .K v bode P vektor m = r.*)
1. Ak krivka K ma rovnicu 4 = r(f) a bod P = 0 + r({,) je jej reguldrny bod, potom rovnica
dotyénice je
X = P 4 tr(t,) (1)

& rovnica normaly je

X = P + tr'(). (2)

2. Nech pri zvolenom pravouhlom siradnicovom systéme plati v = =i + yj, r{t) = @) 1 +

+ w(t) | P = (x4, yp), kde 2, = @llp), yg = wlty) 8 2, = ¢'(4), ¥, = w'(ty). Nech bod P je regu-
darny bod, t. ). aspon jedno z éfsiel z_, y, je rézne od nuly. Potom rovnice dotyénice ku krivke K

v bode P st

z =2y + Tof,. (3)
Y = Yo + Yo

A rovnica normaly ku krivke K v bode P je
e =iy ;'t:
0 y. (4)
Y = Yo + xl

Vyhidenim parametra ¢ z rovnic (1), (2), (3), (4) dostdvame rovnicu dotyénice

(X —P).rt) =0 {6)
alebo
(x— @) Yo — (Y —¥Y5) za = O (6)
& rovnicu normdaly ku krivke K v bode F
(X — FP).r(t) =0, (7)
Gite . |
(@ — Zo) Z¢ + (¥ — ¥o) 9u = 0. (8)

*) V dalom texte budeme znakom g oznadovat vektor, ktory je kolmy na dany vektor a = fa,, a,)
a plati prefi @ = { —a,, &,}.
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Ak krivka K mé rovnicou y = f(z), potom bod P = (z,, ¥,), kde ¥, = f(x,), Je regularny vtedy,
ak existuje derivécia f'(z;). Rovnice dotydnice resp. normaly dostaneme z rovnic (3), (8) resp.
(4), (B), ak polofime z; = 1 a y, = f'(x,) (pozri 3,2/II).

3. Ak rovnica krivky K je F(x, y) = 0, potom bod P je jej reguldrny bod, ak aspoh jedna.
z derivécii F (P), F;(P) je rdzna od nuly, t. j. grad F(P) % o.

Rovnica dotyénice krivky K v joj reguldrnom bode P je

X = P + grad F(P)t (9)
& rovnica normdly je
X =P 4 grad F(P) L. - (10
Vyltéenim parametra ¢t dostdvame rovnicu dotyénice |
(X — P) . grad F(P) = 0, (11}
diZe -
(z — z,) Fi(P) + (y — yo) Fy(P) = 0 (12)
a rovnicu normély ku krivke K v bode P
(X — P) . grad F(E) = 0, (13).
tite
(2 — 2,) F\(P) — (¥ — yp) Fuo(P) = 0. (14)

4. Ak krivka K m4 rovnicu g = f(p), resp. r(¢) = f(@) e(¢), potom bod P = (g,, ¢,) je regu-
larny vtedy, ak aspoii jedno z &isiel g; = f(@y), 0« = f'(@,) je rdzne od nuly, Lite r'(@,) = gy +
+ pe8y # ©. Nech jo r'(@y) = —0o® -+ pi®,, (2. e = 0).

Rovnica dotyénice ku krivke K v bode P je

(X —P).r'(gy) =0, (15)
dide
p(0o €08 (@ — @o) — 04 BIN (@ — @) = gu. (16)
Rovnica normdly ku krivke K v bode P je
(X —P).r(p) = 0, (17)
dize |
o(0. 008 (¢ — @g) + go 30 (@ — Po)) = @o0:- (18):

Nech & je uhol nenulovych vektorov ry = r{g,), Fi = r'(gg) v bode P. Potom plati
g - E . 1
| o || 7| Vg:—}-g;'

I"u.l"; . -= EF;
EYIE) E"HV\?:+ 0.

cosg § =

., 8ind =

a pre g, # 0 )e

tg 8. — 2 (19).

2,

5. Dlzku dotyénice ¢, normély n, subnormdly &, a subtangenty ¢, ku krivke K v jej reguldrnom
bode P zavddzame podobne ako pre graf funkeis (pozri 3,2/I1). Ak parametrické rovnice krivky K
s x = @(t), ¥y = (t) & v bode P = (@(ty), wik)) je x, = ¢'(f) # 0, y, = ¥'() # 0, potom plati

ﬂ Irl 'l_ 5, — | ynx; yﬁy;- z
ve Vol + 92, T T | :

&Ly
Ak krivka K mé rovnicu r(@) = p(¢) e, potom dlfke dotyénice ¢ v reguldrnom bode P =
= (0, Po)> kde pg = 0(®,) # © je o(P, T), (pozri obr. 13), dlzka normély n v bode P je p(P, N),
dlzka subtangenty s, je (O, T') a dlzka subnormély s, je o(0, N) kde T, N st priesecniky priamky-
kolmej na vektor P — 0 s dotyénicou resp. normalou.
Nech p'(@,) = @, # 0, potom platf

i = . &8, =

(20).

3 ; .4
yﬂi- +y|‘; n = ‘i

T

Vo + o, n= Vol + e, 8, g, = | 0o]- (21)

*.I

l=1&
| O

=]
°
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e~ffp)

Priklad 1. N4jdime rovnice dotydnice a normaly ku krivks
8 rovnicou rt) = M 4 (#— 2t) j v bode P = O + p(2).

Riefenie. Poéitajme r’(2), mame
r(2) = [2t1 + (38 — 2)jlte = 4i + 10f # o.

Preto je bod P regulérmy bod krivky. Podla (1), (3) resp.
(8) rovnice dotyénice v bode P = (0, 0) +{4,4} = (4, 4) jo

X=(4,4) +{4,10}¢t, te(—ow, o).

reap.
xr = 4 4 41,
te (—oo, o),
y=4 4 10¢,
resp.
(x—4)10 — (y— 4) 4 = 0,
&i1ze

dr — 2y — 12 = (.
Rovnicu normdly uréime zo vzfahov (2), (4) reap.-(8). Mdme
X = (4, 4) + {—10,4} ¢, it € (—o0, )

alebo
r=4— 101,
EE(‘_"I’: Glj],
¥ = 4 + 4¢,
resp.
(z—4)4 + (y— 4) 10 = 0,
tife

2x 4+ by — 28 = 0.

Prikiad 2. Ndjdime rovnicu dotyénice a normdly k Descartesovmu listu z* + v — 4, 5zy = O
v bode P = (1, 2). | -

Riedenie. Noech F(z,y) = £ + y® — 4,52y. Poditajme parcidlne derivicie F,(P) a F(P), mame
FAP) = (32* — 4,6y), = —8,
| Fy(P) = (3y* — 4,52), = 17,5.

Z toho vyplyva, %e bod P je regularny. Rovnica dotyénice ku krivke v bode P podla (12) je

(& — 1) (—6) + (y—2) 7,6 = 0,
cife

Rovnicu normdly néjdeme zo vzfahu (14)

(#—1)7.6 — (y— 2) (—8) = 0,
dide
bx 4 4y — 13 = (.

Priklad 8. Ndjdime rovnice dotydnice a normaly Archimedovej &pirdly p = 2¢ v bode P =
= (2w, x). Vypoditajme dlZku dotyénice, normdly, subtangenty a subnormély v bode P.

Riedente, Bod P = (2x, =) je regulérny bod, pretode g, = 2m # 0, Podftajme p;, méme p’ = 2
pre g € (0, ). Rovnicu dotyénice k Archimedovej &pirdle v bode P urdime zo vzfahu (18), méme

e{27 cog (p — ) — 2 sin (p — x)] = 4n?,
dide

o(sin ¢ — weos p) = 2 .
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V prisluinom pravouhlom siradnicovom eystéine je rovnica tejto dotyémice
nz—y+2nt=0
Pre rovnicu normély k Archimedovej &pirdle v bode P podla (18) plati

o[2cos (¢ — ) + 2 mein (p—mx)] =4,
die
o{—rm 8in @ — cos @) = 2m,

alébo v prisluinom pravouhlom siradnicovom systéme
z+ wy 4+ 2t = 0.
Pre dlzku dotyénice, normély, subtangenty a subnormély podla (21) plati

t =21+ =, n=2})I+ =,
s, = 2nd, s, = 2.

V tlohdch 626 az 633 ndjdite rovnicu doty&nice a normély k danej krivke v je)

dat ‘

625. r = T (I + tj) (Descartov list}, ty = 2.
626. r 2a i—l——l- Dioklova kisoida ), t; = 1

BTN | i) ( |
627, r = —“ZEIU + j cotg t), t, = /4 { Dinostratova kvadratisa).
628. x = 4t — 5, 629, x = 2 cos ¢ + 3 8in i, .

tl] = 4, tﬂ -= thﬂ.
y = 18 — 4, y= cost-+ 2sinf,

630, 22 +y* + 2y — 6 =0, P= (3, ). |
631, 423 — 3zy® + 62 — Sxy — 8y* +9x 4 14 =0, P = (-2, 3).
632. (z* + ) (y — 1)* — 65y2 = O (Nikomédova konchoida), P = (4, 2).
633. (z® + y® — 2x)* — 2(2? + y?) + 4 = 0 (Descartesov ovdl), P = (1, 1).
. 634. Dan4 je elipsa 2%/a® + y?/b® = 1. Najdite v jej Iubovolnom bode P=i{as: Yo)
rovnicu dotyénice a normaly. Vypotitajte v jej Iubovolnom bode dlzku sub-
tangenty a subnormaly.

V tlohéch 635 a¥ 639 ndjdite rovnicu dotyénice a normély ku krivke K v jej
danom bode P. Vypoditajte dizku dotyénice, normély, subtangenty, subnormaly
a uhol, ktory zviera doty&nica so sprievodi¢om dotykového bodu P.

635. ¢ = 2(1 — cos ¢) (kardigida), P = (1, =/3).

636. o = a sin 2¢ (Stvorlistkovd ruZica), P = (a, t/4).

637. o = 2¢* — 1 (Galileiho 3pirdla), P = (1, 1).

638. o = a |/@ + 2a (parabolickd dpirdla), P = (3a, 1).

639. o = 2/p + 3 (konchoida hyperbolicke) ipirdly ), P = (4, 2).

640. N4jdite norméalu ku krivke 23y = a*(a — y) [verziera] rovnobeZni s prismkou
§ = 22.

641. Najdite dotydnicu ku astroide z¥% + y¥® = a®?, ktord mé najvadsiu vzdiale-
nost od zadiatku.
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642. Néjdite rovnicu dotyénice v lubovoInom bode Cassiniho ovilu a uréte podet
bodov ovélu, v ktorych je dotyénica rovnobeZné s osou o, resp. osou 0,

643. Néjdite normélu ku kardioide p = a(l + cos ¢), ktord zviera s polérnou
osou uhol w/4. |

644. Dokéite, ze vietky normdly kulkrivke x=a(cost+ teintd), y =a (sint —
— t cos {) B rovnako vzdialené od zadiatku,

645. Dokéite, e dotyénica k cykloide v jej Iubovolnom bode prechidza s D8] -
vyS8im* bodom a norméla ,najniz¥{im“ bodom vytvérajicej kruZnice. Na zaklade
tohto poznatku opiste konstrukciu dotyénice & normély k cykloide.

646. DokéZte, %e dl¥ka tsetky, ktort vytina dotytnica v Tubovolnom bode
astroidy %2 + y¥® = g¥*® medzi stiradnicovymi osami, rovné sa a.

647. Dokalte, e dotyénice ku kardioide p = 2a(1 — cos ¢) 8 dotykovymi bodmi
M, N, pridom tiseCka MN prechddza zatiatkom O, st navzijom kolmé.

V tlohdch 648 aZ 661 ukaite, e dané krivky sa pretinajii pod pravym uhlom.
648, :.‘t.'z—-y’=ﬂ-“, a:y=b’.
649. (20 — y)a® = 3, (2* + ¥ = B2y* — o).
660. p =ae?, p=bde?.
661. 99=ch052¢ , O =b]/sin2¢p, a # b.
662. Ku krivke g = f(¢) néjdite v jej Iubovolnom bode P dizku dotyénice,
normély, subtangenty a subnormély, ak:
a) o = a?, a > 0 (logaritmické &pirdla),
b) o = a/@, a > 0 (hyperbolickd &pirdla).
6563. DokdZte, Ze logaritmickd Bpirdla s rovmnicou ¢ — e°¢ pretina polpriamky
idlice zo zadfiatku pod rovnakym uhlom. |
664. Néjdite uhol doty¥nice s poldrnou osou a uhol normély so sprievodidom

lemniskéty o = a [/2 cos 2. Na zsklade tychto vysledkov opiite konitrukeiu
doty¢nice & normdly k lemniskéte.

655. Dokdite, Ze uhol dotyénice so sprievoditom Iuh?ufnéhﬁ bodu P krivky

0=a Vms ne (Hinuénidﬁ.]nﬂj spirdly) je ng + w/2, kde P = (p, ¢).

Updinicou krivky K vzhladom ns dany bod A sa nazyva mnoZina vietkych piat kolmic
spustenych z bodu 4 na dotyénice krivky K.

V tlohdch 6566 aZ 662 ndjdite Gpétnicu krivky K.
656. Paraboly y? = 2pz vzhladom na jej vrchol.

657. Paraboly y* = —2p(x + 3p/2) vzhladom na taky bod jej osi, rézny od
ohniska, ktorého vzdialenost od direkénej priamky je p.

658. Kru’nice vzhladom na Iubovolny bod roviny.

659. Epicykloidy vzhladom na stred pevnej kruZnice,

660. Rovnoosovej hyperboly vzhladom na jej stred.

661. Evolventy kruZnice vzhladom na stred tejto kruZnice.
662. Logaritmickej Spirdly p = a® vzhladom na podiatok.

3,4. Asymptoty krivky

Majme krivku K, ktors je nechranidens, t. j. pre ka2dé éislo C > 0 existuje bod P na krivks K,
te p(0, P) > O.

8 Zbierka dloch

1
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Asymptotou krivky K nazjvame taku prismku p, pre ktori existuje taky neohranieny oblik K 1
x
na krivke K, K, < K, %o postupnost {g(P,, p) } konverguje k nule, t. ).

him Q(Pnl p) = 0 (1) h

fi— ol

pre katdd taki postupnost {P, } bodov oblika K,, pre ktori je

lim (0, P,) = o (pozri obr. 14). |

n— I

—

Obr. 14

1. Nech nechrani¢end krivka K mé rovnicu u = r(t), t € J, kde J je interval (a, &) [(4, b), |
(—oo, b), (a, )]. Nech je lim | r(t) | = oo [lim | r{t} | = <0, lim | r{¢) | = o, lim | r{t) | = @]
1,4 [—tg— f——ax t— a0
Potom priamka 8 rovnicou X = 4 + a% Je asymptotou krivky K v rovine vtedy a len vtedy,
ak existuji limity
: r{t) : — —
lim ———— = a®, Ihm r(t) . a® = (A —0) . a’.
B Try H:.,+r[ ) ( ) (2)

Priamke s rovnicou X = 4 + a® ¢ je asymptotou krivky K v priestore vtedy a len vtedy,
- ak existuju himity

: r(t) .
lim = a?, 1 t) x a® = (4 —0) X a°
12+ | FLE) | :—-—l::]+ bl % = | } (3) r

Podobne je to pre pripady t -, ,t -+ —00, { . -

2. Ak mé nechranitené krivka parametrické rovnice x = @(t), ¥ = w{t),t € J a niektora z limit
lim @(t), lim p(t) je nevlastnd, potom priamka:
t—+ly+ [ —+Llg—

a) £ = a je asymptotou vtedy a len vtedy, ak lim w(t) je nevlastnd a lim @(¢) = a
L=ty —tg+
b) y = b je asymptotou viedy a len vtedy, ak lin @(t) je nevlastnd a lim () = b
: t—+lg4 tpt
¢) y = kx + ¢ je asympfotou vtedy a len vted'_v'. ak existu)i limity ’

lim [yw(t)/@()] = k. lim {(p{t) — keg(t)) = ¢ |
[—Ly+ t—do+ )

Podobne je to pre pripady ¢ - ¢,_, ¢ - —c0, ¢ —+00.
3 Ak neohranitend krivka mé rovnicu y = f(z), o asymptote pozri ¢lanck 3,12/11.

4. Ak neohraniéena krivka mé rovnicu F(r, y) = 0, potom priamka ax + by 4+ ¢c =0 e
asymptotou vtedy a len vtedy, ak plati

F(z,y) = ax + by + ¢ + Gz, ¥), (4)
priéom
lim G(z, y) = 0

pre r —+ + 00,y b, resp. x > a, y > 1 0, resp. £ > + 0, ¥ — + 20,

Ak krivka K je algebraické, t. j. F(z, y) je polyném vzhladom na premern z ay, asymptoty
krivky K nédjdeme tak, Ze:

| _
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o = ——

a) usporiadame polyném F(x, y) podla klesajacich moenin x a koeficient @(y) pri najvysdej
maocnine z polozime rovnym nule. Ak @(4) = 0, potom priamka y = b je asymptotou;

b) usporiadame polyném F(z, y) podla klesajicich moenin y a koeficient y(z) pri najvyssej
mocnine y poloZime rovnym nule. Ak y(a) = 0, potom priamka x = a ]Je asymptotou;

¢) do rovnice F(x, y) = 0 dosadime ¥y = kz a polyném F(x, kx) usporiadame podla klesajdcich
mocenin 2. Koeficient P(k) pri najvysdej mocnine x poloZime rovnym nule a vypodlitame ¢isla k.
Potom dosadime y = kr + g do rovnice F(z, y) = 0 a rovnakym postupom ako predtym vy-
poditame k jednotlivym éislam k 2isla g. Priamky y = kz 4 ¢ st asymptoty krivky K.

5. Ak mé neohranitend krivka K rovnicu ¢ = fl@), ¢ € J, pritom J je jeden z intervalcv
(x, B), (v, @), potom priamka g cos (p — a) = d je jej asymptotou viedy a len vtedy, ak

. N ()
1 = 1 = d.
Jmifler =0 8 lm TP 4

Podobne je to pre pripad ¢ — o —.
Ak ku krivke K s rovnicou u = r(t), ¢ € J, pritom J je nekoneény interval, existuje taky bod A,
ze lim o(4, P) = 0, P = O + r(t), potom bod 4 nazyvame asymptotickym bodom krivky K.

= —

Priklad 1. Ndjdime asymptoty krivky
2 — 2y —2% =1,
xy =1, x> 0.

Riefenie. Dané krivka je prieseénica dvojdielneho hyperboloidu a hyperbolického valca. Jej
parametrické rovnice dostaneme napriklad tak, ked polotime z = ¢, mame

=1,
y = 1t te J2, o>
2 = 4+ V:"‘— 212 — 1,

¢ide

rie) =t 4+ (1)) j + V&8 — 2 —1 K,

kde t€ ¢ VE_, 20>, Uvazujme o0 z = V:’-— 2/t2 — 1 a poéitajme limity (3), dostdvame

/
oy A QDG+ VA2 —1k
t—A V;’+I;tﬂ+t=—2;t’—l

P+l =gk i+k

T I”“'n

g [Py —yr V2
1 71 -

(A —0) % a® = lim r(f) X @® = lim l_.-:+( s ;)1__
{—»on i—uw 1/2 ¢ 4

1 1 2
_._,k] = —— I:[I:I(Vt2 1 1) = 0.
= TR e

Polozme A = (a, b, c¢), potom z posledného vztahu mame

(af + bj 4+ ck) x [(F - k)}21=0

B+ (c—a)j—bk = 0.

Z toho vyplyva b = 0 a a = c. Jedno z é&isiel a, b, ¢ méZeme zvolit Iubovolne. Zvolme a = 0,
potom 4 = (0, 0, 0) a hladand asymptota je

x=0+{1/V2,0,1/}2}¢
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s

Podobne zistime pre z = —Vt‘ — 2/t — 1, %e krivka mé druht asymptotu
x =0+, 0 -2}
Priklad 2. Ndjdime asymptoty krivky
(% — y3)? — 22 — 2y2 = 0, (6)

Riedenie. Rovnies (8) je rovnicou algebraickej krivky. Usporiadajme Javi stranu rovnice (6)
podla klesajiicich moenin z resp. y. Dostaneme

2 — %2+ 2yt Lyt —2y2 =0

1y — ;3(3 4+ 228 + 22— 228 = 0.

Koeficienty pri najvyssich moenindch z, resp. y st @y} = 1, () = 1. Z toho vyplyva, Ze
krivka nemé asymptoty rovnobefné so suradnicovymi osami.

PoloZme y = kx a dosadme do rovnice (6). Po usporiadani lave] strany tejto rovnice podla
klesajucich mocnin z dostavame

24 (1 — k%2 — 22(1 + &%) = 0.

Polozme koeficient pri z¢ rovnym nule, mame

{1 - kEJH = 0,

odkial
k1'= = ]., k3I‘ - "'"-lq

Hladajme preto asymptoty danej krivky v tvare y = & + g, resp. ¥ = — + ¢. Dosadenim
a y do rovnice (8) dostdvame

(@t — 2t — 2z — g} — 207 — 2(a? + 2z + ¢ = O,
123 — 1) + 4gulg® — 1) + ¢* — 2¢* = 0.
Polozme koeficient pri z? rovnym nule, dostaneme |

¢ide

nd.kiﬂ.f -
Y 4+ 1. |

Podobne pﬁ y = —a + g by sme dostali g, 4 = £ 1. Dand krivka mé &tyri asymptoty y =
=2+ 1L, y=a—1,y=—a + 1, y = —a—1 (pozri obr. 15).

Priklad 8. Néjdime asymptoty trisektrisy p = a/cos 3¢.

Riefente. Pre oo = (26— 1) /6, &k = 1, 2, . .-y 6 jo cos 8a = 0 & limita z g pre @ - w[6 —
[p > =/2 +,p > Bn/6—, p >Tn/6 +, ¢ >37/2 — @ —~ 117/6 4] je co.Potitajme limitu
: p? - u¥fcos 3¢ a 1
dﬂ lj_m - =1H.'Il - == — - - 1
F—ra | e’} g | cos™? 3¢ (—3a pin 3¢) l 3 gy 8N 3p | | l
a _ o _a |
~ 3|sn3x| 3|sn[(2k—1w2]|] 3

Z toho vypl§va, fe vietky asymptoty maja rovnakd vzdialenost od zadiatku. Pretofe vidy |
dve asymptoty splyvaji (pre &« = x/6 a a = Tx/6, atd, .. .), namiesto siestich asymptot dosta-
neme iba tri, pritom ich rovnice sl

o cos (p — w[/6) = a3,
p cos (p — w/2) = af3,
o cos (p —6xn[B) = af3
(pozri obr. 16). |

L e



e
N

Obr. 156 Qbr. 16

V tlohich 663 aZ 691 ndjdite asymptoty kriviek:
663. x = 1/i, y =t/it + 1).

664. 2 = 33/(1 — 442), y = (t — 82)/(1 — 4¢2).
665. = = 3at/(1 + 3), y = 3at?/(1 + 3).

666, x =1t 4 e, y = 2{ + o2,

667. x = a cosh ¢, y = b sinh .

668. 2 = asint, y = afcos t + In tg (¢/2)).

669. r = [2/(¢ — 1)) 4 [¢/(¢2 — 1)]j.

670. r = [t/(1 — )i + [¢(1 — 22)/(1 — 2)] j

671, 2% 4 9% = o2 672. x%y 4 xyt = al.

673. 23 4 4 — 22 = 0. 674. 3P — 2% = 22 | o2

675. 23 4+ y®* — 1229 = 0. 676, 2 4 22 + 422 — 1 = 0.

677. 2 4+ oyt + 22} 242 = 0. 678, ot — 2%y — 2oy + 42 — 1 — Q.
679. oo = a. 680. o = a/|/p .

681. o = a(l + tg ¢). 682. p =ajp + b, b > 0.

683. o = a cotg 2¢. 68L. p =afsingp 4+ b, 5 > 0.

685. ¢ = 2a (sin%¢)/cosg.

686, x = 2¢/(1 — ¢2), y = 2/(1 — ¢2), z = (1 + t3)/(1 — ¢2).

687. = cosht, y = sinh ¢, z = tgh ¢.

688. z = 1/(2t), y = t/(t + 1), =z = t/f§> — 1).

689. 22 + ¢ — 22 =0, ayz=1. 690. xy =1, y2 = 1.
691. 2* + 4 — Baxy =0, 2 = 22 + 2.

3,0. Krivost rovinnej krivky. Inflexny bod

Nech krivka K v rovine mé parametrickii rovnicu r(t) = )i+ w(t) J, te (a, B> a nech jo
hladké v okolf O(t,) ¢isla £, € (c, B). F
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T

Krivostou E(P) krivky K v rovine v bode P = 0 + r(t,) nazyvame ¢islo A(£7), ktorého absollitne
hodnota je

| #(F£) | = Iim

o
t oty S

£y’

kde @(¢) je uhol <[z(t), T(ty) ] vektorov**) doty¢nic v bodoch P a ) = () + rit), teO(ty) a s(¢)
jo dl2ka casti krivky zodpovedajice] intervalu .fo. f :resp. <f, fy> (obr. I7). Krivost &(£)
krivky A je kladnd [zaporné], ak vektor n nor-
maly a krivka K v okolf bodu P leZia v Jedne)

polrovine [dvoch polrovinach] urcéene] dotyién- 9ﬁ
cou krivky K v bode P.

Obr. 17 Obr. 18

Polomerom krivosti r(P) krivky K v bode P nazyvame ¢islo ]

(1)

r(P) = -
= Ty
Nech krivka K mé v katdom bode P = O + r(t), t € {a, B krivost k(F} = k(t). Bod M =0+
+ r{t,) sa nazyve vrcholom krivky K, ak v tisle &, je k'(ty) = 0 alebo k'(fy) neexistuje.
Inflexnym bodom krivky K nezyvame taky jej regularny bod P, 2e v jeho Iubovolnom okoli
existuji body krivky, ktorych odchylky od dotyénice***) v bode P maji rézne znamienka
(obr. 18).

Veta 1. Nech krivka K mé parametrickt rovnicu u = r(¢),? € (a, £>. Nech r’(t) a r"(¢) s v okoli
disla f, € (x, f) spojité funkcie. Potom pre krivost k(P,) krivky K v bode P, = ) + r(f) plati

r(ty) Pl
Py = L "

Veta 2. Nech krivka K ma parametrické rovnice z = @(?), y = p(t), t € <a, >, nech je hladka
v okoli O(4,) isla ¢, € («, §) & nech funkeie @”(t) a y"({) 81 tam spojite. Potom pre krivost k(Py)
krivky K v bode Py = (%o, %), kde zy = @lfy), ¥ = ylk), plati

BB s A (3)

Veta 8. Ak krivka K v rovine mé rovnicu y = f(x) a f(z) Je v &sle z, spojitd, potom pre kri-
vost k(P) krivky K v bode P, = (x5, ¥,) plati ,

Py} = o _ (4)
Vi + gy
*) Niekedy sa definuje krivost k(P) krivky A ako k(P) = ]ir;1 ‘::ﬂ
g

»+) O uhle dvoch vektorov pozri 4,5/1.
+¢s) O odchylke bodu od priamky pozri 4,8/1.

1) Vektor r = {—y, x}, 8k vektor r = (I, ¥; (pozri &lanok 3,3).




1,5. Krivest rovinnej krivky. Iﬂﬁczng} bodd 87

=y s

Vela 4, Ak krivka K v rovine je dana rovnicou F(z, y) = 0, bod P = (z,, y,) je jej regularny
bod a druhé parcidlne derivicie #”_, F.,, F,, 84 vbodo P Bpo}ité, potom pre krivost k(P) krivky
v bode P platf

Frer Foy, F,
Fizs Fu, F, (5)
Fey Fys 0O

il ViFa - rap

Veta 5. Ak krivka K je dané v poldrnom siradnicovom systéme rovnicou p = f(g) a ak (@)
Jo spojitd funkeia v disle g,, potom pre krivost k(F) krivky K v bode P = (p,, g,) plati

0s + 20.® — poon
Viel + pp

Veta 8. Aby krivka K mala v bode P — 0 + r{4) inflexny bod, je nevyhnutné, aby krivost
E(P) = 0, alebo aby neexistovala.

k(P) =

(6)

Veta 7. Ak krivka K m4 v bode P = O + r(ty) krivost k(F) = 0 a existuje také okolie &iala Lo s
Ze pre t < 4, je k(P) < 0 [k(P) > 0] a pret >l je k(P) > 0 [k(P) < 0], potom bod P je inflexny
bod krivky X.

Nech krivka K & rovnicou u = r(s), s € {a, by mé v kaidom jej bode P krivost k(P) a peolomer
krivosti r = r(P), pritom k(P) [r(P)] je spojita funkcia prirodzeného parametra 8. Potom rovnicy

‘ k= D), [r= V)] (7)
nazyvame prirodzencu rovnicou krivky.
Priklad 1. Néjdime krivoat cykloidy

r(t) =a(@—sint) I + (1 —cost) a > (
v bode P = 0 + r(m).

Riedente. Vypolitajme derivécie:

r'{rc) =af(1 —cost)i + sin tjli—r = 2al,

r'(x) = asin tf + cos tjli—n = —aj.

Pretofe | r'(x) | = 2a & r'(w) = —O01 + 2aj, podla (2) méme

k(P) = 1 s

Priklad 2. Néjdime inflexné body krivky zy® + z + y = 0.
Riefenie. Poéitajme parcidlne derivécie funkeie F(z, y) = 2y + 2 + y. Mdme

F:=y' 4 1, F, = 2xy 1,
F,. =0, Nz, = By F. = 2z

PretoZe pre kaidy bod P = (z, y) roviny je F, # 0, vlatky body krivky s reguldrne. Pre krivost
tejto krivky v jej lubovolnom bode P'= (z, y) plati

1 “r ﬂy- y'+1
k(P) = 2y, 2z, 2xy 41|,
T | 1)2
Vio" + 1 22y + 1pP o ;

PoloZme k(P) = 0, dostdvame
2(y* + 1) (3xy® —x + 2y) = 0.
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Hladané inflexné body ndjdeme rieSenim systému

ot +2x+y=0,
(y* + 1) Bay* — 2z + 2y) = 0O
alebo
y!+x+y=0,
dxyl —x + 2y = 0,

ked?e y* + 1 # 0.
Nésobenim prvej rovnice —3 a pripo¢itanim k druhej] mame

Z toho
y = —4dx
a po dosadeni do prve} rovnice gystému dostaneme
16 — 3z = 0.
RieSenim tejto rovnice s ¢islax, = 0, z, = Vﬁjfl, Ty = -—-VEH. Rie-
%enfm daného systému sa dvojice: (0, 0), (/3/4,—V3), (—)3/4,1/3).
Najdime dotyénicu v bode O = (0,-0), méme y—0=—I1(z—0),
Qbr. 19 dize y = —u.
Prez > 0 joy = —x > —x — zy® a body krivky si pod dotyénicou, pre z < 0 je y = —z <

& —z — zu* a body krivky si nad dotyénicou. Bod O = (0, 0} Je inflexny bod krivky. Podobne,

moino ukédzat, 2o &) body 4 = (V_E":H, —Vﬁ }), B = f-—VE/-l, Vﬁ) s inflexné body krivky (pozri
obr 159). ;

V tlohdch 692 az 699 nsjdite krivost £ krivky v danom bode 4.

692. y =2 —z, A = (1, 0).

693. y=2— 622+ 11l — 6, 4 = (1, 0).

6. y=Inz, 4 = (e, 1).

695, y =sinz, A = (7/2, ?).

696. z = t* 4+ 2¢, y = 3t* — 2, 4 ma parameter {; = 1.

697. (z —y)t=2+1 4= (01).

698. r(t) = a cos’i + a sin¥j, A ma parameter {, = w/4.

699. o2 = a?cos 29, A = (0, a).

V tlohich 790 az 702 ndjdite polomer krivosti ku krivke v danom bode.
700. y = 2%, A = (2, 4).

701. 22 = dpy, A = (2p, p).

702. y = cosz, A = (n/4, Vﬁ_/ﬂ].

V tlohdch 703 aZz 718 ndjdite krivost krivky K v je) Tubovolnom bode.
703. y = a/x.

704. ¥ = a In cos (z/a).

705. Elipsy r(f) = a cos ti 4+ bsin tf, ¢ e <0, 27},

706. r(t) = a(ln tg t/2 4+ cos t) i 4- a sin ij.

707. Hyperboly 2 = a cosh t, ¥y = b sinh .

708. Evolventy kruZnice x = a(cos ¢ | ¢sint), y = a(siné — ¢ cos ().

———— o —
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709. Cykloidy z = a(t — sin ), y = a(l — cos ¢).

710, 2 = a(2 cos t — cos 2t), y = a(2 sin ¢t — sin 2t).

711. Epicykloidy resp. hypocykloidy z = a(l <+ m) cos mé — am cos (1 4+ m)i,
¥ = a(l + m) sin mé — am sin (1 4 m) L.

712. Semikubickej paraboly 3ay? = 23

713. Konchoidy zy? = (a2 — 32) (b + y)2.

714. Asteroidy a?® | 32 = q2/3,

715. Archimedovej 8pirdly p = ag.

716. Logaritmickej 8pirdly o0 = aeb?.

717. Kardioidy o = a(l 4 cos p).

718. Lemniskity p® = a2 cos 2¢.

V tulohéch 719 ai 723 najdite vrcholy krivky K a miniméalny resp. maximdlny
polomer krivosti.

719, y = 22 — 2. 720. ¥y = Ina,
721. z = at — bsint, 722. Jz + |y = a.
y=a—bcost, a>0 b0
723, p = a sin® (¢/3).
724. Dokazte, Ze polomer krivosti retazovky y = a cosh (z/a) v danom bode

a) je umerny stvorcu y-ovej suradnice tohto bodu,.
b) rovn4 sa dlzke normély v tomto bode '

726. Dokdzte, Ze polomer krivosti cykloidy z = a(t — sin ), Yy = a(l — cos i)
v Iubovolnom jej bode rovnd sa dvojnésobku dizky normaly v tom istom bode.

726. Dokézte, Ze polomer krivosti logaritmickej &pirdly ¢ = ca® v jej Iubovolnom
bode rovnd sa dlzke normély v tom bode.

V tlohich 727 az 734 najdite vietky inflexné body danych kriviek.

1270, r = (1* + 44%) i 4 2e2].

728. Skrétenej cykloidy (trochoidy) z — at — bsint, y =a— becost,a > b > 0.

729, 2 4 o — 22 = (). 730, 2* + y? 4 Baxy + a? = 0.
731. o = af|p. 732. 0 = 20 cos @ + b.
733, pcos® ¢ — 1 = 0. 734. o + a(l — tg p) = 0.

73b. Dokézte, Ze vietky inflexné body skritenej cykloidy x — at — b sin ¢, Yy =
=a — beost, a > b > 0 leZia na jednej priamke.

736. Dokézte, %e inflexné body vietkych konchoid g = afsin ¢ + I, kde a je
¢islo a ! je kladné &fslo, lezia na Neilovej parabole 1y = 2ax?.

V tlohdch 737 aZ 74b néjdite prirodzené rovnice krivky.

737. Refazovky y = a cosh (z/a).

738. Semikubickej paraboly 32 = 23.

739. y = —alIn cos (z/a). ;

740. Cykloidy r = a(t — sint) i 4+ a(l — cos ) §-

741. Traktrisy z = aln tg (£/2) + @ cos ¢, y = a sin L.

742. Steinerovej krivky x = 2a cos t + a cos 2f, y = 2a sin t — a sin 2¢.
743. Logaritmickej Spirdly p = a®. |

744. Kardioidy ¢ = 2a(l — cos ¢).

e e R
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743. Krivka A je dand prirodzenou rovnicou r = f(s). Ukdzite, Ze parametricka
rovonica krivky je r = f cos a(s).dsi + fﬂin a(s) dsj, kde a«(s) = f 1/rds je unhol
dotytnice krivky A s osou o, .

V tlohdch 746 az 748 je dand prirodzend rgvnica krivky K, ndjdite jej para-
metrické rovnice.

746, r = ms. | 17. r = a + s%/q%

748. 12 + 5% = 16a2.

3,6, KruZnica krivosti krivky. Evolita, evolventa

Kruinwcou krivosit krivky K v bode P budeme nazyvat kruZnicu, ktordu dostaneme ako limitnu
polohu kruZnice prechadzajuce) troma bodmi P, P, P,, ktoré neleiia na jednej priamke, ak P,

a P, konverguju k bodu P.

KruZnica krivosti krivky K v jej bode P:

l. ma s krivkou K v bode P spoloéna dotyénicu,

2. mé v bode P krivost rovnajicu sa krivosti krivky K v bode P,

Stred § kruZnice krivosti nazyvame stredom krivosts a jej polomer je pclomercm krivosti krivky
v danom bode (pozri ¢lanok 3,5).

Ak je krivka K dané pﬂ.rﬂ.metrlcky r{t} = zf + yj, kde x = @(t), ¥y = w(t) & v reguldarnom bode
P = (2q, ¥p) = [@lty), wltg)] je krivost k(P) # 0, potom pre stred krivosti § = (m, n) a polomer

krivosti r plati
Yol(2:* + 47

T T —
. In{Ing + qu}
n = — — 1y
L Tolls — T Yo [
1 Ve e
k(FP) | Talfa — To Yo |

Ak je krivka danda rovnicou y = f(x), tak pre stred § = (m, n) a polomer kruZnice krivosti

v bode P = (x,, ¥y,) plati
Yol 1 —|'_JHE}

m = I, y »
n

1 + yé.* ' o}

ﬂzyﬂ'-l- y{? ¥ =

V{I -+ y_}a
lye |

Pozndmka. O strede krivosti pre krivku dana implicitne alebo v polarnych siradniciach
pozri v ulohach Y35 a 75686.

Priklad 1. Najdime kruZnicu krivosti krivky y = Inx v bode P = (1, 0).

Riedente. KedZe y' = lfr a y* = —1/[a®, pre stred § = (m, n) a polomer » krudmice krivosti
podla (2) dostaneme :
—1
1+ 1
n = D -+ ""_‘ful_ = &y

Rovnica hladanej kruZnice krivosti je (x — 3)¥ 4+ (y 4 2)? = 8.

— M




3,6. Krufnica krivosti krivky. Evolila, evolventa 01

Evolita. Evolventa. MnoZinu vBetkych stredov krivosti danej krivky K nazyvame evoliitou
krivky K. Ak je krivka K danéd parametricky x = @(¢), ¥y = w(f), potom pre evolutu plati

v Olg ) + w?()]

r o » # : {3)
@(E) P (t) — @ (O)p(1)

@'(8) [@™(e) + »'(8)]
@'(t) () — @"(2) p'(t)
Pozndamka. O rovnici evolaty krivky danej indé ako parametricky pozri v Glohdch 774a 779,
Ak krivka L-je evolitou krivky K, tak krivku K nazyvame evolventou krivky L (obr. 20).

x = (i)

y = w(t) +

Veta 1. Dotyénica evolity je normélou evolventy.

Veta 2. Ak oblik K, evolventy neobsahnje vreholy, tak dlzka
prislugného oblika L, evolity sa rovnd rozdielu polomerov kri-
vosti v koncovyeh bodoch oblika K, evolventy.

Priklad 2. Néjdime rovnice evoliity krivky danej parametricky L
=, y = 13/2, te(— a0, o).
Riedente. Pocitajme derivécie K
@'(t) = 1, Y = ¢, ety =0,  o@"t) = 1.
' - Obr. 20
Parametrické rovnice evolity podla (3) st
_ O
{1 1{1 + 3) 32
¥ REFwT—g TEF T

Vylitenim parametra ¢ dostaneme rovnicu hladansej evolaty v tvare
2723 = B(y — 1)3,

V dlohdch 749 aZ 764 ndjdite kruZnicu krivosti krivky X v bode P.

9. z =12 P=(1,1), 700, x = 2(t — sint), P = (2x, 4),
g = y = 2(1 — cost).
761. x = cost + tsint, P = (m/2, 1), 7ga. y = V;’ P=(,1.
y =38in¢ —1{ cost.
3. y=e*, P=(0,1). 4. y=In?z, P = (1, 0).
766. Dokéite, Ze pre stred krivosti § = (m, n) krivky danej implicitne F{x, ) = 0
v )Jej reguldrnom bode P = (z,, y,), v ktorom k(P) # 0, plati

” — 2 FlE: 4+ BN
- L FPF, — 2K F F, + FF,, |-,
¥ =1
. __ FFE 4 BN o
~ T FRF, —2FF, Fo, + FAF, |o— s

Y=Y
756. Dok4ite, Ze pre stred S krivosti krivky, ktorA mé rovmicu v polérnych
siradniciach ¢ = f(p) a v regulérnom bode P = (g, @,,) mé krivost k(P) # 0, plati

.f‘.a - x E -F-E
§=04 2 —00) . elestel o .
TR+ 20 — ooty TV T R+ 200 — ooty - T

—
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V dlohéch 767 az 760 nijdite stred krivosti krivky K v bode P. |
07, 2y = a?, P = (a, a).
B TE B (e, |
a— x |

709. o = a(l 4 cos @), P = (%/2, a). |

760, ¢ = a cosy, P = (1c/3, af8). ‘

V tllohdch 761 aZ 765 ndjdite kruZnicu krivosti danej krivky v jej bode P.

761. Descartesov list 2® 4- ¢ — 6y = 0, P = (3, 3).

762. Lemniskata (2*  y*)* — 2a%(x* — y*) = 0, bod P je jej vrchol. l

763. V; - W = VE, P = (a/4, a/4).

764. Archimedova 8pirdla ¢ = agp, P = (0, 0).

7656. Logaritmickd Bpirdla p = c e*?, P = (wt/2, c e™™/?).

V ulohéach 766 az 773 ndjdite evoluty danych kriviek.

766. Elipsa » = a cos t, y = b sin ¢,

767. Hyperbola x = a cosh ¢, y = bsinh{.

768. Cykloida z = a{t — 8int), y = a(l — cost).

769. Evolventa kruznice x = a(cos ! + ¢sin i), y = a(sin ¢t — § cos ¢).

7970, y = 2° | 771. y =Inx.

7¢2. y = sin x. 773. y = a cosh (z/a).

774. Najdite rovnicu evoliity krivky K v rovine, ak jej rovnica je F(z, y) = (.

V ulohach 7756 az 778 nadjdite evolitu danej krivky:

775. Paraboly #* = 2pzx.

776. Asteroidy x2B8 | 4?3 = @3

777. Dioklovej kissoidv 23 — y%(2a — x) = 0.

778, Traktrisy r = aln [(a + 1’ 2 — 2 )yl — V&E — Y.

779. Najdite rovnicu evolaty krivky v rovine, ktorda ma rovnicu r = f(p) e(¢).

V tlohiach 780 az 783 nijdite evolitu danej lvivky:

780. Archimedovej Bpirdly p = ag. |

781. Logaritmickej 8pirdly o = a e™¥

782. Kardioidy p = a(l + cos ¢).

783. Najdite evolutu kruznice 2? + 4% = r2,

784. Akl pudmjeﬁku mus{ spltiat parameter a logaritmickej pirdly ¢ = ca?,
aby jej evolita bola t4 istd &pirala.

78b. Dokazte, Ze evoluta epicykloidy (hypocykloidy) je opat epicykloida (hypo-
cykloida) podobné danej krivke s koeficientom podobnosti 1/(1 + 2m) a otodena |
vzhladom na dani krivku o uhol m . (Pre hypocykloidu je m < 0.)

758. y* —§

3,7. Singuldrne body Kkriviek

A. Nech krivka K ma parametricki rovnicu ¥ = r(¢), ¢ € {a, b>. Bod P = O + r({,) nazyvame
singuldrnym. bodom krivky K, ak r'(f,) = o alebo r’(f,) neexistuje.

Ak v bode P je r'(f,)) = r'(ty) = ... = r*V{{,) = o, r'™{¢,) # o0, potom bod P sa nazyva |
nepodstaine singuldrnym bodom. ‘

N



3,7. Singuldrne body kriviek 93

Rovnica dotyénice ku krivke K v nepodstatne singularnom bode P je
X = P + F™(t,) t*) (1)
Rovnica normaly ku krivke K v rovine v nepodstatne singuldrnom bode F je

X =P+ r™t,) t, t€(— o0, 00). (2)

Nepodstatne singularny bod P krivky K v rovine je bodom vratu prvého [druhého] druhu, ak
v kardom dostatoéne madom okoli Oy P) bodu P letia body krivky K po gboch stranach [po
jednej strane] dotyénice**) a po jednej strane normaly ku krivke K v bode P (obr. 21a, 21b).

Obr. 21

Nepodstatne singuldrny bod krivky K v rovine je inflexnym [obytajnym] bodom krivky K,
ak v kazdom dostatoéne malom okoli OP) bodu P, lezia body krivky K po oboch stranédch
[po jednej strane] dotyénice a po oboch strandch normély ku krivke K v bode P (obr. 21c).

Veta 1. Nech n je rdd prvej nenulovej derivacie r™(t,) & p je rédd prvej z derivaeil r'*'(4,), p > n,
pre- ktord jo r™(t,) . r'®(t,) # 0 v bode P = 0 + r(4) krivky K. Ak n je parne ¢&islo, potom
pre p neparne [parne] je bod P bodom vratu prvého [druhého] drubu. Ak n je neparne é&slo,
potom pre p neparne [parne] je bod P inflexny [ocbyéajny] bod krivky K.

Priklad 1. Nijdime a preskimajme singuldrne body krivky K & rovnicou r = 24 (418 )

Riefenie. Hladajme singulérne body krivky K.‘ Ked#e derivéacia r’(2) = 2t1 4 (4% - 5¢%) ]
existuje pre katdé éislo 4 € (— o0, ), krivka K méZe mat ibe nepodstatné singuldrne body.

PoloZme r’(t) = o, cite
2t1 4 (48 + 684) | = o.

Z toho mém-= jediné rielenie t, = 0. Poditajme vysbie derivdcie funkeio r, dostaneme P"() =
= 20 + (123 + 2088) j, r"(t) = (24¢ + 6082) ), r'¥(e) = (24 + 1204) j. V bode P = O + r(0) je
F(0) = o, r(0) = 2i, r"(0) = o, r'¥(0) = 24}, Dalej je r*(0).r"(0) =0, r(0). r'®(0) = 2i

(—24l) = —48, Ciden =248 p = 4.
Krivka K mé jediny singuldrny bod P = (0, 0), ktory je bodom vratu druhého druhu.

B. Nech krivka K v rovine je dan# rovnicou F(z, y) = 0.
Bod M = (2,, ¥,), pre ktory platf

aF (M) —0 oF(M)

cx ’ oy
pri¢om v istom okoli bodu M je aspon jedna z tychto derivéeil rézna od nuly, nazyvame singu-
ldrnym bodom implicitne danej krivky K.

Nech v singulérnom bode M = (x,, ¥,) krivky K s rovnicou F(z, y) = 0 existuji parcialne
derivicie n-tého radu funkeie F(z, y), pritom vietky parcidlne derivécie niZdich radov ako n

F(M) =0, 0, (3)

*) O vektore r pozri éldnok 3,5. _ '
*#) Kvoli jednoduchosti hovorime o strandoch dotydnice resp. normély, prifom pod t¥ym rozumiemse
polroviny uréené dotyénicou resp. normélou.
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sa v bode M rovnaji nule a aspoii jedna z n-tych parcidlnych derivécif v bode M je rézna od n{ﬂy.
Potom bod M nazyvame n-ndsobnym bodom krivky K.

Nech v Iubovolnom okoli n-ndsobného bodu M krivky K lezia body krivky K. Dotyénicou
krivky K v bode M nazjyvame priamku, ktord prechadza bodom M a pre jej uhol « s osou o,
plati

[icﬂam+--§ sin "F(MJ—-O"’} 4
ox ' oy * - (4)

Priamku kolmi na dotyénicu krivky K v n-ndsobnom bode M nazyvame normdlou krivky K
v n-nasobnom bode M. . '

Nech krivka K ma v dvojndsobnom bode M dve rdzne dotyénice, potom bod M nazyvame
uzlom [uzlovym bodom] (obr. 22a). Ak krivka K nemé v dvojnésobnom bode M dotyénicu, nazy-
vame bod M izolovanym bodom. Nech krivke K mé v dvojnésobnom bode M jedini dotyenicu,
potom bod M nazyvame:

a) bodom vratu prvého [druhého) druhu, ek v kaidom dostatoéne malom okoli Oe(M) bodu M
lezia body krivky K po oboch strandch dotyénice [po jednej strane dotyénice] & po jednej strane
normély v bode M;

b) bodom samodotyku, ak v kafdom dostatoéne malom okoli O,(M) bodu M lezia body krivky
po jednej alebo oboch stranach dotyénice & po oboch strandch normély v bode M (obr. 22b).

a) Obr. 22

Veta 2. Nech krivka K s rovnicou F(z, y) = 0 ma v bode M dvojnasobny bod. Ak je 4 =
— F(M) . F, (M) — F;2M)zdporné, bod M je uzol. Ak je A kladné, bod M je izolovany bod.
Ak A = 0, bod M méze byt bodom vratu prvého alebo druhého druhu, dale) bodom samodotyku

alcho izolovanym bodom krivky K.

Ak krivka K s rovnicou F(z, y) = 0 je algebricka krivka, ktord ma v zaciatku O suradnicového
systému reguldrny bod, potom rovnicu dotyénice v bode O ku krivke K dostaneme z rovnice
Fix, y) = 0 vypustenim vaetkych ¢lenov, ktorych stupeti je vyssi ako 1. Ak najnmizii atupen
n-tlenov polynému F(z, y) je vyssi ako 1, potom je zadiatok O siradnicového systému n-nasobnym
bodom krivky K. Rovnice dotyénic v bode O, ktory je n-nasobnym bodom krivky K, dostaneme
7z rovnice F(z, y) = 0 vypustenim vietkych &lenov stupna vyia&isho ako n.

Priklad 2. Najdime singuldrne body krivky s rovnicou

- 2 L Gt —y? 4+ 9 4+ 8y — 12 = 0. ()
Riefenie. Pre singuldrne hody danej krivky musi podfa (3) platit

F(x,y) = 2* + 62> — y* + 9z + 8y — 12 = ),
Filz,y) = 322 + 122 + 9 = 0, (6)
Filz,y) = —2y + 8 = 0.

- — Sy P 1

*) Vyznam wedincho symbolu pozri v ¢lanku 17




3,7. Singuldrne body kriviek 095

pilei S —ie

Rie%nim p::sle:ln}eh dvoch rovnic systému (6) jez, = —1, y, = 48 2, = —3, y, = 4. Do-
sadenim do prvej rovnice systému (68) zistime, Ze iba dvojica (—1, 4) je riefienim systémul (6), totiz
Fl—1,4)=—1+6—16—9 4 32 —12 =1,

F(—3,4) = —27 + 64 — 16 —27 + 32— 12 =4 # 0,

Singuldrny bod danej krivky K je teda bod M = (—1, 4). Zistim. 0 aky singularny bod ido. Po-
titajme preto druhé parcidlne derivacie funkeie F(z, y) v hode M, mamen

Fi_= 6x 4+ 12, F., =0, F;, = —2
B
F. (M) = 6. F. (M) =0, F;‘,f.ﬂﬁ] = —2.
Kedie A = 68(—2) —0% = —12 < 0, singuldrny bod M je uzol. Najrdime e3te dotydénice v tomti

hode M. Podle (4) mame
| Bensta + 2.0 . cosasina—2sin*a =10
alebo
3 cos? ¢ — sin® a = 0.

Z tejto rovnice vyplyva, Ze « # (2k 4 1) ©/2, kdé k je celé &islo. Pre smernicu dotyfnice
k = tg o, v bode M plati . ‘

- 33—k =0,
odtial " B

k.= + V3.
Rovnice dotyénic v uzle M si

V:]_:r-——y e V? + 4 =10,
V.?Tm+ y+Vi—4= 0.
Priklad 8. Néjdime singuldrne body trojlistka s rovnicou (22 + o) — ax(z®* — y?) = 0.

Riedenie. Dand krivka je algebraickd krivka a prechddza zaciatkom () pravouhlého suradnico-
vého systému. NajniZai stupen ¢lenov polyndmu na lavej strane rovnice je 3, preto zaciatok O
‘je trojnasobnym bodom danej krivky. Dotyénice v tomto bade nijdeme z podmienky

az(z? — y?) = 0.
7 toho dostaneme
r = 0, rx—y =0, r+y =0

Dané krivka mé v zadiatku tri vetvy, ktorych dotyénice v zadiatku O maju uvecdené rovnice,
I’ahko méZeme zistit z podmienok (3), Ze iné singularne body krivka nema.

V tlohich 786 a¥ 792 néjdite singuldrne body danych kriviek.

786. r — (363 — %) 0 + (14 + %) J.

787. r = [4t(t — 1)]i 4+ [1683(¢ — 1)*] ).

788. r = [t5 4 9]0 + [® + 262] J.

789. r = [5e2/(1 + £9)]i + [583/(1 + £9] ].
790. r = sin ti + sin? f cos i §.

791. r = [2/(1 — 20)]§ + [£3/(1 — 20)]4.

792. r = [(t + 1)2/e2) i + [(t + 1)4/6) ]
V'_ tlohdch 793 a¥ 795 najdite singulirne body danej krivky a najdite rovnice
dotyénic v tychto bodoch.

793. r = a(t — sint) i 4+ a(l — cos t) j (eykloida).
M. r=a[(2cost + cos2t)i 4 (2sini — sin 2t) j] (Steinerova krivka).
795. r = afln tg (¢/2) + cost)i 4 a sin ij (traktrisa).
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V tlohédch 796 4% 809 ndjdite singuldrne body implicitne danych kriviek.

796. y® = 2%, 797. 4 = z(z — 1)3.
798. y* = ba® + aaxd 9. 2+ 4y —ay = 0.
800. 4:5’{:::3—4)+y“= 0. 801. 2 4 y* = 2% + ¥

802. 2xy® — y* — x(y — x)2 = 0. 803. 2t — 2axy + 2ay’ + a’y? = ().
804, (y? — 232 — 25 = 0.

805. (2® + 4%)* — a%z? = 0.

806. (22 4 y?) (2® + y* + cx) = a¥(z? — y?).

807. (x® 4 ¥?) (z® 4+ 4% — a?)? — a'x® = 0.

808. 2 = y¥

809. ¥ = y~.

810. Pre aké hodnoty a, b ma krivka %® = x® + ax 4+ b dvojnéasobny bod?

V tulohach 811 az 816 najdite dvojnasobné body danych kriviek a urcte charakter
tychto bodov, ako aj dotyénice v tychto bodoch.

811. 28 — 222 4+ 2 — y2 = 0.

812. 2 - 24 — y* — 3—y + 2 = 0.

813. 2 4+ 22 — 28 = 0.

814. (2* + y?)? — 2a%(x? — y®) = 0 (Bernoulliho lemniskdia).
816. y2 — a%*(x + m)2 = 0.

816. N4ijdite singuldrme body Pascalove] zdvitnice, ktoréa ma v pravouhlom
suradnicovom systéme rovnicu

(22 + y* — 2az)! — bia? 4 y%) = 0.
Presktimajte jej singularne body pre b > 2a, b = 2a, b < 2a a narysujte tuto krivku,.

3,8. Ob4lka systému kriviek

Hovorime, Ze dve krivky sa navziajom dotykaju v bode P, ak maju v tomto bode spoloénu
dotyénicu.

Nech funkcia F(z, y, @) jo definovand pre kaZdy bod (z, y) z dvojrozmernej oblasti D
s pre kaZdé &islo o z mnoZiny M.

Nech ku kaZdej hodnote x € M je priradend rovinnd [priestorovd] krivka K, ktorej rovnica
je F(z, ¥, @) = 0 [rovnice st F(z, y, z, ) = 0,0 (z, ¥, z, ) = (). MnoZinu S{K,} vBetky{ch kriviek,
« € M, nazyvame jednoparametrickym systémom kriviek. Cislo & nazyvame parameirom B rov-
nicu F(z, y, o) = 0 [rovnice F(x, ¥, 2, a) = 0, Gz, y, 2, &) = 0] rovnicou [rovnicami] jedno-
parameirického systému kriviek, -

Krivku K nazyvame obdlkou jednoparametrického systému kriviek S{K,}, ak:
1. pre kaZdy bod krivky K existuje krivka Ky & S{K,}, ktor4 sa dotyka krivky K v tomto bode,

2. pre kazdu krivku K, € S{K;} existuje na krivke K bod, v ktorom sa krivka K, dotyka
krivky K,

3. pre Iubovolné okolie 0,(P} dotykového bodu P krivky K a K, Ky, # K existuje také
okolie O(ay), 2o kazdé krivka K, a € O(x,) mé dotykovy bod & krivkou K v okoll O (P) (obr. 23).

Veta 1. Nech funkeia F(z, y, «) ma spojité parcidlne derivacie F;, F,, F_ na trojrozmernej
oblasti {2, pridom (z, y, «) € {2, ak (z, y)e D a x € M. Ak systém kriviek F(z, y, ) = 0, ae M
ma obalku K, ktore} rovnice sz = @(&), ¥y = y(x), x € M, pric¢om ¢'{a) a ¢’(a) sa spojité funkcie
ne mnoZine M, tak funkoie z = ¢(x), ¥ = y(a), kde « € M vyhovuji rovniciam




3,8. Obdlka systému kriviek Q7

Flz, y, a) = 0,
F (z,y, 2) = 0. (1

Veta 2. Ak systém rovnic (1) nemé rieSenie tvaru x = @(a), y = ¢(a), « € M, potom jedno-
parametricky systém kriviek o rovnici F(z, y, ) = 0 nema obdlku.

Veta 8. Nech funkcia F(z, y, «) spliia predpoklady z vety 1 a fiadne z kriviek F(z, y, &) = 0,
x€ M nemé singulérne body. Nech v rovmiciach z = p(a), ¥ = y(a), e N < M urtenych
rovnieami (1) majt funkeie @(z), y(a) spojité de-
rivdcie na mnosine N. Ak krivka K, urdené tymi- '
to rovnicami nemé singuldrne body na mnoine Ay
N, tak je obdlkou systému F(z,y, a) =0, 2€N.

S(K.]

Obr., 23 Qbr. 24

Poznémka 1. MnoZinu vietkych bodov uréend rovnicami (1) nazyvame diskriminaninou
krivkou systému F(z, y, ) = 0, a € M. Tdto mnoZina méZe byt: 1. obilkou; 2. mnoZinou singu-
l&rnych bodov systému kriviek F(z, v, «) = 0, € M; 3. ¢iastotne obélkou a &iastoéne mnoZinou
singuldrnych bodov systému kriviek F(z, ¥, €} = 0, a € M. |

Poznamka 2. Implinit.nj' tvar rovnice obdlky systému kriviek F(z, y, ) = 0, x€ M moino
dostat vylidenim parametra o« zo systému rovmic (1).

Priklad 1. N4jdime obélku jednoparametrického systému parabol
y:g[m—m}’, —_ 00 < o < aD. (2)

Riedenie. Poloime F(x, y, &) = y — a(x — «)®. Funkcia F(z, y, a) troch premennych r, ¥, «
je spojité na celom priestore E; & mé tam spojité parcialne derivicie

b= —2a{x — x), =, F = —(—a?+ 2a(z — a)

Rovnicu obélky systému parabol (2) dostaneme podla vety 1 vylutenim parametra a z rovnie

y — alz — x)? = 0, (3)
(x — a)? — 2et(z — &) = 0. (4)
Z rovnice (4) dostanemse
r= a, x = Jx

Po dosadeni do rovnice (3) mame

RieSenim systému rovnic (3), (4) je

F = W, y=10

7 2Zbierka uloh
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r = 3, y = 4o, & € (— oo, o).

Vylacenim parametra a dostaneme rovnicu priamky y = 0 a rovnicu kubickej paraboly y =
= 42327,

Kedte F, = 1 # 0, pre kazdy bod oboch kriviek, krivky nemajd singulérne body. Podla

vety (3) je priamka y = 0 a kubickd parabola y = 423/27 obélkou daného jednoparametrického
systému parabol. | 1

Priklad £. Néjdime obalku jednoparametrickej sistavy semikubickych parabol
(¥ — o) = (2 — a)3, — 00 < o < o0, (B) \

Riedente, PoloZme F(x, y, @) = (y — a)? — (z — «)}. Funkcia F(z, y, o) j@ spojita na celom
priestore E; a ma tam spojité parcidlne derivécie F, = —3(x — a)t, F, = 2ty — a) a F =

= —2y — a) + 3z — x)%.
Rovnicu obdlky systému kriviek (5) ndjdeme z rovnic

(y—af —(z—aP =0, (8) |
—2(y —a) + 3(x— ) = 0.
Odtial je z —a = 0, y —x=0a 2 —a = 4/9, y — x = 8/27. Vyli¢enim parametra o« dosta-

neme
¥ = x, y = r— 427,
V kazdom bode priamky y == x jo Fi(x, y, a) = —3(x — a) = 0, F(z, y, @) = 2y — a} = 0.
Preto priamika y = x }Je mnoZina singuldérnych bodov systému (5). 1
V ka2don bode priamky gy = z—4/27 je Fi(z, y, a) = —3(z — a)? = —18/27 # 0, preto |

priamkd ¢ = r — 4,27 je obdlkou systému parabol (5). (Pozri obr. 24.)

V tlohach 817 aZ 823 ndjdite obdlku jednoparametrického systému kriviek.
817. bz +- ay = ab, kde a, b s Tubovolné redlne &isla, pre ktoré El&ti a4+ b =c,

¢ = const.
818. bz -+ ay = ab, kde a, b 81t TubovoIné redlne &isla, pre ktoré plati a® 4 b? = ¢?, 1
¢ = const.

819. (x — a)? 4 4® = a¥/2, a € (— o0, ).

820, (x —a)  +4y? — 12 =0, r > 0, ae(—o0, 00).

821. z*/a® 4 y*[b® = 1,kdea > 0,b > 0 s redlne ¢isla, pre ktoré platia® + b2=1.

822. ¥y = o®(x — «)?, e (—o0, o).

823. y — (x — o) =0, xe (—o0, ).

824. Néjdite obdlku jednoparametrického systému priamok z cos a -+ iy 8in & —
—p =0, xe {0, 2x;, ak p je diferencovateInou funkciou parametra a.

V ilohach 825 az 828 ndjdite obdlku mhoziny vietkych kruZnfc, ktorych stredy
lezia na danej krivke K a prechddzaji bodom P.

825, 4 = 2px. P = (0, 0) |
826, 22 4 ¢ = a®, P = (a, ).
B27. #* = 9 =a®, P = {), 0).
B28. x%/a® 4 ¥2[b%* =1, P = (0, 0).
829. Nijdite obalku systému kruinic, ktoré maji stred na hyperbole zy = a®
a dotykaju sa osi o,

B30. Dand jo elipsa z%/a® +- y?/b? = 1. N4jdite obdlku jednoparametrickej ststavy
kruinie, ktorych priemermi su vietky tetivy elipsy rovnobe#né § osou 0,

_——_J_
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831. Najdite obalku mnoZiny vietkych stosovych elips, ktoré mﬂ.]li konitantny
stidet dl7-k polosi.

832. I7ijdite obdlku vietkych priamok, ktoré spolu so siradnicovymi osami vy-
tvdraju trojuholnik s plodnym obsahom P.

833. N4jdite obdlku mnoZiny vSetkych pol6h priamky, ktoré sa rovnomerne otéca
s uhlovou rychlostou w okolo bodu P = (z, 0), pri¢om tento bod sa pohybuje rovno-
merne po osi o, rychlosfou c. '

V tilohdch 834 a% 837 ndjdite diskriminantné krivky jednoparametrického systému
kriviek a presktimajte ich charakter.

834. Kubickych parabol y = (# — ¢)3, c € (—c0, ).

835. Asteroid (x — ¢)¥® 4 y¥® = a®3, a = const, c € (— o0, o).

836. Strofoid (z + a) (y — ¢)® = x%*(@ — z), a = const, ¢ € (— o0, ©).

837. Steinerovych kriviek: (z? + y®)® + 8a(zrcosc — ysinc¢) [#*3 sinc — 1) —
— 3y sin 2¢ 4 3y? cos? c] 4 18a*(x® + %) — 274t =0, c€ {0, 2 w).

838. Ukézte, Ze evolita krivky je obdlkou systému jej normdl. Na zdklade tohto
nédjdite evolitu paraboly y® = 2pz.

839. Nech funkecie g(t, «), p(f, o) maji spojité prvé parcidlne derivicie na oblasti 02
uréene] nerovnosfami ¢ < ¢t b, ¢ £ x £ d. Potom r = ¢@(t, a)i 4 y(t, o) j Je

rovnica jednoparametrického systému kriviek. UkdZte, Ze pre obdlku systému plati

or or
r= gt a)i 4 p(, ﬂ:).r,a . =0,

V tlohédch 840 az 843 nijdite obdlky nasledujucich jednoparametrickych systémov
kriviek.
840. r = (2cost - 3cosa)i+ (2eint 4 3sine) j, te {0, 2w, ae {0, 2.

841. Steinerovych kriviek r = [2a cos (¢ + «) 4 @ cos (2t — a)] i 4 [2a sin (¢ +
4+ &) —asin(2t.— a)] j, te {0, 27, ac {0, 2.

842. Elipsr = xcosti + (@ — x)8int j.
843. Semikubickych parabol r = (12 4 &) i + &.

Katakaustikou krivky K nazyvame obalku vietkych odrazenych litov, ktoré dopadaji rov-
nobe#ne na dant krivku K,

ulohdch 844 a% 847 ndjdite katakaustiku krivky K, ak su dopadajace lace
rovnobezné s osou o, .

844, 22 + y* = a?, x = (.

845. z? = 2py, z 2 0.

846. ¥ = a In (z/a).

847. r = 2acost + acos 2t, y = 2asini — asin 2¢ (Steinerova krivka).

Diakaustikou krivky K nazyva.mﬂ obdlku vietkych lomenych liéov, ktoré dopadajii z da-
neho bodu P na krivku K.

848. Najdite dikaustiku krivky K, ak dopadajuce luce vychadzaji z bodu

P = (a, 0) a krivka K je os o0, s rovnicou z = 0.

849. Néjdite obalku drih striel vystrelenych zadiatoénou rychlostou v, pod
roznymi elevaénymi uhlami z daného miesta.
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3,9. Sprievodny trojhran

Nech krivka K mé parametrické vyjadrenie u = r(f) a bod P = (x4, Yps %) = O + r(ty) jo j€j
reguldrny bod, t. j. ri = r'(t) = zJd + ¥ + z.k # 0. Nech dalej plati r} = rilty) = = + ¥ +
+ z,k # 0 a F(fy) X r'(f) # o.

Rovnica dotyénice®) krivky K v bode P je

X =P 4 tr,. t e (— o, o) (1)

alebo

.ﬂ?; - Ye N g
kde X = (z, ¥, z) je TubovoIny bod doty¢nice.
Ka?du priamku, ktord prechéddza bodom P a je kolma na dotyénicu krivky v bode P, nazyvame
normdlou krivky v bode P.
Normdlovd rovina krivky K v bode P je rovina, ktord je kolmé na dotyénicu krivky K v bode P
a prechddza bodom P. Jej rovnica }e -
(X—P).r,=0 (3)

alebo
zia — zg) + Yily — Yo) + 2z —2) = O, (4)

kde X = (z, ¥, #) }e Iubm;c'rl'nf bod normélovej roviny.

Nech dva rozne body P, = O + r(t;), Py = O + rlfg)ly # i, ty # o 81 2 okolia bodu F a nech
body P, P,, P, uréujd rovinu. Oskulaénou rovinou krivky K v bode P nazyvame limitna polohu
roviny o(P, P,, P,) pre P, » P, P, — P. Jej rovnica je

(X—P).(roxrg) =0 ' (6)
alebo
T—Zgs, Y—Yo: %27 %
x;r _y;! -"t; — 0! {ﬁ)
Tos Vi Zy

kde X = (=, ¥, z) je lubovoIny bod oskula¢nej roviny.

Binormdlou krivky K v bode P nazyvame t norméilu krivky K v bode P, ktoréd je kolmé na
oskulaénii rovinu. Jej rovnica je

X =P+ tr, X ry), i € (— o0, ) (7)
alebo
T—%y _ ¥ —Y% _ 5 (8)
Yos o Zyy Ta Xer Yy|
| Yos 2o |ze: T ze, Yi

kde X = (z, ¥, z) je fubovoIlny bod binormédly krivky K v bode I.

Hlavnd normdla krivky K v bode P je t4 norméla krivky K v bode P, ktord lezi v oskulacne]
rov.ne krivky K v bede P. Jej rovnica je

X =P+ 1r x(rxnmn)l te(— o0, ) | (9) -
alebo . :
T — Iy = ' Y— Y% _
W Zq 1 Zos z, |
2,2, — Z2,ZTqy  TaYs —— Lo Y | Toys — TaYes YoZo — Feo (10)
B z—2Zg

| Ty s Y,
YeZs — YoZoy 2T, — Ze s

kde X = (z, y, 2) je IubovoIng bod hlavnej normély krivky K v bode P.

*) O dotyénici krivky pozri élénok 3,3.
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Rektifikaénou rovinou krivky XK v bode P nazyvame rovinu, ktord prechéadza bodom P a Je
kolm& na hlavii normaélu krivky K v bode P. Jej rovnica jo

(X —P).[r, X (r; x)]=0 (11)

alebo

&

y: ¥ zl

] M o # ¢ o LS
Zoly — gLy, Iv.% - Xy yu

F i ]
Zpy Lo

(x —xg) + (¥ — Yo)-+

Tols — TalYss YoZe — YoZe

I:! ¥

n (z — 2) = 0, | (12)

F

YoZa — Yasr Zals — 2o Xy

kde X = (z, ¥, z) jo Iubovolny bod rektifikatnej roviny.
Regulérny bod P krivky K neazyvame rekiifikaénym bodom, ak plati r, X r; = o.
Dotyénica, hlavnd norméla a binormaéla definujui v kazdom bode P, ktory nie je rektifikatnym

bodom krivky K, pravouhly trojhran s vreholom v bode P. Tento trojhran nazyvame sprievodnym
trojhranom (pozri ebr. 235).

Obr. 25 Obr. 26

Jednotkové vektory T = (r')% B = (¢’ x r”)% v = [(r' x r") x r']° nazyvame jednotkovyms
vektormi dotyénice, binormdly a hlavnej normdly. Pre ne plati

B=1TXwv, v=f X T, T=9v X B,

t. j. tvoria pravouhli pravotodivi trojicu vektorov (pozri obr. 26).

Pozndmka. Ak krivka K ma prirodzené parametrické vyjadrenie ¥ = r(s), potom | r'(s) | = 1
a (r'(s) X r"(8)) % r'(8) = r”(s). Rovnica hlavne] normély a rektifikaénej roviny krivky K
v bode P = O 4 r(s,) 80

X =P 4 r’(s,) ¢, t € (—o0, o),
(X — P) . r"(s) = 0.

Priklad 1. Ndjdime rovnicu dotyé&nice, hlavnej normély, binormély, normalovej roviny, osku-
latnej roviny e rektifikadnej roviny krivky K, ktord mé parametrickd rovnicu ¢ = r(f) =
= (18— ¢8) 1 + &%) + (3t* — 2t) k v bode P, ktory dostaneme pre £, = 1.

Riedenie. Najprv vypotitame rovnice hréan sprievodného trojhranu v bode P. Rovnice stien,
t. j. rovnice normélovej, oskulatnej a rektifika¢nej roviny ndjdeme ako rovnicu roviny kolmej
na dotyénicu, binormalu a hlavni normélu v bode F.
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Bod P dostaneme pre hodnotu ¢y = 1, P = (0, 1, 1). Vypoditajme r'it) & r"(¢). Mame
r'(t) = (2t — 1) i+ 3] 4 (1222 — 2) k, 1
rr(t) = 2i 4 6tj + 362k ]

Pre t, = 1 je
r'(1) =i+ 3j + 10k |

&
r"(1) = 2i + 6] + 36k.

Kedze je r'(1) x r7(1) = 481 — 16] # o, regularny bod P nie je rektifikaény bod krivky K,
Rovnica dotyénice podla (1) je

X =0, 1, + (i L+ 3]+ 10k) ¢,
kde t € (—oo, o) alebo

=l z—1

L — = T r—

1 3 10 5

Z toho pre rovnicu normdlovej roviny dostaneme

=

1z —0) + 3(y— 1} 4 10z — 1) = 0,
tize

— i -

r 1 3y—|- 10z — 13 = 0.
Rovnica binormaly danej krivky v bode P = {0, 1, 1) podla (7) je
X = (0,1, 1) + (481 — 16§) 1, te(—w, )

alebo, ak polozime 16¢ = u, dostanemv

e 3
|
P
|
F

]
i3
I
-
-
m
8
i

Z toho pre rovnicu oskulagnej roviny krivky K v bode ¥ dostaneme

3o —0) —ly—1) + 0(z—1) =0,
dize

3r—y+1=0,
Rovnica hlavnej normély krivky K v bode P podla (8) je

X =1(0,1,1) + [(F + 3] + 10k} x (48i — 16))]¢, t€ (-—c0, ). ‘
Po dprave dostaneme

X =(0,1,1) + 160( + 3] — k) t, t€ (—0, <),
Cize

Z toho rovnica rektifikaénej roviny je

lx—0) + 3y —1) —1(z—1) =0,

cize
x4+ 3y—z—2=0.

V tlohéch 850 a% 852 néjdite rovnicu dotyénice krivky K v bode P.
850. r — e’ costi + e'sintj + ek, P =0 + r(0).
861. r — a(t — sint) i + a(l — cost) j + 4asin (¢/2) k, a > 0, P=0-+r (nf2)

—

|
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it £3 {2
B&2.r—4ig 3j: 2&,P=G+r(t“),znae0.

| V tulohdch 853 a% 856 najdite rovnicu dotyénice a normalovej roviny krivky K
v Je] regulairnom bode P.
B63. r=(B3 -2 —5)i+ (32 +1)j+ (2*—16)k, P=0O + r(2).
8d. r=M+ 4 1)i+ 43 +56+2)j+ (8 —t)k, P = (3, —17, 2).
855. Vivianiho krivky r = 7 cos® ti 4 r sin ¢ cos tj + reintk, P =0 + r(t,).

Singularny bod P = O + r(ty), v ktorom je Flty) = r'(%) = ... = r® V() = o, F®(1,) # o,

nazyvame nepodstatne singuldrnym bodom krivky K a priamku X = P -+ r'*(2,) t dotyénicou
krivky A v tomto bode (pozri aj ¢l. 3.7).

856. Ndjdite dotyénice kriviek z tloh 8562, 8563, 854 v ich nepodstatne singuldrnych
bodoch.

857. Na krivke r = (—tcost + sint) i + (¢sinf - cost)j+ (¢t + 1) k, ndjdite
body, v ktorych je doty¢nica rovnobeiné s rovinami R,.aR,_.

858. Néjdite rovnice dotyénic krivky r = t%/4 4 13j/3 + t2k/2, ktoré si rov-
nobezné s rovinou z + 3y + 2z — 10 = 0.

859. Dokédite, Zze normalové roviny krivky r = a sin? ti 4 a sin ¢ cos tj + a cos tk,
a > 0, prechddzaju zatiatkom pravouhlého stradnicového systému.

Sférickou indikatrixou dotyénic krivky K s rovnicou U = r(), t€ <as b nazyvame krivku
U==x{)=r"@), te (a, b, t.j. mnozinu koncovych bodov jednotkovych vektorov vietkych
dotyénie, ak ich zadiatoéné body si v bode 0.

V ilohdch 860 a 861 néjdite sféricki indikatrixu krivky K.

860. Skrutkovice r = a(cos ti -+ sin tj) + btk,a > 0,5 > 0, t e (— o0, ).

861. r = (2t — sint) i + cos 2tj + 4 sin tk.

V tlohdch 862 az 866 nijdite rovnicu oskulaénej roviny krivky K v bode P.

B62. r =t costi — tsintj + 2tk, P = (0, 0, 0).

863. r = acosti + bsintj + ek, a >0 0>0 P—= (@, O, 1).

B64. r.=e'i + e'j+ |2tk, P = O + r(a).

865. r = cos¥ti + sin®tj + cos 2t k, P = O -+ r(a).

866. Vivianiho krivky r = a cos? ti - a sin f cos tj + @ sin Lk, a > 0, P=0 + r(a).

V ulohdch 867 az B70 najdite rovnicu hlavnej normély a binormély krivky K
v bode P. |

B6Y. r = t2i(2 4 213j/3 4 t4k/2, P = (1/2, 2/3, 1/2).

868. r = ti +-1t%j + e'k, P = (0, 0, 1).

869. r —acosti+asintj+btk, a >0, b >0, P = (g, Yo» Za)-
W=y z=2 P={, 1,1

871. Napidte rovnicu rektitikaénej roviny krivky r=#i 4 tj 4+ (£ -- 200k
v bode 4 = (9, 3, 7).

872. Na binormédlach skrutkovice r = cos a(cos £ -+ sin tj) + sin atk w1 zostrojend
vektory B binormél tak, Ze ich zadiatoéné body s v dotykovom bode P. Koncové

body tychto vektorov uréuju krivku K, . Ndjdite rovnicu oskulad¢nej roviny krivky K,
v je] Inbovolnom bode.

873. Dana je krivka r = fcos(aInt)i -+ ¢sin{a In £)j+ bk, a >0, b= 0.

R R R RRRRRRRRRRRBRRRRRRRRRRRRRRR
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Dokéazte, Ze:

a) lei{ na rotaénom kuzeli b¥(2® + y*) — 22 = 0,
b) jej dotyénice zner&lﬁ konitantny uhol s osou o,,
c) ]e‘} doty®nice zvierajii konitantny uhol s povrchovymi priamkemi uvedencho |
kuzela,
d) jej binormdly zvieraji konstantny uhol 8 osou o,, ,'
e) jej hlavné normdly zvieraji konstantny uhol s osou o,.
Vypotitajte tieto uhly.
V tilohéch 874 aZ 878 néjdite rovnice hrin a atien sprievodného trojhranu krivky K i
v bode P.
874. r=1ti — tj + t*k/2, P = (2, —2, 2).
876. r = % + ¢j + ’%k, P = (1, 1, 1).
876. r = (1 — cost)i 4 sintf + tk, P == (1, 1, =/2).
877. r =1t costi 4+ tsintj 4 btk, b > 0, P = (0, 0, 0).

878, r = (1 +nnat}i—|—%sintj+usin%k,a > 0, P = (a, 0, 0).

V tlohéch 879 a¥ 881 nsjdite jednotkové vektory doty&nice, hlavnej normdély
a binormdly krivky K v bode P.

879. r =ti 4+ t% + 3k, P = (0, 0, 0).

880. r = cos® ¢l + sin®¢j + cos 2tk, P = O + r(t).

881. 3 = 3a?y, 2xz = a?, P = (2, ¥, 2). |

882, Ukdzte, Ze mvnjne dotytnice krivky oz, y, 2) =0, plr, ¥, 2) =0 v je]
regulirnom bode P = (z,, Y5, %), [grad@(P) X grad ¢(P) # 0] je X =P +
+ [grad ¢(P) X grad ¢(P)] ¢.

V uloh4ch 883 aZ 886 najdite rovnicu d:}t-yéntce a normé.lnve1 roviny ku krivke K
v bode P,

883. z =2+ ¢y x =y, P=-(lﬂ,1,2).

884. z2 4yt L 22 =25 z+z2=5 P= (2 2)3,3)

886. x2 + y2 = 10, 42 4 22 =25, P = (1, 3, 4).

886. 22 + y2 22 =a?, 22+ y? —ax =0, P = (%, ¥, %)

887. DokéZte, ze rovnica oskulaénej roviny krivky ¢(x, ¥, 2) =0, y_r(..'-; y, 2) =0
v jej reguldrnom bode P, v ktorom vektor T X (T .grad T) # O.%) je

(X —P).[T x (T.grad T)] = 0,

kde T =grad @(P) X grad y(P).

V tlohdch 888 a% 890 najdite rovnicu oskuladnej roviny a binormdly krivky K
v bode P.

888. 22 -yt +22=9, 22—y =3, P= (2, 1, 2).

889. x2 =4y, 2 = 242, P = (6, 9, 9).

890. 2 = 12z, 22 + 22 =25, P = (3, 6, 4).

V tlohich 891 a% 893 néjdite rovnice stien a hrén sprievodného trojhranu krivky K
v bode P.

I':!'T [TI' 1
+ T, P :

—
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= o= R = = =l

891. y=122% 2 =2z, P= (2, 4, 4).
892.::’—|—y’+z’=ﬁ,x’-—y‘___+z'=4, P=(l,1,2).
893. y* =2, 22 =2, P= (1,1, 1).

3,10. Krivosf a torzia priestorovej krivky

Nech krivka K v priestore mé parametrickd rovnicu r(t) = @(t) | + ¢(t) ] + x(¢) k, t€ {a, B>
a nech je hladkd v okoll O(t,) ésla 2, € (&, B).

Krivistou k(P) krivky K v bode P = O + r(t) nazyvame &fslo

)
k(P) =1 - 1
= e W

kde g(t) je uhol < [%(t), ®(t,})] vektorov®*) dotyénic v bode P a Q@ = O + r(t), teO(t,) a s(¢) je dlika
¢asti krivky zodpovedajicej intervalu (i, ¢> resp. ¢, &> (pozri obr. 17).

Polomerom krivos:i r(P) krivky K v bode P nazyvame &islo

1

Torzia x(P) krivky K v bode P = O + r(fy). Nech krivka K v kafdom bode @ = O + r(t)
kde teO(t,) mé binormdlu. Nech ¢(2) je uhol < [B(t), B(4)] vektorov binormél v bodoch P a ¢,
pritom existuje B'(f,). Nech a(t) jo diZka &asti krivky zodpovedajiicej intervalu ¢, ¢ resp.
(t, ty>. Potom pre absolitnu hodnotu torzie x(P) krivky K v bode P plat{ (obr. 26)

| %(P) | = lim ¥

T (%)

Torzia »(P) je kladné [zapornd] viedy, ak trojica vektorov 7, @, 8’ v bode ¢, tvori pravototiva
[lavotoéivi] trojicu vektorov, t. . ak plati v . (B X B') > 0fr. (P x B') < 0].

Polomerom torzie p(P) krivky K v bode P nazyvame ¢islo

1
| %(P) |

o(P) =

Veta 1. Noch krivka K mé parametrickd rovnicu u = r(t), t € {a, b>. Nech r’(£) a r”(t) sd v okoli
isla ¢y € (&, f) spojité funkecie. Potom pre krivost k(P) v bode P = O 4 r(t,) plati

(4)

Ak r7(t) je spojitd funkecia v bode P, potom pre torziu x(P) plati

(re X F2).re
| # % el [V

®(P) = (5)

kde ry = r'(ty), £, = r(ty), re = r" (k).

Pozndmka. Ak je krivka K vo vete 1 dand v prirodzenom parametrickom vyjadreni u = r(s),
potom plati

BP) < r'(ay)f | (4a)

_ [r'(sg) x r7(s)] . r"(s)

aal #(P)

(6a)

*) O uhle dvoch vektorov pozri éldnok 4,8/1.
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Veta 2. Ak mé krivka K vo vete 1 parametrické rovnice z = @(f), ¥y = y(¢), z = x(¢) a bod
= (Ty, Yos Zp)» potom pre krivost k(P) plati

wp) = VW — 2+ e — 2 + e — ym)

[.’1:.‘ + ¥, ‘3 + H"i}l.ll {ﬁ}

a pre torziu x(P) plati

Tos Ysr 2o
Zer Yy e

Ze 2Ys 220

(Yozs — 243)® + (2ex; — T2 N + (ZoYe — Va0 )2

(7)

x (P) =

Veia B. ( Frenetove—Serretove vzorce.) Nech krivka K m4é prirodzené parametrické vyjadrenie
u=r(s) a P =0 +r(s). Nech r'(sy,) # 0, r’(s;) # 0 a existuje r”"(s,). Potom pre jednotkové
vektory <, v, B sprievodného trojhranu v bode P plati

T = kv,
vrz—h_}_xﬂr (EJ
B = —

pricom k je krivost krivky K v bode P a x je torzia krivky K v bode P.

Kruinicou krivosli priesiorovej krivky K v bode P nazyvame kruZnicu, ktoru dostaneme ako
limitni polochu kruZnice prechddzajicej troma bodmi krivky P, P,, P;, neleZiacimi na priamke,
ak P, a P, konverguji k bodu P.

KruZnica krivosti lezi v oskulaénej rovine krivky K v bode P, jej polomer sa rovna polo-
raeru 7(FP) krivosti krivky v bode P a jej stred je
S =P+ r(P)wv. (9)

Evolitou krivky K nazyvame takit krivku L, ktorej dotyénice su normélami danej krivky K.
Rovnica evolity L je
u=rt)+r(Plv 4+ r(P)tg 6. B, (10)

kde r(P) je polomer krivosti krivky K v bode P, v-a [3 su jednotkovs, vektory hlavne) normaly
a binormdly a © spliiuje rovnicu

dé
e | m—— —_— 1 l
= x» resp. © f x ds. (11}

Kedze pri uréeni ©® moino konstantu s, lubovolne volit, preto krivka K m4a nekoneéne vela evolat.
Spadovou krivkou nazyvame krivku, pre ktora plati
x ()
ol M P 0, 12
(P c # (12)
kde k(F) je krivost a x(F) torzia krivky v bode F a ¢ je konstanta,

Dotykovy vektor ¥ v katdom bode spAdovej krivky zviera so smerom uréenym vektorom
m = cos ot + sin a8 konstantny uhol a.

Spadovéa krivka lezi na valcove) ploche g povrehovymi priamkami rovnobeZnymi 8 vektorom m
a pri rozvinuti tejto valcovej plochy do roviny prejde spadova krivka v priamku.

Priklad 1. N4jdime krivost a torziu hyperbolickej &pirdly r = a cosh ¢l 4 a sinh {f 4 atk,
a > 0, v bode P = (a, 0, 0).

Riedenie. Bod P dostaneme pre ¢ = (. Vypoditajme r’(0), r"(0), r”(0), mame

r'(0) = [a sinh tI + a cosh tj + ak),-o = af + ak,
"'[{]} = [a cosh ti 4 a sinh tf],=, = ai,
r”(0) = [a dinh ti 4+ a cosh tf],—=y = af.

l"-

Fo

ro

| Il 1I

i




3,10. Krivost a torzia priesiorove) krivk) 107

PudTa (4) mame

g Llal+ak) xai] _ |—atk+ayl _ a2 |
WS |aj + ak |® B u’zVE_ _-H-EEVE‘ 2a -
'odla (3) mame
P_[Laj+nk}}{ui].ﬂj _ﬂi{j'—kﬁ-ﬂjz a® EL
ME) = e Tak xaif  Tai— K[ (a2 28

Priklad 2. Nijdime stred a polomer kruZnice krivosti hyperbolickej #pirdly z priklada 1
v bode P = (a, U, U),

Rieenie. Podla (9) pre stred kruZnice krivosti platf § = P + r(P}v a padla ¢lanku 3,10 je

_ [rtny) X r(E)] X k)
| [P/(fg) X F7(tg)] X ¥'(tg) |

Bod P dostaneme pre f, = 0. V priklade 1 sme vypoéitali

r'ity) = af + ak, r'ity) = al, r’(t) = aj.

Pretau o
~ aj + ak) X ai] X (aj + ak) (a*f —alk) x (aj + ak)  2a’i i
YT llaj + ak) » al] x (aj + ak) | |6} —a'k) X (af + ak)|  [2d%|
Polomer krivosti je r(P) = 1!k(P). Teda z prikladu 1 mame
P o 2
T{ :l = TIE{_I_ = .

Pre stred & kruznice krivosti plati
8 = (a, 0, 0) 4+ 2a{l, O, 0} = (3a, 0, 0).
Kruznica krivosti lefi v oskulaéne] rovine, ktorej rovnica je

A X —P).(ryx 1) = 0.
Pretoze

_(r X o) = a*f — atk,
rovnica oskulaéne) roviny je |

C1Ze

Rovnice oskulaéne] kruZnice s1

g — =

V ulohdch 894 az 898 ndjdite krivost danej krivky v bode P. -
894. r =t costi 4 tsintj + atk, P = (0,0, 0).
895. r — a cosh f cos ti - a cosh tsintj + atk, P = (a, 0, 0),a > 0.

896. r = etcosti + e sintj + ek, P = (1,0, 1).

897. r —eti+ et j+ [2tk, P = (e, lfe, ||2).

SO08. o8 =@, 32 = 2. F = (1: Ly 1),

V tulohdach 899 a 900 najdite torziu krivky v bode F.

899, r=tsinti + fcostj+ tel k, P =(0,0,0).

900, y2 =1z, 22 =12, P = (1,1, 1).

V tilohdch 901 a% 906 nijdite krivost a torziu v Tubovolnom bhode P krivky.
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Wl r=ti + |[2Intj + t-1k.
W2, r = a(cos ti + sin tf) + ck.
903. r = a(cosh ti 4 sinh tj) + atk.

M4, r = cos? ti 4 sin3 tj + cos 2tk. |
905. r = a[(t — sint) i + (1 — cost) j + 4 cos (¢/2) k]. | |
906, ¥y = 22(2a, z = 23/6a?.
%7, Dokdzte, Ze krivost a torzia v lubovolnom bode krivky
a) r= (3t — t3) i + 3t%j + (3t~ t*) k sa rovnaju,
b) r = 2ti 4+ In tj 4+ {2k sa odli8u)a znamienkom.

M8. Dokazte, Ze podiel krivosti a torzie kuZelovej skrutkovice r = ! cosfi -
— tsin ¢j — atk je kondtantny.

909. Dokdazte,.Ze pre krivost a torziu krivky K danej rovnicami

e e s i —— ———

flx, y, 2) =0,
gz, y,2) =10
v jej reguldrnom bode P plati
oy | T X (T.gradT| '
k(P) = T , ™) |
 (P) — (T X U)I.S;E.grad U) U+o,

kde T = grad f(P) X grad g(P) a U=T .grad T.

V ulohach 910 az 912 vypocitajte krivost krivky K v bode P.
910. 22 4+ 42 — 22 =0, 22+ 2y —2—1=0, P= (0,1, 1). |
911, 2% =20z, ye = 20z, P = (&4, Yy, 20)-

912. 2> —y* +22=1, y*» -2z +2z=0, P= (1,1, 1)

913. Vypocitajte krivost a torziu Vivianiho krivky % +- y? 4 22 = a?, 2% - ® —

— ar = 0 v bodoch P, = (a, 0, 0) a P, = (0, 0, a).

V ulohéch 914 az 916 ndjdite vektory ©’, @', v krivky K v bode P. |

914. r = cos 2sif4 + sin 2sj/4 - 3sk/2, P = O + r(w/4), kde s je dlzka oblika
krivky.

915. r = 2 cosh ti + 4 sinh ¢j + 2tk, P = O + r(—1).

96, r= 3% + (2t + 3)j+ 3t¥ k, P = (12, —1, —24).

917. Ukazte, ze kazidy z vektorov T, v/, B’ moino vyjadrif pomocou istého vek-
tora w (Darbouxov vektor) takto: ' =w X 1, ¥ = w X v, B’ = @ x B. Nijdite
vektor w a vysvetlite jeho kinematicky vyznam.

$318. Pomocou Frenetovych vzorcov dokazte, Ze ak vSetky oskulacné roviny 1
krivky K prechadzaju jedinym bodom A, potom krivka K je rovinni. |

919. Dokazte, Ze ak krivka K ma v kazZdom bode hlavni normalu, tak vietky '

tieto normaly nemodzu byt navzajom rovnobeiné.
920. Pomocou Frenetovych vzorcov vypocitajte r*(¢), rid(t).

. oy ob . - 11"
] a.grac —H;EE* FE G:E. 1

R
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Nech krivka K 8 rovnicou u = r(s) mé v katdom svojom bode P krivost k(P) a torziu x(P),
pri¢com funkcie

k(P) = @(s), x»(P)= ¥ia) (12)

8U spojité funkceie prirodzeného parameira 8, potom rovnice (12) nazyvame prirodzenymi rovnicami
krivky K. |

V ulohdch 921 aZ 923 néjdite prirodzené rovnice danej krivky X.

921. r = ati + a |/2 Intj + at-k.
922. r = a(cosh ti + sinh ¢j) + ak.

023, ¢ — ) [—3“"2_ sin (JZs +5) — 3+ 22 ain(]/:?_s—a)Jf-I-

l/"z' 2 2
1 3 - — al/o - 1
TV_§[3+22V2 con (V23+'3) | 3 ;Vﬂ m(yza+ﬂ)]j_?cussk.

924. Néjdite evolutu skrutkovice r = a cos ti + q sin tj + btk.

Ortogondlna trajektéria jednoparametrického systému § kriviek je krivka, ktor4 pretina
kolmo vietky krivky systému S.
Evolita krivky K je ortogondlnou trajektérioun vietkych dotyénic krivky K.

925. Dokdzte, Ze krivka K s rovnicou u = r(¢) m4 evolventu, ktorej rovnica je
X =P + (8, — 87,

kde P =0 + r(s) a 1 je Jjednotkovy vektor dotyénic krivky K.

926. Néjdite rovnice evolvent skrutkovice r — a(cos i - sin ¢f) + bik.
927. Néjdite rovnicu spidove; krivky K, ak rovnioa vytvdrajicej krivky K,
prisluinej valcovej plochy je r = @(s) i + y(s) J. Ndjdite dlzku jej oblika.
928. Napiste rovnicu spidovej krivky na valcovej ploche, ak jej vytvérajiica
krivka je: |
a) kruZnica 2% 4 y? = g2,
b) logaritmické &pirdla r = a e™#(cos @l 4+ sin g@j).
929. Néjdite prirodzené rovnice spadovej krivky na valci, ktory mé vytvérajicu
krivku refazovku y = cosh (zfa), z = 0.

930. Néjdite prirodzené rovnice spadove] krivky, ktord lezi na gulfovej ploche
8 polomerom R.

931. Dokézte, %e krivka K s rovnicon u = r(s), s e <a, b>, je spddovou krivkou
vtedy a len vtedy, ak

[r"(s) X r"(s)]. r¥(s) = 0, s e (a, b>.

932. Dokézte, Ze evolventa spidovej krivky u = r(s) (8 = 0) je rovinnd krivka.

933. Ukéite, Ze ak krivky K, K, maju spoloéné hlavné normély, t. j. krivka K
kolmo pretina normély krivky K., potom pre ich krivost a torziu plati

ax + bk 4+ C = 0,

kde a, b, ¢ st éfsla. (Bertrandove krivky.)
V ilohdch 934 a¥ 938 ndajdite rovnicu oskulaénej kruZnice krivky K v bode P.
934. r =t — j+ 2 -1k P=(1, —1, 1).

| R ——
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935. r — cos® ti + sin®¢j + cos 2tk, P = (1/2)/2, 1/2]2,0).

936. r — cos? ¢l - sin 2tj + sin tk, P = (1/2, 1,1/}/2). .
937. UkéZte, e mnoZina vietkych stredov krivosti skrutkovice r = a cos i +
— a 8in tj + btk je opif skrutkovica. Pre aké a, b leé tato skrutkovica na pévodnom

valei,
938. Dokézte, %e prieseénica oskulaénej roviny Vivianiho krivky

1
2+ yt—xz =0

%
+
tﬂu
+
|

v bode P = (0, 0, 1) s gulovou plochou je prave oskuladnd kruZnica Vivianiho krivky
v bode P.

3,11. Plocha a jej rovnice

Majme vektorovi funkeiu dvoch premennych r(u, v) spojitd a jednojednoznatni na uzavrete}
oblasti £ ohranitenej jednoduchou uzavretou krivkou K. Mnofinu véetkych bodov I = O +
~ r{u, t), kde O je zadiatok siradnicového systému, nazyvame jednoduchou plochou.

Mno%inu vietkych bodov P = O + r{u, v), prifom (u, v) € K nazyvame hranitnyme bodms
jednoduchej plochy alebo okrajom plochy.

Dve jednoduché plochy nazyvame spojenymi, ak ich hranice maji spolotné ¢asti.

Plochou nazyvame taka mnofinu S bodov v priestore, ktoré je bud jednoduchou plochou, bud
sa skladd z koneéného pottu alebo z postupnosti jednoduchych pléch navzédjom pospajanych.

Kazdu podmnoZinu §; mnoZiny S bodov v priestore, ktora je plochou, nazyvame podplochou S,
plochy S. |

Ak plocha S je dané pri zvolenom pravouhlom siradnicovom systéme v priestore vektorovou
funkeiou dvoch premennych r(u, v) = @(u, v) | + y(u, v) j + y(u, v) k, spojitou a jednojedno-
znaénou na oblasti 2, potom rovnicu

w = rlu, v) (1)

nazyvame parametrickou rovnicou plochy S.
Nech w = zi + yj + zk, potom parametrické rovnice v zloZkach si

x = @(u, v),
y = plu, v), (2}
£ = I(u: ),

kde g(u, v), wlu, v), y(u, v) 84 spojité funkeie na oblasti Q.
Ak rovnice (2) maja tvar

r = #,
¥y =1, (3)
b= .ﬂ“- v),

kde f je spojitd funkeia na oblasti 2, potom rovnicu
z = f(z, y) (4)

nazyvame explicitnym fvarom rovnice plochy.

Nech funkeia F(X), kde X = (z, ¥, 2) mé4 spojité parcidlne derivicie F (X), F,(X), F.(X) na
oblasti £2, a nech existuje bod A = (%4, Y, %) Z oblasti £2,, pre ktory plati F(4) = 0, pricom
aspon jedna z parcidlnych derivéeii F.(4), F,(4), F.(4) je rézna od nuly. Potomm mnoZina §
vietkych hodov X, ktoré #i riefenfm rovnice

F(X) =0, (3)

jo plocha. Ravnicu (3) nazyvame implicitnym tvarom rovnice plochv.
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Ak mnoZina vietkych bodov plochy § s rovnicou w = r(u, v), pre ktord plati « = u, [v = v,],
Je krivka s rovnicou w = Flu,. 1) [w = r(¢, v,)], pricom (g, 1) € £ [(¢, 1v,) € 2], potom tiito krivkn
nazyvame parametrickou u-krivkou [v-krivkou].

Ak pre véetk}rl g € @, by [vg€ (c,d>] je w = rig, t) [w = r(t. v4)] rovnicou jodnoparametric-
kého systému kriviek, potom tieto w-krivky [v-krivky] nazyvame siradnicovimsi krivkami.
Nech v oblasti 2, < 2 sdradnicové u-krivky, v-krivky maja tieto vlastnoati:

1. Nijaké dve wu-krivky [v-krivky] sa nepretinaju.

2. Kaidym bodom plochy prechidza prave jedna wu-krivka a prave jedna wv-krivka.

Potom parametre v, », pritom (u, #) € £2, nazyvame krivodtarymi »iradnicami bodu M = 0 4
+ r(u, v) na ploche 8 (pozri obr. 27). ’

Prikiad 1. Néjdime rovnice plochy, ktord vznikne rotéciou kruZnice (x — a)? + 22 = 2,
y=0,a>r >0, okolo osio,.

Riedenie. Pri rotdcii tejto krutnice k okolo osi o, jej stred opisuje kru¥nicu so stredom v za.
¢iatku a s polomerom a; ktorej parametrické rovnico si

¥ =aCo8v, y=asinv, z =0,

kde v e {0, 2m), alebo vektorove .
S8 =0 + aI,

kde pre jednotkovy vektor t plati v = ¢os vi 4 sin vj.

- Nech v je Iubovolné &slo z intervalu (0, 2r). Hladajme rovnicu vytvdrajicej kruznice, ak
je) stred je § = (a cos v, asin v, 0). Pre Tubovolny bod X tejto kru#nice plati

X=8+re

kde e° je jednotkavy vektar, ktory leZi v rovine tejto kruinice. KedZe v tejto rovine le#ia kolmé
vektory T a k, moZno jednotkovy vektor e napisat v tvare

e — cosut + sinuk, ue <0, 2m).
Pre Tubovolny bod X krugnice teda platf
X =84+ re®"=0 4+ at + r{nnéut 4+ sin uk),
¢1te
X =0+ (a+ rcosu)t 4+ rsin uk.
Z toho potom je X = 0 + r{u, v), kde

r(u, v) = (a 4+ rcosu) (cos vf 4 min vf) + rsin uk (6)

& oblast £ je uréend nerovnosfami: 0 < u < 2m, 0 < v < 2w Pretofe &islo v bolo Tubovolnd
¢islo z intervalu <0, 2x), roviica (8) urtuje katdy bod, ktory kruZnice pri svojom pohybe za-
ujme. Pretofe r(u, v) je jednoznaénd a spojitéd funkecia na oblasti £2, rovnica (6) je vektorovou
rovnicou plochy. Tiato plochu nazyvame anulosd.

Parametrické rovnice anuloidu v zlozkdch sa:

x = (& + rcos u) cos v,

Y = (@ + r cos w) 8in v, (7)
Z = r8in u,
kde (u, v) € {2, |
Vylatenim parametra u, v z tychto rovnic dostaneme:
2? + y* = (@ 4 r cos u)? (8)

Z toho potom je
2 4 y* 4 z% = a® + 2arcosu I 9,
cide

22 + y* + 22 - a?— 12 = 2a (a 4 rcosu),
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=] sl

Ak umoenime tito rovnicu na druhi a dosadime 2 rovnice (B), dostaneine
(@ + 3 + 2 + o' — )t —da¥2? + ) =0,

¢o je implicitny tvar rovnice anuloidu.
Hladajme stiradnicové krivky na anuloide daného parametrickymi rovnicami (7). Pre w-krivky,
u = o, dostanemse:
¥ = (a 4 rcos ¢) cos |
y = (a + rsin &) sin §, |
z = r 8N &,

kde x€ <0, 2w) a t€ -0, 2m).

Obr. 27

Teda u-krivka je kruZnica, ktord md stred § = (0, 0, reinx) 8 polomer p = a + r cos a.
Pre v-krivky v = f§, mame

z = (@ + rcost)cosf,

y = (@ + rsin {) 8in §3,

z = rsin i,

kde (¢, B) e Q.
Teda v-krivks je kruZnica, ktorej stred je & = (a cos B, a sin B, 0) a je prieseénicou roviny
rsin f—ycosf =0

s gule |
(z—acosf) + (y—asin f)f + 23 =% |

(Pozri obr. 28.)
Tieto krivky udévaju krivotiare miradnice bodu na ploche.

939. N4jdite parametrické rovnice rotatnej plochy, ktord vznikne rotaciou krivky
r = g(t) i + y(t) k okolo osi o,.

V tlohdch 940 a% 947 ndjdite parametrické rovnice rotacne] plochy, ak o, je osou
rotécie:

940. Gulovej plochy.

941. Rotainého elipsoidu.

942. Rotaéného dvojdielneho hyperboloidu. |
943. Rotatného jednodielneho hyperboloidu. |
944. Rotaé¢ného paraboloidu.

945. Rotaéného kuzela.

946. Katenoidu, ktory vznikne rotéciou retazovky z = b cosh %, z = g=10 ;
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947. Pseudosféry, ktord vznikne rotdciou traktrisy x = a sin %, 2 = a In tg (u/2) +
+acosu, y=>0.

948. Nijdite implicitny tvar rotatnej plochy s osou rotécie:
&) v o8l o, ¢c) v o8i 0,
b) v osi o, d) v priamke zfa = y/b = zfe.
V tdlohdch 949 aZ 952 nd)dite rovnicu rotainej plochy, ktor4 vznikne rotdéciou
danej krivky okolo danej osi.
949. Elipsy z%*a? + %%/b® = 1 okolo osi o,.
950. Hyperboly z*/a®* — y*/6* = 1 okolo osi o, .
951. Paraboly y* = 2px okolo osi o,.
962. Paraboly z = 2p2? okolo o081 0,.
V dlohdch 953 a 964 néjdite siiradnicové krivky plochy S, ktord mé rovnicu
w="r (u, v) |
963. w =sginucosvi + sinusinvj 4 uk.
1
9%4. w =5 [a(u — v) I + b(uv 4+ 1) J + c(uv — 1) k].
965. Néjdite parametrické rovnice trojosového elipsoidu tak, aby jeho saradnicové
krivky leZali v rovindch rovnobeZnych s rovinou R, alebo v rovindch iddcich oson a,,
966. Néjdite parametrické rovnice rotatného valca tak, aby siradnicové krivky
boli: | -

a) skrutkovice a kruZnice,
b) skrutkovice a priamky,
¢) skrutkovice,

d) priamky a kruZnice.

V tlohdch 957 a% 959 vylidenim parametrov u a v najdite rovnicu plochy.
957. 2 = acos® w cost v, y = a cost usintv, z = asint u. |
968. * — a cos® u cos® v, ¥y = a cos? 4 sin® v, z ="a sin® u.
u 4 vé —1 2u : 2v

3 y — b y @ c .
ud 4+ 2® + 1 ut 4 v 4+ 1 u? 4+ 02 41

V tlohdch 960 a% 962 nijdite parametrické rovnice danej plochy.

960, x%2* = 4(x* 4 ¥?).
961. z = 22 — o2
962. z = b arctg (y/z).

963. N4jdite parametrické rovnice valcovej plochy, ktorej povrchové priamky st
rovnobeZné s vektorom k, ak vytvarajuca krivka ma rovnicu r = g(u) i + y(u) | }

964. N4ijdite rovnice kuZelovej plochy vytvorenej v3etkymi priamkami,’ ktoré
prechddzaji danym bodom — vrcholom V = (x,, y,, 2,), 2, 7% 0 & danou vytvira-
jucou krivkou K s rovnicou r = @(u) | + y(u) J.

965. Ndjdite parametricky a implicitny tvar kuzelove] plochy, ktorej vrchol je
v bode A = (0, 0, 1) a vytvdrajica krivka je asteroida z2/3 4 y*'3 = /3,

966. N4jdite rovnicu skrutkovej plochy, ktord vznikne rovnomernym otdéanim
rovinnej krivky K okolo osi leZfiacej v jej rovine a rovnomernym priamociarym
pohybom krivky K pozdlZ tejto osi.

9569. x = a

8 Zbierka Gloh
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967. Néjdite rovnice helikoidu — priamkove; plochy vytvorenej hlavnymi nor-
malami skrutkovice r = a(cos ti + sin tj) + ctk. |

968. Plochu, ktord vytvoria vietky priamky prechadzajice danou krivkou kolmo
na danu priamku, nazyvame priamym konoidom. Nijdite jej rovnice.
V tlohdch 969 a 970 néjdite priame konoidy uréené osou o, a krivkou .

969. r = (at + p)i + (Bt + q) j + tk.
9%0. r = a cos ti + a sintj + btk

971. KruZnica s polomerom a sa pohybuje tak, Ze je] stred sa pohybuje po krivke
U = r(s) a rovina, v ktorej sa nachddza, je normélovou rovinou danej krivky. Tuto
plochu nazyvame kandlovou plochou. Nijdite jej rovnicu.

3,12, Dotykovd rovina a normdla k ploche

Singulirne body plochy. 1. Majme plochu S s rovnicou w — r(u, v), (4, v) € 2. Noech m4
funkeia r{u, v) v bode M = O + r(y,, 1) sponté pareidlne derivécie r (M) = (x,f + v.f + z.k),,.
r{M) = (zd + y.j + z.k),, a matica )

Xy Yus Za
A= ( if: S ) (1)
I-pi y'ul ‘q:"
nech ma hodnost A,

Bod M = 0 + r(u,, vy) plochy S nazyvame reguldrnym bodom ptachy S, ak hodnost ma-
tice A jo h(A) = 2.

Ak bod M nie je regulérny bod plochy 8, potom ho nazyvame singuldrnym bodom plochy S.

Bod M plochy 8 je reguldrny bod vtedy a len vtedy, ak Jje vektor (r, % r)), 3 o.

2. Nech ma4 plocha 8 rovnicu F(z, y, z2) = 0Oanech v bode M = (T4, Yy Zp) Je grad F(M) = o,
t.j.

aF(M) B odF (M)

ox dy

P

dF(M) B
3 az — ()

Potom bod M plochy S nazyvame singuldrnym bodom plochy F(x, y, z) = 0. Ak aspon jedna
z parcialnych derivécii F (M), F (M), F,(M) je rozna od nuly, t. j. grad F(M) # o, potom
bod M je regularny bod plochy 8.

Ak v singularnom bode M plochy S existuju n-té parcidlne derivacie funkeio F(X), pricom
vietky parcidlne derivécie funkeie F(X) rddov nizsich ako n sa v tomto bode rovnaju nule a aspon
jedna z n-tych parcidlnych derivécii jo rézna od nuly, potom bod M nazyvame kénickym bodom
n-tého radu plochy 8.

Pre body vEetkych kriviek na ploche S, ktoré prechédzaji kénickym bodom M = (m, n, p)
druhého rddu plechy § 8 rovnicou F(z, y, z) = 0, plati -

(2)

FL(M)(x—m)® 4+ Fo (M) (y —n)? — F.(M)(z — p)? +
+ 2F (M) (x —m) (y —n) + 2F (M) (y —n) (z — p) + (3)
+ 2P (M) {(x —m) (z—p) 0.

Rovnica (3) méze byt: 1. rovnicou bodu M, bod M J¢ 1zolovany bod plochy S, 2. rovnicou
kvadratickej kuZelovej plochy, %ktord je opisand ploche S v bode M, 3. rovnicou dvoch rovin,
singularny bod M je bodom prieseénice plochy S s fiou samou,

Nech reguldrne zobrazenie na okoli J3(M) bodu M mé rovnics

": == q’?fu# -E_!:I, Ir4:'

v o= ylu, v),

(u, v) € Oy( M), kde funkcie g, w maja spojité parcidlno dorivacin a Jacobiho tunkcionalny de-
terminant

(5)

O, w) | Pur P
A, v) Yus

Jo rozny od nuly pre vietky (u, v)e g M),

—__j_




3.12’. Dotgi&;rvr:i rovina a normala k ploche 115

Ak obrazom singulirneho bodu M O + r(u, v) plochy § g rovnicou w = rf{u, v) je bod

M = O + r(xu, v), pritcom bod M nie je v novych krivotiarych saradniciach (, v) Emgu]ﬂ.rny bod,
potom bod M nazyvame nepodstatne singuldrnym bodom (polém ) plochy 8. Kazdy iny Emg'u.lé.rny
bod plochy & nazyvame podstatne singuldrnym bodom plochy S.

Krivka na ploche. Nech je dand plocha S s rovnicou w = r(u, v), (4, v) € Q a nech funkeip

W= @(t), v=wpll), teJ (6)

s 8pojité funkcie na intervale J. Nech obe funkecie nie sa zdroven konstanty a pre vietky t e J
je (@(t), w(t)) € £2. Potom mnozina bodov plochy S uréenych rovnicami (6) je krivka K na ploche §
Rovnicg (6 nazyvame potcm parametrichymi rovnicami krivky K na ploche S,

Ak rovnice (6) maja tvar u = ¢, v = y(f), potom rovnicu

v = y(u) (7)

nazyvame tieZ rovnicou krivky K na ploche S,
Rovnice (6) reap. (7) st rovnice krivky K v krivodiarych siradniciach plochy &, zatial éo
rovnica w = r[g(f), y(t)]. teJ je rovnica krivky K v pravouhlych giradniciach.

Ma]mﬁ krivku K na ploche S 8 rovnicou w = r(u, v), pri®om rovnice krivky K si u = g(?),
= y(t), te J. Pre {lTiku oblika krivky K na ploche § plati

s(K)= [ VEH;’“ + 2Fu'y + Gu di , (8)
t

a pre diferencial dlzky oblika plat
ds? = E du?® 4+ 2F du dv 4 @ de?, (9)

kde E =r,.r,, F = r:, .r, @=1r,.r,, t120 v zlozkdch E =z3 4+ y 2 + 2.2, F = z.z, +
+ ¥y + 2420, G = 22 + y? + 2’). Prava stranu rovnice (9) nazyvame prvou kmdrattclnu
Jormou plochy S alebo a) linedrnym elementiom plochy S. Absohitnu hodnotu vektora r, X r,vbode M

plochy S nazyvame diskriminantom plochy S vbode MaplatiD = |[r, X r,| = VEG — F? > 0.

Dotykova rovina a normwala k ploche &. Nech bod M je regularny bod plochy S a vBetky krivky
na ploche §, ktoré prechadzaja tymto bodom M, majad v bode M regulérny bod. Potom dotyénice
v8etkych tychto kriviek v bode M leZia v jednej rovine, ktori nazyvame dotykovou rovinou
plochy § v jej regularnom bode M, Bod M nazyvame dotykovym bodom. Priamka, ktord prechadza
bodom M s je kolmé na dotykova rovinu plochy S v bode M, nazjva sa normdlow plochy S
v bode M.

Rovnicae dotykove] roviny plochy & s rovnicou w = r{u, v} = x2(u, v) I 4 ylu, v) J 4+ z(u, v) k,
(v, v) € 2, v reguldrnom bode M = O + ry, = O + r(ugy, vy} = (zg, Yo, Z) J©

(R—rg) . (ru X 1)y =0 (10)

alebo
T— X, Y—Yg. Z—2

2, (M), y (M), z2,(M)|=0. (11)
z, (M), (M), =z (M)

Ak plocha § ma rovnicu F(z, y, z) = 0, potom v reguldrnom bode M = (z,, ¥y, 2;) mé doty-
kovi rovinu s rovnicon
(R—ry) . grad F(M) = 0 (12)
alebo
FAM) (X —z5) 4+ Fy(M) (Y — y,) + F(M)(Z —z5) = 0, (13)

kde ry je polohovy vektor bodu M,

Ak pl-.:cha. S ma rovnicu z = f(z, y), potom v ]e»] reguldrnom bode M = (z;, y¥,, z,) mé doty-
kovu rovinu a }e] roviica }o

2 M) (X — ) + 2,(M) (Y — yo) — (Z—2,) = O. (14)

Vektorom normdly n(M) plochy § s rovnicou w = r(u, v) v jej reguldrnom bode M = (u,, v,)
nazyvame jednotkovy vektor leZiaci v norméle k ploche § v bode M a orientovany tak, 2e vektory
n, r, r,, v bode M tvoria pravotoéiva trojicu vektorov, t. j.

n.(r, xr)>0,
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Pre jednotkovy§ vektor n(M) normély k ploche S5 v reguldrnom bode M plat{
i o P, & T
n=-—— = ;
lrexrl  VEG—TF
Rovnica normaly k ploche 8 8 rovnicou w = r(u, v) v je] regularnom bode M = (1, ty) =

(18}

= (24, Yor zﬂ) je
X =M+ (r. X Ryt (16)
tite
‘X-__mﬂ' —_ Y_yﬂ St LT z_zﬂ (17’
yi(M), z(M) | 2UM), z(M) | xL (M), yuM) |~
v (M), z(M) | | 2UM), MY | &(M), yiUM)
Rovnica normély k ploche S s rovnicou F(z, y,2) = 0v jej regulérnom bode M = (xg, ¥, %)
je |
X =M + grad F(M) ¢, (18}
¢ide
FuM) ~ F,M)  FuM)°
Rovnica normély k ploche § s rovnicou z = f(z, y) v jej regularnom bode M = (zg, Vg, %)
je 3

X—z Yy _ Z—z

2 M) z(M) —1 (20)

Priklad 1. N4jdite singulérne body plochy z? + y? —cos?z = 0.

Riedenie. Funkcia F(zx, y, z) = 2® + y* — cos®z je diferencovatelna v celom priestore X,.
Preto pre vdetky singuldrne body plochy S plati

F.=2x=0, F,:.=2y=f}, F. = 2ginzcoaz =0

zd 4 y2 —cos?z = (.

Z prvych dvoch rovnic méme x5 = ¢y = 0, 2 poslednej rovnice vyplyva, Ze z; = (2k + 1) n/2,
k=0, +1, +2, .... Dané plocha mé nekoncéne mnoho singuldrnych bodov M, = [0, 0, (2k +
+ 1) 2] kde k = 0, 1, +2,
Preskimajme edte charakter tychto bodov. Poditajme preto druhé parcidlne derivécie funkeie F,
dostanemse
F'.=2 F,, =2 F;=2cos822, F,, =0, F' =0,
=0

pre IuEuvnInjf bod z E,. KedZe derivicie F;, = 2 a F., = 2 si rézne od nuly v kaidom bode

plochy S, a teda aj v jej singuldrnych bodoch, body M, st kénické body plochy 8 druhého rédu.
Rovnica opisaného kuela v singulérnom bode M,, kde k je celé tislo, je

9X3 + 2V 4 2[cos (2k + 1) m1[Z — (2k + 1) m/2]* = 0,
diZe
X3 4 Y —(Z—(2k + 1) m/2P = 0.

To je rovnica rotaéného kufela s vrcholom v bode M, & s osou v osi o , ktorého po-
vrchové priamky zvieraju s osou o, uhol w/4. Dané plocha je tieZ rotatnd a vznikme rotaciou

krivky x = cosz, y = 0 okolo osi o_ {pozri obr. 29).

. Priklad 2. N4jdime dotykovi rovinu & normalu skrutkovej plochy r = u cos vl 4 usin vj +
+ (2v/x) kvbode M = (0, 1, 1). N4 dime siradnicove krivky, ktoré prechddzaji tymto bodom M,
& uhol §, ktory zviaraju.

Riedenis. Krivotiare stiradnice bodu M néjdems zo vzfahov u cos 2 = O, usinv = 1, 2ofx = 1-
Z toho vyplyve y, = 1, v, = x/2, tite M = (1, =/2).

—
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Zastime, &i bod M je regulérny. Poéitajme vektor

(re X Fl)p = [(cos o] 4 sin vj) X (—u sin vf 4 u cos v] +
+ 2/) k) = X [T+ (2/7) k] = (2/x) 1 + k # o.

-Bod M je reguldrny bod danej plochy a rovnica dotykovej
roviny k danej ploche & v bode M je

[X — (0, 1, 1)]. {2/x, 0, 1} = 0,
tite

2XIn + 2 —1=0.
Rovnios normély k danej ploche v bode M je
X:(Y—1):(Z—1)=2[m:0:1,

Béradnicovd w-krivku, ktoré prechddza bodom M, do-
Staname £ rovnice plochy tak, %o polofime u, = 1:

r = cos vl + vin 8] + (20/x) k,

ﬁujﬁmvnhlkmtkoﬁnem valei z 4 y® = ] so stipanim
2/x.

Séradnicovd v-krivku dostaneme pre v, = n/2:
r = uf + k,

%0 jo rovnica priamky x :y:(z— 1) = 0:1 : 0, ktord kolmo
protina os o, .

Uhol § tychto sdradnicovych u a v krivisk ndjdeme ako uhol vektoroy dotynie tychto kriviek
v bode M

o & — Pu P _j.[-——l+(2h:}k]=0
jrel | my ) o 1_1{1_}.4;.,,- '

¢ile § = x/2. Bdradnicové u, v-krivky v bode M st navzédjom kolmé,

V tlohich 972 aZ 977 n4jdite singulérne body danej plochy 8 a presktimajte ich

2. z=1u?, y =13, 2z = (ub 4 v9)1/8

973. z =4 — v?, y = 2uv, z = b

974. 2 + y® — 422 4 82 — 162 = 0.

976. ' — 2y — 32 4 2922 + 3z — 22 — y = 0.

976. (z* 4+ ¥ + 28 (1 — 2? — ¢ — 22) = 0.

977, (2 + y* + 22)2 — 2(22 — 22 — ¢2) = ().

978. Ukdte, %o bod M = (2, 2, 2) je nepodstatne singuldrny bod plochy &
F=(e+9) 1+ (v* +0?)j+ (w®+ vk

V tlohdch 979 aZ 983 vypolitajte prvit kvadratickd formu plochy S:

979. Gulovej plochy r = a cos % cos vi + a cos u sin vj 4 o sin uk.

980. Rotatného valea r = a cos vi + a sin v + vk.

981. Rotatného kuela r — % cos vl + u 8in v] + cuk.

982. Rotafnej plochy r = v cos wl + v sin uj + f(v) k, kde § je diferencovatelnd
funkcia.

983. Plochy s rovnicou z = f(z, y), kde f je diferencovatelnsd funkeia.
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984. Nijdite dlzku krivky K n3i ploche 8, ak rovnica krivky je 4 = v a prva
kvadratickd forma plochy & je ds? = du? + sinh? % de®.

985. Dokdazte, Ze pre uhol & suradnicovych u-, w-kriviek, ktoré prechadzaji
reguldrnym bodom plochy S, plati cos d = F;’]/rﬁ . Na ziklade tohto vysledku
dokazte, ze suradnicové u-, v-krivky tvoria pravouhld siet vtedy a len vtedy, ak
F=f

986. Najdite uhol, ktory zvieraju krivky ¢ = a €%, kde a, b st ¢éisla, s povrchovymi
priamkami rotacnej kuZelove] plochy w = w cos #i + w sin vj | cuk.

V ulohdch 987 aZ 990 najdite rovnicu dotykovej roviny k danej ploche S v hode M.
Wlor=(u +v)i+ (u24+v3)j-4 W+ M)k M=, 1)

988, F = cos u cos wi 4 cos u sin vj + sin uk, (gulovd plocha) M = (n/4, 3=/4).
989, r = ucosvi - usinvj 4 duk, (rotaénd valeova plocha) M = (1, =/2).

90, r = cosh u cos vi -+ cosh u sin vj + uk, (katenoid), M = (1, =/2).

V tlohach 991 aZ 996 najdite rovnicu normdly a dotykovej roviny plozhy 8 v jej
regularnom bode A,

991, 2y = 27. M = (—1, 3, —9).

992, 2% + ¥ 2 — Bayz — 27T =0, M = (2, 3, 4).

993. (2% 4 % + 22)2 = 2(x% — y* }-22), M = (1, 0, 1).
M. 2 =2y, M = (1. 1, 1).

996, 2 =22 42 M = (1, 1, 2).

996. z = 2 arctg (y/x) (skrutkovd plocha), M = (1, 1, =/2).

L1
e

V tlohich 997 az 1003 nijdite rovnicu dotykovej roviny a normaly k plochs 8
v jej Iubovolnom regulirnom bods M.

997. Gulovej plochy r = a [cos u cos vi -+ cos u sin »f - sin uk].

998. Rotalnej valcove) plochy r = a cos ui 4 a sinuj + vk.

999. Rotacnej kuzelovej plochy r = v cos u cos xi - » sin u cos xj - » sin vk.

1000. Anuloidv r = (¢ + b cos u) {cos vi - sin vj) + b sin uk.

1001. Rotacénej plochy ¢ = w cos vi - - usin vj |- f(u) k, kde f je diferencovatelnd
funkecia. |

1002, Hyperbolického paraboloidu r = alu -+ )i |- blu — 2) j + uvk.

1003. Skrutkovej plochy r = w coswi - u sin v — avk.

1004. Nijdite rovnicu dotykovej roviny plochy «cyz = 1, ktord je rovnobeing
grovinouzr + ¥ + 2z — 8 = 0.

1005. Najdite rovnice dotykovych rovin k paraboloidu 42 = 22 + % v priescd-
nikoch s priamkou » = y = 2.

1006. Najdite rovnicu roviny, ktori prechidza bodom MW = (4, 8, 1) a bodom
P = (2, 2, 2), ktory lezi na ploche xyz = 3, kolmo na tato plozhu. '

1007. Dokaite, Ze plochy 22 +y — iz +4 =0 a y* —xy — 8y + 2 |- 5 =0
sa navzijom dotykaja, t. J. maji spoloénn dotvkovii rovinu v bode M = (—3. 2, 1).

1008, N4jdite rovmice kriviek, v ktory h dotykova rovina plochy xzy — az = 0
v bode M = (x,, y,, z,) pretina tito plo :h 1.

1009. Nijdite rovnicu plochy, ktora tvori mnozina vsetkych normal k ploche
y = x tg z v bodoch priamky y = », 2z = «/4.
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1010. Dokazte, Ze vietky normadly k rotacnej ploche z = f (V:r“ — yE) pretinaju
rotatni os. ;

1011. Dokdzte, Ze norméla k rotaénej ploche je zdroven hlavnou normédlou pri-
slusného meridianu rotacénej plochy.

1012. Krivka r = a cosh ¢ cos ti -- a cosh f sin tj + atk lezi na rotaZn~j ploche

* + y® = a® cosh?(z/a), ktori nazyvame katenoidom. Dokéite, Ze v kaidom bode

krivky binormala sa zhoduje s normélou v ptslusnom bode katenoidu.

1013. Dokdzte, Ze dotykové roviny k ploche zyz = %, a > 0 tvoria so stradni-
covymil rovinami Stvorsten konStantného objemu V = 9a?/2.

1014. Dokdzte, Ze dotykovd rovina v Iubovolnom bode plochy V x + 1@'-1— V_z':
= l-'f:—f vytina na stradnicovych osiach useky, ktorych siacet je konstantny.

V ulohach 1015 az 1018 dokédzte, Ze dané plochy (v ich rovniciach a, b, ¢ su &isla)
su navzajom ortogonalne.*)

1015, 22 + 4% + 22 = ax, 2® + 4% + 22 = by.

1016. 2y = az?, 22 + y2 4 22 =88, 22 4 2 =22 |- 298

1017. zy = az, 112—|—y —|—]/y —|—z“=b];:c2—}-ﬁﬂ Vy + 2% = ¢.

1018, 22 | 9% - 22 = ax, 22 + y? + 22 = by, 2 4 4* + 2% = cz.

Valeova plocha, ktord mé povrchové priamky rovnobe#né s vektorom n = {a, b, ¢} a dotyka

sa danej plochy S pozdlz krivky K, naz{va sa opisand valcovd plocha plochy $. Krivka K sa na-
zyva obrys plochy S pre'vektor n.

V tlohdch 1019 az 1021 ndjdite rovnicu opisane] valcovej plochy danej plochy S
pre vektor n:

1019. Gulovej plochy 2 + ¥ + 22 = @2, ak n = {k, I, m}.

1020. Elipsoidu 22 4- 4y%2 + 922 =1, ak n ={1, 1, 1}

1021. Eliptického paraboloidu 2z = z2/p + y2/q, ak n'={|/p, Vg, 1}.

Dana je plocha S, ktord je v kazdom bode reguldrna. Plocha, ktord je vytvorend piitami vset-

«veh kolmie spustenyceh z daného bodu 4 na dotykové roviny plochy 8, nazyva sa updtnicovd
nlocha.

V tulohach 1022 az 1025 najdite rovnicu upédtnicovej plochy k danej ploche S
vzhladom na hod A.

1022, Elipsoidu x*/a? + 4%/b% + z2/¢? = | a A je stred elipsoidu.
1023. Hyperboloidu z%*ja® + 4?6 — 2%/c? = 1 a A je jeho stred.
1024, Skrutkovej plochy 2 = k arctg (y/x) pre bod 4 = (0, 0, 0).
1025. Plochy xyz == a3 pre bod 4 = (0, 0, 0).

3,13. Krivost krivky na ploche. Krivosf ploehy

Nech ma plocha S rovnicu w = r{u, v) anech P = O + rlu,, v,) je jej reguliarny bod, v ktorom
funkcia ma druhy diferencial. Nech K- je krivka na ploche S, ktord prechddza bodom P a mé
v tomto bode krivost E(P).

Vektor

g

A L}
T K(P}wv,

kde t a2 v su jednotkové vektory -dﬂtyﬁﬂiﬂﬂ a hlavne) normily krivky K v bod¢ P nazyvame
vektorom krwostt krivky K v hode P,

*) Hovorime, ze dve plochy &; a §, 8 v 8vojom priesednfku ortogonélne vtedy, ak prieseénik M je ich
regularny hod a vektory normal ni{ﬂﬂ ny( M) 8 navzajom kolmé.
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Normdlovou krivoatou k, krivky K na piloche S v bode P nazyvame priemet vektora krivosti
k(P)v do normélového vektora n(P) plechy S v bode F, t.].

k, = k(P)v. n(P). (1)

Tangencidlnou alebo geodetickou krivostou k, krivky K na ploche S v bode P nazyvame priemet
vektora krivosti do vektors n{P) x %, ktory lezi v dotykovej rovine plochy § v bode P.

Veta i. Ak je krivka K na ploche S dand prirodzenym parametrickym vyjadrenim r[u(s),
v(s)], pritom bod P = O + rl[u(s), v(s;)] a existuji derivdcie u, = u’(8;), v. = v'(8)), potom

v bode P plochy S plati \
k, = Lu' + 2Muw, + Nv.2, (2)
o*r(P) rr(P) o*r(P)
— * ¥ -;1" — . P y = . .
kde L Jul ni Py, M 3udo n(P), N 33 n(P)
Vyraz
II = Ldu? 4+ 2M dudv + N deo® (3)

nazfveme druhou kvadratickou formou plochy S.
Za predpokladov uvedenych na zatiatku tohto ¢lanku plati
I Ldu? + 2M du dv +~ N de?

=T T Edw + 2Fdudv + Gdv® )

Vela 2. ( Meusnierova veta). Viotky krivky K na ploche S, ktoré prechddzaji bodom P a majt
v fiom spoleéni dotyénicu, maji v bode P rovnakd normélova krivost.

Veta §. VEotky krivky A na ploche S, ktoré prechddzaji bodom P a maji v bode P spoloéni
dotyénic: a oskuiaéni rovinu. maji v bode P rovnaki krivost.
Normilowim rezem plochy 8 v bode P budeme nazyvat taka rovinmi krivku na ploche &,

ktorej hiavnd normdls v bode P sa zhoduje 8 normélou plochy S v bode P,

%

Veta 4. Krivost k(P) normélového rezu sa rovnd absolitnej hodnote normélovej krivosti.

Hlavnymt krivostami: plochy § v bode ‘P nazyvame extrémne hodnoty normaélove]j krivbst.
Dostaneme ich riefenim kvadraticke] rovnice

(EQ — F?) k., — (EN — 2FM + QL) k, + (LN — M?*) = 0, (5)

kde E = ri(P).ri{P),F = ri(P).r.,(P),@ = ri{P).r(P)a L, M, N maji vyznam ako vo vete 1.
Rovnicu (56) nazyvame rovntcou pre hlavné krivost:.

Hlavnymst smermi plochy S v bode P nazyvame smerové vektory dotycnic norméalovyeh rezov,
ktorych normélové krivost je extrémna. Dostaneme ich riesenim rovInice

(LF — ME) v® + (LQ — NE) w'v' + (M@ — NF) vt =0, (8)
Ak u’, v’ je rieSenfm rouvnice (6), potom hlavny smer je dany vektorom
u'r.+ v'r,. (7)

Ak rovnica (5) mé v danom bode P plochy S dvojnésobny koreii, potom rovnice (6) ma ne-
koneéne vela rietenf a hlavné smery nie si definované. Bod P v tomto pripade sa nazyva keru-

hovy bod.

Veta 5. Ak rovnica (8) mé dve rézne riedenia, t. j. plocha 8§ mé dva linedrne nezavislé hlavné
smery, potom tieto smery 8l navzajom kolmé.

Veta 6. (Eulerova veta.) Pre normalova krivost plochy 8 v jej reguldrnom bode P plati
k, = k, cos* & + kg sin* &,

kde k,, k, 84 hlavné krivosti a ¢ je uhol, ktory zviera rovina normalového rezu s rovinou prvého
hlavného rezu.

Klasifikdcia bodov plochy. Ak v reguldrnom bode P plochy S8 je:
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a) LN — M?® > 0, majd hlavné Lkrivosti k,, k; rozne znamienka. Bod P nazyvame eliptickym
bodom a plocha je v okolf bodu P v jednom polpriestore vzhladom na dotykowvi rovinu v bode P;

b) LN — M* < 0, maji hlavné krivosti k,, k; rézne znamienka. Bod P nazjvame hyper-
bolickym bodom a plocha je v ckolf bodu P po oboch stranédch dotykovej roviny plochy v bode P
a mé charakter , ,sedla* (obr. 30b);

¢) LN — M?* = 0, tak k, alebo ky; rovnd sa nule. Bod P naz{vame parabolickym bodom.
Jeden hlavny normadlovy rez mé v bode P inflexny bod, alebo je priamkou (obr. 30c, d).

Obr. 30 d)

Uplnou krivosfou (Gaussovou mierou krivosts) plochy S v bode P nazyveme sidin

k, = k&g
hlavnych krivostf plochy 8 v bode P.
Strednou krivosfou plochy S v bode P nazyvame aritmeticky priemer

1
k, = a2 “‘1 + k:}

hlavnych krivosti plochy § v bode P. .
Ak rovnica (5) pre hlavné krivosti md dvojndsobny koreri, potom k, = kia k, = k,.

Veta 7. Nech k, jo Gplna a &, strednd krivosf plochy § v bode P. Potom plat{

LN — M3 -
k‘ e klki = "E ;! F’ » {3}
i EN —2FM 1 GL

Pozndmka. Ak plocha § ma rovnicu z = f(z, ¥} a funkecia f mi v bode 4 = (z,;, y,)} spojité
parcidlne derivédcie prvého a druhého réddu -

p=rA4), qg=f,(A4). r=[fi{4), s=f(4), ¢t=[f(A),
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potom rovnica pre hlavné krivosti jo
1+ p2 4+ g2kt + V1 + 22 + @ 2pgs— (1 + )t —(1 + ¢Arlk, & (it —s*) — 0. (10)
Hlavny smer je v tomto pripade dany vektorom
'l + 4 + (px’ + qu’) k.
pricom z’, ¥* Je rieSenim rovnice
tpg —s(1 + ¢y -+ (1 + p?)—r(l +-¢®]x'y” + [s(1 + p?) —rpg]2? = 0. (11)
Pre tplni a strodnd krivost plati

b8} r(l = q%) — 2pgs -+ t(1 + p?)
ki —_ — - _1. k' — ——r 23!2 i ;
(1 354 °)° 2(1 4 p* + g2)

Priklad, Nijdime hlavné krivosti, uplna krivost, stredna krivost a hlavné smery skrutkove)
ploch:
rlu, v) = wcosvi + uainvj - vk

v |'__~.nur_1|_1 I? — ) —-|—- I'(l, T:.."Ejj.

Riesenie, Vypotitajme najprv prvé a druhé derivacie funkeie rlu, v) v bode £, Mame

r.P) = [cosvi + sinvjl. = j, r(P)=[—usinvi ~ nwcosvj - ki, = —1 ~ k,
roPy — 0, P =|—sinvi + cosvjl, = —i, r(P) = |—ucosuvk—nusinefl, = -}
Dale] mame ’ B
W {—iF - k) i+ k 5
apy— LT o ST 1:, (i + k).
| j X (—i + k)| i+ k! 2
Vvpocitajmo edte B, F, ¢, L, M, N. Mamo
E—-1 F -0 (=2 L=0 M -J}2/2 ~N=0
Rovniea pro hlavné krivosti podla (5) je
(2 —0) k2 —(0—2.040)k—1/2— 1,
C176
22 — 12 = 0,
4 toho potom Je k, — 1/2, by = —1¢2.
Hlavne smery dostaneme podla (6) riesenim rovmce
l 2 y—
M 2w o,
£ toho u : l"l?.'.-". Ak za ¥ volime T dostancre podlin (7)) hlnvie <immory vy a0 vy
v, = 1;’: pf b o1 bV Ky = i+ lr':l-j <+ k.
v, = —2v'} - ¥(- § |- k} = —1 — |,-“'.3j -+~ K.
{T.'In]n.'i krivost &, jo
&, == Ky wl 174

Strednd krnivoat £, jo

Lo L1
.Iili'.:._r == 2— {l!inl o o -‘ILE] — '2_' 2 - .;,'-' ) l.

Vodleohdch 1026 aZz 1029 nijdite normalové a geodetickeé krivosti krivky A ni
ploche N v bode £, ak su dané rovnice krivky K, plochy S a bod £,

1026, r —= cos li 4 sintj — coshtk, #* + y* =1, F = (1, 0, 1),

1027, 2 = ¢teost, y = ¢efsind, g=—~el, 22 -bg? -2 =0, P = (1,0, 1}
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1028. r =l + £3j/12 + 2kjt, 2° = 12y, P = (2, 2/3, 1).
1029, (x — 1+ (+ 12 =94 .2 5 21 p_(L11
y* — 22 + 2 = 0p }:r S j = e L
1030. Néjdite geodeticka krivosf kruZnice polomeru 7 na gulovej ploche polo-
meru K.

1031. Najdite krivost normélového rezu rotaéndho valca, ak rovina rezy zviera
8 osou valca uhol 45°.

1032. V bode P plochy 8 je zostrojenych » normilovych rezov, pridom uhol
dvoch po sebe idtcich norméilovych rovin je 2 7/n. DokdzZte, e aritmeticky priemor
normalovych krivosti nezivisi ani od poétu 7 rezov ani od smeru prvého rezu.

V tlohach 1033 a% 1038 najdite druht zékladni kvadratickd formu plochy S.

1033. Gulovej plochy r = a(cos u cos vi + cos u sin vj -+ sin uk).

1034. Skrutkovej plochy # = u cosv, y = usinv, z = v.

1035. Pseudostéry r = a sin u(cos vi + sin vj) + [a In tg (%/2) + a cos u] k.

1036. Rota¢nej plochy r = f(u) (cos vi + sin v)) =+ gu) k.

1037. Plochy z = f(z, y).

1038. Hyperbolického paraboloidu z — mzy.

V tlohach 1039 az 1045 ndjdite hlavné krivosti a hlavné smery plochy S v danom
bode P. |

1039. r = u cos vi + wusinvj + vk, P = (0, 2, =/2).

1040. 4zyz = 1, P = (1, 1)2, 1/2).

1041. 22/4 4 »%/9 + 223/16 = 1, P = (0, 0, 4).

1042, x = y*/4 + 22/6, P = (0, 0, 0).

1043, 2z = 22 — 42, P = (1, 1, 0).

1044. 2z = 24/2p(2? + y*), P = (0, 0, 0).

1045. z = yzla, P = (x,, ¥y, 2,)-

1046. Dokdzte, Ze jeden z hlavnych polomerov krivosti rota¢nej plochy § sa

rovné dlZke visecky na norméle k ploche S v bode P uréenej bodom P a prieseénikom
normaly s rotac¢nou plochou.

V dlohach 1047 az 1050 najdite stredna a aplna krivost plochy S v bode P.

1047, r = wi + (u* — 20) j + (u® — 3uv) k, P = (2, 2, 2).

1048, z* + 42 — 2sin?z2 =0, P = (1, 1, /2).

1049, 2(2® 4+ ) — 22y =0, P = (1, 1, I).

1060. 2z = 22 + zy + 3%, P = (1, 1, 3).

V dlohdch 10561 az 10566 nijdite hlavné krivosti, strednit a aplnft krivost dane;
plochy & v jej fubovolnom bode P.

o

1051, Gulovej plochy r = a(cos u cos vi -+ cos « sin vj 4- sin uk),
1052. Kuzelovej plochy r = u cos i | u sin vj + cuk.

1053. Katenoidur — b cosh % (cos vi 4 sin vj) + uk.

1064. Pseudosféry r = a sin u(cos vi + sin vj) 4 [a In tg (#/2) + « cos u] k.
1066. Rotacnej plochy 2z = f(x? + y?).
1066. Skrutkovej plochy r = w(cos vi + sin vj) - avk.
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V tlohdch 1057 az 1069 néjdite strednd a Gplnd krivost danej plochy v jej Tubo-
volnom bode P.

1067. Elipsoidu z?/a? 4 y2/b® + 2¥/c* = 1.

1068 Hyperbolického paraboloidu 2z = z* — ¥*

1069, Hyperboloidu z = axy.

1060. DokaZte, Ze strednéd krivost plochy z = In cos z — In cos ¥ rovni sa nule.

1081. Vyjadrite Gplnt krivosf krivky pomocou jej normdlove] a geodetickej
krivosti.

1062. Presktimajte charakter bodov nasledujacich kvadratickych ploch:

a) gulovej plochy, - @) eliptického paraboloidu,
b) elipsoidu, f) hyperbolického paraboloidu,
c) jednodielneho hyperboloidu, g) eliptického valca.

d) dvojdielneho hyperboloidu,

V tlohédch 1063 a%z 1067 presktimajte charakter bodov rotatne) plochy, ktora.
vznikne rotdciou krivky K okolo dane] osi.

1063. y = cosx, z = 0, okolo osio,. 1064. y = cos z, z = 0, okolo osi 0,.

10656. y = e*, z = 0, okolo osi o,. 1066. y = e%, z = 0, okolo osi 0.

1067. (z — b)2 4+ y® = a®, a < b, okolo osi o,.

V tlohdch 1068 az 1070 nédjdite kruhové body plochy 8, ak plocha &§ je dani
rovnicou:

1068. 2z = 2%p + y*/q, p > ¢ > 0.
1069. 2%/a® + y?/b? + 22%/c* = 1.
1070. z? 4+ y% = sin®*w.
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4, DIFERENCIALNE ROVYNICE

4,1. Z4kladné pojmy a Glohy vediice na diferencidlne rovnice

Nech F je funkeia n + 2 premennych*) definovand na mnozine M. Nech O*(I) je mnofina viet-
kych funkoil y = f(z), ktoré si na intervale I n-krét diferencovatelné a pre kazdé oL jo
{2y, ¥(xp)s ¥'(2p)s ...y Y™(2p)) € M. Potom rovnicu :

Fle.y, ¥, 9% ..., y") =0 (1)
naxyvame obydajnou diferencidinou rovnicou n-tého radu.**) Cslo n nazfyvame rddom diferencidl-

nej rovnice (1).
Kaidd funkeciu y = @(z) z mnoZiny C"(I), pre ktort plati

Flz, p(z), ¢'(z), ..., ™(x)] = 0

pre ka2dé x € I, nazyvame ried ‘nim diferencidinej rovnice (1) na intervale I. Funkeia y — @(x)
méie byt urdend aj parametricky z = y,(t), ¥ = ,(t) alebo implicitne @z, y) = 0.

Graf rieSenia y = @(x) diferencidlnej rovnice (1) nazyvame integralnou krivkou diferencislne;
rovnice (l1). Ak je riedenie diferencidlnej rovnice (1) dané implicitne P(z, ¥) = 0, potom ho
nazyvame sniegrdlom diferencidine; rovnice (1).

Nech pre riefenie y = ¢(x), z € I, diferencidlnej rovnice (1) v éfsle a e I plati
y(a) = by, y'(o) = by, ..., y*a) = by (2)

pridom by, b,, ... b,_, sl lubovolné &isla, aviak také, Ze (a, by, b,, ... b~ |,z,,,) je z mnokiny M.
Potom podmienky (2) nazyvame Cauchyovekyms zaliatobnymi podmienkamns.
Ak diferencidlna rovnica (1) a diferencidlna rovnica

Gz, v, 9, ..., 9y") =0 (3)

majti rovnaké mnoZiny rieleni na tych istych intervaloch. potom diferencidlne rovnice (1) a (3)
nazyvame ekvivalentnymi. Upravy, ktorymi moZno prejst od diferencidlnej rovnice (1) k diferen-
cidlnej rovnici (3), nazyvame ekvivaleninymi upravams.

Priklad 1. Najdime diferencidlnu rovnicu krivky s rovnicou y = f(x), ktorej krivost v kagdom
je] bode P je imernd kosinusu uhla « jej dotyénice s osou o, v bode P. Néjdime aj zadiatoéné
podmienky, ak této krivka prechddza bodom A = (1, 1) a v tomto bode mé dotyénicu 2z 4
+y+3=0

Riedenie. Ak krivka K s rovnicou y = f(z) ma v bode P krivost, potom plati

W

WPy (4)
Kodie vektor dotyénice v reguldrnom bode krivky K je
T =1+ ¥} (5)
pre uhol o platf | ‘
e i o
*) O funkoii F(2,, 2y, . .., 7a, ) predpokladéme, %o parcidln funkoia F(ay, gy, . . ., dn, 1, Z4.g) nio jo

konstantnou funkeiou jednej premennej z,, 4.
*#) Viade v dalSom texte hovorime namiesto obyéajna diferencidlna rovnica len diferencidlna rovnica .
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Hladand krivka v kafdom bode P splin podmionku
E(P) = a cos x,

kde a je konstanta imernosti. Odtial a z rovuice (4) a (6) doataneme v Tubuvolnoem bode P krivky K

o

y = i ﬂ .
(1 -+ y2)3/2 (1 L yrz]'l % -

alebo

y" —ay?-—=a = 0.

To je diferenciélna rovnica druhého ridu pre hiadani krivku. Kedze tato krivka md prochadzat
bodom A a v tomto bode sa ma dotykat priamky 2« |+ y + 3 = 0, musi platit y(1) = 1 y(1) =
= —2, éo su zadiatoéneé podmienky.

Priklad 2. Teleso s hmotou m pad4 z vysky k so zaciatoénou rychlostou v, zvisle nadol. Odpor
vzduchu je priamo umerny Stvorcu rychlosti padajuceho telesa. N4jdite diferencidlnu rovnicu
pohybu padajuceho telesa a zaciatoéné podmienky.

Riedenic. Na priamke, po ktorej sa teleso pohybuje, zvolme stradnicovy systém tak, aby
zadiatok O bol na zemskom povrchu a kladnd ¢ast osi o, bola nad zemskym povrchom. Nech
x = f(t) udava polohu telesa v ¢aso t. Potom v case ¢ rychlost telesa jo v = a'i = f'(t) i a jeho
grychlonie je @ = "I = f"(i) I.

Na padajice teleso pdsobi v kazdom &ase ¢ tiaZ a odpor vzduchu, pricom { <. T, kde T' je doba
padania.

Podla II. Newtonovho zédkona plati

mx’l = (—mg + kx'#) |,

kde g je zrychlenie volného padu a k je koeficient odporu prostredia. Z toho dostdavame hladani
diferencidlnu rovnicu pre padanic telesa

" — (kjm)x? + g = (.

Zadiatotné podmienky si urdené zatiatoénou vyskou x(0) =k a zaCiatodnou rychlostou
2'(0) = v(0) = »,.

Priklad 3. Mdme ndjst diferenciélnu rovnicu jednoparametrického systému konfokalnych
parabol, ktorych os je v osi o, a ohnisko v zatintku pravouhlého saradnicového systému.

Riedenie. Rovnica tohto jednoparametrického systému parabol je
x? — do(y — ) = 0, a # 0, (7)

kde parameter dan¢ho systému je druhd suradnica vrcholu V = (0, a) paraboly.

Diferencidlnu rovnicu k-parametrického systému kriviek Flx, y, o, dg, ..., o) = O hlademe
tak, 2e vyladime z rovnic

Flx, y, ay, g, .. .0 = 0,
dF d2F d*--b F
—— =, — =W ... — =0
dx dz? 0 dapt-1
parametre @, &, ... X, ak je to moind,

V danom priklade ide o jednoparametricky systém, preto staci vypodéitat iba prvi derivaciu
funkecie F podla z. Derivovanim z rovnice (7) dostaneme

20— 4oy’ = O, (B)
Vyladme parameter o z rovnic (7) a (8). Nech ¥ # 0, potom « = x/2y" a po dosadeni do rovnice (7)

a uprave mame
i D ( ___ﬂ:_) e

f

4
&iZe

2yt — 2xyy” 4+ 22 = 0. (9)
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Ak y" = 0, potom z rovnice (8) vyplyva & = 0 a z rovnice (7) vyplyva y = a. Teda diferen-
cialna rovnica (9) plati aj pre ¥’ = 0.

Preto je rovnica (9) diferenciélna rovnica daného jednoparametrického systému konfokalnych
parabol, ’

1071. Zistite, ktoré z danych funkeii si riefenim diferenciilne] rovnice
yy" —yy =0, ak:

&)y:g_-’, d}y:ﬁ}.’:ﬁ-{—ﬁ,
b) ¥y = cos x, €)Yy = T + Ccos Z,
¢) y=Inz, f) y = sin 22 + cos 2z.

V tlohdach 1072 az 1079 dokazte, ze dané funkcie st riefeniami diferencialnych
rovnic: _ ’

1072, y == Ll — x2 ze(—1, 1), yy' = ¢ — 245,

1073, y = 12/cos x, v e (—=/2, n/2), ¥ —ytgx = 0.

1074, z =tet, y=e" te(—1, ), (1 +2y)y + 32 = 0.

1075, 2 = Int + sint, y = t (1 + sin t) 4 cos ¢, t e (0, ©/2).

1076. * =In y' 4 sin y’ x =1t + arcsin ¢, y = 2/2 — |1 — ¢,

te(—1, 1), x = y' + arcsin y'

10779 y=x 4 ¢, @ —y+ 1)y = 1.

108, z°¢¥ —y —2 =0, z¥e¥y’ + 3z%e? — y' = 0.

1099. y +lny —x — 3 = 0, yy' —y't 4+ y'3 = 0.

V ulohach 1080 az 1084 najdite diferencidlne rovnice, ktorych riefieniami st nasle-
dujuce funkcie:

1080, y = cx + ¢, ¢ je Iubovolnd konitanta

1081, y = = — c¢/z, = # 0, ¢ je Iubovolns konsStanta.

1082, y = ¢z + ¢y, €;, ¢y 80 Iubovolné konstanty.

1083. y = ¢;x + ¢y e, ¢;, ¢y s [ubovolné konstanty.

1084. y = ¢; e + ¢, €22 4 ¢5¢%2, ¢, ¢y, g 81 [ubovolné konstanty .

V tlohéch 1085 az 1092 ndjdite diferencidlnu rovuicu daného k-paramctrického
systému kriviek s rovnicou F(z, y, a,, oy, ..., o) = 0, kde o, ay, ..., o, sU para-
metre. '

1085. ¥y — x e*/®, g je Tubovolné redlne ¢islo rozne od nuly.

1086. ¥ = a(xr — x)?, « je Tubovolné &islo.

1087. y = ax — |1 + a2, « je Iubovolué &fslo.

1088, x = a(t — sint), y = «(l — cost), a je [ubovolné &islo.

1089, 2% 4 y?2 = a?, « je [ubovolné kladné dislo.

1090. y = A4 sin (z + ¢), A4, @ st lubovolné é&isla.

1091. ax?® + by? = 1, a, b, st éisla, pre ktoré plati bud ¢ > 0, bud b > 0.

1092, y = {ax? + bx + ¢) e <, a, b, ¢ G [ubovolné é&isla.

1093. Najdite diferencidlnu rovnicu victkych parabol, ktorych os je rovno-
beznd s osou o, & ktoré prechadzaju zac¢iatkom pravouniého saradnicovéhy systému.

1094. Nijdite diferencidlnu rovnicu vietkych kruZnic v rovine.
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1095. Dokédte, %e y = ¢, cos z + ¢, 8in 2 je riefenie diferencidlnej rovnice y” +
t ¥y = 0 na intervale (— 0o, ©0). '
1096. Na zéklade tlohy 1095 néjdite, ak je to moZné, jedno rieenie diferencidlne)
rovnice y” + y = 0, ktoré splia podmienky:
a) y(0) = 1, y(n/2) = —1. ¢) ¥(0) = y(w) = 0.
b) ¥(0) = 0, y(x) = 1. d) y(0) = 0, y(x) = 1.
1097. Né4jdite diferencidlnu rovnicu pre pohyb telesa s hmotou m, ktoré sa priamo-
giaro pohybuje v prostredi, ktorého odpor proti pohybu telesa je priamo tmerny
druhej mwocnine rychlosti telesa.

1098. N4jdite diferencidlnu rovnicu ohybu vodorovného nosnika volne poloZe-
ného na oboch koncoch. -

1099. Teleso s hmotou m & mernym teplom ¢ mé v ase t, teplotu T. Teplota T',
okolného prostredia je konstantnd, priom T, < T,. Néjdite diferencidlnu rovnicu
ochladzovania sa telesa, ak mnoZstvo tepla, ktoré pri ochladzovani prejde z telesa
do okolného prostredia, je imerné rozdielu tepldt telesa a prostredia a dizke Zasu

ochladzovania sa tohto telesa.

1100. Na plyn posobi Ziarenie s konstantnou intenzitou, v désledku éoho sa plyn
ionizuje, a to tak, e za jednu sekundu vznikne ¢ kladnych 8 ¢ zédpornych i6nov
v danom objeme plynu. KedZe kladné a zdporné iény sa znova zluduju (rekombindcia
i6nov), ich celkovy podet sa zmenEf. Za predpokladu, Ze z celkového pottu n kladnych
iénov sa rekombinuje podet iénov uimerny druhej mocnine ich celkového pottu,
najdite zdvislost poétu ibnov od casu ¢.

1101. N4jdite diferencidlnu rovnicu elektrickych kmitov v okruhu, po-
zostévajicom z kondenzétora s kapacitou C, cievky s indukénostou L a ohmickym
odporom R, ak v okruhu pdsobi elektromotorickd sila e = X sin wt.

4,2. Diferencidlna rovnica prvého riadu

Diferenciélna rovnica prvého ridu (pozri &l. 4.1) je diferencidlna rovnica tvaru
F(z,y, y) = 0. (1)
Majme diferencidlnu rovnieu prvého réadu, ktord moino vyjadrit v tvare
y' = flz, ¥). (2)

Nech funkeia f(z, ¥) je definované na oblasti 2 = (vg —a, 25 4+ a) X (¥ — b, ¥p + b), kde a, b
84 kladné &isla.*)
Budeme hovorit, Ze funkcia f (2, y) splia na oblasti {2 Lipschitzovu pedmieniu vzhladom na y

s konStantou L, ak pre kaidé dva body (x, y) a (z, y) z 02 plati

| flz, y) —f@ ) | S Lliyv—y). (3)

Ak funkcia f(z, y) mé na oblasti £2 ohranitend parcidlnu derivaciu podla y, tak na oblasti 2
spliia Lipschitzovu podmienku.

Veta 1. Nech funkeia f(z, y) na oblasti £2:

1. je spojita,
2. je ohranitend, t. j. existuje konstanta K, %e pre kaZdy bod (z, y) € Qjel|fle, )| & K,
3. splia Lipschitzovu podmienku.

Potom diferenciélna rovnica (2) mé prdve jedno rieenie y = ¢(z), ktoré prechadza bodom
A = {zy, Yy)s t. ). Yo = @(xy), & to na intervale (z, — ¢, ¥y + ¢), kde ¢ = min {a, b/K}.

¢) Namiesto uvedoného kone#ného intervalu moino uvaiovat aj nekonedne intervaly.
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oD
Pozndmka. Riedenie y = g(z) z vety 1 dostaneme ako limitu postupnosti funkeif {y,(z)},
2= n=1
kde

!Irn(:) = Yp + fﬂ‘! Yo—dt)]dt, n =1, 2, ... (4)
Lo

Funkeciu y_(r) nazyvame n-tou Picardovou aprorimdcion.

Ak je funkeia f(z, y) definovand na oblasti @ < E,, kde sme zvolili pravouhly stiradnicovy
systém, tak diferencidlnou rovnicou y’ = f(z, y) je katdému bodu (z, ¥) € @ priradens smernica y’
doty¢nice integrilnej krivky v bode (z, y).

Oblast G, ktorej kadému bodu je uvedenym spdsobom priradend smernica, budeme nazyvat
smerovym polom diferencidlnej rovnice ¢/ = flx, y).

Mnofinu vietkych bodov oblasti @&, ktorym je priradeny ten isty smer, budeme nazjvat
szokiinou a rovnicu

Jlz, y) = e, (5)

kde ¢ je dané é&fslo, budeme nazyvaf rovnicou izoklingy.

Prikiad 1. Zistime oblast existencie a jednoznaénosti riefenia diferencidlnej rovnice ¥’ = = + .
Néjdime Picardove aproximécie danej diferencidlnej rovnice pre zadiatodnt podmienku y(0) = 0
a ich limitu.

Riedenie. Nech J = (zp— @, zy + a> X {yp—0b, y, + &>, kde 4 = (z,, y,) je Iubovolny
bod z K;. Polofme f(2, y) = z + y. Funkeie f(x, ¥} = 2 4+ y a f,(z,y) = 1 st #pojité na celom
priestore E,, a teda aj na intervale J. Ked#e J je uzavrety interval, potom funkeie f a f, st na
tomto intervale aj ohranitensé, a teda st spojité a ochranitené aj na oblasti 2 = (x,— a,x5 + a) %
X (Y9 —Db, Yy, + b) < J. Na oblasti {2 st splnend podmienky vety 1, a teda bodom A prechédza
prdve jedno rielenie danej diferencidlnej rovnioe.

. Hladajme Picardove aproximéocie danej diferencidlnej rovnice so zaliatonou podmienkoun
¥(0) = 0. Teda y, = 0 a podla (4) dostaneme

x
¥, = 0 + f(t+0}dt=z';2!.
0
X
¥y, = 0 + f_(;-[-t'ﬁ}dt:z';z! + «3/34,
0

ys = 0 + f (¢ + /2 + B8/3) dt = 292! 4 2931 + 2A4).
0

Uplnou indukeiou mozno lahko dokézat, o n-td Picardova aproximaéeia je

Yo = 22! + 23/8!' 4+ ... + 2"HY(n + 1)L
Limitae postupnosti Picardovych aproximéeif je

y=limy, =e*—1—u. _ (6)
n—= o
Hladajme interval, v ktorom je thto limita rieSenfm danej diferencidlnej rovnice. Pre lubo-
volny bod oblasti plat{ |2 + y| < a + b = K. Nech ¢ = min {a, b/K} = mwin {a, bj(a + b)),
potom limite {8) je riefen{m danej diferencidlnej rovnice na intervale (—e¢, ¢), ktoré apliia zadia-
totnd podmienku y(0) = 0.

Priklad 2. Majme diferencidlnu rovniou y’ = 3)y%. Zistime, i bodom A = (1, 0) prechédza
jediné riedenie danej diferencidlnej rovnioe.

Riedenie. Funkoia Sz, ¥) = SVQ'H je definovand a spojitd v celom priestore H,. Zvolme za
oblast Q interval J = (1 —a, 1 4+ a) % (—b,'d), kde a, b s lubovoIné kladné sls. Funkeia fl=: ¥)

9 Zbierka dloh
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= -

je na uzavretej oblasti {2’ = (1 —a, 1 + a) X (—b, b) apojita a ohraniéena, preto aj na oblasti £
je spojitd a ohranitens.

UkéZme nepriamo, #e funkeia fix, y) ne«spiﬁa. ne oblasti 2 Lipschitzovu podmienku. Predpo-
kladajme, e existuje takd konitanta L > 0, Ze pre kaidé dva body (x, 7). (x, ¥) Z oblasti £ plati

V@ =V [ sLg—vl. | (7)
Nech (z, ¥) = (1, 0) a (x, ¥) = (1, ¢), kde ¢ = min {1/L3, b}. Po dosadeni do nerovnosti (7) mame

3 Vﬂ’ < Le. Z toho potom 27¢? = L33, tize ¢ = 27/L* > min {1/L3, b} = ¢, &0 je spor. Teda
v okoli bodu A = (1, 0) nie je splnena Lipschitzova podmienka a nic je tam zaruZend jedno-
znacnost rieSena. -

Dosadenim do danej diferenciadlnej rovnice Iahko zistime, 2e funkeie y = 0 ay=(x—1)
ktoré prechddzaju bodom 4, sa jej riedenia na intervale (—o0, ). Teda bodom A neprechéadza
len jediné ricdenie danej diferencidlnej rovnice,

Lahko zistime, #e bodom A = (I, 0) prechédza nekoneéne vela riefeni danej diferencidinej
rovnice na intervale (— x, «), a to

(x —a)® ak r = a,
Yy = 0 ska < a <b,
(x — b)® ak b = =,

kde a, b st [ubovolné Cisla, pre ktoré platia = 1 = b (obr. 31).

Obr. 31

Priklad 3. Znazornime smerové pole diferencidlnej rovnice y" = x + ¥-

Riedenie. Funkeia flx, y) = z + y je definovand v ka%dom bode priestoru K,, teda rnoZno
zostrojit smerové pole v celom priestore E,. Smerové pole zndzornime pomocou izoklin. Roviica
izokliny Je

i Yy=20
kde ¢ je Tubovolné éislo. V kazdom bode (5. ¥yt tejto izokliny doty€nica k integralnej krivke ma

podla diferencidlnej rovnice y° = a + y smernicu y’(ry) = tg « = ¢. Napr. pre izoklinuz + y = 0
je ubol & = 0, pre izoklinu 2 + y = 1 je a& = 45° atd. (obr. 32).

V tlohdch 1102 az 1111 zndzornite pomocou izoklin smerové pole danej dife-
rencidlnej rovnice a zostrojte pribliZne jej integrdlne krivky.
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1102, y" = —=. - 1103. yy' 4+ = = 0.

1104, zy’ = 2. 1106. ' = (= + y)/(z — ¥).
1106, ¢y’ = z® + 32 1107, (2 4 y¥) ¥y’ = 4=.
1108. ¥’ = cosx — y. 1109, y = z® — .

1110. ¥’ = (1 — 2% (y — z)/v. 1111. ¥’ = 3axy.

V dlohach 1112 a% 1115 zndzornite pribliZne integrilne krivky diferencidlnych
rovnic |

1112. ¥’ = sin (x + ¥). 1113. ' = zy/| =y |.

1114. ¥ = |z + ¢ |/(z + y). 1115. 3’ = el/=,

V tlohdch 1116 a% 1122 najdite oblast existencie a jednoznaténosti riefenia dife-
rencidlnej rovnice

1116. y' = y/z. 1117. ¥’ = y cos x.
1118. ' —zy — eV = 1. 1119. ¥ = V:tt — .
1120. y' = =(1 — y?)/y(z® — 1). 1121. ' = |y |.

V tlohéch 1123 a% 1127 néjdite niekolko Picardovych aproximécii rieSenia dane;
diferencidlnej rovnice splitujiceho zadiatoéni podmienku.

1123. ' = 2® + ¥%, y(0) = 0. 1124, ' = y* — 22, y(0) = 0.
1125. ¥’ = y* — 23, y(0) = 1. 1126. ¥ = z* + /4, y(0) =0.
1127. ¥’ = z%y, ¥(0) = 1.

1128. Pomocou vety 1 odhadnite existendnii oblast rieSeni diferencialnej rovnice
y =22+ 3% 2 = (=2, 2) x (-2, 2) so zadiatotnou podmienkou y(0) = 0.

4,3. Diterencidlna rovnica so separovanymi a separovateInymi
premennymi

A. Diferencléina rovnica prvého rdadu so separovanymi premennymi

Diferencidlnu rovnicu
p(z) + qly)y =0, (1)

kde p(x) a g(y) sd funkecie, nazyvame diferenctdinou rovnicou prvéhe rddu 8o separavanyymi pre-

mennyma,
Diferencidlna rovnica (1) sa ¢asto pise v tvare

plx) dx + gy} dy = 0.

Veta 1. Nech je funkcia p{z) spojitd na intervale I a funkcia g(y) spojité na intervale K. Po-
tom ka#dé riedenie diferencidlnej rovnice (1) na intervale I, < I maé tvar

[ px) dz + [ gly) dy = ¢, (2)

kde ¢ je Iubovolna konitanta. KaZda diferencovatelnd funkcia ne intervale I, = I. ktora je
implicitne uréend vzfahom (2), je rieSenim diferenciéine) rovnice (1) na -intervale I,.

Veta 2. Nech p(x) je spojitd funkcia na intervale (a, b) a gly) je spojité na intervale (¢, d), pri¢om
qly) # 0, pre kaZdé y € (¢, d). Potom kafdym bodom oblasti D = (a, b) X (c, d) prechédza prave
jedna integridlna krivka «diferencidlnej rovnice (1).

Poznémka. Osobitnym pripadom diferencidlnej rovnice (1) je diferencidlne rovnica tvaru

y =flz), =zel. (3)
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Ka#dé rielenie diferencidlnej rovnice (3) na intervale I je

y= [flz)dz 4 ¢,
kde ¢ je ITubovolnéd konstanta.

Ak je funkcia f spojitd na intervale I, potom podla vety 1 a vety 2 kaZdym bodom (z,4, #)h
kde z, € I a y, je lubovoIné redlne ¢&islo, prechddza jediné riedenie diferencidlne] rovnice (3) tvaru

T
y =y + [ flz)de. (4)
Lo

Priklad 1. N4jdime riefenie diferencidlnej rovnice

1 1
% = — co8 o (5)

pre ktoré plati
y(2/) = 2.
. 1 | T i

Riedenie. Diferencidlna rovnica (5) je tvaru (3). Funkeia f(z) = —3 co8 - Je spojitA na mno-

2ine M = (—oo0, 0) U (0, o). Kaidym bodom mnoZiny M prechidza priave jedno riesenie di-
ferencidlnej rovnice (5). KaZdé jej rieSenie ma tvar

1| 1
y=f-m-iﬂﬂﬂ'"z—d3+l-,
dize
y = —sin (1/z) + ¢,

kde ¢ je Iubovolnd konitanta.
Ak chceme néjst rieSenie, ktoré prechddza bodom 4 = (2/w, 2), tak konstantu ¢ uréime z rov-
nosti

2 = —gin (7/2) 4 c.
Z toho potom
e = 3

Riedenie diferencidlnej rovnice (5), pre ktoré plati y(2/x) = 2, Je
y == 32 min (1/x).
Toto riefenie méfeme dostat priamo podla vzorca (4). Mame
2
¥ 4 o o 2+[-——ﬂi111]:
— — — =t I
y f poc OB = x - "
2=
éiteo
y = 3 — 8in (1/2).

Priklad 2. Risdme diferencidlnu rovnicu

1
tgz + -y =0 (6)

Riedenie. Diferencidlna rovnica (8) je tvaru (1). Funkeia p(z) = tg = je spojitd pre vietky
redlne &isla = # (2k 4 1) "g"’ kde k je celé ¢&islo. Funkeia q(y) = 1l/y je gpojitd na mnoiine
I, = (—ow, 0) U (0, o).

 Uvatujme jednu z oblast( [(21:-— 1) ";—, (2k + 11;] X (0, o) resp. [(25:—-1} l;_, 2k +

4+ ;] ¥ (—c0, 0), Eda k jo celé &fslo, V kaZdej takejto oblasti riedenia diferencidlne) rovnice (8)

ftgzdz+f—%dy=cp

maji tvar
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kde ¢, je Tubovolné redlne ¢&islo. Z toho potom
In|ly|=In|cosz| 4 ¢.

Nech ¢, = In ¢, kde ¢ > 0. Potomm médme
In|ly|=In]cosz| 4 Ing,
tite |
Injy|=In(c|cosx]|})
Z toho

|y| =c|cosa|.
Ak v danej oblasti je y > 0, potom ka%dé rieSenie diferencidlnej rovnige (8) v tejto oblasti je
| ¥y =c|cosx|, ¢ > 0.
Ak v danej oblasti je y < 0, potom ka%dé rieSenie diferencidlnej rovnice (8) v tejto oblasti je

Yy =-—,co8x|,
kde ¢ jo kladné éislo.

Pretofe funkecie p(z) a g(y) s spojité v kaZdej z uvedenych oblasti, katdym bodom takejto
oblasti prechddze jediné riedenie diferencidlne) rovnice (8).

B. Separovatelni diferenciilna rovnica prvého rédu
Diferencidlnu rovnicu tvaru
pylx) pely) -+ ¢1(x) g:(¥) ¥ = 0, (1)

kde p,(x), ¢,(x) & spojité funkeie na intervale (a, b) a p,(y), ¢4(y) 84 spojité funkoie na intervale
(¢, d), nazyveme separovatelnou diferencidinou rovnicou proého rddu.

Diferencidlnu rovnicu (7) moZno pisat aj v tvare
() pyy) dz + ¢y(x) ge(y) dy = 0.

Ak g¢,(x) py(y) # O na intervale I = (a, b) X (¢, d), dé sa diferencidlna rovnica (7) upravit
na diferencidlnu rovnicu so separovanymi premennymi

Pl(‘m] Q‘ltyl r
s ﬂ: y 5 A 8
¢,(z) L Paly) &y )

Ak g,(z) pyly) = 0, v bode (z, y) € I, potom diferencidlna rovnica (B) nie je ekvivalentna
8 diferencidlnou rovnicou ¢7).

Nech I’ = (&, f) X (y, 8) = I je taky interval, fe:

1. pre kakdy bod (z, y) € I’ jo q,(x} ps(y) # 0,

2. ka¥dy hraniény bod (z, ¥) intervalu I’ je bud hraniény bod intervalu I, bud v fiom plat{
%1(x) pyly) = 0.

Na ka#dom takomto intervale st diferencidlne rovnice (7) & (8) ekvivalentné. Pri riedenf diferen-
cidlnej rovnice (7) postupujeme takto:

a) ndjdeme vietky rieSenia diferencidlnej rovnice (8) na katdom intervale I*;

b) = tychto rieenf{ na vietkych intervaloch I’ utvorime, ak je to mo#né, diferencovatelne
funkcie definované na intervale (a, b), pre ktoré si uvedené riedenia parcidlnymi funkeiami na
prisluinych intervaloch I’ a zistime, ¢&i tieto funkcie st rieSeniami diferencidlne] rovmice (7)' aj
v &ielach, pre ktoré platf g,(z) = 0, z € (a, b);

o) ak &slo ¥ je rieSenfmn rovnice p,(yy = 0, y € (¢, d), potom ka2d4 funkcia y = », definovanéd
na intervale (a, b), je rieflenim diferencidlnej rovnice (7).

Priklad 8. Riefme diferencidlnu rovnicu
y+zy =0 (9)

Riedende. Diferencidlna rovnica (9) je tvaru (7), kde p,(z) = 1, g,(x) = =z, py(y) = ¥, gsly) = 1,
Funkcie p,(z), ¢,(z) st 8pojité na intervale (—, o). Funkeie p,(y) 8 g,(y) st spojité na intervale
(—a0, ). Interval I = (—o0, o) X (—o0, ®).
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Rovnica ¢,(x) = 0, ¢iZe 2 = 0 ma jediné riedonie_x = (.

Rovnica p,(y) = 0, éiZe y = 0 ma jediné riesenio y = 0.

Priamky = = 0, ¥y = 0 rozdeluju ipterval I na Styri oblasti: I, = (0, ) % (0, ], I, =
= (—a0,0) X (0, @), I = (—w®, 0) X (—oo. Wa I; = (0, w) X (—o0, 0). V kazdom [}, i =
=1, 2,3, 4 jeq,(z) psly) = 2y # 0, a preto diferencidlna rovnica (9) je na nich ekvivalentna s rov-
nicou

it

1 1
— 4y =0.
= "uyy 0 (10)

Toto je diferencidlna rovnica so separovanymi premennymi, priéom funkeie p(xr) = 1/x a g(y} =
= 1/y 8d na intervaloch 7,,1 = 1, 2. 3, 4, spujité, Kazdé jej ricSenie v intervale I, ma tvar

1 1
=) l.." - - L1
f I{t -1-f ydy ¢y

kde ¢, je konitanta.

Z toho potom y
Injz|{+njyl=oc,
tide
In | zy'| = In e*
alebo

| 2y | = €3, kde ¢, = €% > 0,
Ked#e v intervaloch I{, I;, je zy > 0, potom | xy | = xy. Riejenie v tychto intervaloch ma tvar
Ty = 4, cg > 0.
Ked#e v intervaloch Iy, I je zy < 0, potom | 2y | = —=xy. RieSenie v tychto intervaloch m4 tvar
Iy = —Lly, tg > 0.
Obidva tieto pripady mobfeme vyjadrit jedinou rovnicou
| y = ¢fx,
kde ¢ je lubovolné redlne &slo rézne od ruly. Tdto funkeia je riesenim diferencislnej rovnice (9)
na intervale (—o0, 0) alebo (0, oo).

Ked#e lim -:— neoxistuje pre nijaké ¢ # 0, tieto riedenia v intervaloch (—c0, 0), (0, o0} nermoZno
x—+0 -
rozifrit tek, aby sme z nich dostali riefenie diferencidlnej rovnice (8) v intervale (—co, o).
Pri rie#eni diferencidlnej rovnice (9) zostéva edte pripad y = 0. Dosadenim do diferencialne]
rovnice (9) Iahko ziatime, #e funkcia y = 0 v intervale (—co, ®) je riefenim diferencialne]
rovnice (9).
Vietky riedenia diferencidlnej rovnice (9) s8a

y = ¢fx, c # 0,
kde z € (0, ) alebo z & (—w, 0) &
y = Qr X E t_m! m}'

Integralne krivky si_ ob o_a vetvy rovnoosovych hyperbol, ktorych asgymptoty sd siradnicove
osi pravouhlého siradnicového systému.

Kaidym bodom (z, ¥), * # 0 z intervalu I prech4dza jedind integrélna krivka. Nijakym
bodom (0, ¥), ¥ # 0 neprechédza integrélna krivka. Zadiatkom prechédza jedind integrdlna krivka
y = 0 (pozri obr. 33). :

Priklad 4. Riefime diferencidlnu rovnicu
y cos x — (min z) ¥* = 0. (11)

Riedense. Diferencidlna rovnica (11) je separovateIné diferencidlna rovnica, pritom p,(x) =
= cO8 Z, Py(y) = ¥, qy(x) = —eiIn 2, g,(y) = 1. Funkeie p,(z), g,(x) 81 spojité na intervale (—co,
o) a funkeie py(y), g;(y) #U spojité na intervale (—-co, c0). Interval I je celd rovina, t. }. I =




4,3. Diferencidlna rovnica 50 separovanymi a aeﬁamtef nymi premennymi 135

= (—0, ®) X (—oo, ). Rovnica p,(y) = ¥y = 0 mé jediny koreil y = 0. Rovnica ¢,(z) =
= —gin z = O m4 nekoneéne mnoho riefeni z = kw, kde k je celé &islo. Priamkyy = 0 az = km,
kde k je celé &islo, rozdeluju celd rovinu
na nekoneéne mnoho é&iastoénych mnter-
valov tvaru

I. = [kx, (k + 1) ] X (0, ©)

r. [}

L ' “I
N
P LA e

L’t—a : v
/) \ /
L "
Obr. 33 Obr. 34

alebo
It = [km, (k + 1) w] X (—20,0),
kde k je celé &islo (pozri obr. 34).

Na tychto &iastodngch intervaloch je q,(z) py(y) = —ysinz # 0 a danéd diferencidlna rovnica
je ekvivalentné s diferencidlnou rovnicou

EFI'B:I: 1 s (12)
Bin x Y
To je diferencidlna rovnica so separovanymi premennymi, kde p(x) = cos z/sin x, q(y) = —1/y.
Vietky joj riedenia maji tvar
1 _
o d:r——f—dy==f:l. (13)
gin Y
kde ¢, je lubovoIné konstanta.
Zo vztahu (13) vyplyve
In|leinz | —In |y| = ¢,
tite
In \ ke R FUPL. 3
Y
Z toho potom
BNz | o
Yy
& 1
Poloime &1 = ) > (, mAme
|yl =cy|8inz].

Pre interval I. dostaneme riebenie diferencidlnej rovnice (12) v tvare

Yy = ¢y |BIN 2 |, ¢, > 0, (14)
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Pre interval I; méme

y=—0g |8IDX|, cg>0. (15)

Kedie lim y =0, lim y = fcg,pre kazdé ¢; > 0 mé¥eme uvedens riebenis rozifrif, a to tak,
aby v bodoch k=, kde k je celé &islo, mali derivaciu +¢, 8 y(kx) = 0.

Uvafujme o funkeii y = csinz, kde ¢ # 0, z € (—o, ®). Tito splia uvedené podmienky
a zdroven je aj riedenim diferencislnej rovnice (11). Riedenim rovnice (11) je aj funkeia y = 0,
Tz €{—aon, o0). X

Véotky rieSenia diferencidlnej rovmice (11) sd
y = ¢ 8in T,
kde ¢ je lubovoIné redlne &islo (pozri obr. 34).

KaZzdym bodom (zy, %), % #* k7, kde k je celé &fslo intervalu I, prechddza jediné rieSenie
diferencidlnej rovmice (11). Bodmi (kr, 0), kde k je celé ¢ialo, prechddza nekoneine mnoho rie-
sen{ diferencidlnej rovnice (11). Bodmi (km, ¥,), ¥y # 0. k& je celé &fslo, neprechddza ani jedno
riedenie diferencidlnej rovnice (11). (Pozri obr. 34.) '

V tilohdch 1129 a% 1133 riedte diferencidélne rovnice prvého rédu so separovanymi
premennymi.

1129. yy' +~x — 1/2= 0.

1131. 10* — 10-vy' = 0.

1133, z/J1 + 2* +yy'/|1 + 42 = 0. |

1434, Najdite rieSenie diferencidlnej rovmice so separovanymi premennymi
z//T — 2% + yy'[J1 — y* = 0, ktoré splita zatiatotni podmienku y(0) = V3/2.

V tlohéch 11356 aZ 1152 rieite separovatelné diferencidlne rovnice prveho radu.

xE {—ml m}l

1130. 1/(1 4+ %) + ¥y’ /(1 +4*) = 0.
1132. 1 — 22— y*y" = 0.

11356. ¥’ = 3yv. 1136. (y — )y —2) —y = 0.
1137, 2y — 2%y’ = 0. 1138. y — y® + zy' = 0.
1139. ' —xy: — Y2 —zy —y = 0. 1140, 1 4+ ¢ + ayy' = 0.
1141. zy = (@ + 2) (b + p) ¥, @, b el konstanty.
1142. y' = 2y + az + by + ab, @, b 8l konétanty.
1143. v =1 + 1z — 1 )(y* + 2) — 1/ =(y* + 2) .
1144 2z [laz — 2 y' = a® + »*, o je konitanta.
1146. 4’ = az’(y* + 1), a, b sd Tubovolné Zisla, pritom a # 0.
1146. —y —a + (tg#) ¥’ = 0, & je konstanta.
1147. sinzcosy + y tgycos x = 0.
1148. sin *’;“” sin " Y 4y =0, ]
1149. —1 +e¥(1 + y') = 0. 1150, etV — y' = 0.
11561. (1 + e®) yy' = e=. 1152. Je*tgy + (2 — o) sec? yy' = 0.

V Glohéch 1153 a# 1157 néjdite rieSenie danej diferenciédlnej rovnice, ktoré ﬂpiﬁﬂ._

dani zadiatoénu podmienku.

1163. (z 4+ 1)y + 2y =0, y(0) = 1.

1164. z/(1 + y) — yy'[(1 +2) =0, y(0) = 1.
Lbg . m _

1185. — = —y =0, y(0) = 1.

1166. y YT+ 2* —2y+ 1 + 29y =0, y(0) = L.

—
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11679. yIny 4+ zy' = 0, y(1) = 1.

V tulohdch 1168 aZ 1160. nijdite rieSenie separovatelnej diferencidlnej rovnice,
ktoré spliia dani podmienku.

1168, 2%y’ — cos 2y = 1, lim y(x) = 9r/4.

&L —+ 0
1169. z%(cosy) ¥’ + 1 = 0, lim y(z) = 16~/3.
Tr—=m

1160. 2(1 + 2?) ¥’ — cos? 2y = 0, lim y(z) = T=/2.

L=+ 0

Diferencidlnu rovnicu prvého rédu y’ = f(:.-,: - :li 4

1 T V¥ 7 Gy
zdmenou premennych z = a,z 4 b;y resp. z = 6,x 4 b,y + ¢ previest na separovateIni rovnicu
prvého radu.*)

V tlohdch 1161 aZz 1164 riedte diferencidlne rovnice tym, Ze vhodnou zémenou ich
upravite na separovanid diferencidlnu rovnicu. _

1161. ' = 1{(z — y) + 1.

1162. 4" = cos (y — z).

1163. 2z + 3y — 1)+ (dx + 6y — 5)y’' = 0.

1164, y' = |4z + 2y + 1. -

1165. Rieste diferencidlne rovnice a zndzornite grafy ich riefeni:

) ,-pritom a,;by — azb; = 0 moino

; xy . |z 4 ¥ | ; z+ |z|
ﬂ) — 3 h} — 3 E‘) — T r 3
YTy, VY T ey Y y+ 1]
1186. Rieste diferenciilne rovnice:
a)y = |z + y|, b))y = |zy|.

1167. N4jdite krivky, ktoré maji v ka%dom bode konstantnt dizku subtangenty
rovoajicu s8a a > 0.

1168. Nijdite krivky, pre ktoré dlika subnormaily v ka¥dom ich bode sa rovna
konstante p > 0.

1169. Najdite krivky, ktorych dlika normély v kafdom bode je konitantns
a rovnd sa a > 0. *

1170. N4jdite krivky, ktorych dotyénice v kﬂidﬂm bode P = (z,, y,} maju prie-
setnik 8 osou o,, @ = (,/2, 0).

1171. N4jdite krivky, pre ktoré sidet dlzky ich subnormély a subtangenty v ich
Iubovolnom bode sa rovna 2a, a > 0.

1172, Néjdite krivky, pre ktoré dntykﬂvy bod v ich Iubovolnom bode deli dsek
dotyénice medzi siradnicovymi osami v pomere m : n.

1173, Ndjdite krivky, ktorych dotyénice v Tubovolnom bode zvlerﬂ.]u so sprie-
vodicom a 8 polarnou siradnicovou osou rovnaké uhly. -

1174. Teleso sa pohybuje priamodéiare rychlostou », ktord ]e priamo ﬁmema
druhej mocnine ¢asu. Nijdite drdhu s(f) telesa ako funkciu c¢asu, ak pn § = 0,
8(0) = s,.

1175. Parasutista vyskotil z lietadla vo vyske 1 500 m. Padak sa mu otvoril vo
vyske 500 m. Uréte, ako dlho padal bez otvoreného paddka, ak maximélna rychlost
padania ¢loveka vo vzduchu s normélnou hustotou je 50 m 8! a odpor vzduchu
je tmerny druhej mocnine jeho rychlosti. Zmenu hustoty vzduchu s vyskou za-

nedbajte a predpokladajte, Ze smer pohybu je zvisly.

*} Ak (a;b; — agh,) # O,riefenio danej diferencidlne) rovnice pozr v &1, 4,4,
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1176. Pri vypnut{ prijimaéa sa povrch elektrénky ochladil za 3 min zo 120 °C
na 45 °C. Teplota vzduchu je pri ochladzovani konitantné a rovné sa 20 °C. Za aky
¢as sa povrch elektrénky ochladf na 25 °C.

1177. Za aky %as sa vyprézdni cisternovy vozefi naplneny naftou, dlzka cis-
terny je ] = 12 m a jej priemer je d = 2,6 m, cez krédtke vyustenie s priemerom
q = 100 cm? v dolnej &asti cisterny (koeficient kontrakcie je u = 0,6).

1178. Nidoba obsahuje M m? roztoku. Do tejto niddoby pritekd ¢ m? vody za
sekundu, ktord sa hned rozmiekava. Z nédoby vytekd g m3/s roztoku. Dokédite, Ze
mno¥stvo m rozpustenej litky mo¥no vyjadrif rovnicou m = me™?¥, kde m, je
zatiatotné mnoistvo latky a ¢ je &as v sekundéach.

1179. MnoZstvo svetla, ktoré pohlti tenkd vrstva vody, je umerhé mnozstvu
dopadajticeho svetla & hriibke vrstvy. Pri prechode vratvou vody s hrabkou 35 cm
sa zmend intenzita dopadajiceho svetla na hladinu vody na polovicu. Akd bude
intenzita svetla pri prechode vrstvou s hribkou 2 m.

1180. Vzorka horniny obsahuje 100 mg urdnu a 14 mg olova, ktoré vzniklo roz-
padom urdnu. Kedy vznikla této hornina, sk je zndme, %e poléas rozpadu urénu je
4,5 . 10° rokov a pri tplnom rozpade 236 g urdnu vznikne 206 g olova. Pri riefen{
tilohy predpokladajte, ¥¢ hornina pdvodne neobsahovala nijaké olovo a nijaké
medziprodukty urdnového rozpadu, ktoré sa rychlejsie rozpadaji ako urén.

44, Homogénna diferencidlna rovnica 1. rddu

Nech pre neprézdnu mnotinu M € E, plat{: Ak bod X = (zq, %3, ..., T,) € M, potom aj
bod ¥ = (&, tx,, ..., fx,) € M, pritom ¢ je Iubovolné kladné &fslo,
Funkeciu viac premennych F(X), X = (¢, %3, ..., @,) nazyvame homogénnou funkciou
k — teho stupha na mnozine M, ak plati .
Fliz,, ixgy +. ., 2,) = FF(zy, T3, .. -y Z,) (1)

pre ka2dé 8islo ¢ > 0 a pre ka¥d§ bod X = (2, 23, ..., %,) € M.

Kazdt homogénnu funkeiu dvooh premennych nultého stupfa definovand na mnoZine bodov
X = (z, ¥), z # 0 moino vyjadrit v tvare

flz, y) = f(1, y/x) = @lyf). - {2)

Pz, ¥) + gz y) ¥ = 0 | (3)
kde p(z, ¥), ¢(z, y¥) st homogénne funkcie dvoch premennych rovnakého stupnha 8 oborom defi-
nicie §2, nazfvame homogénnou diferencidlnou rovnicou prvého rddu. '

Ak g(z, y) # 0 pre ka¥dé (z, ¥) € 2 a z # 0, potom diferencidlnu rovnicu (3),moZno napisat
v tvare

Diferencidlnu rovnicu,

¥y = @lylx). (4)

Zémenou premennjch y = zu dostaneme z diferencidlnej rovnice (3) separovatelnu dife-
rencidlnu rovnicu .

(1, u) + q(1, v) u + zg(l, w) v = 0. - (6)

Yeta 1. Nech » = g(z) je Iubovolné riesenie diferencidlnej rovnice (5) na intervale J, potom
katdé funkecia tvaru
y = zg(z), zeJ,- (ba)

je rieienim diferencidlnej rovnice (3) na intervale J. Naopak, ku keZdému rieseniu diferencidlnej
rovnice (3p existuje také rielenie u = g(z) diferencidlnej rovnice (5), pre ktoré plati (6a).

Veta 2, Ak funkcia @(u) je spojitd na intervale (a, b) a pre kaidé « € (a, b) plati @(u) % u
tak cez kaidy bod 4 = (x,, ¥,) oblasti £2, urlenej nerovnosfou a < y/x << b, prechéddza jedind
integralna krivka diferenciadlnej rovnice (4). y
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T L T ™ i L =T

Majme diferencidlnu rovnicu

(6)

XX + bly + ul)

4 =f(ﬂ-33: + by + ¢y

kde @by — a;b; # 0 a funkeia f je spojitd na intervale J. Zimenou premennych
= + a::“".
y=v+ 4
kde dvojica Cisiel (&, §) je rieSenim linedrneho systému rovnie
ax + by + ¢, =0,
ayr + by + ¢y = 0,

moZno previest diferencidlnu rovnicu (6) na homogénnu di.l{arunuiélnu rovnicu 1. rddu.

v =1 (). )

Veta 3. Ka2dé riefenie diferencidlnej rovnice (6) na.intervale (@, b)) matvary = f 4+ ¢l — a),
kde funkecia v = p(u) e isté riedenie diferencidlnej rovnice (7) na intervale (@ — a, b — ).

Pozndmka. Ak v diferencidlnej rovnici ¥’ = fllax + by + ¢))/(asx + by + c,3)] je ab, —
— @b, = 0, potom zdmenou premennych z = a,z + by, resp. z = a,x + b,y + ¢, moino previest
tito diferencidlnu rovmicu na diferencidlnu rovnicu 1. rédu so separovanymi premennymi.

Priklad 1. Riedme diferencidlnu rovnicu

(2* + ¥y’ = 2zy. (8)

Riedente. Funkeie p(z, y) = 23 + 43, ¢(z, ¥) = 2ay, (x, ¥) € K4 811 homogénne funkeie rovnakéhdé
stupia, (k¥ = 2), a preto diferencidlna rovnica (8) je homogénna diferencidlna rovnica prvého
u

PoloZme preto y = zu, z # 0, potom je ¥’ = xu’ 4 u. Po dosadeni do diferencialnej rovnice (8)
dostaneme '

(1 + u’}- (zu" 4+ u) = 22,
¢ite _ ;
z(l + v uw' 4w —u=0 z#£0. (9)

To je separovatelnd diferenciélna rovnica 1. rédu. Rovnica z = 0 mé jediny koreir z; = 0

& rovnica 4* — u = 0 mé4 tri korene u, = —1, u, = 0, Uy = L. UvaZujme intervaly J, = (—oo,

0) X (—a0, —1), Jy = (—, 0) x (—1, 0), Jy = (—c0, 0) X (0, 1), J, = (—a0, 0) x (I, ),

Js = (0, ®) X (—a, —1),Jg = (0, ) x (—1, 0), J, = (0, ©) x (0, 1), Jg = (0, ) x (1, o).

cie py(x) = &, g,(z) = 1 8 spojité na intervale (—w, o0) a funkeie Pylu) = 1 4 ul, golu; =

= %' — u 8l spojité na intervale (—wo, ), prifom na Kazdom intervale Jayy=1,2, ...,8
jo py(x) gy(u) # 0. Preto diferencidlna rovnica 1. rddu

1 + ut®
tc'—u“+;=0

80 separovanymi premennymi je v intervaloch J,, J;, ..., J, ekvivalentnd s diferencidlnou
rovnicou (0). Jej riefenim dostaneme

3
f ik du+fid:=0,.
U — u r

13

tie

—1
l+ln|mi=lnﬂ",,
“ i

In
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— i —— H ————

kde C, = &1, Cy > 0. Z toho po jednoduchyeh Gpravich dostaneme

" {ut— 1)z

| )

= C,

alebo
2lul—1|=0C,| ux|

pre kaidé (z, u)eJ,,1=1,2, ..., 8,
V intervaloch J,, J,, J,, J; je

2ut — 2 = e, Oy, >0
a v intervaloch J,, Joo 5. S je
iy — 2? = —CLue, c, > 0,
Kaidé riedente diferencidlnej rovnice (9) mé v intervaloch J,, 1 =1, 2, ..., 8 tvar

r*u? — r? = Cuz,

kde C % 0.
Z diferencidlnej rovnice (9) vyplyva, e funkcie ¢ — —""1, % = U, u = | suna intervale (—oao, ()
alebo (0, @) jej rieSeniami. Preto riefenia diferencidlnej rovnice (8) st
y3 — 2 = Cy, C # 0, (10)
kde z € (—w, 0) alebo » € (0, ®) a
¥=a
¥ = —t,
y‘ ==

KedZe vidy dve z riefen{ (10) moZno spont tak, aby nové riefenie bolo definované na intervale
(—a, o) a v éisle 0 bolo diferencovatelnsé, sit vietky riedenia diferencidlnej rovnics (8)

y* — 2 = Cy,
y =0,
kde x € (—oo, @) a € je Iubovolné &islo.
Priklad 2. Riedme diferoncidlnu rovnieu

yr__ 23—43{—'—6
- :::+y-—_3 |

(11)

Riedenie. Dand diferencidlna rovnica je diferencidlna rovnica (6), kde a2 + by + ¢, =

= 2x — 4y + 6, a,x + by + €y = % + y — 3, pritom ab, —azb, = 6 #£ 0,
Polotme preto x = u 4 «, ¥ = v + f, kde dvojica (a, §) je rieenim Bystému linedrnych rovnie

2r— 4y + 6 = 0,
x+y—3=0
Z toho dostdvame o = 1, fi = 2. Zdmena premennych ma tvar
r=u 4+ 1,
y = v+ 2. (12)

Po dosadeni z rovnic (12) do diferencidlnej rovaice (11) dostaneme homogénnu diferencidinu
rovnicu prvého rddu

(2u — 4¢) + (u 4+ v) " = 0, {13)
pridom v’ = T:'li a o diferencidlnych rovniciach (11) a (13) plat{ veta 3.
u

Zdmenou premennych v = zu & Upravou dostaneme separovatelnt diferencidlnu rovnicu
prvého rddu

(2—3z 4 2%) 4+ u(l + 2)z' = 0, u £ 0. (14)
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=i e S il e —

Funkcie p,(u) = 1, g,(u) = u, u € (—00, 0) alebo u € (0, ®) a funkeie py(z) = 2 — 32 + 2%,
qy(2) =1+ 2, z€(—w, W)BUV uvedenych intervaloch spojité. Rovnica 2* — 32 + 2 = 0 méa dve
riefenia z; = 1 a z; = 2. UvaZujme intervaly Jy = (—o, 0) X (—0, 1), Jg = (—0, 0) x (1, 2),
Jg = (—w,0) X (2, ), J4-= (0, ©) X (—oo, 1), Jg = (0, ©) X (1,2} 8 Jg = (0, @) X (2, ©).
V tychto intervaloch je p,(2) ¢ (v} # 0, a preto diferencidlna rovnica 1. rddu (14) je v tychto
intervaloch ekvivalentné s rovnicou

1 3 2
-l = |
fudu_l_f(:—--i-! z—-l)dz s (18)

kde C, je Iubovolnéd konstanta.
Z toho dostdvame
n |u|+3m |z—2|—2Iln [z—1|=InC,, ¢, = 0% > 0,

c1ie
|z2—2 |3 | u|
lz—11% =y

V intervaloch J,, J3, Jq riedenim je
(3— 2P u = Cylz — 1), Gy >0,
& v intervaloch J,, J;, Jg riedenim je
(z— 2)® u = —Cg(z — 1)%, C, > 0.
Kazdé riesenie v intervaloch J,, i = 1, 2, ..., 6 ma tvar
(z— 2P0 u = C{z— 1)3, kde C # 0

7 diferencislnej rovnice (14) vyplyva, Ze a) funkcie z = 1, z = 2, kde u e (—wx, 0) alebo
u € (0, ) st jej rieseonia.
Preto riedenia diferencidlnej rovnice (13) sd

(v — 2u)? = Cv — u)?
V= 1u,
v = 2u,

kde C # 0 a u € (—, 0) alebo u € (0, ®).
RieSenia diferencidlnej rovnice (11) ad

(y — 2x)® = Oly — =z — 1)%, C #0
v oblasti, ktord neobsahuje bod 4 = (1, 2) a

y==x+ 1,
y = 2z,
v intervale (—uo0, ).

1181. Zistite stupefi homogénnej funkcie:

YR 2 w R Y EP RN EE
b) f(z, 1) = o) fiz, ) = |=* + 2% + ¢,

+ ¥
V dlohéch 1182 a% 1197 rieste homogénne diferenciilne rovnice 1. rédu.

1182. y'=:—y. 1183, 2y’ =z + .

z* .
ﬂ)f(m:y)=T+ylh§", f]f(m,y)=ryam;
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1I84. x4+ y)y' +y=0. 1186. (x +y)y' — y = 0.
1186. z + yy' = 2. 1187. o' = a:::; y .
1188, oy = 2t + 2y + 2. 1189. (2 — ®)y’ — 22y = 0.
1190. 3(2* + 22y + y?) + (222 + 32y)y’ = 0.
Bty + g
1191. "= 0.
1192, zy’' =y + V:::* + y2. 1193. zy) —y =z ov'=.
11M. zy' = y cos In (y/z). 1195. 2y’ = y In (x/y).
1196.‘1;’——"” Iﬂiny_x_ 1197.x~ymsy—+x(ma£)y'=0.
x x % x

V tlohdch 1198 az 1203 upravte dané diferencidlne rovnice na homogénne dife-
rencidlne rovnice 1. rddu a rieste ich.

- 2z + 3y s 3x—3y'+2.' ,
1198, 3% - 2y 1+ 1 Fy' = 0. 1199. oz — 9y 11 Fy' = 0.
1200.3y—7:c+7=(3:z:—7y—-—3)y’.

!’ x+7y+2 ;_y“z, y-—22.7
Rk s ey W Y = T P T
, + + z
1203. (y +1)1ni'+3 i+3.

V tlohdch 1204 a% 1206 néjdite riesenie danej diferencidlne] rovnice, ktoré spliia
zaciatolni podmienku:

1204. (4% — 3a2) ¢’ +2zy =0, y(1) = 1.
- ¢ xy i =

125 ' = a7 v =Vl .

1206. (zy" — ) arctg (¥/x) =z, y(1) = 0.

V tlohdch 1207 az 1209 vhodnou zémenou premennych rieste dané diferencidlne
rovnice ako homogénne diferencidlne rovnice prvého radu.

1207, 22%' = 43 4 xy.
1208. ¢’ = 42 — 22-2.

— e e —

1209. a) 2zyy’ = 3 J/=* — 4 &L 42

1210. Dokéite, 7e izokliny homogénne] diferencidlnej rovnice prvého rddu su
priamky prechddzajice zagiatkom pravouhlého suradnicového systému.

1211. Dokézte, Ze riefenia homogénnej diferencidlnej rovnice prvého radu s si
navzajom podobné, t.j. ak y = f(z) je rieSenfm. potom aj ky = f(kx) pre kaidé
k > 0 (resp. k& # 0) je rieSenim tej diferencidlnej rovnice. - |

1212. ‘N4jdite krivky, ktorych dotycnica v kaidom bode mé vzdialenost od
zatiatku rovnajiicu sa z-ovej stiradnici bodu dotyku.

1213. Nijdite krivky, ktorych Tubovolnd dotyénica pretina os o, v bode rovnako
vzdialenom od zadiatku a od bodu dotyku.

1214. Néjdite krivky, pre ktoré trojuholnfk vytvoreny osou o,, dotyénicou
v Tubovolnom bode A krivky a polohovym vektorom body 4; je rovnoramenny.
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i

1215. Najdite krivky, ktorych Iubovoln4 dotyénica vytina na osi o, tisek rovnajici
sa z-ovej suradnici bodu dotyku.

1216. Aky tvar musi maf zrkadlo reflektora, aby lace vychddzajice z bodového
zdroja svetla vytvorili po odraze na zrkadle rovnobeiny zvizok lacov.

4,6, Linedrna diferencidlna rovnica prvého rddu. Bernoulliho
diferencidlna rovnica

Linedrnou diferencidinou rpvnicou 1. rddu & pravou stranow nazyvame rovIsHcu

¥ + plx) y = q(x), (1)

‘ kde p a ¢ st funkcie definované na intervale I a ¢(x) nerovné sa nule pre kaZdeé r € I.
Ak sa g(x) rovné nule pre ka#dé z € I, potom diferencialnu rovnicu

y' + plz)y =0 (2)
nazyvame linedrou diferencidinou rornwu 1. radu Lez prarvej strany.

Veta 1. Ak s funkeis p a ¢ spojité na intervale (a.: b), potom funkcia

¥y = [f'}(:r:] afp{fr}dm dx + c] aﬂfﬁx} d’i (3)

kde ¢ je TubovoIné éislo, jo riedenim diferéncidlnej rovnice (1) na intervale (4, ). Kazdym bodom
oblasti 2 = (a, ) X (—o0, ©) prechédza jedin integrdlna krivka rovnice (1), ktord dostaneme
vhodnou volbou konstenty c.

Funkciu (3) naz§vame vieobecnym riefenim diferencidlnej rovnice (1).

Poznémka 1. Diferencidlna rovnica (2) je geparovatelnd diferencidlna rovnica. Jej vieobecnd
rieSenie je
- f pl{x)dx (4)
| y=+ce i
kde ¢ je Tubovolné cislo.
Pozndmka 2. ( Metdda varidcie kondtdnt.) Diferentiblnu rovoicu (1) bez poutitia vztahu (3)

rieiime tak, %6 ndjdeme riefenie prislusnej diferencialnej rovnice (2) a rielenie diferencialnej rov-
nice (1) hfaddme v tvare

y = c{x) a_f ﬁr}dm, (5)

kde neznamu funkciu ¢{xr) uréime z podmienky, aby funkcia (5) bola rieSenim diferencidlnej
rovnice (1).

Pozndmka 3. Riesenie diferencidlnej rovnice (1) méfeme hiadat &) v tvare aid¢inu

y = u(z) v(z). (8)
Pre funkciu u(xz) nech plati
W + pla)u =0, @

&o je separovatelné diferencidlna rovnica a pré funkeiu v(z) z rovnice (1) dostaneme separovatelnid
rovaicu |

v'u(z) = g(x). (8)

Poznamka 4. Vieobecné rieenie diferencidlnej rovnice (1) moZno vyjadrit ako suéet vie-
obecného riebenia (4) diferenciilnej rovnice (2) a.nejakého IubovoIného rietenia Y diferencidlne)
rovnice (1)

¥ f p(z)dz (9)

+ Y.

y==ce
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Priklad 1. Ndjdime riedenie diferencidlnej rovnice

2 ’
-r e — =
%y x+ly—(m+1). (10)

ktoré vyhovuje zadiatotnej podmienke y(0) = 1.

Riedenie. Funkeia p(z) = 2/(z 4 1) je spojitd na intervaloch (—w, —1), (—1, ) a funkeia
g(x) = {x + 1)7 je spojitd v intervale (—oo, o). Hladajme riefenie diferenciélnej rovnice (10)
na mtervale (—co, —1) resp. (—1, «0) metédou varidcie konstdnt. Riedme najprv diferencidlnu
rovnicu bez pravej strany

2

a4+ 1

To e separovatelnd diferenciilne rovnica, ktorej jedno rieenie je y = 0. Ak dalej predpokladdme
¥ # 0, mdzeme rovnicu (11) upravit na rovnicu so separovangdmi premennymi. Mdme

Yy Z
y x4+ 1
Riedenim tejto diferencidlnej rovnice je
njy|—2mlmjz+ 1] =g,

y = 0. (11)

yr

0.

Site
n-—¥l_ _jne, kde o >0
(z + 1)* ' '
Z toho potom 3
¥ | = ez + 1)3
e dalej

y = cy{z + 1)%, kde ¢4 # 0.

Ak uvafime, e aj y = 0 je riedenim rovnice (11), dostaneme, #o visobecnym rielenfm diferencial-
nej rovnice (11) je

y=clz 4+ 1)} ze(—1, o),
kde ¢ je Iubovolnid konitanta.
Hledsjme rieSenie diferencidlnej rovnice (10) podla pozndmky 2 v tvare

y = c(x) (x + 1. (12)
Plati
Yy = c(z) (z + 1)* + 2¢(z) (= + 1).
Dosadenim do (10) dostaneme

() (2 + 1) 4+ 2¢(x) (v + 1) —2e(z) (z + 1)¥(z + 1) = (z + 1)?
& po Gprave
e(z) =2 4 1.
Z toho potom
() =-f(=:+ 1)dz + € = (z + 1)*2 + C,
kde C je Iubovolné éfslo.
Dosadenim do (12) mdme
y=(z+ 142 + Clz + 1) (13)

¢o je vieobeonsé riedenie diferencidlnej rovnice (10).
Pre rietenie, ktoré vyhovuje danej zadiatodnej podmienke y(0) = 1, dostaneme z rovnice (13)

1=1/24C
& 2 toho

C=1/2.
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Riedenie diferencidlnej rovnice (10), ktoré splha zadiatoéni podmienku y(0) = 1, je
1
y = % (z + 1)* + 5 @+ 1)* xe(—1, co).

Vieobecné rieSenie (13) diferencidlnej rovnice (10) méZeme dostaf aj priamo poutitim vzorea (3).

Méme
2

| 2
————dxr
y=[f(ﬂ=+1)’ﬁ‘ z1 da:-i—c]ef""*‘l

d;r #

y=[f{=+l}‘ {r_:l}ldx+ﬂ]{I+1)'=%{=E+l)'+¢{-’¥+1}'-

Hladajme vleobecné rieSenie diferencidlnej rovnice (10) este podla pozaémky 3. Polotime
podle (6)
y = u(z) v{zx).
Z toho potom
Yy = u'(z) v(z) + u(zx) v'(z).

Dosadenim do diferencidlnej rovnice (10) mame

L r 2 — - |
u'v + ur m+luﬂ_{m+l)'
tide
2u
F .f'_ — 1'. 14
U +tr(u ;r+l) (x + 1) (14)

Ak polotime podla (7) ¥’ — 2u/(xz + 1) = 0 dostaneme u = C,(x 4 1)}, C, # 0. [Pozri riedenie
diferencidlne) rovnice (11).] Z rovnice (14) méame

w' = (x + 1?
a po dosadeni za u
] Oz + 132 = (z + 1)
Odtial

, 1
v —G—I{-T-I'l}

1

= —- E
v 201 ($+ 1) +G|i

kde C, je ITubovolné &islo.
Zo (8) mame

1
y = u(z) v(z) = C)(z + 1}‘[20 (x + 1)* + C’,] - (e +: )4 + Cx + 1)L
1
Bernoulliho diferencidlns rovnlca
Diferencidlnu rovanicy tvaru
¥y + plx)y = qlz) y2, «(15)

kde p a g s funkcie definované na intervale I, pri¢om g(z) nerovnd sa 0 pre kaZdé r € I a tislo o
je rézne od 0 a 1, nazyveme Bernoulliho diferencidlinou rovnicou.

Ak v diferencidlnej rovniei (15) je @ = 0 alebo a = 1, potom rovnica (15) je linedrnou dife-
rencidlnou rovnicou prvého radu.

Ak o > 0, potom y = 0 pre z € [ je jedno z riedeni diferencidlnej rovnice (15).
Ak « je rdézne od 0 a 1, substiticiou

z =y (16)

13 Zblerka aloh
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mo#no diferencidlnu rovnicu (156) previesf na linedrnu diferenciélnu rovnicu
2 + (1 — ) plz) £ = (1 — ) g(x). | (17)

Yeta 2. Nech z je lubovolné rieenie diferencidlnej rovnice (17), z # 0, na intervale I, potom
kaidé funkcia tvaru

yos lil®, wukl, wel (18)

jo riedenim diferencidlnej rovnice (15) na intervale I. Naopak, ku kaZdému rieSeniu diferenciilne]
rovnice (15) okrem pripadného rie$enia y = 0, x € I, existuje také riefenie z diferencialne) rov-
nice (17), pre ktoré plati (18). :

Priklad 2. Riedme diferencidlnu rovnicu

Inax

v + % = 4 kde zel = (0, x). (19)

z

Riedenie. Funkcie p(x) = l/x.a g{z) = (In x)/x sl 8pojité na intervale .

Rieenfm diferencidlnej rovnice (19) je zrejme y = 0. Predpokladajme dale] y # 0, potom
z rovnice (19) méme

1 In
& = -1 o 20
y 'y + e = (20)
Ak podla (16) polotime 2z = y~}, mdme 2° = —y *y’ a dosadenim do rovnice (20) dostaneme
, z In
T -

To je linedrna diferencidlna rovniea prvého rédu, ktorej véeobecné rieSenie na intervale (0, ) je

z =14+ Inx 4+ e,

kde ¢ je Iubovolnd konstanta.
Podla (18) rieSenim diferencidlnej rovnice (19) na intervale (0, ) je

| y = (1 + Inz 4+ cx)-1,
kde ¢ je Iubovolné é&fslo.

1217. Rieste linedrne diferencidlne rovnice 1. radu bez prave) strany:

1 .
a)y‘+?y=ﬂ_, b) y —ytgx = 0.
¢) ¥ —ylzeinxz — cosx) = 0, d) ye* =ay=10.
V tlohiach 1218 az 1236 rieite linedrne diferencidlne rovnice |. ridu s pravou
stranou.
1218. " 4 3y = . 1219. ¥ + 2y = e*~.
1220. ' + zy = x. 1221, zy' =2y + x + 1.
1222. zy" + y = 22 1223, 22y + zy = —1. _
1224. (1 — )y + 2(y — a) = 0. 1225. (1 4+ a?)y" — 2zy = (1 — x®)%
1 4 22
1226. ¥’ ¥ gt +V +__I 1227. ¢ — xy = x e
V1 + 28 1 — =2
1 ;
1228. z(Inz)y’ — 2y = In =z 1229, ¥ + s =amn
1230. zy' — 2y = x® cos x. 1231. ¥ cosz 4 2y sinx = 2 sin z.
1

1232. y' tgx —-y == ‘—4-:1:_[2 tg r — z). 1233. (1 + 2®) y" + y = arctgx.
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xYy sin &

1284 ¢ + ] g =

; y €03 X

1236. ¥y — A Ty s —V—;i_-l-l;; arctg x.

V tlohiach 1236 aZz 1239 najdite rieSenie linedrne) diferencidlne) rovnice 1. radu,
ktoré splfiaji dant zadiatoénd podmienku.

1236. y' + 2%y = 2%, y(2) = 1.

1237. ' + y = cosx, y(0) = 1.

1238. y' + y cotg @ = sinx, y(w/2) = L.

1239. xy’ + 2y = 2z cos 2z + 2 sin 2z, y(w) = 1.

V udlohdch 1240 a% 1243 zdémenou premennych v = z, u = y, pridom v = @(u)
prevedte dani diferencidlnu roviicu na lineairnu diferencidluu rovnicu 1. radu
a rieste ju.

1240. (x + )y —y = 0. 1241, (x — 22y — ¥®) ¢’ + y* = 0.

1242, (2e* — x)y' = 1. 1243. x4y —4Iny)y —y=0.

1244, Néjdite krivky, ktorych dotydnica v TubovoInom bode P vytina na osi o,
asek rovnajici sa dlzke subnormdly v bode P.

1245. Najdite krivky, ktorych dotyénica v ITubovolnom bode P spolu 8 osou o,
a tsetkou OP, kde O je zadiatok pravouhlého siradnicového systému, vytvara troj-
uholnik s obsahom a?.

1246. Ziarovka je v miestnosti s teplotou vzduchu 7y = 20 °C. Po zapojeni na
sief vznikd v Ziarovke za kazd@ minttu 1,4 keal tepla. Z povrchu Ziarovky sa pri
rozdiele teplot (Ziarovka—vzduch) 1 °C za kazdu minatu vyZiari 14 cal 1:-31:-1&":J
Tepelnd kapacita ziarovky je € = 12,5 cal deg™. Za predpokladu, 7ze sa teplota
vzduchu v miestnosti nemeni, ndjdite teplotu Ziarovky v case:

a) £ = 1 min, b) t - co.
1247. Do okruhu je zapojend cievka s koeficientom samoindukcie L, ohmickym

odporom R a konstantnym napiitim U. Aky priebeh bude mat priad J v zavislosti
od &asu, ak v dase { = 0 bol prad J(0) = 0.

1248. Cievka, ktori mé ohmicky odpor B = 5 Q a indukénost L = 1H, je pri-
pojené na striedavé napatie

»w = 1 000 sin (100wt + 7/3).
Najdite intenzitu pradu v cievke po piatich periédach striedavého napétia od
pripojenia.
1249. Na svorkdch cievky sa napatie za 10 sekiund rovnomerne zmendiloze, =2V

na e, = 1 V. Aky je prid na konci desiatej sekundy, ak potiatoény prid bol L A,

3
odpor cievky je R = 0,12 Q a jej induké¢nost je 0,1H.
V tilohdch 1250 a2 1266 rieite Bernoulliho diferencidlne rovnice.

1250. y' + 2y = ay®. 1251, y' + —2 =2y
1252. ¥ + 2yfx = —x e*y’. 1263, ¢’ + y/x = ay*Inx.

1254. vy’ — 92ty + 3(z® — 27) Vg_;;= 0. 1266. ¥ +y+ yisinzx = 0.
1256. ' — ytgx = y* cos z.
*) Vytarovanie tepla je priamo Gmerné rozdielu teplét Ziarovka — vzduch,
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Dané diferencidlne rovnice v tlohdch 1257 aZz 1260 upravte na Bernoulliho dife-
rencidlne rovnice a riedte ich.

1257, 3y’ — 4y == + 1.
1268. 2zyy’ + x = y*.

1259. y'ﬂ/; + 4 ng = 2xe*.
1260. 23y Iny — 2)y" — y = 0.
xy ‘s

1261. N4jdite rieSenie diferencidlnej rovnice ¥’ —

2zt — 1) 2y’
ktoré prechiadza bodom 4 = (0, 1).

1262. Néjdite krivky, ktorych dotyinica v Iubovolnom bode P = (z,, y,) vy-
tina na osi o, \isek rovnajici sa yj.

1263. Néjdite krivku, ktord prechddza bodom O a stred selky uréenej Iubo-
volnym dotykovym bodom & prieseénikom normédly v tomto bode s osou o, leZf na
parabole 4* = az. 3

1264. Elektricky okruh pozostdva zo zdroja a z cievky, ktorej odpor, ako aj
indukénost su priamo tmerné prudu, ktory fiou pretekd. Pri priidde 1 A je odpor cievky
20 () a indukénosf 8 H. Napitie zdroja sa priamo timerne meni za dobu 2 min.
od 0 V do 20 V. Nédjdite zavislosf pridu od ¢éasu ¢t poéas tychto 2 mimit.

4,6. Riecatiho diferencidlna rovnica

Diferencidlnu rovnicu tvaru
y' = p(z) y¥* + qlz) y + r(z), (1

v ktore] p, q, r s spojité funkcie na intervale J nazyvame Riccattho diferencidinou rovnicou.

Ak pre vietky x € J )e p(x) = 0, potom diferencidlna rovnica (1) je linedrns diferencidlna
rovnica prvého rddu. '

A!; pre vietky x € J je r (x) = 0, potom diferencidlna rovnica (1) je Bernoulliho diferencidlna

rovnica.

Vets 1. Nech y, je jedno rielenie diferencidlnej rovnice (1) v intervale J. Nech z je Iubovolné
riedenie linedrne) diferencidlnej rovnice prvého rddu

z' + [2p(x) ¥y + ¢(z)] z = —p(x), x€J, (1a)
potom kaid4d funkeia |
=1y, + 1/z (2)

je riedenim diferencidlnej rovnice (1) a naopak, ku kaZdému riefeniu y diferencidlnej rovnice (1),
¥ # ¥, existuje riedenie z diferencidlnej rovnice (la), pre ktoré platf (2).

Poznamka 1. Ak namiesto (2) zvolime y = y, + u, potom u je rieéenie Bernoulliho dife-
rencidlnej rovnice .
u' = [2p(x) yo + g(z)] u 4+ p(x) u?, zedJ.

L]

Veta 2. Ak y,, ¥, :i dve rézne riefenia Riccatiho diferencidlnej rovnice v intervale J, potom
kaidé rieSenie Riccatiho diferencidlnej rovnice méd tvar

Yi— %
1 4+ 2(y; — ¥

Y=Y+

kde z je vBeobecné riebenie linedrnej diferencidlnej rovnice prvého rédu bez pravej strany

2+ [2p(x) ¥y + glx)]2 = 0.
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 Veta 8. Ak porndme tri rozne riedenis Riccatiho diferencidlnéj rovnice v intervale J, potom
ka#dé riebenie Riccatiho diferencidlnej rovnice ndjdeme bez integrovania.
Veta 4. Ak sti v diferencidlnej rovniei (1) koeficienty » a aj ¢ spojité @ maj spojité derivécie

na intervale J, pridom p(x) # 0 pre ka#dé z € J, potom diferencidlnu rovnicu (1) mo#no pomocou
zdmeny premennych

1
Y= 2@ "
upravit na tvar
dz i
= 2 + ql@) z + ny(a). (3)

Pozndmka 2. Diferencidlnu rovnicu (1) moZno pomocou zdmeny premennych
¥ = w(z) — g(z)/2p(z)

previest na diferencidlnu rovnicu

du
— plx) 2* + ry(x). (4)
Yo vieobecnosti rieenia diferencidlne] rovnice (1) nie sa elementérne funkcie.
Diferencidlnu rovnicu
¥y = ay® 4+ fa", ()

kde «, §, n s &isla, nazyvame dpecidlnou Riccattho diferencidinou rovnicou.

Jej rieenia s elementdrnymi funkciami iba pre n = —2 alebo n = —4k&k((2k — 1), kde %k jo
velé &islo. |

Ak v diferencidlnej rovnici (6) je n = —2, zdmenou premennych y = 1/z dostaneme z nej
homogénnu diferencidlnu rovnicu prvého radu.

Ak v diferencidlnej rovnici (5) je n = 0, potom diferencidlna rovnica (5) je separovatelns
diferencidlne rovnica prvého rédu. '

Ak v diferencidlnej rovnici (5) joe n = —4k/(2k — 1) a k je celé &fslo rézne od nuly, potom
pre k > 0 postupnymi zdmenami premennych

. 1 1
ymzn:“_ 8T

= i+ ®

prejde diferencidlna rovnioca (5) na tvar

w” = ywt 4 4,

¢o je diferencidlna rovnica (5) pre n = 0.
Pre & < 0 postupnymi zdmenami premennych

2, = gljing + Il'

| |
—_ -
yx]‘ {ﬂl ‘+‘ 3) ﬁxl

A

e

3 5
kde n, = -:_E_ 1 prejde diferencidlna rovniea (56) na tvar

w, = y,w, + 4,,

to je diferencidlna rovnica (§) pre n = 0.

Priklad 1. Riefme diferencidlnu rovnicu

In = 2Inx 4+ 1

) 1 4+ In=x
y' = y ~

x € (0, o). (6)

y -+

¥

“ T £
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Rsedenie. Diferencidlna rovnica (8) je tvaru (1), kde p(z) = (In2)/z, glz) = —(2Inz + 1)/x,
r(z) = (1 4 In z)/x. Tieto funkcie sii spojité v intervale J = (0, o0). Lahko zistime, fe funkcia
¥ = 1 je riedenim diferencidlnej rovnice na intervale J. Podla poznamky 1 poloZfme y = 1 + 2z,
potom je ¥’ = 2’. Po dosaden{ do diferencidlnej rovnice (8) mdme

—_— lﬂm{l-l'—z}“ 21n:::+_1_{1+=}+ l4+Inzx
x x T
alebo po uprave
Z z? In
i e TR (7)
x x

Diferencidlna rovnica (7) je Bernoulliho diferencidlna rovnica, ktord sme riesili v priklade 2
v ¢lanku 4,5. Jej vletky riedenia st

1
14 ez 4 lnzx
Vbetky rieenia diferencidlnej rovnice (8) sa
= 1 4 1 (0
3= l +ex+Inzx’ B %)

Priklad 2. Riefme diferencidlnu rovnicu

3

y"=.y_+'£:c+;r, z € (0, o). o (8)
x x

Riedense. Diferencidlnu rovnicu (8) mo#no previest na Bpecidlnu Riceatiho diferencidlnu
rovnicu. Polodmey = xz, potom y’ =z + x2’. Po dosadeni do diferenci4lnej rovnice (8) dostaneme

z 4+ 22" = 228 + 2 4 =,
Ked2e x # 0, dostaneme
z' =214 1, (8)

©0 je Specidlna Riccatiho diferencidlna rovnica pre n = 0. KedZe diferencidlna rovnica (9) je
separovatelnd diferencidlna revnica prvého rédu, jej véetky rieenia st

arctgz = x + ¢,
kde B je lubovoInd kon#tanta. Z toho vyplyva

ylz = tg (z + ¢), —nf2 —ec <2< wf2 —ec.
Hladané riedenie diferencidlnej rovnice (8) je

y = xtg (z -+ c),

Th TC
kde iIE('*‘—E-—'C.E—ﬁ).

V tlohdch 1265 aZ 1271 rieste Riccatiho diferencidlnu rovnicu, ak poznéte jedno
jej riedenie y, .
1265. ' —2zxy +y* =6 — 22, y, = x + 2.
222 +1 2241

. Y = xyd , , =2 ],
1266. y' = xy o y ' =

1267. ¥ =9  — 22+ D)y + 224+ 2+ 1, i =

1268, oy’ =2 2y 4+ 1, y, = —1/x.

1269. 2%’ | (zy — 2)? = 0, y, = a/x.

1290. ¥' + 2y e* — 32 = e2* | % y, = e*.

1271. ' — y® — y8in 2z — cos 2z = 0, y, = tg x.

V tlohéch 1272 aZ 1274 rietite pecidlnu Riccatiho diferencidlnu rovnicu.




4.7. Diforoneictne rovnice tvaru z = f(y'), v = g(y’), Lagrange—d’ Alembertova
a Clairautova diferencidina rovnica 151

—r_r—

1272. y' = y*/3 + 2/322.

1273, y' = y? 4+ a4

1274, y" — y* = —a403

V dlohdch 1275 a% 1279 rieéte Riccatiho: diferencidlnu rovnicu tak, Ze ju pre-
vediete na &pecidlnu Riccatiho diferencidlnu rovnicu.

1276. zy' — Sy — y® = =2 1276. y' = y® + y/z — 4/x2

1279, y' = 4y* — 422y + 2 4+ x + 4. 1278, 3zy" — 9y — y? = 223

1299. ¢ 4+ xy? — PPy — 22 = 0. |

4,7. Diterenciflne rovnice tvaru x = f(y'), y = g(%'),
Lagrange—d’'Alembertova diferencidlna rovnieca,
a8 Clairautova diferencidlna rovnica

Diferencidlnu rovnicu prvého rddu
y = fly')z + gly') (1)
kde f a g 88 spojité funkcie na intervale J, pritom obe nie si konitanty, nazyvame
Lagrange-d’ Alembertovou rovnicou.
Ak v diferencidlnej rovnici (1) je f(y’) = y’ pre vdetky ¥’ € J, potom diferencidlnu rovnicu

y = 2y’ + gly’) (2)
naryvame Clawrgulovou rovnicou.

Ak v diferencidlnej rovnici (1) je f(y') = 0 pre vietky y’ € J, potom méme diferencidlnu rovnicu
tvaru

y = gly). (3)

Rie&enie diferencidlnych rovnie (1), (2), (3) moino najsf metdédou derivovania.

Nech f a g sd diferencovatelné funkecie na intervale J. PoloZme y’ = p. Derivoyanim diferen-
cidlne] rovnice (1) podla » dostaneme diferencidlnu rovnicu prvého radu

fipy—>» + [f(p)x + g'(P)]p" = 0. (4)

Veta 1. Nech funkcie f a g maji spojité derivécie na intervale J. Nech funkeia x = ¢@(f) je
riedenim linedrnej diferencidlnej rovnice prvého rddu

[fiey —el2” + f(5) z = g'(t) (6)
a nech mé inverznu funkeciu @_, na intervale .J. Potom funkeia dané parametricky
r = @(t),
3 - sz{n + g(#), o
kde ¢ € J, je rieSenfm Lagrange-d’Alembertovej diferencidlnej rovnice na intervale .J.
Veta 2. Ak pre p, € J je f(py) — py = 0, potom funkeia
Y = pox + 9(Py)y T E(—0, ©) (7)
je riefenim diferencidlne) rovmece (1).
Veta 8. Kaidéd funkeia
¥y = cx + g(¢c) (8)

kde ¢ je lubovolné &fslo z intervalu J, je rieSenfm Clairautovej diferencidlnej rovnice (2).
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Nech funkcia g mé na intervale J rydzo ponoténnu spojitii derivaciu, potom funkeia, ktorej
parametrické rovnice su
xr = 1t |
y = —tg'(t) + g(t),

t € J, jo riedenim Clairautove] diferencidlnej rovnice (2).

Pozndmka. Geometricky vyznam riedeni (8) Clairautove] diferencidlnej rovnice (2) je ten,
fo riedenia (8) tvoria jednoparametricky systém priamok v rovine. Tento systém ma obdlku,
ktorej rovnica je urdend systémom rovnic (9), ¢ite je riesenim Clairautovej diferencidlnej rovnice. -

Okrem tychto rieSen{ mé Clairautova difergncidlna roynica (2) edte riedenia, ktorych integralne
krivky s zloZené z dasti obilky (8) a polpriamok uréenych rovnicami (8) (obr. 35).

Ob?’- 30 |

Veta 4. Ak funkcia ¢ na intervale J, ktory neobaahuje &islo 0, mé spojiti derivaciu réznu od
nuly, potom funkcia, ktorej parametrické rovnice su |

T |=f A df, | 1
¢ (10) |

¥y = git),

t € J, je riedenim diferencidlnej rovnice y = g(y’).
Metddou derivovania moZna riedit aj diferencidlnu rovnicu tvaru

z = fly'), (11)

kde f je spojitd funkcia, rézna od konstanty na intervale J.
Nech f je diferencovatelna funkcia na intervale J. Polotme y' = p, mame z = f(p). Derivova-

nim tejto rovnice podla y dostdvame diferencidlnu rovnicu prvého radu |
|

y = [ of'(p) dp.

Veta 6. Ak funkcia f mé na intervale J spojitii derivdciu réznu od nuly, potom funkcia, ktorej

parametrické rovnice sit
z = f(t), (12)

y = [ de, ,
i€ J, je rieflenim diferencidlnej rovnice z = f(y').

Priklad 1. Riedme diferencialnu rovnicu
y? 4+ y ] —2x=0. (13)
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Riedenie. Upravme dana diferencidlnu rovnicu na tvar
T r=yr+y—1. (14)

Porovnanim s diferencidlnou rovnicou (11) dostaneme f(p) = p* + p — 1, kde sme poloZili p = y’.
Podla vety 5 bude rieenie nédjdené metddou derivovania riefenfm danej diferencialnej rovnice

v intervale (—oo0, o). Derivujme diferencidlnu rovnicu (14) podla y, dostaneme

dzx dp
i 1) —
: . d=z 1
Za vyasie uvedenych predpokladov je Fl = % B mame

1
3+ 1pdp——ay =,

to je separovatelnd diferencidlna rovnica. Jej riedenim je

y = [ (32" + p) dp,
¢iZe
y=3pY4 + p*2 + C

v intervale (0, o0) alebo (—o0, 0) i:de C jé fubovalnd kondtanta. RieSenie diferencidlne) rov-
nice (13) v intervale (— 0, o0) je

r=p+p—1,
y = 3pt/d + p#2 + C, peE(—w, ).

Priklad 2. Rieéme diferencidlnu rovnicu
¥+ y?=y—1. (15)

Riedenie. Upravme diferencidalnu rovmicu (15) na tvar
y=y*"+y*+ 1L (16)

Porovnanim s diferencidlnou rovnicou (3) méme g(p) = p* + p® + 1, kde .sme poloZili
y’ = p. Funkcia g m4 na intervale (0, co) resp. (—ao, 0) spojitt kladni derivaciu g’(p) = 5ps +
+ 3p2. Podla vety 4 bude rieSenie ndjdené metédou derivovanis v tychto intervaloch riedenim
diferenciédlnej rovnice (15). Derivujme diferenciélnu rovnicu (18) podla z, dostaneme

_ dp
p = (6p* + 8p%) —,
1Ze

Z toho dostdvame
x = bpifd + 3p*2 + C

a hfadané riedenie diferencidlnej rovnice (15) je
x = Bpii4 + 3p*/2 4+ C,
y=p+p+1
pre p € (0, ) resp. p € (—oo, 0), kde C je Iubovolné konatanta.

Priklad 8. Nijdime krivku, ktorej ka#dé dotydnicd vytvéra spolu so stradnicovymi osami
trojuholnik 8 obsaahom 2a. | |

Riedenie. Nech m4 hladané krivka rovnicu y = f(z). Dotyénica tejto krivky v jej lubovoInom
bode P = (z, y) mé rovnicu

Y_y =o yf{x—"m)l
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a jej prieseéniky so suradnicovymi osamisi B.= (xr — y/y’, 0), Q@ = (0, y — zy’), pricom jey" # 0.
Z podmienky ulohy vyplyva

1
2

~ ! 3
I__i' y_a:y 4= 2‘1!'
vl
dide
(y —=xy’)* = d4a | y'|, y €],
pricom / = (0, ) alebo J = (—ab, 0).

Z toho dostaneme y = xy + 2a Vﬁ;"—!. y e,
¢o je Clairautova diferencidlna rovnica. PoloZme ¥’ = p, médme
y=ap + 2a)[p| (17)
a po derivovani podla z dostaneme
d 1 d
p=p+z3P | o |7 P
da 2fip1 P d=
dide
(m.iulel) P _0
p dz
Z toho vyplyva
dp
=0 (18)
alebo _
i g W1 (19)
ry

Z diferencidlnej rovnice (18) dostaneme p = €, kde C je lubovolné &fslo. Preto riefenim Clairau-
tove] diferencidlnej rovnice je

y=0Cz+ 20|, (20)

kde z € (—ao, o) a C je lubovolnd konstanta rézna od nuly.
Z rovnice (19) po dosaden{ do rovnice

I! A (17) dosteneme
| [ rl
r= Ja Vl P .
NG LA
P y=TFallplx2a|p].
{ ////Ifl ¥ dide
ry--ﬂ! f_.x'/ %‘.ﬁr’, - 3 % = TH Vl P |
__ T 7 R ayea p
- .F'!f!ffffffﬂh_///f;ﬂ:’ka_ . PR
- N? R\ _———— y=ztallpl, _
' ;"H peJ, &o s parametrické rovnice danej
T~ krivky. Vylié¢enfm parametra p z t¥chto
/ rovanic dostaneme rovnicu rovnoosovej
/ hyperboly
f ry = +at. (21)
/
Podla vety 3 je toto rieSenie v kaZdom
[
| z intervalov (0, o) resp. (—oo, 0) riefienim
| nase] ulohy. Riefienia (20) sd dotyénice

k hyperbole (21); ktord je ich obdlkou
Obr. 36 : (obr. 36).
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i ——— eTm s s =T

Priklad 4. Ricdme Lagrange—d’Alembertovu diferencidlnu rovnicu
y==2y? + 3+ y? + y32.

. Riedente. Porovnanim s diferencidlnon rovnicou (1) mé.ma:f(y’} =y + v, 0y) = y? + y?2.
Funkcie f a g maji na intervale (—oo, o) 8pojité derivicie. Riedme dant diferencidlnu rovnicu
zavedenim parametra ¥y’ = p

y = z(p* + p) + P + pY2.

Derivovanim podls x dostaneme

p=pP +p +22p+ 1)p" + (3p* + p)p’.
Z toho mdame

kde p e (0, w) alebo p e (—a0, 0).
To je linedrna diferencidlna rovnica prvého radu pre nezndmu funkeiu z = @(p). Jej riedenie je

1
g g ® S, (22)

2o

kde € je Iubovolné konitanta. V dalSom texte uvaZujme iba tie rieenia (22), ktoré sG rydzo
monoténne na intervale (0, «). Potom podla vety 1 dostdvame dosadenfm za z rieSenia danej
diferencidlnej rovnice v parametrickom tvare

o =
X == —;I_ 8 e — P
1 > 5
- A
kde p € (0, «).
V tlohach 1280 az 1286 rieste diferencidlne rovnice:
1280. x = ¢’ + ¢ 1281. z = (1 + ¢')/y's.
1282, z(1 + y'%) = 1. 1283. z = uy'/]/l + 2.
1284. 2y’ = |1 + y*. 1286. z = y' sin y’.

1286. y'(z — In y') = 1.

V ulohdch 1287 a% 1291 rieste diferencidlne rovnice:

1287. y = y'2 — 2y'8 1288. v |1 + 43 = 4.
1289. y =y’ — In y'. 1290. y = (' — 1) e¥'. _
1291. »? 4 2yy’ — y'* = 0,

V tlohdch 1292 aZ 1302 riedte Clairautove diferenciflne rovnice:

1292. y = zy’ — 4y'*. 1293. y =2y’ 4 ¥y’ — y'2
1294, y = zy’ + y". 1295. y =2y’ + 2 ) —y¢
1296, y =zy —avm;i. 1297. y = zy’ + 1/(2y'3).
1298. y = zy’ + cosy’. 1299, y = zy’ + ¢y + ¥,
1300. y=2zy’' —Iny' 130]1. y'® = 3(zy’ — v).

1302, 2y'%y — zy’) = 1.
V tdlohdch 1303 aZ 1312 riete Lagrange—d’Alembertove diferencidlne rovnice:
1303. y = —ay’ + y’2. 1304, y = 2xy’ - y'-2.
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1306. y = zy'® 4 y'2 1306. y = (1 + y)z 4 ¢'&

1307. 2yy' = z(1 + ') + ¢4 + 3y’2. 1308. y = 2xy' — Iny/ .
1309, yy' = 2zy'2 4- 1. 1310. v = x2y'(y" + 2).
1311, 2y = 2y’/(y + 2). 1312. y = k(z + yy )1 + o™

1313. Nijdite krivku, ktorej vietky dotyénice vytinajii na stradnicovych osiach
useky p, g, pricom.p + ¢ = 2a, kde a je dané éfslo,

1314. Ndjdite krivku, ktorej vietky dotyénice pretinajui siradnicové osi v bo-
doch P, @, pritom dlzka tisetky PQ sa rovné a, kde a je dané kladné &slo.

1316. N4jdite krivku, ktorej kaZd4 dotyénica mé od dvoch danych bodov kon-
stantny sudin vzdialenosti.

1316. Najdite krivku, ktore] kaZd4 dotyc¢nica urduje useéku s koncovymi bodmi
na suradnicovych osiach tak, Ze jej stred leZi na parabole y* = 2z.

1817. Néjdite krivku, ktord prechidza zadiatkom siradnicového systému a sii-
radnicové osi~vytinaji na jej fubovolnej norméle dsedku dlzky 2.

1318. Z daného bodu roviny sa &iri zvuk priamoéiaro na vietky strany od zdroja.
Zéroven v rovine duje vietor v tom istom smere 8 konstantnou rychlostou e. Najdite
knivky v tejto rovine, pnzd[i ktorych sa zvuk &iri, t. j. krivky, ktorych dotyénice sii
kolmé na prisluéne ,,vinoplochy*".

4,8. Trajektdrie.

Nech
Flz, ¥y, ) =0 (1)
je rovnica jednoparametrického systému kriviek (pozri &l. 3,8). Krivku K, ktord pretne katda

krivku systému (1) pod uhlom f, pritom 0 < f < 7, budeme nazyvat trajekiérion pod uhlom
daného systému kriviek (obr. 37).

Ak f = =/2, je trajektoria kolmd na kaZda krivku daného systému & nazyvame ju ortogondinou
trajektériou. Nech y = f(x) je rovnica ortogondlnej trajektérie. Vylidenim parametra o z rovnic

F (z, y(z), a) — Fy(z, y(z), a) ¥'(x) = 0,
Flx,y, @) =0

dostaneme diferencialnu rovnicu ortogondlnych trajektérii.
Ak 8 # m/2, hovorime o izogondInej trajektérii. Nech y = f(x) je rovnica izogondlnej trajektorie.
Vyli¢enim parametra o z rovnic

(2)

"E‘i‘ll{"j"""lI y" 'I] + mFl!{:rl yl' 1) yr + Fz{j:i y! '1} - mﬁ‘j{xl y: LI} o ﬂi

(3)
Flx, 4y, a) = 0,

pri¢com m = tg B, dostaneme diferencidlnu rovnicu izogondilnych trajektorii.

Poznamka 1. Ak je jednoparametricky systém (1) kriviek dany diferencidlnou rovnicou
f(z, y, ¥') = 0, pridom nijakéd krivka nemé dotyénicu rovnobezmi s osou o,, potom rovnica

fz, ¥, —1y’) =0 (4)

je~diferencidlnou rovnicou ortogondlnych trajektértl systému kriviek (1).
Ak nijaka krivke systému (1) nemd dotyénicu so smernicou -—1/k, potom rovnica

f(m, y!_k)=0, (5)

kde k = tg fi, je diferencidinou rovnicou izogondlnych trajektorii pod uhlom § daného systému (1).
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s

Poznémka 2. Uvedené diferencidlne rovmice trajektérii uruji trajektorie alebo obluky
trajektorii, ktoré v nijakom bode nemaju doty®nicu rovnobeini s osou o,. Body trajektorii,
v ktorych je dotydnica rovnobeZné s osou o,, treba uréit oscbitne.

Priklad 1. Néjdime izogonédlne trajektérie pod uhlom f =-45° sistavy priamok y = xx,
@ € (—oo, 00).

Riedenie. Polotme F(z, y, @) = y — ax. Madme F, = —a, F = l. Podla (3) dostaneme

(1l—a)y —a—1=20,

y——-c:.;::'= 0.

Vyltéenim parametra o mame
(1—y/z)y' —ylx—1=0 (8)
kde z # 0.
To je homogénnea diferencidlna rovnica. Polotme y = uz, potom y" = w'z + u.
Dosadme do rovnice (8), po apra-

ve dostaneme 3
Y
1
u'zr + u= T 1 —u # 0,
1l —u'’
dite
1 —mu 1
# =0
1—|-t-;‘1'il x

F(x,y#)\

Obr. 37 Obr. 38

To je separované diferencidlna rovnica, ktorej riedenie je

arctg u — % In(u + 1) = In || 4 ¢;.

Ak polotimte u = y(x), dostaneme

i
arctgi ; In (2* + ¥?) + *flnm’.tlnl.tt*—l-fl,

cate

arctg%——c=ana:’+y’ i
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.

Ak urobfme transforméciu » = g cos @,y = p sin g, dostaneme rieSenie v poldrnom siradnico-
vom systéme

g —¢ =Ing,
Bite

p=e¥ "
Ak elte polo#fmie e~* = r, dostaneme

o =ce* -

Teda izogonalne trajektdrie pod uhlom 45° sistavy priamok y = xc¢ 20 logaritmické &pi-
raly 0 = c e?, kde ¢ je Tubovolné kladné é&islo (pozri obr. 38).

V tlohdch 1319 a% 1332 n4djdite ortogondlne trajektérie danych jednoparametric-
kych systémov kriviek.

1319, 2 4 42 = a*) 1320, »* = dox.

1321. 2y = &, v # 0. 1322, y = ax?

1323. ¥ =z + «. 1324, 2 — o + 4y == 1.

1326, #* + y® + ax = 0. 1326, 2%/a 4 y*/dx =1, #0

1327. 23/4 + 4%3/9 = «a. 1328, y = x e

1329, y2 = xe* o + 1. 1330, (z% + ¥%)2 = x%2(2® — ¢?). = £ 0.

1331. o* = In tg ¢ + «. 1332. o = a cos? ¢, x e (0, o).

1333. Naijdite ortogondlne trajektorie vietkych kruZnfe dotykajicich sa priamok
Y= x

1334. Najdite ortogondlne trajektorie vietkych kruznic. ktoré prechadzaja dvo:na
bodmi 4 = (—a, 0}, B = (a, 0), a > 0.

1336. V rovine 2z = 0 v bode .1 = (1. 2, ) sa nachddza elektricky naboj. Rov-
nica silo¢iar pola vytvoreného tymto ndbojom je y = a(xr — 1) = 2 v rovine
2z = 0. Najdite prieselnice ekvipotencidlnych hladin s rovinou » = 0.

1336. N4jdite ortogondlne trajektorie jednoparametrického systému  priamok
vytvarajucich hyperbolicky paraboloid z = may.

V tlohdch 1337 a 1338 ndjdite evolventy danych kriviek ako ortogondlne tra-
jektérie ich dotyénic.

1337. y — @ cosh E (retazovka).
1338. 2 = 2a(cost 4 ¢sin t),

y = 2a(sint — t cos i)

V dlohdch 1339 az 1345 ndjdite izogondlne trajektoric pod uhlom g daného
Jednoparametrického systému kriviek.

(evolventa kruzZnice).

1339, y = ax. 1340. 2% 4+ y*> = a* g = w/4.
1341. y® = 2ax, § = ©/3. . - 1342, (z — 3y)! = axy®, 3 = n/d.
1343. y=rInax, a £0. § = /4. 1344, 0 = xe?, § = w/4.

1345. o = (1 + cos ).

V tlohdch 1346 a 1347 ndjdite izogondlne trajektérie daného jednoparametrického
systému kriviek v priestore,

*) V tomto ¢ldnku, sk o a nie je nid uvedens, plati e ( x, x).
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1346. 22 + y® = 22,
xe(—oo, 0)U (0, ), f = m/4.

z2 = a,
1347. 2® | y* = a,
T a € (— oo, 0).

1348. Hé.jdite rovnice izogondlnych trajektorii merididnov na gulovej ploche.

49. Diferencidlne rovnice vysifeh rddov. Zniienie rddu
diferencidlnej rovnice

Pri niektorych typoch diferencidlnych rovnic vyidfch rdédov mo%no vhodnou zdmenou pre-
mennych zniZit rad diferencidlnej rovnice. Tento postup nazyvame zniZovanim rddu diferencidlne)
rovnice,

I. Diferencidlnu rovnicu

Fly, v, y" ..., y™) =0, n > 1} (1)

mo#no zdmenou premennych u = y,*) v = y’, kde v'= @(u) previest na diferencidlnu rovnicu

Glu, v, v, ..., ™) = ) *¥%) (2)
kedle m < n. Pritom plati
y‘l == Ty
yﬂ = vU'Y,
. (3)
y = Bl —+ !J"!.?,

||||||||||||||||||||

Pozndmka 1. Ak n = 2, potom diferencidlnu rovnicu (1) tvaru F(y, ', ¥") = 0 moZnv uvede-
nym postupom upravit na diferencidlnu rovnicu prvého rddu a pripadne rieit prv uvedenymi
metodami.

Poznédmka 2. KedZ?e sa jednad o formélnu transforméciu rovnice (1) do rovnice (2), o tom,
¢i ndjdens riefenia s riedeniami pévodnej diferencidlnej rovnice (1), presvedéime sa dosadenim.

Priklad 1. Néjdime riefienie diferencidlne) rovnice
yy'y" —y? = (4)
ktoré splfia poéiatotné podmienky y(0) = 1, ¥’(V) = 1.

Riedenie, Dand diferencidlna rovnica je tvaru (1). PoloZme u = y, v = y’'. "omocou vztahov (3)
z diferencidlnej rovnice (4) dostaneme

ueiy o — % = 0, (5)
Cize

viuy: — v) = (. (6)

Z tcho mame v = 0 alebo uv — v = 0. Linedrna diferencidlna rovnica prvéhu. radu bez pravej
strany wv' — v = 0 zahffia aj pripad v = 0. Jej vietky rielenia si

f—ldu
v= ¢ e ¥ =

kde u € (—a0, 0) alebo u € (0, o0) a ¢, je [ubovolnd konatanta.

*) O funkeii y = f(z) predpokladéme, e je z mnokiny C*(I) (pozri ¢l. 4,1) & 2¢ 4 inverznd funkeiu.
*%) Znaky v, v, ... znadia do/du, dtv/dut, . ...
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Vietky rielenia diferencidlnej rovnics (8) s
v = o u.
Z toho pre rieenia diferencidlnej rovnice (4) vyplyva

¥y = oy,
¢o je opét linedrna diferencidlna rovnica prvého rddu bez pravej strany. Jej viecbecné riesenie je
— fe,d
y=ce 7 ” =0~ 17, (7}

kde ¢, jo lubovoInd konitanta a » € (—o0, o).
Dosadenfm do diferencidlnej rovnice (4) zistime, Ze funkoia (7) je jej rie¥enim.
Pre riefenie, ktoré splia zadiatolné podmienky y(0) = 1,°(0) = 1, musia konitanty ¢, a c,
splat rovnioe .
¢g = 1,
¢,63 = 1.
Z toho potom dostaneme ¢, = 1, ¢, = 1.-HIadané riedenie je y = e~.

II. Diferencidlnu rovnicun

F(:_ ylt:’ yuﬂ}’ 2l iy yt-:-) —_— D, 1 i k 5 n (B)
moZno zamenou premennych
v(z) = y*®(z)
previest na diferencidlnu rovnicu
Fle, v, v, ..., 0"8) = 0, (9)
Pritom plat{
yl:.f‘l"].} s t"" y[l’+‘} — ﬂ', e yfll' — t’fl'l—t:'-.

Pozndmka 3. Ak n = 2, potom diferencidlna rovnica (1) mé tvar F(z, y’, ¥”) = 0 8 moZno ju
previest na diferenciflnu rovnicu prvého rddu, pripadne riedif.

Priklad 2. Riedme diferemcidlnu rovnicu
y" + ¢’ cotg x = sin 2z, z € (0, m). (10)

Riedense. Diferencidlna rovnica (10) je tvaru (8). Polozme ¥y’ = v, potom je ¥* = v’. Po do-
sadeni do diferencidlne] rovnice (10) dostaneme linedrnu diferencidlnu rovnicu prvého radu

v + vcotgx =sin2x, z€e(0, xn). (11)
Jej riellenfm je
R — -2-- gin® zx - _{:1 y
3 Bin x

kde ¢, je Iubovolnid konftanta a z € (0, n).
Pre riedenia diferencidlnej rovnice (10) méme
2 ¢

= — gin? !
v’ 33111 :+uina:' z € (0, &),

&o je separovand diferencidlna rovnica. Jej riedenie je

= (Euin‘:r:—}- ‘1
¥y = 3 8in

kde ¢, je ITubovolnd kondtanta.

)d:c + ¢4,

Hladané rieSenie diferencidlnej rovnice (10) na intervale (0, =) je

¥ = z/3 — [8in (2x)]/6 + ¢, In tg (x/2) + ¢,,
kde ¢, & c; 8l [ubovolné konbtanty.
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T Tt

Poznémke 4. K uvatovanému typu diferencidlnych rowvnic patr{ aj diferenciilna rovnica
tvaru

Pz, y™) = 0. (12)
Ak sa dé z rovnice (12) vyjadrit |

y'" = p(x), (13)

potom jej rieSenie ndjdeme postupnym integrovanim.

Ak diferencidlna rovnica F(z, y™) = 0, je takd, e krivku danii rovnicou F(z, ¥) = 0 moino
vyjadrit v tvare z = g(t), ¥ = y(t), t€J, potom je diferencidlna rovnica (12) ekvivalentna so
systémcm x = ¢(t), y™ = y(t), t € J. Riefenie diferencidlnej rovnice (12) nadjdeme n-nasobnou
integréciou v tvare

z=ot), y=Se®{fe®l..([vi)gwayd]...}ad.
IT1. Diferencidlnu rovnicu __
Fiy®, g0, |, g™ = 0, l<k<n (14)
moino zdmenou premennych
v(z) = y'*(z)

previeal na diferencidlnu rovnicu tvaru

Flo,v, ..., 0" %) = 0, (18) -
Pritom platd

Yy = ¢, L., Yy = R,
Tym dostaneme diferencidlnu rovnicu tvaru (1).
Priklad 8. Riedme diferencidlnu rovniou
" —y* = 0. {16)

Riedense. Diferencidlna rovnica (16) je tvaru (14). PoloZme y* = v, potom je ¥" = v". Po do-
sadenf{ do diferencidlnej rovnice (18) méame

' — o = 0. (17)

Diferencidlna rovnica (17) je linedrna diferencidlna rovnica bez pravej strany. Jo) vieobecné
riedenie jo .

v = ¢ 0,
kde ¢, ‘je Iubovolnd konitanta.
Pre riedenie diferencidlnej rovnice (16) £ toho vyplyva
vy = ¢ 0

0 je linedrna diferencidlna rovnics tvaru (13). Jej riedenia ndjdeme dvojnédsobnym integrovanim.
Méame -

y = f[f¢, o" dz] dz = f(c, &* 5 g ¢g) dx = ¢, ©® + ¢,z + ¢,
kde ¢,, ¢;, ¢; mi Iubovolné konitanty.
IV. Majme diferencidlnu rovniou

P, 9,9 ..., y™) = 0, (18)
kde |
F(#, v, yr' ey y{lu'l) e % 'ﬁ{ﬂ:, Y, yi'l R yl-—ll‘}_ {]9’
Ka£dé rieenie diferencidlnej rovnice (18) je rieSenfm diferencidlnej rovnice
M’rl Y, y’r Ry y(--”} = 0, (20)

kde ¢ je lubovolné konitanta a naopak.

11 Zbierka tGioh
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Poznémka 4. O tom, kedy lavs strana diferencidlnej rovnice (18) je derivaciou funkcie @,
t. ). plati (19), hovori Eulerova veia

OF d 9F  a' aF . d* aF
o o )

—— — ey WS

Oy dz dy’ T da? dy”
Priklad 4. Riedme diferencidlnu rovnicu
vy + y'? = 0. (22)

Riedenie. Porovnanim diferencidlnej rovnice (22) s rovnicou (18) dostaneme F(x, y, ', y*) =
= yy" + v™ Najprv zistime, ¢i plat{ Eulerova veta (21). Mime

~ d(21+d‘1( L4 21' "'—0.
YV TG W)+ W=y 2+ y =0,

0. (21)

t. J. existuje funkria @(z, y, y’), pre ktord plat{

d
1 Dz, y, y') = yy" + y

Funkcia @(z, y, ¥') = yy’ + ¢. Diferencidlns rovnica (20)5e

wy' = ¢y,
kde ¢, jJe Ilubovolnd konétanta,
Riedenie tejto diferencidlnej rovnice je
Jydy = fc,dzx + o,
kde .¢; je lubovoInd konStante. Z toho potom dostaneme
¥H2 = e + o,

kde ¢,, 3 84 Iubovolné konAtanty.
Riedenim diferencidlnej rovnice (22) je

v =C,z 4 C,.
V. Majme diferencidlnu rovnicu
F(z, 4 ¢y ... g™) = 0, (23)
kde funkcia F(z, y, ¥, ..., ¥*') je homogénna funkeia k-tého stupha vzhladom na wy, . . .,¥y",
t. j. plati
Flz,ty, ty", ..., t9') = tF(z, 94, ¥, -.., y™),
pre Tubovolné ¢ # 0.y
Urobme zdmenu premennych :
v=y'ly, t.j. ly| = efﬂ 8e. . (24)
Potom je
Yy = vy,
y' = (v + vy, (25)

¥" = (v + 3vv’' - )y,
Po dosadeni do diferencidlnej rovnice (23) dostanemse difersncidlnu rovnicu (r — 1)-ho rddu
F(z,1,v, v, ...,v"D), (26)

Ak v = @(z), z € J je riedenim diferencidlnej rovnice (26), potom |y| = af plxyda jo riefenfm dife-
rencialne) rovnice (23) na intervale J. '

Prikiad 6. Riedme diferenciélou rovnicu
zyy” 2yt — gy’ = 0. (27)
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Riedente. Polotme F(z, y, v, v*) = zyy” + zy® — yy’ a zistime, & funkcia Fiz,y, v, ¢¥")
je homogénna funkcia vzhladom na y, ¥', ¥*. Kedfe pre Iubovolné ¢t ¥ 0 plati

F(z, ty, ty’, ty") = atyty” + a(ty’)? — tyty’ =
= tMayy” + ay? —yy') = BF(x, 4, ¥, ¥°)

je funkeia F(z, y, ¥, ¥*) homogénna druhého stupiia vzhladom na g, ¥, 3.
Nech y # 0, z € J. V diferencidlnej rovnici (27) urobme zamenu premennych v = y'/y. Po-
mocon (25) po dosadeni do diferencidlnej rovnice (27) méme

z(v' + v?) + 20 — v = 0,

éite
2w — v = —2xvd, (28)
&o je Bernoulliho diferencidlne rovnica. Jej rieSenie je
ik :I:ﬂ:l:"‘ s c’l.}r

x€J, pricom z #£ 0, 2! + ¢; # 0 a ¢, je lubovoInd kon#tanta.
Podla (24) riedenie diferencidlnej rovnice (27) je

T 1
d — 1n |z
|y|=-—-aftl+f‘ .-:.-___E g In|attal+ e,
tite
yl =o' Vo + ¢,
a

y=c.V:='+cl.

kde ¢, a ¢4 # 0 mi IubovoIné kondtanty.
Z diferencidlnej rovnice (27) vyplyva, £e rieSenim budid eSte aj také funkeie, pre ktoré je
y = 0, tite y = ¢, kde ¢ je Iubovolnd konitanta.

V1. Majme diferencidlnu rovnicu

Flz,y, 9, ..., y™) = 0, | (293

kde funkcia F(z, y, ¢, ..., ¥'*’) je homogénna funkecia k-tého stupha vehIadom na vietky argu-

menty, t. j. plati

- Fllz, ty, ..., y") = F(z, ¥, ¥, ..., y™)

pre Inbovolné ¢ = 0.
Urobme zdmenu premennych

v = ylx B u = log z, dize r = e%, Yy = v e, (30)
Potom je
v =v +uv, ¥y = (v 4+ v)eY, y" = (v —u)evu ) ., (81,

Po dosadeni do diferencidlnej rovnice (29) dostaneme diferencidlnu rovmnicu n-tého rédu prv
uvedend v odsekoch I — V.

V tlohéch 1349 aZ 1364 rieste diferencidlne rovnice.

1349. " = 6z — 1/22. 1360. ¢* = z + ain z.
1361. " sin* z — 8in 22 = 0. - 1362, zy® = 1.
1363 y™ = 2zy". 1364, zy® 4 y® = e”.

V tlohdch 1386 a 1356 ndjdite riefenie diferencidlnej rovnice, ktoré spliia dané
zaciatolné rodmienky.

1356. y" = 223, ¢(0) = 2, ¥'(0) = 1.

1366. g° = 1/2%, y(1) =0, ¢'(1) =1, ¢"(1) = 1.

*) ¥ = do/du, v = dp/dut, ....
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V tlohdch 1367 a 1358 rieste diferencidlne rovnice vhodnym parametrickym
vyjadrenim pre y* a x.

1367, e¥" 4 ¢y" = =z. 1368. ™ + 22 = 1.

V tlohéch 1369 aZ 1367 riedte diferencidlne rovnice tvaru F(y, ', ..., ™) = 0.
1369. " +y— 1 =0. 1360. " = ev.

1361. ¥" — 2yy’ = 0. 1362. (1 + wy') =¥'(1 + y'V).

1363. v — y*Iny = 0. 1364, yy” — y* — 4yy’ = 0.

1366. 2yy" + ¢y + ¢y = 0. 1366. 2yy" — 3y'? = 43

1367. y"tgy — (2y')* = 0.

V filohdch 1368 a 1369 najdite riedenie djfﬂreneiﬁlnej rovnice F(y, y’, ..., y™) = 0,
ktoré spliia dané zatiatoéné podmienky.

1368, y* — y =0, y(0) = 1, ¥'(0) = 0.
1369. 2yy"?* + y" =0, y(0) =0, y'(0) = —3.
V tdlohdch 1370 az 1380 rieste diferencidlne rovnice #(z, y*, ..., y®) = 0. |

1370, 2y" — vy’ = 0. 1371, ¥' — ¢'[x = 2%, =" 0.

1372. ¥ = zy" + 4" — y™. 1373. (1 4+ 2)y" +y2 4+ 1 =0.

1374, 2y" = y' In (y'[x), =z # 0. 1375. zy" = ¢’ } xsin ( 3:: ) , * # 0.
1376. ¥" + ¥’ tg x = sin 2. 1377. y"* 4+ 2y" = 2¢'.

1378. %" 4 22%y" — 1 = 0. 1379. ¢" = y"jx, 2 # 0.

1380. zy"" — y™ — V:c"’ + y""= 0.

V tlohdch 1381 a3 1388 nijdite riefienie diferencidlnej rovnice F(y®, .. ., g{™) = 0.

1381. y"* — 4y’ = 0. 1382 y" — |1 —y1=0.
1383. y” = (1 + y'3)3. 1384. 24 — ) y" =1 + y2.
1385. ay" =¢", a # 0. 1386. y" — y"2 = 0.

1387. y™ + 4™ — 1 =0, 1388, y" — y"3fy’ =0, y' # 0.

V tlohdch 1389 aZ 1394 rieste dlfﬂ[‘ﬂllﬂlﬁ.hlﬁ rovnice, ktorych Iava strana je deri- |
. véoiou funkcie @ (x, v, ¥, ..., y* ).

1389. v*/y' — 2yy'[(1 + »*) = 0. 1390. yy" — ¥'(¥' + 1) = 0.
1391. " =2y" + 9y + 1. 1392. ry" = ¥ + 22yy’.
1393, yy* — y'y" = 0. 1394. 5y™% — 3"y = 0.

V tGlohich 1395 a% 1405 rieste diferencidlne rovnice F(x, y, ¢, ..., ¥y™) =0, ak
funkecia ¥ je homogénna, resp. homogénna vzhladom na y, ', ..., ¥(*.

1396. yy" — 2y’ = 0. 1896. 2yy" + 2y'* + y* = 0.
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1397. yy' + wyy" — zy't = 2% 1308. yy" — y'* = yy'/}1 + 2%
1399. o%yy” + y'* = 0. 1400, 4z%3y" = a® — y*.

1401. 2yy" — (y — 2y')* = 0.

1402. 2Myy* — ¥’ + 2yy’ = y V2 + o

1403. 2%y" + (zy' — y)* = 0.

1404, 24y — 2%y + 3a%yy'? — (3zyt + 228 y' + 22%y + ¥* = 0.

V tlohéch 1405 a 1406 riekte diferencidlne rovnice 8 podiatofnymi podmienkami.
1405. 2y — 3y'* =0, y(0) = —3, ¥'(0) =1, ¥"'(0) = —1.
1406. yy" + y* =1, y(0) =1, ¥'(0) = 1.
1407. Néjdite krivky v rovine, ktorych krivost v kazdom bode je:
a) konitantné,

b) nepriamo Gmern4 tretej mocnine dlzky normély,;
¢) tmerné dizke normély, ked koeficient imernosti je & = 1, —1, 2, —2.

V tlohdch 1408 a¥ $411 n4jdite krivky v rovine, ak st dané ich prirodzené rov-
nice.
1409. R? = 2as.
1410. R? 4 8% = a*.

1411. Najdite rovnovdZny tvar neroztainého lana upevneného v bodoch 4, B,
z, # ¥, ak horizontdlna zlorka napitia lana je kondtantni (lané refazovych mos-
tov). TiaZ lana zanedbajte.

1412. N4jdite rovnovéiny tvar homogénneho nerozfainého lana upevneného
v dvoch bodoch A4, B, z, # x,, ak na neho pdsobi jeho vlastnd tiaZ.

1413. Néjdite ohybovit krivku nosnika, ktory je na oboch koncoch votknuty,
ak na neho pbsobf rovnomerne zataZenie 8 pomernym zafaZenim g.

1414. Lokomotiva 8 hmotnostou m sa pohybuje rychlostou v,. V &ase ¢, stroj-
vodea vypol stroj a lokomotiva sa pohybuje dalej iba zotrvatnostou, AkG drihu
prejde lokomotiva od vypnutia, ak trenie je linedrnou funkeiou rychloati loko-
motivy.

1415. Po priamke 2 = a, a # 0 letf bombardovacie lietadlo konatantnou rych-
lostou v. V &ase {, = 0 je v bode P = (a, 0). Z bodu 0 = (0, 0) v Zase {, Btartuje
konitantnou rychlostou w samonavédzacia raketa vzdusnej obrany & stiha bom-
bardovacie uetadlo. Smer jej pohybu v kaZdom Zasovom okamihu je urteny naj-

kratou spojnicou rakety a lietadla. N4jdite rovnicu drdhy rakety a Cas, v ktorom
raketa zasiahne lietadlo.

1418. Svetlo dopadé pod uhlom 30° na vodnd hladinu. Index lomu N vody je
linedrnou funkciou hibky pod hladinou. Na hladine N(0) = 4/3 a v hibke Im j e
N(1) = 3/2. N4jdite drédhu svetelného lada vo vode.

4,10. Linedrne diferencidlne rovnice

Diferencidlnu rovniou

ao(x) y™ + ay(@) y* U 4 ...+ e, (x) ¥ + aulx) y = flx), (1)
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—

pridom funkoie a,(x), a,(%), . .., a,(z) a f(x) sui spojité funkcie na intervale J, a,(x) # O pre vietky
z € J, nazyvame linedrnou diferencidinou rovnicou n-tého rdadu.

Funkcie oy(z), a,(z), ..., a,(z) nazyvame kozficienimi linedrne] diferencidlnej rovnice n-tého
réddu. |

Namieato diferencidlnej rovnice (1) moZno uvaZoval ekvivalentni linedrnu diferencidlnu
rovnicu

yO+ p(@) ¥+ .+ pa(@) Y+ palE) ¥ = glz), (2)
kde p,(z) = a/z)/ay(x), i = 1,2, ..., n, a g(z) = f(z)/ay(z), = € J alebo
L(y) = g(x), (3)

kde L{y) znad{ Iavl stranu diferenciédlne] rovnice (2).

Ak v linedrnej diferencidlnej rovnici (1), resp. (2) je f(z) = 0, resp. g(x) = 0 pre kafdé x € J,
potom nazyvame diferemcidlnu rovmicu (1), resp. (2) linedrnou diferencidlnou rovmicou n-tého
radu bsz pravej strany. Ak v diferenciainej rovnici (1), resp. (2) nie je fiz) = 0, prip. g(z) = O pre
kaidé v € J, nazyvame ju linedrnou diferencidinou rovnicou s pravou stranou.*®)

Veta 1. Pre kaidé z, € J a pre zadiatodné podmienky y(x,) = b, ¥'(xy) = by, ..., y™V(x,) =
= b_, kde by, by, ..., b, 8 IubovoIné disla, existuje jedno & len jedno riedenie y(x), x € J, linedrnej
diferencidlnej rovnics s-tého rédu (1), ktoré spliia dané zediatotné podmienky.

Veta 2. Neck funkoie ¥,, ¥;, ..., ¥, 8t riefenip linedrnej diferencidlnej rovnice bez pravej
strany. Potom aj ka$d4 ich linedrna kombinédciay = c,y; + C¥y + ... + Co¥u, kde ), 09, ..., 0y
#d [ubovolné &isla, je rieBenim tejto diferencidine) rovmice. -

Pozndmka. Rielenie y = 0 pre kaidé z € J nazyvame irimalnym riefenim diferencidlnej
rovnice [{y) = 0. KaZd4 linedrna diferencidlna rovnica bez pravej strany mé trividlne riedenie.

Ak existuje takd nenulova m-tica redlnych resp, komplexnych éisiel ¢;, ¢4, ..., ¢,, %o pre
funkeie f,, f3, .-, fn definované na intervale J plati

i fil®) + eofy(®) + ... + cfulx) =0 (4)
pre kafdé x € I < J, potom hovorime, Ze funkeie f,, f;, . .., f. 81 linzdrne zdvislé na inlervale I.
- Ak funkocie f,, fy, ..., f. nie 8l linedrne zavislé, na intervale I, nazyvame ich linzdrne nezd-

vislé na indervals 1.
Nech funkcie f, fy, - . ., f. majii na intervale J derivédcie aZ do rddu mm — 1. Potom determinant

J1(%), Llzh oo fal2)
fi(=), LHz), o fal@)

Wy, far - fa) = | Jilm), fi@), ... Sal=) (5)
f;m-u(ﬂ:]' :“_“(I}r o f-::_u(:}

nazyvame Wronského determinantom funkeif f,, f;, ..., f, alebo len ich wronskidnom.

Vets 8, Ak funkcief,, f;, ..., f. 80 linairns zivislé na intervale J, potom W(f,, fz, .... f) =0
pre kaidé z e J.

Veta 4. Nooh y,, ¥3, . . ., ¥w 84 rielenia linesdrnsj diferencidlnej rovnice n-tého radu bez pravej
strany. Ak m > n, ?ut-om tieto rieSenisa sl lineArne zdvislé.

Veta 6. n-riedeni y,, ¥4, - - ., ¥, linedrnej diferencidlnej rovnice n-t6ho rédu bez pravej strany
je linedrne zAvislych [nezdvislych] vtedy a len vtedy, ak ith wronskian aa rovné [nerovna sa]
nule aspoit v jednom éisle = € J.

Désledok. Wronskidn n Iubovolnych rieSeni linedrne] diferencidlnej rovnice n-tého radu bez
pravej strany sa rovné nule pre kaZdé z € J (lineirne zAvislé rielenia), alebo sa nerovné nule pre

nijakd x € J (linedrne nezdvislé rieSenia).

*) Niekedy lineérnu diferenciflnu rovaniou bsz pravej strany nyzyvam> aj Armr7iaaou linsirnou dife-
renciAlnou rovaicou & lineArnu diferanciilnu rovniou s pravou stranou nyzfvaim> nzhomazéesas linakrnna

diferencidlnou rovniocou.
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Fundamentdlnym systémom riefnié linedrnej diferencidlnej rovnice n-tého rédu bez pravej
strany nazyvame kafdych n linedrne nezévislych rieSeni tejto diferencidlpe) rovnice.

Vetas 8. KaZd4 lineérns diferencidlna rovnica n-tého rddu bez pravej strany ma fundamentélny
systém riedeni.

Nech ¥, ¥g, -.-» ¥a jo fundamentdlny systém riedeni linedrnej diferencialne; rovnice n-tého
ridu bez pravej strany na intervale J. Vieobecnym rieSenim linedrnej diferencidlnej rovnice

n-tého rddu bez pravej strany nazyvame funkciu

Yy=10Cy + cg¥s + --. T Co¥fns (6)
kde zeJ 8 ¢, ¢, ..., ¢, 811 Tubovolné é&isla. |

Veta 7. Ka2dé rieSenie linedrnej diferencidlnej rovnice bez prave]j strany ma tvar (8), kde
€y, G5 + + +s G, 80 Vhodne zvolené &isla.

Yeta 8. Ak je dany fundamentdlny systém riesenf y,, ¥;, . . ., ¥, linedrnej diferencialnej rovnice
n-tého rddu bez pravej strany, potom této diferencidlna rovnica ma tvar

ytﬂ]’ y{ﬂ‘“’nl i ko y"’ y
N Sl P T
Wy :.{w) Y, wh o ot % | =00, (7)
1* SR " 2 ]
Y, YU o Yas Ve

kde ay(z) jo lTubovolna spojitd funkeie na intervale J, pritom ay(x) # 0 pre vietky z € J.
Yeta 8. Nech p,(x) je koeficient pri y®-» v linedrnej diferencidlnej rovnici (2) bez pravej strany.
Potom v intervale J plat{
Wiz) = Wiz,) o—/Prlx¥dz (8)
kde z, € J (Lioumlleov teorec).

Veta 10. Nech Y(2) je rieSenie linedrnej diferencidlnej rovnice (3) s pravou stranou, L{y) = g(z).
Potom kaidé rielenie tejto linedrnej diferencidlne) rovnice s pravou stranou ma tvar

y=1z+ 7, (9)

kde z = ¢y, + co¥y + --- + €.y, jo vieobecné riedenie zodpovedajicej linedrnej diferencidlne)
rovnice bez pravej strany L(y) = 0.

Poznémka. Riedenie (9) nazfveme tdechenym riedenim lineArnej diferenciélnej rovnice
€ pravou stranou (3).

Veta 11. ( Lagrangeova metdda varidcie kondtdnt.) Ak y,, ¥3, - - -, ¥, Jo fundamentdlny systém
riedenf diferenciélnej rovnice L{y) = 0, potom linedrna diferencidlna rovnica n-tého rddu 8 pravou
stranou L(y) = g(z) ma riefenie

i
W.(z)
¥ = — dx
EEW”fwui : (10)
pritom W{z) = W(y,, ¥s, - - -+ ¥,) jo wronskidn fundementélneho systému a W (x) je detorminant,

ktory vznikne z wronskiénu nshradenfm $-tého stlpea wronskiénu stlpcom, ktorého prvky sd
0, 0 ..., 0, g(x).

Poznémka. Riebenie Y linedrnej diferencidlnej rovnice L{y) = g(z) mo#no dostat aj tak, e
rieBenio tejto diferencidlnej rovmice hladdme v tvere ¥y = ¢)(x) ¥, + (@) ¥y + ... + c (=) Y,
kde pre funkeie ¢,(x), cy(z), ..., ¢, (x) plati

Z ci(x) v,

i=1

0,




168 4. Diferencidine rovnice

n
Jo@y =0,

= |

................. oo (11)

2, i@ ™ = o,
1=1

n

D, cilz) g = gla).

t=1

Yeta 12, Noch y, jo rieenfm linedrnej diferenciilnej rovnice n-tého rddu Liy) = 0, y,(x) # 0
pre lu#dé z € J. Potom zémenou premennyjch u = (v/y,)'s v = u(x) dostaneme z linedrnej di-
ferencidlnej rovnice n-tého radu I{y) = g(x) linedrnu diferencidlnu rovnicu rédu n — 1 tvaru

u T 4 q@) u P + L g () ¥+ g,y (®) u = (). (12)

Ak u = cu + cuy + ... + Ca—1%a-; + U je vBeobecné rieBenie linedrnej diferenciélnej rov-
nice (12), potom

y = yl[ﬁlful dz + ¢, fu, dr + ... 4.y fu,,_ld;r +c.] +7%, (L3)
kde ¥ = y, fUdz Je vieobecnsé rielenie diferencidlnej rovnice L{y) = g(x).

Pozndmka. Ak pozndme k linedrne nezdvislych riefenf linedrnej diferencidlnej rovnice n-tého
ridu bez pravej strany, L{y) = 0, potom mo#no pomocou vety 12 previest linedrnu diferencidlnu
rovnicu n-tého rédu L(y) = g(z) postupne na linedrnu diferencidlnu rovmicu rdadu n — k.

Veta 18. Nech funkeia ¥, = ¥Y,(x), « € J je riefenim linedrnej diferencidlnej rovnice n-tého rédu
L{y) =gz}, ¢ =1, 2, ..., m. Potom funkeia ¥ = Y+ Y, + ... 4+ Y, je rieSenim linedrnej
roviice L{y) = g,(z) + go(z) + ... + ¢.(z) na intervale J (Princip superpozicie).

Priklad 1. Néjdime linedrnu diferencidlnu rovnicu' bez pravej strany, pritom ay(z)} = 1,
ktord mé fundamentélny systém riefeni y, — cos? z, y, = sin? z, z € (0, w/2).

Riedenie. Podla vety 8 méd hladapd diferencidlna rovnica tvar

i Y, ¥, vy
Yo ¥, ¥ | = 0. (14)
Wiy,. ¥;) :, | 1 !
1ET Yy !&
Ked?e je y, = —2sin x 008 z — —sin 2=, ¥, = —2co82r, y, = 2sinzcosx = 8in 2z, y| =

= 2 co8 2z, po dosadeni do (5) dostaneme
Wy, y) = 8in 2z £ 0
pre z € (0, nf2). Zo vzfahu (14) vypl§va -_

. Y, ¥, Y
. 2co82r, —sin2x, cos’®x | = 0.
sin 2z
2 cos 2z, sin 2x, &in®zy |

Z toho potom dostaneme hladant diferenciélnu rovmicu v tvare

y" — 2 (cotg 22)y" = O
pre x € (0, =/2).

Priklad 2. Riefme linedrnu diferencidlnu rovnicu bez pravej strany

2y —(1l+x)y +y=0, (15)
ak porname jedno jej rielenie y, = 1 + 2, z € (0, ©).




4,10. Linedrne diferencidine rovnice 169

Riedenie. Podla vety 12 zavedme substiticiu u = (yly,), tite y = y, [ u da. KedZe je y,

£
1 + z, méme y = (1 4+ z) fu dx. Z toho potom dostaneme ¥y’ = fudz 4 (1 + z)u, ¥°
2u + (1 + z) «’. Po dosaden{ do diferenciélnej rovnice (15) mame

.

2[2u 4+ (1 + 2)w]— (1 + 2)[fudz + (1 + 2)u] + (1 + ) fudz=0.
Odtial po Gprave dostaneme

2l +2)uw’ — (1 +2)u=0

To je linedrna diferencidlna rovnica prvého rédu. Jej vieobecné riedenie je

— of (1 +x) {z + 2% dm'
dite

“ = Ez+lnz—~21n[=+l} :
i = c,x @

= xar" z e (0, ).
Po dosadeni do vztehu y = y, f u dx mame

y = (1+ 7 [ﬁf{li:),dm%-ﬁ]_

Z toho dostaneme vieobecné riefienie danej diferencidlne] rovnice v tvare

T

L5 ]
yg(l—l_:}[cll—l—m +EI]
alebo

y = ¢; 0 4 ¢(l + z),

z € (0, ).
Priklad 8, Nijdime vieobecné riefenie linedrne] diferencidlne) rovmice

zy* — (1 +2)y +y =2, (16)
kde x € (0, o).

Riedenie. Podla vety 10 vieobecné riedenie y danej diferencidlnej rovnice je stidet vleobacneho
riedenia linedrnej diferencidlnej rovnice bez pravej strany

zy" — (1 4+ )y +y=0

(17)
8 jedného riedenia Y linedrnej diferencidlnej rovnice (16) s pravou stranou, t. j.

y=2z-+ Y.
Z prikladu 2 mame

z = ¢80 4 Cy(l + z).

Riesenie Y diferencidlnej rovnice (18) ndjdeme Lagrangeovou metodou variacie konatant
podla rovnice (10)

W W
y=y1f——H;'dI+ygf—-I;dz’
Kedie

yl=ﬂ.’ yt=l+mj
f(m] = 25,

ag(z) = =,  glz) = 2,
potom pre W, W, W, plati

e, 14 =

et, 1

W =

—_— --I—IEI,
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wln =_wl_ﬂ"r

0 1+ =
n, 1

W, =

e*, 0
e*, xt ‘ ="
Po dosadeni dostanemse
y = o [ (2! + z)e~* dx + (1 + z) [ (—a) da,
Sife je
y = —(2* + 32t + 6x 4+ 6)/2, z € (0, o).
Vieobecnsé riedenie diferencidlnej rovnice (18) je
Y= ¢ e* 4 cg(l + z) — (2* 4+ 32* + 6z + 8)/2,
kde z € (0, c0).
Priklad 4. Néjdime vieobecné riedenie linedrnej diferencidlnej rovnice
4+ 1)ay" + (x 4 2)y — y= 0, x € (0, o),
ak vieme, fe jednym jej rielenfm je polyném.

Riedenie. Hladajme riedenie danej diferencidlnej rovnice v tvare y = z* + Q(z), kde Q(z) je
‘polyném stupfia m < n—_1. Po dosadenf do diferencidlnej rovmice za ¥y’ = nz"-1 | Q‘(2),
y' =n(n—1)a" 2 4 ¢’(z) dostaneme

(z + 1) 2 [n(n — L)z"3 + Q"(z)] + (z + 2) [nx"! + Q'(z)] — z"— Q(z) = 0.
Kedie koeficient pri z" sa musf rovnat nule, dostdvame

an—1)+n —1=0,
Side

n—1=20
a

n =1, = -],
Korehu n, = 1 zodpovedé polyném prvého stupia y = z + a, kde & jo zatial neurdemé &islo.
Podosadeniy = x + a, ¥’ = 1, ¥ = 0 do danej diferencidlnej rovnioe dostaneme rovniocu pre a:

O+ (z+2)1 —ax—a =0,
£ ktorej

G = 2,
Hladané riedenie je y, — = + 2.

Druhému koreiiu n, = —1 nezodpoved4 polyném. Skisme viak hladat rielenie v tvare y =

= z~! + ba® Po dosadenf y = ljz + b, y' = —1/=%, y* = 2[2* do danej diferencidlnej rovnioe
dostaneme |
22+ l)zfx2* —(z + 2)/a' — 1/z—b = 0,
dite
2z +2—2—2—z)fa* —b=0
&,

b= 0.

Druhé hledané rielenie je y, = 1/z, z€ (0, ®). Kedde W (y;, ¥,) = _2.('3 + 1)/=2 # 0, pre
vietky z € (0, ), vieobecné rielenie danej diferencidlnej rovnice je

¥=rcflz+ 2) + ¢fx, =xe&(0, ).

V tlohdch 1417 aZ 1427 preskdmajte, ¢ dané funkcie st na mno¥ine M linedrne
24vislé alebo linedrne nezdvislé, ak M je prienik oborov definicif tychto funkeii.

1417, y =3z — 7, y = 32 + 2.

1418. y =2 —z, y=1 42, y = 3z + 4.

1419. y=1, y=2z, y=23, y = 25




4,10, Linedrne diferencidine rovnice 171

- 1420, y = 2, y = cos®zx, y = sin?x.
1421. y = sin z, y = sin 3z, y = sin® z.
1422, y = e?*, y = o%%, § = e~
1423, y = coslz, y — %, y = sin2x,y = cos 2z, y = In .
1424, y = log, z, ¥ = log, a*.
1426. y =2, y = &%, y = x €.
1426. y = arctg z, y = arccotg x, y = 1.
1427, y=2*, y=2x x|
1428. Vypoéitajte wronskidn funkeii

B 0 pre xz <0, B —x® pre r < 0,
f(@) _{x* pre z 2 0, f’(m)_{ﬁ pre z 2 0.

Mono na zéklade tohto rozhodntt, i dané funkcie silinedrne zivislé? UkéZte, Ze
funkcie st linedrne nezdvislé!

1429. Nech y, , y, 8t dve riefenia diferencidlnej rovnice y* + p(x) ¥ + 9(x) ¥ = 0,
x € (a, b). Uk4ite, Ze pre ich wronskidn plati W’'(z) = —p(#) W(z). Na zdklade tohto
néjdite W(z) a ukdite, fe ak W(x,) = 0 pre nejaké z, € (a, b), potom plati W(z) = 0
pre vietky x € (a, b).

V tlohéch 1430 a# 1435 néjdite linedrnu diferencidlnu rovnicu bez prave] strany,
ak je dany.jej fundamentélny systém rieseni. |

1430. y, = 1, yy = cos =. 1431. y, = z, y, = o*.
1432. y, = ef, y, = sinh x. 1433. y, = cos 2z, y, = s8in 2.
1434- y1=:t-', y’=x', y==e’- 1435- y1='az(1_:ﬂ), yﬂ_—-zﬂz-

1436. Uk4ite, %o y = 2* + e—*(¢, co8 2z - ¢y 8in 22) Je viieobecné riedenie diferen-
ciblnej rovmice y* + 2y’ + by = 62 + 4z + 2.

V tlohéch 1437 a% 1443 nijdite vieobeoné riefenie danej linedrnej diferencidlne;
rovnice, ak pozndte jedno jej riedenie. .

1437. 2z + 1)y* — 2y=0, y, =1+ 1/z, z€ (0, ).

1438. (1 + a0y + 2y — 2y =0, 4, ==+ (J= +1)"

1439. (22 +1)y" + 4z — 2)y’ — By =0, y; = o™~

1440, 2y" + 2y’ —xy = 0, ¥, = €*[z, € (0, ©).

1441, 4" — (tg2)y’ + 29 =0, y, = sinz, z€ (0, w/2).

1442. y* — 2(1 - tgt2)y =0, v, = tg =, 2€(0, w/2).

1443. 2%y" — 2y’ =0, y, =Inz, 2€ (0, ).

V tilohdch 1444 a 1448 nijdite vieobecné rieSenie danej linedrne] diferencidlne;]
rovnice, ak viete, fe polyném je jej riefenim. | |

1444, 2z + 1) y" + 4=y’ — 4y = 0.

1445. z(z — 1) y" — 2y’ + vy = 0.

1448. 2*lnzy" — 2y’ +y=0.

1447, (2* + 1) y" — 2y = 0.

-

1448. 2z — 2y + 22 —2)y +2(1 —2)y = 0.
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Pl sy e
-

V ulohdch 1449 az 1451 rieste linedrne diferencidlne rovnice s pravou stranou,
ak riedenfm zodpovedajicej linedrnej diferencidlnej rovnice bez pravej strany je
polyném.

1449. 2z + 1)y" + 2z — 1)y — 29 = 22 + =z.

1450. (3z + 22®) y" — 6(1 + )y’ + 6y = 6.

1451. 2%y" — xy’ = 3a3. |

V tlohdch 1462 az 1465 riedte linedrne diferencidlne rovnice, ak pozndte jej dve
riefenia. | |

1452, 32® + 2)y" + 2y’ — 6xy =4 — 1222, y, = 2z, y, = 1 + 22

1463. (z* — 1) y" + 42y’ + 2y =62, y, =2, Yy = (& + = + 1)/(z + 1).

1464. %" — 32%" 4 62y’ — By =0, y, = x, y, = 22.

1465, zy" — y" — 2y’ +y =0, y, = 2, y, = o

4,11. Linedrne diferencidlne rovnice s konstantn¥mi koeficientmi

Rovnicu
ytn:l £ % aly[l-ll + ... + ﬂlily" e aly = 0, {1}
LY
kdea,,s = 1,2, ..., n, st redlne &sla, nazyvame linedrnou diferencidlnou rovnicou s kondtantnyms
koefictentms be: praves sirany a skrdtene ju budeme pisat
L.(y) = 0.
Algebraicki rovnicu
4ottt . 4a, rt+a, =0 (2

nazyvame charakteristickou rovnicou diferencidlnej rovnice (1). Korene charakteristickej rovnice
naryvame charakteristickymi koresimi diferenciélnej rovnice (1).

Veta 1. Ak r,, 7y, ..., r, 81 navzdjom rdzne charakteristické korene diferencidlnej rovnice (1),
potom funkcie

e, ev, ., , et

8l linedrne nezdvislymi riedeniami diferencidlnej rovnice (1).
Veta 2. Ak r, je k-ndsobnym korefiom diferencidlnej rovnice (1), potorn funkeie

r, r,T L1 o1 ¥

0", ze? LT
80 linearne nezavislé riadenia diferencidlnej rovnice (1).

Yeta 8. Ak o 4 if je k-ndsobny charakteristicky koref diferencidlnej rovnice (1), pri¢om a, f
80 redlne &fsla, § # 0, patom funkeie |

e** cos fr, x0*F cos Bz, ..., =z o*" cos fir,
e* gin Bz, xe™am fiz, ..., =z 8% sin fBr

su linearne nezévislymi rieSeniami diferencidlnej rovnice (1).

Veta 4. Nech charakteristickd rovnica diferencidlnej rovnice (1) mé:

a) redlne navzdjom rozne korene: r, ako k,-ndsobny, r, ako k,-ndsobny, . .., r. ako k. -nésobuy,

b) komplexné navzéjom rézne korene: a, + if; ako s,-nésobny, a, + i3, ako 8y-nésobny, .. .,
a, + iff, ako s,-ndsabny, pri¢om B; #0prej=1,2, ..., p. Nech plati &y, + &k + ... 4k, +
+ 2(8; + 8+ ... + 3,) = n. Potom fundamentélnymn systémom diferenciélnej rovnice (1) je
systém funkeif
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goh® ..., Al ni

ﬂrmx:r Iefmiﬂ, NI ﬂ:k-"l ﬂrm:,
e™® cos fix, zeFcos Pz, ..., a™ —1 o™ 508 Bz,
EIII: 8in 511' y & E'l:"ll'== i ﬁlm ¥ s ..| 1'1 -1 -] et Ll sin ﬁlx:
*? cos fx, ze™%cos Pz, ..., x™ " ™% cos fz,
% gin Bx , ze**%sinfz, ...,2" ! e*7sin fx.

Priklad 1. Néajdime vB8eobecné rieSenie diferenciilnej rovnioe
y"— by’ + 6y = 0. )

Riedenie. Rovnica (3) je linedArnou diferencidlnou rovnicou s konStantnymi koeficientmi.
Predpokladame, Ze rie3enie je tvaru y = e™. Mame

y' = rev, y" = re™,

Po dosadeni do rovnice (3) a po Gprave je
e*r? — 5r 4 6) = 0. ; (4)

KedZe e 7 0 pre kaZdé éislo z, z rovnice (4) vyplyva
i2—0r 4+ 6 = 0,

%o je charakteristickd rovniea diferencidlnej rovnice (3). Jej korene sl ry = 2, r, = 3. Podla
vety (1) funkecie y, = €** a y; = 6% sl linedrne nezdvislé rieSenia diferencidlnej rovnice (3).

| Viéeobecné riedenie diferencidlnej rovnice (3) je
y = ¢ &8 - ¢ et

Priklad 2. N4jdime vSeobecné rielenie diferencidlnej rovnioe
| v + 2 + By = 0. (5)
Riedenie. Charakteristickd4 rovnica diferencidlnej rovnice (6) je
2 4 2r 4+ 5 = 0.

Jej korene g r; = —1 4 21i, ry = —1 — 21i. Podla vety 3 sl =" cos 2z a e~* sin 2z linedrne
.nezévislé neéam& diferencidlnej rovnice (5). VBeobecné rielenie danej diferencidlnej rovnice je

y = o %¢, coa 2& + ¢, Bin 2x).

Priklad 8. RieSme diferencidlnu rovnicu
y® + 2y + 8y’ + by = 0. (8)
Riedenie. Charakteristickd rovnica danej diferencidlnei rovnioe je

4 20 | B + 5 =
Chnraktariaj;inkéknmnauﬁ

rna=—L rp=1+2i 5=1-—2i

Fundamentdlny systém diferencidlnej rovnice (8) je
e~* xe % e°cosZx, o°sinly

s vBeobecné rielenie danej difafanciﬂnej rn:.:vniue je
¥ = (¢ + ¢gx) 67"+ 07(¢, co8 22 + ¢; Bin 2z),
kde ¢,, ¢; s Tubovoln$ &isla.
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Diferencidlnu rovnicu
- Yy 4 oy 4+ ... e + oy = flx), (2ah

L-{y) = f{#),

kdea,s = 1, 2, ..., n, mi redlne &isla a funkeia f(x)} je rézna od nulovej funkcie, nazyvame I-
nedrnou diferencidlnou rovnicou s kondtaninyms kosficiendmi 8 pravou stranou.

Vieobecné riedenie diferenciélnej rovnice (2a) hladdme podla vety 10 &l. 4, 10. Pritom riesenie ¥
diferencidlnej rovnice (2a) méfeme nd.]nﬂ metdHdou varidcie konftant podla vety 11, ¢l. 4, 10 alebo,
ak pravd strana diferencidlnej rovnice (2a) mé ﬁpemﬂny tvar, metédou naurﬁlt?ﬂh koeficientov
podla vety & resp. 6 tohto ¢lénku.

éide

Pozndmka. V daliom texte pod rieSenim d:faranmﬂna] rovnice budeme rozumief nielen
redlnu, ale aj komplexni funkciu redlnej premennej, ktoréa mé derivicie prisludného rédu na
intervale J & ktoréd po dosadeni splia diferencidlnu rovnicu pre katdé z e J.

Veta 5. Nech diferencidlna rovnica (2a) _md. tvar

L,ly) = P.(x) ™", (7)

kde P_(z) je polyném stuphia m a « je redlne [komplexné] éislo. Potom, ak o nie je charakte -
ristickfm korefiom, mé diferencidlna rovnica (7) partikuldrne riedenie

y=(bg+0x+ ... + b z")e* %,

Ak « je k-ndascbnym charakteristickym korefiom, potom funkeia

y=z*by + bz + ... + b x™) ex*
je riefenim diferencidlnej rovnice (7). Redlne [komplexné] &isla by, b, ..., b, urdime metddou
neuréitych koeficientov.

Veta 6. Ak funkeia z(zx) = u(x) + i1 v(z) je riedenim diferencidlne) rovnice
L. (y) = P_(z) ola+if) o
potom u(z) = Re z(z) je riefenim diferencidlnej rovnice
L,(y) = P.(z) e** cos fx
& ¥(x) = 1m z(x) je riefenim diferencidlnej rovnice
L. (y) = P_(z) e** gin fx .
Priklad 4. Riedme diferenc¢idlnu rovnicu
¥ +y=1tgz, =ze€(—n/2 =n/2) (8)

Riedenie. Riekme najprv diferencidlnu rqvnicu y* 4 y = 0. Korene charakteristickej rovnice
4+ 1=0gdr =i ry =—i Fundamentdlny systém rieen{ tejto diferencidlnej rovnice podTa.
vety 4, je cos z, sin x. Vieobecné riefenie tejto diferencidlnej rovnice bez pravej strany je

¥ = ¢, Co8 X } ¢4 BIN Z.

Partikuldrne rieSenie Y diferencidlnej rovnice (8) s pravou stranon budeme hladat metddou
varidcie konStédnt. Vypoditajme W, W,, W,. Mame

_ —=aintx
o CO8

co8 x, 8in 2
—sin 2z, CO8 T

0, snzx
tgz, cosx

W =

= ],

cosx, O

We= | . e

= HiNn I.

Podla vety 11, ¢&l. 4,10 dostaneme

F=y,f%dx+y,f—%dx=mmf( ﬁl:)dz -}~ mnzfainn:dx—

= cosz[sinx + Incotg (v /4 4+ 2/2)] 4+ 8in & (—ecos ) = cos x . In cotg (/4 + =/2).
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Podla vety 10, &l. 4,13 vieobecné riesenie diferencidlnej rovnice (8) je
y = ¢, COB T + ¢4 8in ¥ + cos8 z .-in cotg (r/4 + z/2), ze{—x/2, c/2).

Priklad 5. Riedme diferencidlnu rovnicu
y' + y' = bz + 2% (9)

Riefenie. Riefme najprv diferencidlnu rovnicu bez pravej strany y* 4 y" = 0. Korene cha
rakteriatickej rovnice 3 + r = 0 si r, = 0, r, = —1. Vieobecné riefenie tejto diferencidlne
rovnice bez pravej strany je

¥y =0 + cge "

Partikuldrne riedenie diferencidlnej rovnice s pravou stranou néjdeme na gzéklade princfpu

superpozicie (veta 13 ¢l. 4,10).~
Hladajme najprv partikuldrne rieSenie diferencidlnej rovnice

y +y = b (10)

Podla vety 5, kedZe a = 0 je jednoduchym charakteristickjm koreiiom, je rieSenim diferencidlnej

rovnioe (10) funkcia
y = z(b, + bx) 6™ = h,_,z + b3,

Konstanty by, b, uréime metédou neurditych koeficientov.
Vypoditajme

y' = bﬂ + Eblﬂ:, y” == 2&1-

Dosadenfm do rovnice (10) dostaneme

Porovnanim koeficientov pri rovnak§ch mocninéch mame

Z toho potom je |
b, = 6/2, by = —b.

RieSenfmn diferencidlnej rovnioce (10} je
H
L YI = —0x + -‘2—2’.
Hladajme elte rielenie diferencidlnej rovmice
y' + ¢ = 2 e%.

Podla vety 5, ked#e a = 1 nie je charakteristickjm korefiom, riefenfm diferencidlne) rovnice.
(11) Jo

(11)

Yy = b.' e*.

Dosadenim ) .
y =byo*, ¥y = byt

"do rovnice {11) méme |
by 0 -+ by @° = 2e*.

% tohto dostaneme b, = 1. RieSenfm diferencidlnej rovnice (11) dostaneme
F' -_— B’-

Podla prinoipli superpozicie riefenfm diferencidlnej rovnice (8) je

b
YoV, + ¥y= —ha + 5 2%+ 0"
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Podla vety 10, &l. 4,10 vBeobecné rieSenie diferencidlnej rovnice (9) je
. 5
y=¢e + Cgﬂ_’+—5#+-§3'+5’-

Priklad 6. Riefme diferencidlnu rowvnicu _
¥ — 2y + 2y = 4e” gin x. (12)

Riedenie. Eodle 4 e”sinz = Im 4 eV * budeme podia vety 6 riedif diferencidlnu rovniou
y* — 2y" 4 2y = 4 o003 (18)

Riedme najprv diferencidlnu rovmicu y* — 2y’ + 2y = (0. Korene oharakterigtickej rovnioce
-2+ 2=080 r; =1+, r,=1—1i Vieobeoné rielenie tejto diferencidlnej rovnioe
bez pravej strany je

[y = e®(c, co8 z + ¢, Bin ).

KedZe ry = 1 4+ i je jednoduchym charskteristickfm korefiom, partikuldrnym rieSenfm
diferencidlnej rovnice (13) podla vety 65, je

y = by efi+ve, | (14)
Konstantu b, uréfme metédou neurdityoh koeficientov. Vypodftajme
Y = by o191 4 By(1 4 i) 2 010 = = @A+0= [by 4 (b, + by i) &,
Y = (by + byi) 0105 4 (B + byi + 2byix) 010* = A0 =(2p, 4 %b,i + 2byiz).
Po dosaden{ do rovnice (13) dostaname
€OV #[2by + 2byi + 2bgiz — 2(by + (By + o) 2) + 2byr] = 4 A0,
Z toho po vydeleni ot * a po Gprave dostaneme
2bpi = 4 QGide by = —21.
Po dosaden{ do (14) dostaneme riedenie diferencidlnej rovnice (13)

y = —2izelth=,
Podla vety 6 rieSenim diferencidlnej rovnice (12) je
Y = Im [—2i re@*)?] = —22 ¢* cos8 2.
Vieobecnym rieSenfm diferencidlnej rovnice (12) je

y = e%c, co8 x + ¢, 8in &) — 22 e” ¢os z,
kde ¢,, ¢, mi IubovoIné d¢fsla.

V tlohdch 1456 az 1486 riedte diferencidlne rovnice.

1466. " — 9y = 0. 1467. " + 3y" — 4y = 0.

14568, y" + 6y = 0. 1469. 2y" — 5y’ + 2y = 0.

1460. 29" — 6y’ + y == 0. 1461. y* 4 6y’ 4 9y = 0.

1462. 4y + 12y 4 9y = 0. 163. yv* — 2a%’ + at y = 0.

1464. y" + 16y = 0. 1466, y" — 4y’ 4 13y = 0.

1466. " + ¥y + 2y =0. 1467. y" + 2ay’ + 4a%y = 0.

1468, y" — y' = 0. hges. 1469, y® — 8y™ + 11y" — 6y’ = 0.
1470. y® — 5y" + 4y =0. 1471, y® — 10y" 4+ 9y’ = 0.

1472. y" — y" = 0. 1473. " — 3y + 2y = 0.

1474, y® — 29" 4 y* = 0. 1475. y© + 49" 4+ 64" + 4y’ + y = 0.
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1476. y® — y& — 59" + y" + 8y’ + 4y = 0.

1477, y® — y&) = Q. 1478. 9 - 3y® 4 3y 4 y0 = 0,
1479, y" — y = 0. 1480. y" — 5y" + 17y’ — 13y = 0.
1481, y¥ 4- 4y = 0. 1482, y» — aty = 0,

1483, ¥ 4 5y” + 4y = 0, 1484, y© 4+ 29" + ' = 0,

1485 y® + 64y = 0, 1486, 4" — 256y = 0.

V ulohdch 1487 az 1491 rieste linedrne diferencidlne rovnice s pravou stranou
metodoun neurcitych koeficientov.

1487. y" — Ty’ + 10y = f(z), ak f(x) sa rovna:

a) 40, f) (922 + 6z — 3) eb%,

b) 2022 — 28z + 14, g) 116 sin 2z,

c) —12 edz, h) 8 2% gin z,

d) 6 e¥, 1} cosh 2,

E) _Hh(ﬁz + 7):
14588, 3y" — 4y’ = f(z), ak f(z) sa rovna:

a) 8, &) 25 sin x,

b) —32a% 4 84x 4 50, f) —25x cos x,

c) 3 e’ g) 16 sin (4z/3),

d) 4 e%13, h) 8 sinh (4z/3).
1489. 9y" — 6y’ + [ g f(x) ak f(x) sa rovna:

a) J/2, | d) sin (z/3),

b) 4 e—’”a, e) cos 2x . sin 4z.

c) e*l3 f) 922 — 62 + 1.
1490, y" + 4y = f:z:), ak f(x) sa rovni:

a) ¥ — 2z, e) cos 3z . sin ,

b) cos 2z, f) 8 cosh 2z,

¢) cos 3z, g) 2z sin 2z,

d) e—22, h) x e2* gin 2z.
1491 y" — 4y’ + by = f(x), ak f(x) sa rovna:

a) elr, e} e?® cos 2z,

b) sin z, f) a e2* cos z,

c) 2z2, - g) 13,

d) e2* sin- 2z, h) e~* cosh 3z . sin z.
V ulohédch 1492 az 1510 rieste dlf&rﬁncmlna rovnice.
1492. " — y' + 1 = 0. 1493. " — 2y’ + 2y = 2? 4 sin 2x.
14%4. y" + y' — 6y = = + e?. 1495. " 4+ 2¢' + y = e~* 4 e,
1496. y" 4+ 4y = 5 sin 3z + cos 3z 4+ sin 2z.
1497. y" — 5y’ + 6y = en=. 1498. y" — y = cos? .

1499, y" 4 2y’ — 3y = sint z.

: 22 __
1 1500. * 4+ 24’ + 4 E;_£+11, 1501, 4" — y = 2° — 1.
1602. y™ 4 2¢y" + by’ = =. 1503. ¥ 4-3y" 4+ 3y’ -y =—e~*sinx.
1604. " + ¢ = sin * + x cos . 1333. yV 4 y" = Tx — 3 cos .
1606, y@® 4 4™ = cos 4x. 1607, y& — 2y" + ¢" = o% 4 23,

1608, ¥ + 2¢" + 5y” + Sy’ + 4y == cos z + 40 e*.

12 Zbierka dloh
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15609, y — y = x e* 4 cos z. 1510. y® 4 y" = 22 — 1.
1'% ﬁloh.é.ch. 1511 aZ 1519 riedte linedrne diferenciilne rovnice metddou varidcie
kon#tidnt.

1611. 4" — y = 1/x.
1512. y" — 6y’ 1 Oy — (Ox® + 6z + 2)/2°.

2e"
1613. y* — 2¢" 4+ y = e¥/x. 1614, " — y = i
1516. ¥ + y = 1/sin =. 1616. ¥y + 4y = sec 2z.
1617. " + y = —cotgie. 1618, " — " = (2 4+ z)/2>.

1519; y@ — y" = 1/4 |/a® — 15/18 /="
1520. Nech charakteristickd rovnica linedrnej diferencidlnej rovnice 8 konitant-

nymi koeficientmi ¥* 4 ay’ + by = @(x) md dva rbézne redlne korene r;, r,. Me-
todou variacie konstant ukadzte, Ze jej vBeobecné riedenie je

— )T i EﬁT — g
A —y fe Q(z) dx 7 fe Q(z) dx.

V ulohdch 1621 aZ 1628 n4ijdite rieSenie dane] diferencidlne) rownice, ktoré vyho-
vuje danym podmienkam.

1621. 4" 4~y = 0, ¥'(x) = 3, y(w) = 2.

1622. " — y = 2z, y(0) =0, y(1) = 0.

1623. ¥" + y =sinz, y(0) =1, ¥'(0) = 0.

1624. " — 8y’ + 6y = = + %, y(0) = 0, ¥'(0) = 1.

1626. y" — y' =0, y(0) =3, y'(0) = —1, " (0) = 1.

1626, y" —y’' = 3(2 — 23), y(0) =1, y'(0) = 1, y"(0) = 1.
1527, y" + 2" + 2 + y = =, y(0) = 0, ¥'(0) = 0, y*(0) = O.
1528. v - 4y =0, y(0) =0, ¥'(0) =0, ¥"(0) =0, ¥"(0) = 1.

15629. Najdite integrdlnu krivku diferencidlnej rovnice y" — 4y — 0, ktord sa
dotyka priamky 3z — y 4+ 1 = 0 v bode 4 = (0, 1).

1530. N4jdite integralnu krivku diferencidlnej rovnice y” + 2y” 4 y' = — 2e 27,
ktora sa dotyka v bode 4 = (0, 2) prla.mkv r —y + 2 =0 a kruZnice z? + yt —
— 4 — 4 = 0.

1631. Teleso s hmotou m pada z vysky % pdsobenim zemskej tiaZe (tiazové zrychle-
nie je g) bez zaciatocnej rychlosti. Odpor vzduchu R pri pade telesa je priamo umerny
rychlosti v telesa, pritom plati B = kmv, kde k [N kg~! m~! 8] je konitanta ‘mer- |
nosti. Najdite vysku telesa v ase §.

1632. Zavazie s hmotou m = 2 g je zavesené na pruZine, ktorej tuhosf je ¢ =
= 0,6 kpm~!. Na zdvaZie pbsobi sila F, ¥ = 1,2 . 10~% sin wt [N]. Vypoditajte, pre
aku frekvenciu « vymitenych kmitov zdvaZia bude ich amplitida najvacsia, ak
odpor prostredia R je priamo umerny rychlosti, t. j. B = Vm{: v.10-% [N]. Aka
je tato najvaciia amplitada.

1633. ZavaZie s hmotou 5,88 kg je zavesené na pruZine. Pri kmitani v jednom
prostredi teleso kmitd s dobou kmitu 7, = 0,4 =t s, v druhom prostredi 7'y = 0,5 7 s.
V prvom prostredf mo#no odpor prostredia zanedbat, zatial ¢o v druhom prostredi
je priamo umerny rychlosti. Nijdite pohyb zivaZia v druhom prostredi, ak pruzina




4,11. Linedrne diferencidine rovnice s kondtaningmi koeficientm: 179

sa v zatiatolnom okamihu predliila zavesenim z4vakia o 4 cm vzhladom na jej
pévodni difku a zdvadie bolo volne pustens.

1634. Ndjdite vynitené kmity zdvatia s hmotou m zaveseného na prufine s tu-
hostou ¢, ak na neho posobi zvisls sila f, f(t) = f, (sin wt + (sin 3wt)/3).

1636. Na pruZine s tuhostou ¢ = 2 kp m-! je zavesend ty& z mikkého Zelezs
s hmotou 0,1 kg. Spodny koniec tyde zasahuje do cievky, cez ktort prechddza
striedavy prad ¢+ = 20 sin 8 nt [A]. Prid zadina tiect cievkou od okamihu ¢ = 0
a tyc bola predtym v pokoji (x = 0, v = 0). Magnetické pole vznikajtce v cie <e
vfahuje tyé do cievky, pritom pre silu F pésobiacu na tyd je F = 1,6 = 10-2 i | N].
Néjdite vynttené kmity tyce.

1636. Dostitka s hmotou 0,1 kg, ktord je zavesend na pruZine upevnenej na
druhom konet, pohybuje sa medzi pélovymi ndstavecami permanentného magnetu.
Virivé pridy brzdia jej pohyb silou R imernou rychlosti, t. j. B = k@ [N], kde v je
rychlost [ms—!], @ magneticky tok [weber] medzi pélmi magnetua k= 10°[m-1.s.N.

weber—2]. Zadiatodn4 vychylka do#titky z polohy, ked prufina eite nie je roztiahnuts,
je spbsobend iba tiaZou, prifom pre tia% 0,02 kp sa prutina predlti o 1 om. Za-
¢iatocné rychlost dodtitky sa rovnéd nule. Opfite pohyb dodtitky, ak pre magneticky
tok plati a) @ = Vﬁ . 10~%[weber], b) @ = 10— [weber].

1637. Pre ohyb y = ¢(z) nosnfka na pruznom podklade platf diferencidlna rovnica

%Y o=
Ede,l lky_Q.l

kde ¥ je modul pruznosti v tahu, J je moment zotrvatnosti prierezu nosnfka. Pre
konstantu k nosnfka plati k = Cb, kde C je modul stlacitelnosti podloZia a b je

konstantna sirka nosnika. Najdite vieobecné rieSenie pre ohyb tohto nosnika, ak
posobi naf rovnomerné zataZenie g = g,

15638. Pre ohyb y = ¢(z) steny kruhovej valcovej nédrie plati diferencidlna
rovnica
Fd Y
pr?= D

yﬂ} + (h T m):

kde E je modul pruZnosti v tahu, d hribka steny, r polomer nddr¥e, k vyika hladiny
tekutiny v nddrZi, y je mern4 tiaZ tekutiny a D je tuhost steny, D = Ed3/k(1 — u2),
pricom u je Poissonova konitanta. Nijdite ohyb steny, ak je nddr¥ na spodnom
okraji dokonale votknuté [¥(0) = 0, y'(0) = 0] a na hornom okraji (x = &) je voln4,
t.1.y"(k) = 0,y"(h) = 0.

1639. Pri velkych uhlovych rychlostiach tenkych a dlhych hriadelov dochédza
k vorufeniu ich rovnovéineho priamodiareho tvaru a pri tzv. kritickej rychlosti st
moZné aj né rovnovdine tvary hriadela, Najdite kritické rychlost w, hriadela

dizky ! na oboch koncoch ulofeného v lofiskach, ak diferenciélna rovnica pre chyb
otacajuceho sa hriadela je

EJy“} —_— qmayfg,

kde £ je modul pruZnosti v fahu, J moment zotrvaénosti prierezu hriadela vzhladom
na jeho neutrdlnu os, ¢ je velkost tiaZe pdsobiacej na jednotku dliky hriadela,
o Je jeho uhlova rychlost a y = f(z) uddva ohybova krivku,
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1640. V elektrickom okruhu sii sériove za sebou zapojené odpor R, cievka s induka-
nostou L a kondenzétor s kapacitou C. Kondenzator je nabity a m4 niboj g,. V tase
¢ = 0 sa okruh uzavrie kIiéom. Néjdite Sasovy priebeh pridu v okruhu.

- 1641, V elektrickom okruhu sé zapojené sériove za sebou odpor R = 100 Q,
cievka s indukénostou L = 10 H, kondenzétor s kapacitou ¢ = 2 000 uF a jedno-
smerny zdroj napétia U = 1 V. Pre ¢as ¢t = 0 je prid i = 0 a velkost nahoja na
kondenzatore ¢ = 0. Néjdite: a) prid i v okruhu a naboj ¢ v &ase ¢, b) najvicsiu
hodnotu i a g¢.

1642. V elektrickom okruhu pozostavajicom zo sériove zapojenej cievky induka-

n_nﬂti L; kondenzitora kapacity C a ohmického odporu R po3obi elektromotorick4
gila ¢ = Eye~#, te {0, c0). Ndjdite napitic na kondenzatore a prid v okruhu.

1643. Néjdite kapacitu €' kondenzitoie, ak pri jeho vybfjani cez tlmivku s od-
pqrﬂm‘R = 1 k() a 8 indukénostou L =. | H*) amplitiida priddu za Styri periody
po zaciatku vybijania je i/16 prvej amplitidy pradu.

4,12. Eulerova diferencidlna rovnica

Nech az + b # 0 pre kazdé z z intervalu I, pritom a, b 8 8fsla, 6 3 0. Linedrnu diferencidlnu

rovnicu
(az + 0)"y™ + (az + b)*1ay™V + ... 4 (az + b) g, ¥ + a9 = g(z), (1)

kde a,, . .a,, 8i Cisla a g(z) je funkeia definovand na intervale I, naz§veme Bulerovou diferencidinou
FoUNntcon..
Eulerovu diferencidlnu rovnicu mézeme rie$it dvojakym spdsobom.
1. Urobime zémenu premennych u == log | ax + b|, y = @lu), potom plati
(ax + b) y' = ay,**)

(ax + 8)2 y" = a®(§ — ),

(az + b y" = a¥(y — 39 + 23,

Po dosaden{ do Eulerovej diferencidlnej rovnice (1) dostaneme linedrnu diferencidlnu rovnicu
8 konBtantnymi koeficientmi '

a%y™ + by Y 4 ..+ b,y + ay = hlu), (2)

kde b,, by, ..., b, 81 isté &isla, h(u) = g (ﬂb:ﬂu).ﬂk ar +b >0 a h{u}:g(q_ﬂu).
a

ek az + b < 0,

' 'ﬁtl_ 1. Ak funkecia y = @(x) je riesenfm linedrnej diferenciidlnej rovnice s kenstantnymi koefi-
cientmi (2), potom funkcia y = g@(log | az + b |) je riefenim diferencidlnej rovnice (1). *

_ 2. Ak mame riedit Eulerovu diferencidlnu roviicu (1) bez pravej strany — homeg 'nnu Eulerovu
diferencidlu rovnicu, t. j. g{x) = 0, pre ka2dé x € I, méZeme hladat rieSenia v tvare

y = (az + bY, (3
- kde &slo r je korefiom algebraickej rovnice

r{r—l) e fr—m + 1)a* 4 ayrir—1) ... (r—an + 2)a"1 +
+ ... + 0,07 + a, = 0. (4)

*) Pri riefieni predpokladédme, Ze odpor R a indukénost L si zapojené za sebou.
*y =dyfu, dy = d2y/du?,...
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Rovnicu (4) nazyvame charakteristickou rovnicou homogénnej Eulerovej diferencidlnes rovnice (1).
7 .to rovnica je aj charakteristickou rovnicou homogénnej linedrnej diferencidlnej rovnioce 8 kon-
£ antnymi koeficientmi (2).

Ak charakteristickd rovnica (4) mé k-nésobny redlny koredi r;, potom: jemu zodpovedajice
riefenia diferencidlnej rovnice (1) st
Yy, = (az + &) 'In*L(ax +5), ;j =12, ...,k (5)
Ak ma charakteristiokd rovnica k-ndsobné komplexné koreme, r; = « + iff, ry = a —if,
potom jm zodpovedsajice riedenia diferencidlnej rovnice (1) =i
Yas-y = (a2 + b)* In*T (az + b) . cos [B In (az + b)),
vy = (a2 + 5)*In’-1 (az 4 b) . sin [f1n (az + B)],

pritom j= 1,2, ..., k.

Rovnicu (4) dostaneme z Eulerovej diferencidlnej rovnice bez pravej strany, ak do nej dosadime
ga Y, ¥, ... funkeciu (3) a jej derivécie a vydelime 8 (ax + b)".

Pri rieBen{ Eulerovej diferencidlnej rovnice s pravou stranou néjdeme podla prv uvedeného

viisobecné riefenie Eulerovej diferencidlnej rovnice bez pravej strany, a potom poufijeme metddm
varidcie konstédnt.

Priklad 1. Riedme diferencidlnu rovnicu
(2z + 12 y" —2(2x 4 1)y’ + 4y = 0, =xe(—1/2, o} (7)

Rsedenie. Rovnicu (7) budeme riesif dvoma spdsobmi.

1. Diferencidlna rovnica (7} je Eulerova diferencialna rovnica bez pravej strany. Urobme
zAmenu premennych 2z 4 1 = e¥. Potom u = In (22 4 1). Néjdime derivécie y’, ¥*. Méme

(22 + 1)y’ = 2y,
2z + 12y = 4(% —%).
Po dosadeni do diferencidlnej rovnice (7) dostaneme
4 — 4y — 4y + 4y = 0,

(6)

tize
f—2y+y=0  ue(—w, o), (8)

%o je diferencidlna rovnica s kondtantnymi koeficientmi bez pravej strany. Charakteristicka
rovnica i

r2—2r+1:=0
diferencidlnej rovnice (8) mé korene r, = 1, r, = 1. Jo] vBoobecné riedenie jo
Yy = ¢y o* 4+ o, u oV
KedZe « = In (2z + 1), vleobecné riefenio diferencidlnej rovnice (7) je
y=c(2x+ 1) + 6,2z + 1) In (2= + 1),

kde ¢,, ¢, 8d Tubovolné &isla.
2. Hladajme rieenie v tvare y = (22 + 1). Potom jo

y' = 2r(2x 4 1)1, y” = dr(r-— 1) (2x 4 1V-°
Po dosadeni do diferencidlnej rovnice (7) a uprave dostancme
(2z 4+ L)' [dr{r — 1) —4r - 4] :: 0.
KedzZe je (2 + 1) # 0, dostanemse

4r2 — 8y 4- 4 = {,
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=

¢o je charakteristiokd rovnica diferencidlnej rovnice (7). Jej korene st r; = 1, vy = 1. Podla (5)
je) vBeobeoné riedenie je

¥y =¢c(2x + 1) + cp(2x + 1) In (22 + 1),
kde ¢, ¢ 84 IubovolIné &isla. -

Priklad 2, Riefime diferencidlnu rovnicu
Py" — 3zy" — 9y/4 = 23 1n z, z € (0, o). (9)

Riedente. Diferencidlna rovnica (8) je Eulerova diferencidlna rovnica s pravou stranou. Urobme
zdmenu premennyoh x = e%, u € (—o0, ®). Potom u =Inx a ¢’ = ¥/z, ¥* = (§ — §)jz*. Po
dosadeni{ do diferencidlnej rovnice (9) a iprave dostaneme -

f —4y — Yy/4 = u e?v. (10}

Diferencislna rovnica (10} je diferencidlna rovnica s konitantnymi koeficientmi so #pecidlnou
pravou stranou. Jej vieobecnéd rielenie je

y =c¢,0"% + ¢ et L o¥(—4u/25 + 16/625).
Vieobecné rieSenis diferencidlnej rovnice (9) je
Yy =0, 00" L o ot~10N2 | £3[(—4 Iln 2)/26_4 18/625),

kde ¢,, ¢y 8 Iubovolné kondtanty.
Y ilohdch 1544 a% 1665 rieste Eulerovu diferencidlnu rovnicu.

1644. %" + 2zy" — 2y = 0. 1645. z’y'-+gxy'-—y=0.
1646. z%" + bxy’ 4 4y = 0. 1547. 2%° + 2y’ — y = 0.
1648. (x +2y" + 3(z+ 2)y — 3y = 0. 1649. z%" — 2y’ = 0.
- 1660, Py" + zy' — y = 0. 1661, =3%y" + 22%" —2y" + y — 0.
1662. (2x + 3)*y" + 3(2x 4+ 3)y" — 6y = 0.
1563. 2%" +- a2y’ + y = 2. 1664, x*y" — zy’ + y = 2x.
1566, 2%" — 2y’ + y = 323, 1666, 23" — 22y + 2y = 2%In z

1667. x'y" — 2xy’ — 4y = xsinx + (2 4 16) gos x.

16568, r%y" — dxy’ + 6y = 2ax + 12b/x, a #0, b # 0.

1669, (# — 2)*y" — 3(x — 2) ¥y + 4y = 2.

1560, (x + 12y " +(x+ 1)y +y =224 2s8inln (1 4+ 2).

1661. (z + 1y + 3z + 1y +(z+ 1)y =61In(z + 1).

1662. z%y" — z%"" + 22y" — 2y = 2 4 3z.

1663, 2%y — 92" 4 37xy’ — 64y =2%(6 4 24 In z 4 60 In® x).

1664. 2y" + 152%" + 60zy’ + 60y =In x.

1566, z4"" + 6x3y" + bSx2y" — ay’ + y = 23,

1666. Na kruhovi dosku 8 polomerom R a malou hribkou A, ktord je na celom

svojom obvode pevne votknutd, pésobi rovnomerné zataZenio ¢ = const. Pre ohyb
dosky w = f(r), 0 < r £ R plati diferencidlna rovnica

w® + 2w fr — w'fr? 4 ' |rd = g/K,

Eh? ; ;
kde konstanta K je tuhost dosky, K = 1201 :“?ﬂi . & j¢ modul pruznosti v fahu
a u Poissonove &islo. Najdite ohyb dosky.
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15667. Prechodom elektrického pridu cez dlhéi valeovi cievku sa tdto cievka

zahrieva. Pre teplotu T' cievky vo vrstve zdvitov,*) ktord mé polomer b + z, v usté-
lenom stave plati diferencidlna rovnica

b+ 2)T" 4+ T = —a¥(b + x).

kde b je polomer vnitorného zévitu a a? konitanta. Najdite rozlotenie teploty
v cievke, ak pre z = 0 je T"0)=0aT®) =T,

4,13. 8ystém diferencidlnych rovnie

Bystém k rovnic
Fy® Y1 ¥r - Yar Yo ¥ae o 9a) = 0,
Fy(@y Y10 Yas - -5 Yur Y1y Yar - s y-’-)f" 0,
.................. ; (1)
Folzs ¥1s Y30 -« 1o Yur Yis Yoy - r Yu) = 0
nazyvame systémom k diferencidinych rovnic pre n nezndmych funkcsf y,, ¥4, ..., ¥n.
Ak k = n a systém (1) mé tvar
Yi = i@ Y1 Va5 -5 Ya)
Ys = fol@, 912 Yer -0 o5 ¥a)s
........... , (2)
Y =Jul® Y10 Yas -+ o5 ¥,)s

 potom ho nazyvame normdinym eystémom n diferencidinych rovnic. Cislo n nazjvame jeho rddom.

Riedenim na intervale J systému diferencidlnych rovnic (1) nazfvame kaidd takd n-ticu
funkeif jednej premennej (y,, y;, - . ., ¥.), diferencovatelnych na intervale J, e dosadenfm tychton
funkeif & ich derivdcif do systému (1) dostaneme z kaidej diferencidlnej rovnice systému (1)
spravou rovnost dvoch funkeif. | |

Nech n-tica funkoif (y;, ¥y, ..., ¥,) je rieSenim systému (2) na intervale J. Kaidému &slu
Zy € J jo touto n-ticou funkeif priradeny bod X, = (z,, ¥,(x,), ¥a(Zs)s - - -+ Y.(zg)) priestoru K,.,.
Mnotinu vletkych takychto bodov nazyvame integrdinou krivkou syatému (2). Bystém rovnic

T = f,

¥ = ¥(t),
Y = ¥,(t), (3)

¢ € J, nazyvame paramelrickyms rovnicams inlegrdlne; krsvky.

Hladanie rielenia systému (1), ktoré splia zadiatodné podmienky y,(z,) = a,, yu(x,) = a,,
<« -» YalZp) = a,, nazyvame Cauchyho ulohou pre systém diferencidlnych rovmic (1) a uvedené
zadiatodné podmienky Cauchyovskyms zaéiatodnyms podmienkams.

Veta 1. (Peanova vela.) Ak funkeie f,, k = 1, 2, ..., n na pravych stranéch systému (2)
y;::ft(mlylly!?"'!yn]? kﬂllﬂl"'lﬂl
84 spojité na intervale J, ., = (z,—a, 25+ a) X {y;—b, ¥, + &> X {yy —b, Y + b)) X

X ooo X {yyo—0b, y,. + 8>, kde a > 0, b > 0 8 ochladom ns interval J aips potom systém (2)
ma aspoil jedno riedenie (71(2), yalz), ..., y.(x)), ktoré aplﬁu-zaﬁiatuﬁné podmienky y.(z,) =

*) Priestor cievky b < z < 2b povaiujte za homogénne proatredie.
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e s =

= ¢, k = 1, 2, ..., n. Toto rielenie je spd)ite diferencovatelné v intervale {(a, — &, x, + k),
kidle A = mip {a, b/M}, pritom pro M > 0 plati: | f(2, ¥, ¥y, -« ., ¥.) | S M pre kazdy bod (x, v,
Yoo - ¥,) 'EU”Tml-

Vets 2, Ak pravé strany systénu (2)

y;:fttrﬂyl"yﬂr"'ry“}! kxllzt*--}ﬂ

81 na intorvale J,  ; z vety 1 spojité 8 ochladom na interval J_,, & parcidlne derivacie g—‘fi ok =1,
Y,
2, ...,n;3=1"12 ..., ned ohraniéené na intervale J, ,, t. j. g_fl:_ = K, potom syatém (2)
. - vs

mé jediné riesenie spliiajiice zasiatoéné podmienky a spojite diferencovateIné v intervale {(z, — h,
z, + h>, kde h = min {a, &/Mj.

Nech pravé strany f,. k = 1, 2, .. ., naystému (2) majii spojité parcidlne derivécie na uzavretej
oblasti ). Nech furkeia ¥(z,, z,, ..., z,,,) m4 spojité parcidlne derivacie podla vietkych pre-
mennych v oblasti {J. Ak pre nojaké riedenie systému (2), (y,, Yz, -. .5 ¥,), T €J,, ktorého graf
lezi v oblasti [, plat{

Pz %is Vs ---.;t.,) = C (4)
pre vietky z € J,, nazgvamo rovnicu (4) proym tntegrdlom systému (2) na oblasti D.

Vela 8. Nutnd a postatujics podimienka, aby rovoica (4) bola prvym integrdlom systému (2)
‘nia oblasti I} je

oY ok 4 ) o
S + ;.—fﬁi‘: YiYas - ¥) -+ Tfnfﬂ?s Yis Y o s Yn) +
: Y Ya
| aw (8}
B s o fn{x!ylsy:l---ryn}zﬂ
Yn
pre vietky x £ J,.
Hovorime, e prvé integraly
u:fl(tir Yiv Ygs - -0 Y,) = O, 'P':(I: Yis Ygr v ¥ =Cqy .01, Vol Y35 Yoo - 4, = Cpe
systéimu (2) 80 zdvislé v oblasti D, ak existuje takd zloZend funkecin Dlu,, ugy, ..., Uy, 4 =

= Wiz, Yy - ¥y Uy = ol ¢y o s Unds o ovs U = ¥olx, s ..., Ya)s 20 pre vietky bedy
(Ir Y1) Yas -7« !J.} el Plﬂti

'!13(?1(:1?, Yis Yas -3 Ynls < - s I-P-m{x: Yir Yo - -5 Yo)) = O
Prvé intograly systému (2), ktoré nie st zdvislé v oblasti D, nazyvame nezdvislymi v oblasti D.

Veta 4, Nech ¥, =0C,, ¥, =0C,, ..., ¥, = C, si prvé integrély systému (2) v oblasti D.
Potom a)
PP Wy o oy W) =200,

kde F(x,, 24, ..., T,) jo Tubovolnd spojitd diferencovatelnd funkeia k premennych na oblasti (2,
priom (C,, C,, ..., C,) €42, je prvy integrdil systému (2) na oblasti D. P

Veta 5. Normalny systém (2) ma4 najviac n nezdavislych prvych integralov.

Yeta 8. Nech pravé strany f,, £ =1, 2, ..., n, systému (2) majui spojité vietky parcialne
derivacie v intervale J = (a,-— &, 24 + 8,) X (¥ — &;, ¥i" + &) > (y§" — d,, ¥V + 8,) %
>ooeen X (YY) — O0pi1y ¥+ 6,.,). Potom norméiny systém (2) ma n nezavislych prvych inte-
gréalov.

Veta 7. Ak jo dany jeden prvy integral systému (2), potom moZno zniZit rdd systému (2)
0 jednotku, :

Systém diferencidlnych rovnic v tvare
dx dzx
i dzy = n (6)

F(Xqy Tgr - r &) ol ey vosog®d Enlps Vs swip23)
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kde funkcie n premennych F |, F,, ..., F, maji na oblasti {2 spojité parcidlne derivécie, prit¢om
v kazdom bode 4 € {2 je aspoit jedno z ¢isiel F,(A) # 0,4 =1, 2, ..., n, nazyvame systémom
diferencidlnych rovnic v symetrickom itare.

Ak plati F (v, 3, ..., x;) # 0 pre kaidy bod (z,, 2, ..., 2,) € §2, potom moZno vyjadrit
gystém (6) v normalnom tvare

dax, . F (X)

dz, F (X)'

dz,  Fy(X)

dz,  F(X)’ (7)
dz, , _ Fo4(X)

dz, F (X)

Integralne krivky a prvé integrdly systému (7) nazyvame sntegrdlnymi krivkamt a progms
sntegrdimsi systému (6).

Veta 8. Nutn4 a postadujica podmienka, aby ¥(z,, z,, . . ., z,) = C bol prvy integrédl systému
(8), je |

d¥ o¥ o
X)— 4+ FolX)— 4 ... + F (X = 0, - 8
Fj( ) a:rl + 2( 1) ami + + .( ] awn U { }
Poznamka 1. KaZdej diferencidlnej rovnici n-tého rddu
; y{” Mo f(ml Y, y:l- “sap y':"_”) (9}'
moZno priradif systém

y: = Vg,

Ys = Y3
vy {10)

yl:l--t — yni

Yn=fl& Y15 ¥as - - <1 Y0,

ktory nazyvame normdinym systémom diferencidlnzj rovnice n-tého rdédu (9).

Poznamka 2. Niekedy moZno upravit normilny systém (2) na jedint diferenciédlnu rovnicu
n-tého rdadu pre jedind nezndmu funkeiu y,. RieSenim tejto diferencidlnej rovnice moZno néjst.
rieSenie y, & takto potom aj riedenie systédmu (2). Této metdda integrovania systému (2) sa na-
zyva eliminaénd metdda.

Pozndmka 3. Bystém diferencidlnych rovniec

y&ml] = f]_('tl y]_i y;: -cu yiml_lj F == "3 y.:y;u i --yLm'_l}) *

y;_mt} — fz(’*’- yl: y:I s oa g yiml_l} y »--» Yo y:u . . -rys.:’h_l)) ]

yitm"} me fn(mi Yi» Yis -« =y yiﬂlr—l)’ s YW ns s yilmn_l:l) :
kdem, 21, my, =1, ....m, Zl.m=m, +my+ ... + m_, nazyvame kanonickym systémom

diferencidinych rovnic m-tého rddu. Kanonicky systém diferencidlnych rovnie m-tého rddu mo#no
podobne ako v poznamke 1 upravif na normélny systém m diferencidlnych rovnie,

Foznamka 4. Upravit systém diferencidlnych rovnic (2) na symetricky tvar (8) je &asto
vyhodné pri hladani prvych integrdlov systému diferencidlnych rovnfe (2). Po prevedeni na
systém diferencidlnych rovnic v symetrickom tvare hladédme také kombindcie lenov z rovnosti (6)
(linearne vzhladom na diferencidly), aby na lavej strane bol tplny diferencidl a na pravej strane
nula. Integrovanim tejto rovnice dostaneme prvy integrdl systému (8).
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Priklad 1. Néjdime riedenie systému diferencidlnych rovnic

¥ = (3y — 20, .
¥ = (dy — 32)fa
na intervale (0, oo).
Riedente. Dany systém diferencidlnych rovnic riefme eliminsaénou metddon (pozri pozndmku 2).
Z druhej rovnice systému (11) mdme

y = (zz’ + 3e)/4 {13)
a derivovanim

Y =z + )4, (13)
Po dosaden{ do prvej rovnice systému (11) méme

(zz + 42’)/4 = 3(xz’ 4 8z)/dx — 2z]x
4 po Uprave

2" 422’ —2 =0, z € (0, w).
To je Eulerova diferencidlna rovnica, jej riefeniin dostaneme (pozri 8ldnok 4,15)

z=1¢c% + ¢fz, € (0, o).
Po dosadeni do rovnice (12) mame

¥ = (6, —cyfz + 3e;x + Bopfz)/4
side

Y = ;% F+ cqf 2.
Riedenie systému (11) na intervals (0, o) jo
(62 + ¢3/2%, oyx + cyf),
kde ¢,, ¢y s Iubovolné konitenty.
Priklad 2. Riedme systém diferencidlnych rovnic
dz dy dz

: = - .)
y+z z+ =z z+y

Riedenss. Dany systém budeme riedif tak, £o ndjdeme dva nezdvialé prvé integrdly. Z rovnosti

dz _ dy
y+z z2+a
vypl§va rovnost
dx _ dy —d= + (14)
y+ =z r—y
Podobne 2 rovnosti
dx dz
y+ 2 x +
vyplyva rovnost
dx dz —dz '
v+ z = x—z (18}

Porovnanim vzfahov (14) a (15) dostaneme

dly—z) d{z—2)
z—y  x—z

*) V tomto systéme diferencidlnych rovnic, ako aj pri daliich diferenciélnych rovniciach tohto tvara

uvaiujeme taki oblast Q@ — E,, v ktorej vietky funkcie uvedené v menovatelooh prisluinyeh diferencidl.
nych rovnic 84 rézne od nuly, napr, '

2 <0<, <y <e, 0<s <u.
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% doho vyplyva
d(ln{z—z|)—d(lnjy—=z|) = 0.

Teda jeden z prv¥ch integrdlov je

Z s 20

y—z

¢ide
g —2
y—z = o

kde U, je TubovoInéd konitante rdzna od nuly.
Podobne dostanemse

dz dy dy 4+ da

v+ 2 =+==2x+y+=

de  dx 4 dy + dz
y+ = 2(z+y+2)

Porovnanim s rovnicou (14) dostaneme

dy—=) _diz+y+2)
T—y 2{x 4+ v + z)

Z toho dostaneme
dhh|y—2z®¥) +dn|z+y+z])=0.

Dalif nezdvisly prvy integral jo

Injffy—=2(z+y+2)=In|C],
dide
y—=z(z+ v+ 2 =Cy,

kde O, jo lubovolnéd konstanta rézma od nuly. |
Riedenim daného systému diferencidlnych rovnic je dvojica nezdvislfch prvych integrilov

kde O, # 0, O, % 0. |
V tlohéch 1568 aZ 1677 riedte dany systém diferencidlnych rovnic eliminadénou

metddon.
1568. ¢y = x, 1669. ' = y — =,
z = y.%) y =z + y.
1670. 2’ =y — z, 1671. ' = —y + 3z +:8in ¢,
y =y + 3= Yy =z+y.
1672, 2’ = 2y, 1573, 2’ = —28,
y == .y =z(1 —y)
1574. ' = z/t — y2d, 167b. 2’ =y + ¢,
Dy, =,
1578. 2 = 2/,
y. = y' -+ z,
2 =z 4y
’) Y tomto priklade, ako ] v dalsich prikladoch tohto &énku derivéoie podla ¢ znadime Sisrkou, napr.
¥ = —, abd. |

ds
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pu— i - . S

V tulohdch 1577 a 1679 ndjdite rielenie systému diferencidlnych rovnic, ktoré
spliia dané zadiatodéné podmienky.

1677. ' = —x — y + 342/2, 1678, =’ = y,

y =z 4y, y = —un,

y(—2) =1, «(—2) = 2. z(0) = 0, y(0) = 1.
1679. 2" = y,

Yy =z,

z(ﬁ) == 2, y({)) — 2,
z'(0) = —2, ¢'(0) = 2.

V tlohdch 1580 a% 1584 rieste dany diferencidlny systém n-tého ridu fak, %e
najdete jeho n nezdvislych prvych integrélov.

1680. 2’ = y, 1681. 2’ = 2® 4 3ary?,
= Yy = 243,
z = 242,
1682, (z — %)% = 2, 1683, 2y =z — 1,
(2 —y)22' =y. 1 =(y —1¢)2".

1684. ' = (x — y)/(z — 1),

y = (x —y)z—1?),
2 =x—y -+ 1

V tlohédch 1585 aZ 1695 rieste dané diferencidlne systémy v symetrickom tvare.

1585, 3% _ 9y _ 4z S . ..
T Y z Z — Y x—z Y-
1687. i .. | _c!{z__ — 1588, *-Ew-*—di = o —ji.
x ) » __Vmﬂ + y? + 22 xé — y* — 2 2vy 22z
1589, — % . —Y _ ..
ylx+y)  zlx+y) (2 — y) 2z + 2y + =)
2 d
1590, % 9 _ . 1591, °F . Q¥ _ dz
sm*x  tgz  cos?z Yz —xz o
- d
1592, 4% _ df " 1593, ¥ _dy _dz du
&~ Y y et 2 U x (]
1 R . N ...
Yy —x U —z
1595, dx dy dz  du

y—u z—x U—y x—2z
1596. Hmotny bod M s hmotou m sa pohvhuje v rovine E,, tak, Ze sila na neho
pdsobiaca je F = k(yi + zj), & > 0. Najdite pukivh tohto bodu, ak r(0) = o, v(0) =
= Vi .

1597. Rychlost rastu kultiry mikroorganizmov je priamo umerns ich mnoZstvy
& mnoistvu Zivnych latok (konStanta umernasti je k). Rychlost zmenSovania sa
mnozstva Zivnych latok je priamo merns zatiatoénému mnoZstva mikroorganizmov
M,(0) = 4 (konStanta Gimernosti je k) a dasu ¢. Zadistoliné mnofstve zivaych litok
10 M,(0) = B Néjdite zavislost oboch mnostiev M,, M, od dasu,
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4,14. Linedrne diferencidlne systémy
Linedrnym diferencidlnym systémom nazyvame systém diferencidlnych rovnic

yi = an/@) vy + au(@ vr + o+ e e+ alE

Yy = Ggylx) Yy + Baal®) Yy + - + ag, () Yu + dix), (1)

40 budeme kratsie zapisovat

n
TR Z a,;[r‘:y, -+ a, {x), 4= 4. A . . TG (2)
1=1

Funkcie a,(z), definované na intervale J, nazyvame koeficientmi linearneho diferencialneho
|systémau. _
Ak afx)=0,i=1, 2, ..., n, potom system

n
yi= Y ayx)y, i=12...,n (3)
j=1
nazyvame homogénnym linearnym diferencidlnym systémom. .
Diferencidlny systém (3) mé vzdy za rielenie n-ticu 10, 0, ..., 1), ktorii nazyvame nuloviym
alobo trividlnym riedenim. l
Hovorime, %e n-tice funkeii Yy, Y,, ..., Y, su lincdrng zarvisic na interrale J, ak existuja
cisla ¢y, ¢4, ..., €, nie vietky rovnsjuce sa, nule, %0 pre kaiddé xve.J plati

e, Y, + 37, + ... +¢Y, =0

kde o = (0, 0, ..., 0). Ak n-tice funkeii nie sa liucArne zdvislé na J, hovorime, Ze s linedrne
mztziui?.ﬁé na J.

— —

n linedrne nezévislych na intervale J riedeni diferencialneho uysti-mﬁ (3) nazyvame funda-
mentilnym systémom riedeni diferencidlneho systému (3).

Veta 1, Ak vietky koseficienty a,(x) a funkcie g, (r) lineirneho diferencialneho systému (1)
8u spojité funkeie na intervale (a, b), potom kaZdym bodom P pasu a <7 r < b, —o0 < Yy, < 0O,
¢t = 1,2, ..., n prechddza pridve jedno rieienie na intervale (a, 6) saystému (1).

Veta 2. Ak Y, Y¥,, ..., Y, si riefenia systému (3), potom aj ich linearna kombinécia je
rieSenim systému (3). '

Vela 3. Nech ¥, = (1> 1o ---» Yin)s + ¢ Y, = (Y15 Yags - - -+ Unn) B rieSenia systomu (3).
Tieto rieSenia su linedrne nezavislé na intervale J, t. j. tvoria fundamentalny systém vtedy a len
vitedy, ked aspon v jednom cisle x € J Je

Yiie Yarv - - Yo |

» T .
DU¥ss Ty wosy Tyf= [ TH 0 £ 0.

Yins Yane -« -» Yan

Veta 4. KaZdé riesenie diferencidlneho systému (3) moZno vyjadrit ako linearnu kombinéciu
rieSen{ jeho fundamentilneho systému,

Veta' 5. Nech U je rieSenim nehomogénneho diferencidlneho systému (1) a ¥,, ¥,, ..., ¥,
je fundamentalny systém riefeni prislutného humogénneho systému (3). Fotom n-tica Y jo riede-
nim diferencidlneho systému (1) vtedy a len vtedy, ked ju moZno vyjadrit v tvare

Y = r;,‘i".l ¥, + ... L, ¥, + U,

kde ¢;, Cg: i : 5 €, BG vhodne Sigla.
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Veta 6. Nech ¥, = (11, ¥13s -+ -+ ¥ia)s - o> Yo = (¥a1s Yngs + + +s Yua) J© fundamentalny systém
riedeni humogénnﬂhu )i! erencialneho aystému (3), ktory prislicha k systému (1). Nech D =

= D(Y,, ¥y, ..., Y,) a D, je determinant, ktory vznikne z determinantu D, ak v fiom j-ty
stlpec nahradfme atlpcnm ::1{::}. ay(z), ..., 6.(x). Potom n-tica U = (u,, e, ..., %,), kde
c D
u,(x) = Z y,ka’dz, Eowm Jo B n (4)

1=1
je riefenim nehomogénneho diferencidlneho systému (1).

Pozndmka 1. Rielienie (4) nehomogénneho systému (1) sme dostali metddu varidcie konbtént,
ktor4d tkvie v .tom, fe riedenie nehomogénneho diferencidlneho systému (1) hladdme v tvare

Y =¢z) ¥, +¢l2) Yo+ ... +e,(2) ¥,

kde Y,, ¥,, ..., ¥, je fundamentdlny systém rieSeni homogénneho diferencidlneho systému (3)

a ¢,(x), eg(z), . . ., ¢, (x) 84 nezndme funkcie, ktoré uréime nasledovne. Dosadenim do systému (1)
dostaneme pre nelinedrny systém

fl

ei{x) ¥y + alT) Yy + .o+ CalZ) Y, = o), ' L2 ...,n

Riedenim tohto systému a potom integrovanim dostaneme hladané funkceie ¢,(x), cg(2), . . ., ¢,(7)-
Priklad 1. Riedme 8ystém diferencidlnych rovnic

, 1

Yy = ;{33!1_29'2 + 20 —3),

1 ;
Ve = -1—(43;1* 3y, + 3= —4 + ze7)

Riefenie. Dany systém je nehomogénny linedrny diferencidlny systém. Vieobecné riefenie
prislukného homogénneho diferencidlneho systému je (pozri priklad 1, ¢l. 4,13)

Y =¢,Y; + .Yy = ¢y{z, ) 4 ({22, 1l/x) = (c1x + ¢of 22, ey + C4fx).

Vieobecnsé riedenie daného nehomogénnsho diferencidlneho systému najdeme podla vety 6 a 6.
Vypotitajme determinanty D), D,, D,. Dostaneme

" 1 — 3 |
, -2? 1 xr . ’ 2r o* 2 ra*
D: E——-‘ _Dl= — a L |
1 3e*— 4 4 zo 1 2x
I:r; } :[: b | -
i 2e*— 3
oy
x
Dy = = e"+ xe*—1]
3ef—4 + x e
T, —
T

Podla vety 6 jednopartikuldrne riefenie daného nehomogénneho diferencidlneho systému jé
U = (¥, u4y), pricom

fof—32 — gz o* 1 7 - i
eF 2 ma’d 1 '2 . . N4
Ug = T | - ;[:_ﬂ r + ;J '[ﬂ 4 x 6 — ) b

Z tohto po vypoditanf integralov a po uprave dostaneme

i, =1, Uy = a~,
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RieSenfm daného diferencislneho systému podla vety Gje ¥ = ¢, Y, + ¢ Y, = U, pritom ¢; ¥'; +
+ ¢, ¥, je vieobecnym rietenim prisluiného homogénneho diferencidlmeho systému a U = (1, e*}.
je partikulérnym rieSenfrn daného nehomogénneho diferencidlneho systému.

Rozpisanim na zlotky dostaneme vieobecné rieSenie daného difersencidlneho systému v tvare.

¥, = 6T + cf2x + 1,
yl=clﬂ=+¢|f:+a‘.

Linedrny diferenciilny systém s konitantnynii kosficienimi

Ak v systéme (1) resp. (3) st koeficienty a,, redlne ¥isla, dostaneme systém

n
y: = Z ﬂu!ﬁ + ﬂg(:}l § == 1, 2, ..y N {lﬂ}
f=1
resp
n
i) = z G, Y;s i=1,2 ..., n, (38}
j=1

ktory nazyvame linedrnym di‘ffran.::idhym systimom s kondtaninyms Fkoeficientmi resp. homo.
génnym linedrnym dif:rencidlnym sysiémom s kondtaningmi koeficientm.

Poznémka 2. Dalej v tomto &lénku riefenim mé¥e byt aj komplexné funkeia realnej pre-
mennej.

Veta 7. Diferencidlny systém (3a) mé nenulové riedenie
Y = (o, e"%, g 6™*, ..., ae""), (5)

kde r, je korefiom charakteristickej rovnice syatému (3a)

Oy — ¥ Gigs - -2 D14

Ggys Ggg — ¥, .« -y Ggq

== ) ()

a n-tica (o, o5, ..., o) je rieSenim systému linedrnych rovnic

(313 — 1) oy + G0 + o A, = U
Ghgy 0y + (g — 1y) X + .- + gp X, = 0,
ﬂﬂlul + u’lﬂmﬂ- + v + [ﬂnn - 'r]) .= (.
Veta 8. Nech r,, ry, ..., r, BG navzajom rozne korene charakteristickej rovnice diferencialneho

systému (3a). Nech Y,, Y,, ..., Y, sarieSenia diferencidlneho systému (3a) najdené podla vety 6.
Potom tieto riefienia s linedrne nezavislé. .

Veta 9. Nech r, je k-ndsobnym korefiom charskteristicke) rovnice diferencialneho systému (3a).

Potom existuji polynémy P, () stupiia najviacm, kdem = 0,1, 2, .... k— 1. 7= 1. 2. ... "
e n-tice

Un :(Pnlﬂrlm 'antErl# :"'lPﬂ:Erlr}ﬂl

v, = (Puerlm ’ Plzﬂrlr SRS P1nﬂr'm} ,

Upy = (P -1.1 Er.:. P, 112 B ooy Py Hrlr]

gt linedrne nezédvislymi rieSeniami diferencidineho systému (3a).
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Poznémka 3. Koeficienty polynémov P, uréime metédou neurditych koeficientov po dosa-
deni jednotlivych riedenf U,, t = 0, 1, ..., ¥ — 1 do diferencidlneho systému (3s).

VYeta 10. Ak riefenim diferencidlneho systému (3a) je n-tica komplexnych funkeii

Z = (uy + vy, Uy + Wy, .. .5 Uy T W)

pricom 4, v,,J = 1, 2, ..., n =i redlne a imagindrne &asti tychto funkeii, potom riedenim diferen-
cidlneho systému (3a) je aj n-tica redlnych &asti zloZiek rieSenia Z

Re Z = '[u].r Uy, -**Iun)
a n-tica imaginaArnych &asti zloZiek rie3enia Z

Im Z = (v Py o cnp )

Veta 11. Nech charakteristickd4 rovnica (68) diferencidlneho systému (3a) mé:

a) redlne korene: r; ako vy-nésobny, ry ako vy-ndsobny, ..., r, ako »,-nasobny;
b) komplexné korene: «, + iff; ako u,-ndsobmny, o, + ¢f; ako ug-nésobny, ..., &, + 1§, ako
4,-nésobny.

Nech plfti v, + vy + ... + v, + 2(py, + . + ... 4 ) = n.

Ak k tymto korefiom ndjdeme redlne nenulové riesenia podla viet 8 a 10, dostaneme n riedeni,
ktoré tvoria fundamentdlny systém rieSeni diferencidlneho systému (3a).

Pozndmka 4. Vieobecné riefenie nehomogénneho diferencidlneho systému (1a) hladdme podla
vety 5 & 6.

Ak funkcie a,(x), s = 1, 2, ..., n maji dpecidlny tvar (ako v ¢lanku 4,11); moZno pestupovat
podobne ako pri linedrnych diferencidlnych rovniciach 8 kondtantnymi koeficientmi so Bpecidl.
nym tvarom prave] strany.

Priklad 1. Ris8me diferencidlny systém
¥y = 2y + Y3 — 2,
Yy = —Y1;s " {(7)
Y Y1 + Ya—Ys-

Riedente. Systém (7) je linedrny diferencidlny systém s konStantnymi koeficientmi. Predpokla
ddme, Ze riedenie je

Y = [y,(z), (), ys(x)] = (&, 0%, 03 077, 0ty 3 (8)
Vypotitajme ¥, ¥, ¥:. Mdme
Y= are’,  y,=0yr1e’, Yy, = agre’’

Po dosadeni do systému (7) a uprave dostaneme

0=(2—r)a, o™ + aty &°F —2u, o',
0 = —o, 0T —rd, 67, (9)
0= oy o' + g € + (—1 —r) oz 0.

KedZe o™ # 0 pre kaldé cislo z, z (9) vyplyve
0 == .{2—--r} oy + og — 20,
0= —a — ro,, (10)
0= oty + otg — (1 4 1) oxg.

To je homogénny linedrny systém pre neznédme o, 0y, 0y, ktory mé nenulové riedenie viedy a len
vtedy, ked

2 —r, 1, —_2
—], -, 0 == (),
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dide
P re—1=0.

Tym eme dostali charakteristickii rovnicu systému -{“7). Jej korene s 1y = 1, vy, = ¢, vy = —1.

Prer, =1 vypoditame zo systému (10) nezndme 0y, Gg, 0. Midme o, = u, 0y = —u, oy = 0,
kde u je Jubovolné &islo. Pre u = 1 z (8) dustaneme jedno riedenie difersncidlneho systému (7)

Y, = (e=, —e*, 0).

Pre r = i vypodilame zo systému (10) oy, o, oy. Méme ay = —iu, & = u, ay = —iw, kde u
je lubovoIné é&fslo. Ak polo#fme u = 1, -dostaneme z (8) riedenie diferenciélneho systému (7)

Z = (—ie'", ‘5, —1 8'"). (11)
Z (11) podla vety 10 dostaneme dve riedenia, a to

Y, = Re Z = (8in x, cos z, sin x)

Y, =1ImZ = (—cos z, 8in z, —cos z).

Podla vety 11 riedenia Y,, Y,, Y, tvoria fundamentdlny systém riedeni diferencidlneho systému (7)
a8 vBeobecné riedenie je _

Y =10¢Y, + cg¥; + 63¥3 = (¢, 6° 4 ¢y 8in x — ¢y cos &, —¢; 6~ +
+ ¢3 co8 ¥ - Cy 8IN T, Gy BIN T — Gy COB I).

Z toho potom dostaneme
Yy, = ¢, 8+ cy Bin x — ¢y Cco Z,

Yy = —0C; 6° + €4 COB A + Cy 8IN T,
g = Cy 8IN T — Cq COB Z,

kde ¢,, ¢y, ¢ st TubovoIné &isla.

1698. Dany je diferencidlny systém
' = 4z — 3y,
y' = bx — 4y.

Dokézte, Ze dvojice funkcii (e, et) a (3 e, 5 e~!):
a) st jeho riedeniami,
b) tvoria jeho fundamentdlny systém.
Najdite jeho vBeobecné riesenie.
15699. Dany je difﬂrﬁnéi;—ilny gystém

" = 4r — 3y + 2 sint,

y = bxr — 4y.
a) Dokéite, e dvojica funkcii (—cost — 4sint, — 5sint) je riedenim
daného systému. Pomocou prikladu 1598 ndjdite jeho véeobecné rieenie.

b) Ndjdite rieSenie daného systému, pre ktoré plati 2(0) = 1, y(0) =
1600. Dany je diferencidlny systém

.= —9x -+ 19y + 4z,
Yy = —3x F Ty + 2,
2= —Tr + 17y + 2z

13 Zhierka uloh
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Dokdite, Ze trojice funkcii (3, 1, 2), (dsinét 4+ 9cost, sint + 3cost, 28nif +
+ 7 cos t), (Qﬂmt — 4 co8t, 3sint — cost, 7siné — 2 cos ¢):

a) 8a jeho riedenia,

b) tvoria jeho fundamentdlny systém.
Najdite vieobecné rieSenie daného diferencidlneho systému.

1601. Dany je diferencidlny systém

= —9z 4 19y+4z—|—l
y' = —3z + Ty + =z,
2= —Tx + 17y + 2z.

a) DokédZte, Ze trojica funkoif (—3¢, —f, —2¢ — 1) je riefenim daného
gystému. Pomocou prikladu 1600 nijdite jeho vBeobecné riesenie.
b) N4jdite rieSenie daného systému, pre ktoré plati z(0) = 6, y(0) = 2,

z2(0) = 3.
V dlohédch 1602 aZ 1619 riedte homogénne diferencidlne systémy.
1602. # =Tz + 6y, , 1603. «' — = + 9,

y' = 2x 4- By. y'=8:v—y.

1604. ' =z + y, 1606. &' = x + 3y,
y'=—bz —y. y' = —3x +v.
1606. 2" = —4x — y, ' 1607. 2’ = 4=z — 9y + b5z,

y = z — 2. y = = — 10y 4 7z,

| | 2= x— 1Ty 4+ 12z

1608. =’ = 16z + 14y 1 38z, 1609. ' = —ax + y + =,

y' = —8x — Ty — 18z, Yy =x+y — 2,

2 = —4x — 4y — 11z, 2 =x—y+ 2
1610. 2’ = 2 — y, 1611, ' = 2z — y + 2z,

y =x —z, y =x + 22

- 2 ==z 2= —2x+4y—2

1612, z’ = —5z — 10y — 20z, 1613. 2’ =z — y + 2,

y' = bz + b5y + 10z, Yy =x+y —z

2z = 2x + 4y + 9z. 2 = —y + 2z
1614, z' = v, | 1616. z' = 2z — y — ¢z,

y =4z + 3y — 4z, y =2 —y — 22

2 =z + 2y — z. - 2 = —zx -+ y+ 22
1616. 2’ =3z 4+ y — z, 1617. =’ = 4=z,

y = —z4 2y + 2, y = 4y,

z =z 4 y 4 z. 2 = 4z,

uw = 4u

1618. ' = 32 — by + u, 1619. o' = —Tx — 4u,

Yy =x — ¥, y = —13z — 2y — z — 8u,-

2 &= —3z — u, z'—ﬁﬂ:—{-y—}-d:u,

u = §z + u. = 16 + y + Yu.
V tlohdeh 1620 az 1623 ndjdite rieSenie hﬂmugénnynh diferencidlnych systémov

s potiatoénymi podmienkami.

1620, z’ == —bx + 2y, 1621. ' = —3z — v,

y =z — 1Ty, y =z —y,

z{0) = y(0) = 1. z(0) = y(0) = 1.
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1622, ' = y + z, 1623. ' =2+ y + 2, .
y' =x + z, Yy =x—y + z,
2 =x+ ¥y, 2=z 4y — 2,
2(0) = 0, y(0) = —1, 2(0) = 1. 2(0) = y(0) = 2(0) = 0.
V ulohdch 1624 a 1625 prevedte dany systém diferencidlnych rovnic na normélny
tvar,
1624, 2" — 2y’ + o — 3y = ¢!, 1625, 2" — 2x + y = sin {,
2" + 3y — x4+ 4y = 2 . Yy — x — 2y = cos t.
V tlohédch 1626 az 1632 riefte diferencidlne systémy, ktoré nie s v normalnom
tvare.
1626. =" 4 8y = 0, 1627. 2" = 3z + 4y,
y" — 8x = 0. Yy' = —x—y.
1628. =" 4+ z" + ¥y — 2y = 0, 1629, 2" — 2" + ¥y + @ — 3y = 0,
2 —y +x2=0. — 22" + 4y" — &’ — 22 + 5y =0,
1630, 2" — 2¢’ 4 2x = 0, 1631. 2" = —x + y + 2,
y + 3" — 8y =0 Yy =z —y+ 2

1632. " =3x — y — z,

Yy = —x + 3y — z,
= —x —y -+ 3z
V ulohdch 1633 aZ 1643 rieste nehomogénne linedrne diferencidlne systémy.
1633. ' = 3z — 2y, 1634, v’ = —x 4 by,
y =22 —y+ 1. y = —z+y+ 8.
1635. 2" = y + 2, 1636. x' = 2x + 3y + 8 ¢,
y =x + 2e. y = 3x 4 2y + 5t.
1637. 2’ = —b5x 4 2y + ¢, 1638. ' = Tz 4- 6y — 10 e¥,
Yy = x — by + e?. Yy = 2x + 6y — 5 e¥
1639. ' = —x + y + cos i, 1640. ' = 22 4 4y + cos ¢,
y = —5bx + 3y. Yy = —x — 2y + sint.
1641. 2" = —2x + 2y, 1642. 2" = 4x — 9y 4 52 + 1 4+ 13,
y = 2x 4 y + 16t e, Yy =z — 10y + 72 + 3 + 15t.

2=ua - 1Ty + 12z 4+ 2 + 26t.
1643, ' = lbxr + 14y + 38z — 2 e |,

y = —9%x — Ty — 182 — 3 ¢,
2 = —4dx —4y — 11z 4 2e~,
V ulohach 1644 aZ 1646 rieste dané diferencidlne systémy metédou varidcie
konastant.
1644, ' = —z 2y, 1645. ' = —x + 2y + 156 |7
Yy = —x + y + l/cost, - y' = —2zx 4 3y.
1646. ' = —y + tgt,

y =x 4 tg?t — 1.

1647. Hmntnf bod M s hmotnosfou m = 1 kg sa pohybuje v rovine K, za pdso-
benia sily F = —162i — 4yj, [N; m]. Zaéiatoéna poloha bodu M je r(0) = i[m] a za-
Ciato(nd rychlost v(0) = 2j [m s~1]. Nijdite drahu bodu M.

1648. Néjdite rovnicu drdhy hmotného bodu pohybujiceho sa v silovom poli,
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v ktorom sila uinkujica na hmotny bed mé v kazdom inieste smer kolmy na os z,
smeruje k osi z a je priamo imerna vzdialenosti od nej.

1649, Strela s hmotnosfou m bola vystrelend so zatiatotnou rvehlostou v(0) =
= vg(cos ai + sin wk), 0 < % < =/2. Odpor vzduchu i¢ R= —fmg v, kde k je
konstanta imernosti, v rychlost strely a g tiazové zrychlenie. Ndjdite dréhu strely.
Dokdzte, Ze tato drdha md zvisli asymptotu.

1650. Na hmotny bod M s hmotnosfou m pésobi pritazliva [odpudivs] sila F =
= —k*m r [F = k¥m r], kde k je konitanta tmernosti a r je polohovy vektor

bodu M. Zatiatolnd poloha je r(0) = ai, @ > 0 a zadiatoéné rychlost bodu M je
v = vo(cos af - sin «f). Naidite pohyb bodu M a vypoditajte jeho drahu.

1651. Hmotny bod M pritalu.ji sily F,, F, do stredov 8,, 8;, pritom plati F, =
= —kmr, F; = —km [2(a -- bt) i — r], kde r je polohovy vektor bodu M a m je jeho
hmotnost. Zaéiatotné& poloha bedu M je r(0) = ui + af, a > 0 a jeho zatiatolna
rychlost je v(0) = bi + bk, b > 0. N4jdite drahu bodu M.

1652. Homogénna tenké ty¢ dlzky [, a hmotnosti m, sa moZe otddaf v zvislej rovine
okolo pevného bodu 0. K volnému koncu A tyée je pripojenéd druhé tenks tyé
dlzky I, s hmotou m,, ktord sa moZe otadat v tej iste] zvislej rovine. Opiste malé
kmity tohto systému v zvislej rovine. B

1653, Nabitd Eastica s ndbojom ¢ a hmotnostou m sa pohybuje v homogénnom elck-
trickom poli E = E,i. Néjdite drihu tejto fastice, ak v dase ¢ = 0 sa nachédzala
v zaciatku pravouhlého suradnicoviého systému a jej rychlost bola v(0) = vy(cos i +
+sinaf), 0 £ a £ w/2.

16564. Nabita ¢astica 8 nabojom e a hmotnosfou m sa pohybuje v homogénnom mag-
netickom poli B = Bok. Najdite drahu tejto sastice, ak v #ase ¢t = 0 sa nachddzala
v zatiatku pravouhlého stradnicového svstému a jej rychlost bola a) v(0) = v},
b) ¢(0) = vy(cos aj -+ sin ak).

16£5. Nabita tastica s ndbojom e a hmotnostou m sa pohybuje v homogénnom elek-
trickom a magnctickom toli, pre ktoré plati E = E,j, B = B,k. Néjdite dréhuv

castice, ak v case t = Q0 bola v zaliatku nrav..
uhlého siradnicového systému a jej rvehlost bo'a

SR S v(0) = vyl
| Jg L 1666, V elektrickej sieti (pozri obr, 39) je v lase
T t = 0 zapojeny klué K. Néjdite prady ¢, 1,, ak
® ! o= ry = VE/_O ae, = Ey(l —e ™).
Tig it 1607, Primarna cievka transformétora mé kon-
I 7 stanty L, , R,, sekundarna L,, R,, pricom L, =.3 H,
Obr. 39 L,=6H, R =170, R,=10Q, M=4H a)

N4ajdite pridy v oboch cievkach transformétora,
ak v fase t = 0 primdrna cievka bola odpojens

od zdroja konstantného napitia a primarna i sekunddrna cievka boli spojené nakrétko,
pricom 1,(0) = 2 A, ,(0) = 3 A. b) Ndjdite maximum 3, a &as, kedy ho dosiahne.
¢) Najdite hodnotu 1,, 7, v dase t = 0,01 5. | :

16568. Rieste predchddzajicu tlohu, ak primérna cievka bola v éase ¢ = 0 pri-
rojena na zdro] konstantného napétia U = 200V a 1,(0) = 0, 1,(0) = 0, pridom
sekunddrna cievka bola pripojend na ohmicki zédtaZ B = 10 Q.
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5. VYSLEDKY
L. l_}ﬁ‘ﬂrmiciﬁiny pofet funkeie viae premenngeh

1,1. Bodové mnofiny v E_

8. Body' zhustenia tvoria interval (2, 3. 6. Body zhustenia sii vietky body (0, 1/{, 1;m),
(1/k, O, 1/m), (1/k, 1/i, 0), (0, 0, 1/m), (0, 111, 0), (1/&, 0, 0) pricom k, I, m s Iubovolné prirodzens
tigla & bod O = (0, 0, 0). 7. Body zhustenia s vietky body, pre ktoré platf % + 4% 4 22 < 1.
8. Body zhustenia tvoria priestor E,. 9. a) otvorena, 4 = (—2), ! = (3); b) ani otvorena, ani
uravretd A = (2), B = (4); c) uzavretd, 4 = (3), B — (6); d) ani otvorend, ani uzavretd, 4 = (4),
B = (6). 10. a) (—2, 4), otvorend mnoZina: b) {2, 5>, uzavretd mnoZina; ¢} (4, 5>, ani otvorena,
ani uinvraté.; d) <3, 4>, uzavretd mnozZina. 12. Hranica je gulovi plocha (x — 1)2 4 (y — 1)2 4
+ (z— 1)% = 4, 15. Otvorend mnoZina. 168, Ani otvorend, ani nzavretd mnoZina. 17, Otvorens
mno#ina. 18. Uzavretéd mnoZina. 19., 20., 21. Ani otvorend ani uzavretd mnoding. 22, Otvoreni
mnoZina. 24. Neohranid¢end mnozina. 25. Ohranidend mnozina. 26, Ohraniéend mnozina. 7. Ne-
chrani¢enéd mnotina. 28. Neohranitenéd mnozina. 29. Ohranidend mnoZina. B0. Ohraniend mnuo-
tina. 81, Netvoria oblast. 82. Uzavret4 oblast. 83. Oblast. 84, Netvori oblast. 36. Netvor{ oblast.
86. Uzavretd oblast. 44. Y, = (1/3, 5/3, 3, Y, = (1/6, 7/8, 3), Y5 = (1/7, 9/7, 3), Y, = (1/9,
11/9, 3, ¥, = (1/11, 13/11, 3). 46. a) X, = (1 — 1/k, 1 4+ 1/k, 1); b) X, = (1/k, 1/2¥, k(1 +
+ k) 0) Xy = (1 — 1k, 2 + 1k, 1)k). 47. 4 = (0, 1, 2). 48. 4 = (1, O, 0). 49. 4 = (1, 0, 0).

1,2, Funkeia dvoch a viac premennych

5. lplp—2)(p—w)E+y—p). 61. | = a?. VI "a%6. 52. v = S¥4 V. 8. T -
= nRT[p,kde R jo plynové konitanta. 84. R = z + 2y/(2 + ), [Q], W = 4{x + o)/ [2(x + y) -+
+ xy],[W]. 55. a) Vi_, VB_, b) -—3/2. -—3: ¢) nie je definovana, =/2. 58.a) 6: b) nie je definované, 57,

I 1 2 | 5 1w | 17 | 2
2 0.5 1.6 4,5 9,6 16,5 20,5
3 13 143 | asys | omis | 4003 | 763

88. a) 1; b) a'/ 4 (1/a)*/2; ¢) (= 4+ h)*** L {y | E)=*/2. 59. xyz 4+ xyfz; —flz, y, z); ¢ + 1)L,
L+ yfa?; 62 flz, y) = zy + (22 —%)/2. 83. f(z) = 2* |1  1)at. 84, [z, y) = (= + ¥y —2u,
plz) =2 —x. 85, flz, y) = 2% y® — iy — 13, vy 0, y # 1. 66. fz) = (2eln 2)/() 4+ 2%).
67. a) Cely priestor E, okrem priamok 2 == 0, y = 1; b) Cely priestor E, okrem pria-
mok ¥ = x, y = —=z; ¢) Coly priestor £, okrem kruznice a? -+ y* = 25, d) Cely priestor
K, okrem polpriamok 2x + y =0, z < 0 a y—=2r=0,r<0. 68.a)x =20,y > 0; b)I. a

I11. kvadmntbezﬂﬁrndninnvfzehuaf;ﬂ]—-B5;1:53,——]/9_:5:5f:;éy _ﬂ_'VH—:c“; d) 0 < a2 < o,
—2z < ¥ < . 6) MnoZina vSetkych bodov X = (z, y), kde | r| = |y|; f) vetky body = E,, pre
ktoré plati [z| = 1, |y| = 1, alebo |z] < 1, |y| < 1. 69, a) E, okrem rovinyy + z = 0; b) gula
m’+y’+z‘§4;ﬂ}z::-ﬂ.y}i}.z}ﬂ;a::a{},y-c:{},z{{};:c{(},ycﬂ,z::ﬂ;:t:d:i},y:}t),
z < 0. 70. a) E; okrem priamok z + y = n, kde n je cele &islo; b) 2nr < 2 << (2n 4 1) my = 0,
n—lhrn=s2<2n,y<0. Tha)—1 =z <1, — 0 <y<o;b)—o<r o, ~1—zr<g




198 g,V geledhy

<y=<l—a.a)r>0, ingcy<En+l)mae<0 @n4+ ) <y<(En+2)n pre
kaidé celé &islo n: by y > a; ¢) v 20, y = 0; & > 0, ¥y > x; d) modzikruZio 8o strodom § =

= (0, 0) a polomerom r =1 a r —1.3 , bez vonkajso] kruZnice; o) —a0 <2 < 0, x Sy < 0
O<or<w, 0y Sz f)2n <+ > < 2n -+ L. pre kaZfdo celé Cislon. 79, a) f(l, ¥, 2) =
= YT+ 9 F 250 flr, 2,2) = —0 =2, fi0, 4, 8) = —1L —y: ¢) (L, ) = log yz, flz, 2

1) = log 2x. 78.8) f(2, y) = 2y/(4 + #*): b fl&r, 1) = e *%; ¢) (0, y) = nrccos y®. 79. a) Rozy su pa-
raboly; b)rezy s priamky a parabolyv. 81h.a) Vratuvaice st kruZnico: b) vrstovnice st elipsy; ¢) vratov.
nice s hyperboly a priamky. 8l. 8) rovina 2¢ -~ y—z— 4k = 0; b) gulova plocha 2 + y* -+
4 22 — I = 0; c) jednodielny rotaény hyperbaleid 2* + y* — z* = 1. 82, a) Vrstevnice sd priam-
kv: b) vrstevnice si hyperboly; ©) vrstovnice su priamky;: d) vrstovnice sii kruZnice a priamka.

No. A u=2—Yy,v=2a2 + Y, 2 = l"u + l‘ru. 80, 0 = 2fy, w = afz, u = ve; Nl.u = % 4+ y*—2,

v =4 —2 — 9y z = V“ 4 logv, BN = e 4y -2, w0 = ¥ L oy® o 22, u = (8in v}fla’fcl:; 8. u =
= ay/(@?—y?), z=In . ¥ v = Yjix —py)u- V!ﬁ, z = aretg w. M. Fr, y) =« -+ 2y | Y.

e e s

—

92, F(z,y) = sin 3ay ; Ja@ — y3 93 Fle y) = ['od o2

1,3. Limita a spojitost funkeie viac premennych

94, 5. 95. 25. 06. 0. 97, Neexistuje. #S. 0. 89., 100, Neexistujo. 101. 1/4. 102, 4, 103, Neexistuje.
104, 0. 105. 1. 106. e=*. 107. 1. 108, 0. 109, 1. 110, 1,0, 111, 0,1/2. 112, Neexistuje. 1. 113, 0; 1.
1. f2. ) =lafz,y)=4—z—y, prex# 2, y# 1. 118 flo, y, 2) =32 + 4y —2z +
+ 5prex# 0,y #1,2# 2af(x,y2) =35prex=0y =1,z =2 120. a) Nespojita vo viet -
kych bodoch (2, y), pre suradnice ktorych plati y = 2; 121 Nespojita vo vietkych bodoch (x, y),
pre siradnice ktorych plati y? = 2x. 128, Nespojité vo vletkych bodoch priamky y = . 124.
Spojitd na celom Ey. 125. Nespojitd v bode 4 == (0, 0). 126. Nespojita vo vietkych bodoch
kruznice 3 + y? = 4. 127, Nespojitd vo vietkych bodoch priamok y = , y = —z. 128, Nespo-
jitd vo vSetkych bodoch (m, n), kde m, n su celé &sla. 129, Nespojita vo vietkych bodoch krui-
nice 23 + y* = 1. 180, Nespojitd v bode 4 = (2, 1, 1). 181. Vo véetkyeh bodoch roviny x —

- 2y + 32 = 0.

1,4. Parcidine derivicie

187. 18w, 16x/3. 188. 0, 0. 189. ¢ sin 2, ¢ cos 2. 140. 36 + 2 €% 27 4 3 e 141. 1, 0. 14%.
0,9 130, —0,6 /30 148. 1, —1. 144, 37, 2/7, 1/7, 0. 145, f. = 927 + 10zy, f, = 52 — 6y 148.f, =
= 223(2xy® + 28)10, f, = d4cy(3xy® 4 250, f, = 332320y + 210 14T, f. = yz + 2u + uy,
fi=zu + ux + xz, f, = ux + zy + yu, f. = vy -+ yz + zx. 148, f. = 22y — 4y°>/8, f;, = x% +

+ 3yt 9. 2 = Uy + 2l f = —aiyt + Uz, [ = —ylp— 1z 160, f; = —1j2 Va (f=—|u)",
fo =12V (Vz—Vy)2 161 £, = —aud, J, = —y/ud,fi = —z/u. 162. f, = y cosx —sin (x—y),

f, =sinz 4 sin (x — ). 163. f; = d®y*—Zusiny, J, = 2xdy — xteosy + 2In 2. 164, f, =
= —[2zy (z+y) + sin () . cos (#*y))j(z + ¥)° sin? (2iy), f; = ~~[2? (z+y) + sin (27y) . vos
(%)) (2 + y)3 sin3 (xly). 168, f, = —2y sin (xy — 7) + 4y%(2z —2), f; = —2a sin (zy — 2} + Iy
(2z —2)3, f, = 2 gin (xy — z) — 2¢*(2w —=2). 186. f; = —y/(@® + ¥*), f, = =/(@® + y). 1B7.f, =
= 1)(1 4+ 23, f, = —1/(1 + 2. 168.f, = e*¥/y+ gL, fy = — z " ¥[y? + &' Inz. 169. f: = y/iz +
+yl V2yle—y)f, = —=/lz + ¥ | [ 2u(z — y). 160, f; = —2y/(2*> —y?).f, = 2u/(x? —y?). 161.f; =
— ot Vy(l + @), f, = o= Va(l + 2¢). 1821, = 1B + 9%, fy = —yifa? + ¢ (e— Vot + 9)-
168. /= (328 + 2zy + 22zz)uln 2, f)=2uln¥, f, =ztuln2 164 fi=z/x +Iny, f, =
=zjy+1lnz fi=y/z+lnzx 165 fi=yr'?, fy=2z'Ilnz. 168, f,=z.2*"Yylnz + 1},
fi =2"zIlnd 2 187. f; = uy'lz, f, = zuy"!In z, fi=uy*na.lny. 188, f. = zxliv-1liy, f, =
= — (23" ln 2)jy?, £ ==Y, 189, fi= (y'z)"In{yfz) [y = (/) (@) fi = — (&/2) (y/2)".

170. f. = 3yz(3z + 22)** %, f, = 2z(3x + 22)"* la (3z + 22), fo = y(3z 4 2z)*.[In 3z + 2z) +
4 22/(3z + 22)]. 171 f. = Vag(2z + 39! ¥ -+ 4z Vyz((22 + 32))/2=, £ =Vay(2x + 32 [1 +

+ Vyz In 22 + 32))/2v. f, = VzyPe(2at 32)- (In {22 -- 32) + 62/(2z + 32)]/2z. 172 f, =
= cosy(ln z)>=*v-1z, f, = —siny . (lu ) ¥Inlnx. 178, f. = [u In (y tg 2)])/z, f, = (uln2}jy..

174. f. = utgz.cotgzx, f, =

wcosy ., neogz fi = wullnsinx — siny.ocotgz]/fcos! z,




1,3., 1,4., 1,5., 1,8. Diferencidlny podet funkcic viac premennich 199 |

178. f. = —u tg x.cos y*™ ¢, f, = —u{cos y)*™*—! gin y.cosz,.In .cos z, f, = —wu.sinz In
co8 ¥ .In cos x, (cosy)™=** 178. f. = z*u [3 In cos (x — ¥ —axtg (x —y")), f, = 2o%u tg
(¢ — y¥), fi = ufz. 182, n/6. 188. ¢ = 8 = arctg 4. 184. a) r = A 4 (I 4 4f);b) r =
=4+ (J]—6k)t. 185, a) f(X) — f(d) = 2(2¢, + 48) + 2(65 + 38, kde P, = (&, 4),
Py=(L{&) aoPy, 4) <22, oP,, 4) < 2)2:b) f(X) —f(A) = — (n/2)% sin (r&,/2), kde
Py =(§, 7/2) a p(P), A) < n‘Vﬂfﬂ; c) fIX)—fl4d) = 3—12/§], kde Py = (1,1,&,) a o(P,,

Ay <21,

1,6. Totalny difereneclil a jeho pouiitie

188. df(A, X) = —d(z + 1) — d(y — 1). 187. df(A, X) = 0. 189, 2{x— 1)+ 4 (y — 2) -
+ 6 (2—3). 190, —(z— n/4)/}/2.191. Nie jo. 194. Af(4,.X) = —33, dfid, X) = —64. 195.
—0,018. 196. 0,005. 197. df = 2(x —y) dz + 2(y — z) dy. 198. df = a2%%2%(byz dz + 4wz dy +
+ 3xy dz). 199, df = — gin (3 + 2y — 3z) (3dx + 2dy — 3dz). 200, df = (y? cos xyz —
— xyiz 8in zyz) dx + (2zy cos xyz — 23y3z sin xyz) dy — %’ sin axyz dz. 201, df = (z dz +
+ ydy)/(=* + y*). 202, df = —2(y dz — 2 dy)/yPsin(2z/y). 208. df = e** [cos (By/z) dz —
— P21 . sin (By/z) dy+ Byz~1 sin (By/z) dz. 204. df =32 (yeal'de +zInz.dy + yln 2 . d2).
206. df = (ydx —x dy)/(z® + y). 208. df = o (—2z " yz dx + 2z dy + y dz)/(z* + y3£2). 207, 9,506,
208. 434,592. 209, 1,10. 210. 1,38296. 211. 0,555. 212, 0,005. 218. dw = —0,8 cm, AP = —0,30 m2.
214. 70,37 cm®. 215. m{ag — bl)/g V!’E 216, 4z + 2y —2z—3 = 0; (2 — 1)/4 = (y — 1}/2 =
=(z—3/[—1.210.B52 + Yy —z + 3 = 0; (x — 1)/ = y=(2—2)]—1.218,2x 4+ y—2z—2 = 0;

(g—1)2=y—2=(c—2)/—I. 219, 5. 220. 2+ y +z 4|50 =10. 221, 4w + 2y + z 4
+ J18 = 0.

1,6. Parcidlne derivicie zloZene] tunkele

t cos 224,128 —Yn 295, 2 T O+ EING) 4 00,

23 Vl _|_ 'Etn
0z 2z dz 2z + 2yy’ gz dz , dy
ST W T ary et g mwtmee ey [ .
: ok i 2
4+ _g_:'_ @' (x) ] gy, gt [{1 -+ Bin%z)cos z —— “+ BI—EEJ. 228. o**ginax. 229, 2 o |

' 4 Jsine

ol e

222, 4 1. 228. sgn [

21 sin ¢

Co8 ¥ COR T

o0z Oz

+ o*(8ln x 4 cos x) + sin 2x. 280, T Jx? sin y cos y - (cos y — sin y), F = x° 8in? y(gin y ——

x ,
—2co8 y) + 2% cos? y(cosy - - 2sin y). 281. —ai = 2y ?.In(3x — 2y) } 323y 3r — 2y), --z;— sz

ox
278 5 .
= 232, %% _ o % _ | ogy 2 _ ¥

y¥(3=x —_:Zy}' ox dy Ox (x -1- #)2
! . my‘ i_my az it ;]5'5 ) arcter (:;r-u 4 T - ;| s

I+ (zy + = + y)* T+ ¥ dy  (x-+y) & WE .- gr o

! iy 4 2y 0z B E.'{:r:"" + y¥)/ay _ xt— oyt - 2:.;_3__?“

U+ @y +z+9° oty i y
0z  (oipyt)zjy y'— x4 2040 o 6:  2(xsin’®y — y? sin x cos z) dz
dy ° oy ' ET y? cos*zr + rd ain Yy '

__ 2(ycos’z 4 z¥sinycosy) 908 0z =_(?i | Ez_ _gzd _ 0z Jz g7 0z 5 0%

y? cos®z + u?sinly dx ou ov " oy  ou ov ox o
0z Oz Oz 0z ' o ; [ CIn{x 4+ x + 2) du
X 1 - -—

arctg (zy |

= —2x%2In (3z — 2y)

+2 -k y) +

+ Y —- — = 2y —— —— 238. - — = . e — -
' yﬂv’ Oy y&u+xﬂv ox X+ Y4 oz oy £oRY
-y - - _ Dofd 4 o

L2 In(z + y 4 2) du _I_E_II_“{E:'FEJ“I‘ 2 e, t:v“u LA 2a(e? — 3y -+ 2] "

z+y+z 0z z+y+z ox ad by 42t
2y(x? — 3y + 2) ou Sy

Ou
2 2 2 — T ki — - 5 L El'
+ 2z In (2® 4 y —l—z],ﬂy 1 + PR 3 In (2* + y* -+ 2%) e

e A i T e F P diy e e v+l

2t 4 y? 4 22 ox r*+4 v g




200 5. Vysledky

ou | 1 ot 1
T L r’y x2z ' o i e Pl

422y + 28cos(x +y + 2)], kde r = 25 FHV H 2 4 0t 5 — sin (x + y - 2). 241 if. .
’ 't
y T x xy ou Yy sz Tt Ty Ou
= = W A : t SR T s R < ecend] e : —— — 1 .t = yanmes te e
_ y T Iy A LR L au L
-~ (4 o :w) 8 j= kde x = tw, y = oz = Yp oz o =
e + 3 o COB T B8] ' s 2 o ou inll COR ¥ Bin 2 g
= —— —_ —_— ) mm—= e — .. —— B’INZ. ,  —— ==
or ds | ot ~ IS dy cr o8 a # T 0Oz
du 5 Ju e ou .
3 R ;" 8in T 8in y cos z.

1,7. Parcidine deriviicle vyESich rddov

251, fI, = Bz — 362%y, f1, = fI, = —12a%%) [, = 2040 252 f5, = f, = fa =0
Jov =% fpe = @, frr = y. OB fL. = fi, = fio = O, f], = fi. = fir = 1. 2B4. f], = 6(a® — y?) (£2® —
— y*) 2%, f,, = 6(z* — y?) (5y* — =®) 2%, foo = 2{(x® — ¢, foy, = —24{z* — ¥} wye®, fi =
= —12y2(z® — yN)?, [, = 12zz2(2? — %)% 255, f. = 2/32%. fI, = 1/32%%, [, = 2{3z°
268, fo = 2y/2 fr, = 1—1/a3 fj, = 0. 287. fi, = (v — 2, f,, = (® — )i, fl, =
= (u? —2)/ud, fI, = —xyfud, I = —yz/ul, [/ = —az/ud, kde u = V:ﬂ"-‘ + y? 4 22, 258. fl, =
alu, f,, = b%u, fI, = cu, I, = abu, fi. = beu, fi, = acu, kde u = e**+ov+ 259, f7,
= —e¥oinz, f5, = 20 cosz, f;, =4e¥einx. 280, f;, = yR2?uin?2) f), = 2%2uIn?2, f.
= 2%yMuln?2, fi =(z+ 2y In2)uln2, f/. =y + vz In2)uln 2, f, = (x + 2%yzln 2)u In
kde u = 2% 281. fI, = 2(1. — 2%)/(} + =22, fI, = 0, f), = 2(1 + ¥y¥)/(y® — 1)2. 262, f;, =
= 2(® + 2 —)vl, [}, = 2(a® 4 22 —y) o2, Sl = 2% + y? — )P, fI, = —dxyi. f,
= —dyzfv®, f;, = —4xzfv} , kde v = x* 4 y® + 2 288. fI, = —cos(x—y), frp, =1 4 eo8 (x —
—Y)s fuy = —co8 (z—y). 264 fI. = (2—y) cos (x+ y)—zsin (x + ¥, fi, = (1 — ¥

|

o |

—

cos(z+y) — (1 + z)sin(z + y), fi, = —(2 + x) 8in (@ + y) — y cos (z + y). 265. [;, = — 2xy/v®,
Joo = (2 — y¥)fo?, f), = 2zyfe?, kde v = 2% + 4% 2668. fI. = yly — 1) a¥-%, fI = ="K +
+ylnz) ff, =2Inlz, z > 0. 287 f, = /[y + z(1 + In 2)%]/y, fr, = - Inx. (]

+ In 2) @y, fl, = (25 2Int z)jyd. 268. f = wyly' — L)fad, fi, = way? . (z — 1
+ zyflnz)inz, f,=uy(l + y'lnz).lnx.Inty, f;, = uzy"~Y(1 + y* In x)/z, f,, = uy' HIlnz) =
(1 +zlny(l +ylnx)], fi. =uylny. (1l + ylna)/z. 269. nie. 270, dno. 271. dno. 272,
dno. 278. f... = 24x + 12y, f.., = 12x¢ —8y, fI.,, = —8x -+ 18y, f,.. = 18x — 24y. 274,
e** (1 4+ 3ayz + z%y%2?). 275, (z%y%z — 1) .sin (zyz) — 3zyz cos (vyz). 276. 0. 277. 12(s* +
+ yt — Bx2y?)(x¥ + Y4 278. z ., = sin (8in ¥ 4+ z), z.., = (cos ¥) sin (sin y + =), z,,, =
= [sin (8iny + z)] (cos®y |+ coBy) + Bcoa(siny + =) .siny . cosy. BRO. 200, = 72, 2z =
= 0. 88L.2(—1)" (m +n— 1) ! (nx + my)f{z — )™+ +1, 282, daryz,, 4+ 2022 4+ o°) =, 4 ryz,.
4+ z.. 283. 0. 28L z;, = ¥ fl. + 2f.. + foulyt zl, = oyfin —xfl )y + fi —filv =y, = 2%, —
— 2L + Sl + 2afifys kdo u = @y, v = aly. 286, 2l = IR 2 = — aflly +
F fldyn — il Z, = 2oyt — 2afl Juy® + fl Ut + a2ty = — [l 2 = afi fyut —
— yfiofud — fUud 2l = Yfiufut + 2YfLNS, kde v = mfy, w = yju. 2860 f+ AUl 4 4L
+ 683 ., + 1283f), + 9tYo. + 2f. + 6tf., kde uw =, v = %, w = 3. 2B, wu;, — da®f), -+ -QT.T.
u,, = 4., + 2f., un = 423, + 2f,, u,, = dayf,, u., = dyzf,.. 288, f ) a?be’, p 4- 7 + 8 = n.
299, 2zy. 300.2[(zx — 1) (g + 1) - (x— 1) (z — 2) + (y + 1) (z —2)]. 301. —= (x + y — 2). B02.
2(x —1)2 4 Bz —1) (y—1) + 2(y — 1)%. 808. (293 dw? - - (2/2?) dzdy. 804, 2d2? — 2dxdy | 4 dy?.
805. [(y® — z3) da® — day dx dy — (4% — 2) dy®)/(22 + y2)2. 808, (e° — ¥ — cos x) da? — 4y E_I"_ ¥

x dz dy + (442 —2)e*~**dx. BO7. —y sin = dx? | 2(cos z—sin y) dz dy — x cos y dy?. 808,
—B8in (¥ 4+ ¥y +4 2) (dz 4 dy + dz)%2. 309. yly — 1) z¥- 2 dx? 4 2(zv-! 4 yav~! In x) dx dy -

+ 2¥Infrdy? +yr* 1Az + 2" Ilnad?y, kde 0 = uv, y = u + v, dz = udv 4+ »vdu, da? =

_I_

*) Vo {fryﬂlﬂdkuﬂh daldich dloh nie an uvedensd vzfahy rovnosti prisluanyeh zmiesanych pareiainych
derivicif. V2dy je uvedena iba iedna zmiesand parcidlna derivécia z dvojice navzdjom rovnych zmirsanych

parcidlnych derivécil.




1.7.. 1.8, 1,9. Diferencidiny polet funkcie viac premennych 201

= uddv® 4 2uv . dude + 2 dv?, dy = du -+ dv, dy? = du® + 2 du dv + de?, d3z = 2 du dv,
dy = 0. 810. [42%9"(u) + 2¢'(u)] da?® + 8ryy"(u) dz dy + [4y%g"(u) + 2 ¢'(%)] dy?, kde u =
= z* + y% 311, fi, du? 4+ 2f7 du dv + fo,dv®, kde du = e dz + bdy + ¢ dz, dv = m dx +
+ ndy + pdz. 812, 8(x —7) (y — 11} (z + 10). 818, —9!. (2 + y— 1)1% 314, g"'(0) (z + ¥y —
— 2)" 818. 8in (z + 2%?) dz® 4+ 12y sin (z + 2y2%) da® dy + 12[4y? sin (z 4 2y4?) — cos (=
+ 2y%)] de dy? 4 16y . [4y® sin (» + 24°) -— 3 cos (z + 2y%)] dy?. 318, 24[da® — 3 dx? dy dz ~

o b

| | n - |
T 2dedy da® - ddytdz 4 dyfL 81T, 6(dr — 2y — B dz)fie — 2y - 3200 818, ) (:) i
£ 0

R OPVE Ay,

1,8. Taylorova veta pre lunkcle viac premennych

319. f(=x, Yl = —4 — (y — 2) 4 Jlx — 1) — 2{r — 1) {y — 2) + {y— 2)% 320, fix, Y, 2) ==

= Jx—1) 3y—3{z-—-1]—i—3[1:1—1}*-—-3{3—-—112——3&1’—l};yﬁfi(zﬁljyJ.-(:::——1)3 4-

P — (=1 —3r—1y(z—1). 82L. fla, ) = (x — 1) + (y-—1) = 3(2— 1)2— 2z — 1) (5 —
= 1)+ 3y — 1) + (z— 1) + (y—1)% 822, | + &+ 4+ ¥+ at-zy + yt + d¥ (G, Gy)6. 323,
L-—{z* + y%)%2 + d*f(Ox, Oy)/6'. 824, y + 2y + x2y2 — 318 + d¥f(Oz, Cy)4'. 325, xy -
- 2+ 212 k2 dY(Oz, Oy)/A B8 12 + (2 — )2 — (y — 742 - [ — =) —

- 2{z —mr(4) (y — m/4) + (y — m/4)*)4. 827.1 5+ (x — 1) + (x — 1) (y — 1) + (2 — 1)* [y —-
— 1)/2. 8328, 1,1021. 329, V24[1+ (v — x/d) + (4 — r/d) + (z -~ =/4) + (1i2) {x —

i 4): — (1/2) {(y — m/4)* — (1/2) (2 — w/f4)? + (x — mid) ¥y — =4} + (» — =/4)

‘z — wld) + (y — =/4) (z — =n/4). 330, i (— IV (20— 4y 4 32— =)%[(2k)) yikey &

- Z2r = 4y | 3z — m)tt Teos (200 L 40y —[—1:-5.1;2 — G (e — 3) m2lfn + 1), 0 < G < 1.

331, i e+ ¥y + 2Nk 4+ (& + y <+ ot 7T L) 0« @ <1 339
b =0y

N 1)1 (g ¥ 4+ 32 — DYk (—1)" (x 4 y -+ 3z - Dy =lffn — 1) [1 - &(x - y —
& -0
+ Rz — el

1,9. Lokélne extrémy lunkecie viac premennych

ddd. V bode 4 = (4, —2) je maximum®*) 13. 884. V bode A =.{I, 1) je minimurn |.
335. V bode 4 = (1, 4) je minimum —21. 386. V bude A = (2, —3) je maximum 4. 837. V bodc
4 = (3/4, 0) je maximum 20/4. 8338. V bode A = (—2, —3/2) jo minimum 3/4. 339. Nemé ex-
tremy. 340. Nernd extrémy. 841. Minimum v hodoch priamky z = 0,z —y + 2 = 0. 842, V boda
A = (6, §) je minimum —1, 848, V bode 4 — (I, 1) Je minimum —82, v bode B = (—1, —1)
j¢ maximumn 82, 344, V bodoch A, = (—2,0), 4; = (0, 2) je minimum —2, 345. V bode A4 —
= (4, 6) Je maximum 6 912. 848. V bode 4 — (5/2, 4/5) je minimum 30. 347. Maximum (al3)3/2
v hbodo A = (2a/3, 2a/3). 348. Maximum'yc_z"" + L2 4+ e2v bode 4 — (b/a, c/a). B49. Minimum

~~1/2e v boduch 4 = (1/)/2e, 1/}/2e), B = (—1/{2e, —1/]/%e), maximum 1/2e v bodoch € =

= (1 2e, —1/}/2e), D= (—1/}2e, 1/}/Ze). 850. Minimum 0 v bode A — (0, 0), maximum 2/e

v bodoch 4 = (g, 1)) B = (0, —1). 85l. Minimum v bodee 4 = (—1, —1).
352, Staciondrne body 4 = [(—1)"tlg/12 4 Amo 4+ n) w2, (—1)" m/l2 +

+ (m — n) wn/2], kde m, = si celé é&fela. Maximum ak m, n sa neparne, minimum
ak m, n st pdrne. 863. Minimum —2 v bode 4 — (1, —1, 1). 854, Minimum 1 v bode 4
= (0, 0, 0). 866, Minimum —6 913 v bode 4 — (23, —1485, —2). 356. Maximum a! v bode 4
= (a, @, a). 357. Minimum 3/2prex = y = 2. 388. Maximum v bode A4 — (afm, bfm, cfm) pre

*) Vo v¥sledkoch tloh 333 az 380 i re struédnost pouzivame namiesto lokalne maximum, reap. lokaine

;ﬂ]lirym_um ib& maximum, resp. minimum. Podobne vo vysledkoch uloh 361 a2 372 namiesto viazand
okalne maximum resp. minimum hovorime len o MAXime, resp. minime.
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- e — —— —— . R . . .

m = V2(uﬁ + b? + ¢%). B69. Maximum [2/(n®* + n 4 2)] -kt EHEPI‘E Ky Ly B e = Ty =
= 2/(n? 4+ n + 2). 880, Cisla a, z,, z;, ... #,, b tvoria geometricki postupnost s koeficientom

gl

q = /bja.  861. Maximum 1)4 v bode 4 = (—1/2, 3/2). 862, Maximum v bode 4 = (—a}'2,
—uv.l-}, minirnum v bode B = E-VE: {IV?]. 868. Minimum p?g?/(p* + ¢*) v hode A = (pg*/(p* -
+ g%), p%¢/(p® + ¢%). 864. Minimum 2¢" v bode A = (a, a). 865, Extrém 1 + (—1)/}/2 v bode
A= (6n8+ k2 38+ kr/2), kde k je celé Cislo. 868, Maximmum v bodoch A4 = (1, 1, 1},
B=(1,—1,—1),C = (—1, 1, —1), D = (—1, —1, 1); minimum v bodoch E = (—1, —1, —1),
Fe(—-1,1,1),0=(,—1,1), H=I(,1, —1). 367. Minimum v hode 4 = (k| s, &|'t, &}/c).
kde &k = V;+ bVTi— Vf:.uﬂﬁﬂ. Maximum 1/8 vbode A = (2 rr{1"3_, 2 r:fv:d_. 2 n,(lc"ij. 369. Maximum ra”
pre ¥; = &, = ... = Z, = a. 370. Maximum a' pre & = y = z = { = a. 371. Maximum 112/27,
minimum 4. 872. Minimum 5 v bode 4 = (0, —1, 2). 373. Minimum —19 v bhodo P = (0, 3),
maximum —1 v bode Q = (0, 0). 874. Maximum 4 v hode 4 = (1, 2), minimum -—f4 v hode
B — (2, 4). 875, Maximum 13 v bode B; minimum —1 v bodoch 4 a E = (1, 1). 376, Mini.
mum 0, v bode @, maximum 1 v hodoch A4 = (1,0}, B = (0, 1), ¢ = (—1,0), I} = (&, —1),
877. Maximum 1 v bodoch A4, B, C, I; minimum -—I/B v bodoch P - (w3,
=/3), @ = (2 /3, 2=/3). 878 Maximum 4 v bodoch A=(2 0, B = (—2, 0); minimurn

—4 v bodoch C = (0, —2), D = (0, 2). $79. Maximum 3fe' v bhaode A =(+10); minimum 0
v bode B = (0, 0). 880. Maximum 1 +4 +/2; minimum — 1/2, 881. a/n. 382. Extrémy A 8 riesenim

rovnice |4 — AE| = 0, kde 4 = (ay)]. 385. Trojuholnik so stranami s/2, 3g/4, 3s/4; obdlznik
so stranami 2s/3, s/3. 386. Rovnobenosten so stranami 2R/+/ 3, 2R/\/3, REJE 387t Vyika valca
je k/3, kde h je vylka kuZela. 388. Kocka s hranou uj\/:'j'_' 389. Vzdialenost ¢ = |Ax + By + C|f
J'\/'Az + B2, 390. @1 = [(@1b2 — azb)/(b1 + b2), 0], Q2 = [0, dmba — a2bi)/(ar + a2)}, Lpnin =
= J[“l + 63)? 4- (by + b2)2. 391. Rovnostranny valec, t. j. h = 2r, kde h je vyika valca, 7 polo-

mer zdakladne. 382. xfa + y/b + zjc = 3. 393. Bod A = (z, y) je tatisko, kde » = (Z mxs)| M,
n o — i=1
y = {Z miy)/MaM =my +mz+ ... + ma. 394 b = .J M.,j':a, o = /3. 395, Iy:1,:1,:
i 1
voida =1/R1:1/Rs:1/R3: ... : }/Rn.
1,10, Implicitna funkcia

396. a) Nekoneéne vela; b) dve: flu) = Va2 —1, fim) = —Va? —1; o) fla) = V=2 —1:

d) fz) = Vﬁ-— 1, flx) = -——V:r:“—-— 1. 897. a) Nekoneéne mnoho; b) Styri: y = =, ¥y 5= —,

—|z|, y=—|z|; ) y=x, y=|z;d) Styri y =2, y=—x, y= |2, y=—12 .

398, Pretoie (aa;) = 0, f,(x) =V.:-::*. folz) = —1!;.3991 —],—8 . 400, 0, —2/3. 401, —1,
A i

| ——

3
2/3, —2/3. 402. 2/3, 14/27, 98/81. 408, z — 2 |/2. 404, thrjulat —a?, |z | > a. 405, (4y —
L 9x)/(3y® — dx). 3yt — Az # 0 a y = flx). 406, f'(z) = 2z/2'In 2, kde y = f(x). 407. f(z) =
: —siny/(xcosy + siny—2siny), rcosy -+ siny—2Lsiny F 0, ¥ = flz}. 408, y =
— 1/(1 —4cosy), ¥y 5= —4siny/{l —4cosy)® pricom 1 —4cosy # 0, y = flx). 409. ¥y =
= (g—y)l(z + 9} ¥ = (2% + 2" + Sawlilx ¥)%, pricom & L~y # 0, y = f(z). 410. y' =
1 —In — 2(x — —Inz — — (1l —Iny)?
— 5%l — In 21 —lng)) yr =Ly B IC —mn D= = 2 A,
pricom 1 —1Iny # 0, y = flz). 41L ¥ = y/(1 + 294%), y* = (y + 2¢* — 4y?)/(1 + 2y*)°, pritom
1422 #0, y=flz). 412 vy =(z+ yllz—y) y" =2+ y¥)z—yP z #y y=flx)

- oy i o
y =f{m)- 4141 —_5{'2, 5!2, 21 __2- 415- "_1, {}. 416.0, n,-iflﬁ, D’4f15' 417. % — BI I y i 1

or bz + y
oz x4+ 4y —z _ cz cz cy
s ; = flz, y). 418. = zjat2 e = — 5,
v T pricom 6z + y # 0, z = f(x, ¥) e —c=xfa*z v P2, pri¢om
gz zeinxz—cosy 0z x 8in. Yy — €O8 2 _
@ #i0y =gl S xr cosx—uysinz’ dy cos £ —y sin g» CoBE —yRum £ byie =

0z 20y Oz g B 0z y+ 2 0z
— , 2 = flz, y). 421. = e 5‘3;—_

—
e —

== ﬂl'r y)- 420, {?_:E = 'H'?ﬁi 3y PES]
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e En iR

e e i

¢+y:£+y?‘é013=f($:y}- 413' -?ahz_= » | ﬂy_ z ¥ W‘= 4 zn L ]

0z 2y 3z o 23 - 2y 0z 2 —x 0z 2y

= = E—— T

. Bydz %’ Gy g AN E=lm W =T B T
dz 2 dxr 4 24+ 5 ﬂ_ 2z + 2 — 4y 0%z 2y(2—z) 0¥z 2y (2—x)
0zl (I+2® " ay* (1+2F " dxdy (1 +20° dyoz (14 2*

B dz yz 0z xz 0%z 2xyiz 0%z
z # —1,z = f(z, y). 424, Pz T myg—2 oy xy—2’ Fz%  (ay — R’ oyt
22ty oz iy | Pry — 2yt — by 8 0%  xiyts — 2922 _ 8

ey

T @y —2P' iy T (ay— P A .
ry —z2* #0, z=Fflz,y). 425. dz=-—-2(:t:-——3}—-§—{y——z), d’z-:—;{:r-—ﬂﬁ-—

‘13 g . = | a a .
57 (z—2)% 428. dz = [(x—2) 4+ (¥ + e)], d¥z = Py—

p— 1
[z — 2" + 2(z — 2) (¥ + o) + (y + e)¥]. 427, d==w_1[tl——yz}dx + (1 — zz) dy]-

z e*/" sin 2z do 4 cos 2z dy
[ == -42- d - - ez -
.428 dz = T (y dz + 2z dy) ? 2 T PR 486. d=
(1 — bz%) dx 4 (1 — 5yt) dy

1
= o p— . 481. dz = x+yf(y+=)dm+{z y) dy], diz =

[y +2)d* + 22 dzdy + (¢ + 2) dy']. 482 Qo m — ——(zdz + ydy), d% = —

BCET S
1 . dz Fi,—F, @0z F,—F
w[{ﬂ: +;t'_}da:‘_+2mydmdy+(3z + y*) dy?]. 488 : Fi—F.' 3 F—F."

x4z 0z —4x 9z 2y %z z3 4 4zt

8

0z  aF aF oF dz oF aF oF dz 2(x®* — ¢
d%z 4z —2y 6x 3 _
da?’ m—zy:'(m_sg}-' 8 e =12 287y, = y—1) = —, Ymax = ¥(1) = —1,

o = ¥(0) = 2. 488, y_,. = y(—8) = —2, y_. = y(—1) — 0. 489. Funkoia jo v bode 4
konkdvna. 440.  + 2y —3 =0, 20 — y l=0 #4l. 2 + y — 2 =0,z —y = 0.
42, 14— 13y + 12 = 0, 18z + 14y —41 =0. 448. 2. = 6 v bode A — (1, I).
444,  Lokdlne minimum z = —I/2, 2" 4 y* = 3/4. 415, ¢ 2y — 3z — 6 = 0. 448. » —
—by—6z+ 11 =0 447. 2 + y — 22 = 0. 448. 2 + y— 4z = 0. 448. 6z + 4y +
+ 2421l =0. -

2., Zdklady vektorovej analfzy

2,1. Vektorovd tunkein skaléru a vekiorové funkeia viae premenny¥ech

1 | 1 1 1 1 1 ; 2 1
480.a) 1 4 |, ?fﬂ'.ls-:‘]—l'l"!szlﬂ‘ﬁ?lﬂ'ji b}_‘ﬂ—f'l‘?h: T“}'I"l-?kr — | 4

8
3
3 1 4 1 5 1 1 1 _
'_FTk-'ﬁi + 2j +Ek:'ﬁf+-ﬁ'—k=ﬂ}*i*l+j+ k:'i."."'l" h-’ f+‘ik;‘ﬁ‘i+v3j+9ky
4 1 n4l 3OO

1 . 1 . 1 2 — (—1) ]
- e : Pm—— -
13!+V1}+lﬂk. T I'+Vﬁ}+25k. 451 B}{Vﬂﬂ+1 on + 1 Jjﬂnl
422 +1 243 |
8§—22~"" | __ gor

I - 468. a) of + J; b}—;-l+j+k; c) oY +

=]

.
"’l2+a;2-
+ 9) + k; d) 2w+-;-k;a)l+1+ k; f) neexistuje. 454. a) tiselka AB, kde 4 = (0, 5), B =

= (1, 8); b) priamkes urdend bodmi 4 = (0, 5), B = (1, 8); ¢) polkrufnice 2! 4 y* = 4, y = 0;
d) tast paraboly y = 2%, 2 & 0; e) polpriamka so zadiatkom v bode 4 = (1, —2, 3); f) skrut-
kovica na valei 2% 4 ¢% = |, 458. a) (—oo, —1) U (—1,0)U (0, 1) U (1, @); b) (—1, 0>:
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o2, 3;d){l1}u ¢8,4)>. 456.a) 4l + 4 + (1 + |/3) k, nemé4 zmysel; b) 51 + 10j; ¢) 2(9 +
+ 2)/8); d) 4{43VE+11:-—2(4V3 — 8] +7682k; o) [2—2 Vi—3)3Bli—[—1)
Ve —2V3m )+ (38 + 5t — 4) k. 467.8) 1;b) [/ i* — 68 + 10@ — 162 + 17. 458, a) —] + k;
b) 2i; ¢) 2!-{2- k; d}nﬁ&mﬁtuja. 4569. a) spojitd; b) nespojitd; o) nespojité. 460. f(t) = 5% +
8o+ ok pret£ 0afit)=6/+ 2k prot=0. 46l a)t=0 t=1;b)t=)7, ¢

2 4+ 1 I 1
=_2-42- - 5 —
V2. 162. a) 21 + 2¢f + 3k; b) “+1:,i+1_"},:;& 1,:;&1,c}zvt_t+t;+

1 .
—~——k ! 0: d) =i — ] ; ] ' . . '
+2‘V¢ T }Em2tl+mﬂl‘jprﬂt;é{2k+1]2n kde &k je celé &islo. 468.a) gin 2¢, I +

of 1+ ¢ Itgt

1
g Bk O e T T kot # 1,8 # —1,0 5 (2 + 1) m/2,

1 —¢
2In¢ 2
ey T

1 1
P{l ;:"];1 (28] 4+ 2 8in - Vl = j — 3t cos Vl—_ﬁ k. 466. a) % sint — (32" In 2 4

008 ¢{ln ¢ —22; b) (24 2'In2sini+ 2tIn# 4 2'cos i) k, 467. a) SfU(¢) = —f(#);
b) () = —w?(t); o) 8(e*l —eo~¥]). 468, a) 0; b) —36(zsin B¢ + 12¢* cos 6t 4 186 sin H; —
— Ot cos 6¢). 469. a) f()) = 4631 4 2], f"(8) = 128, f"(t) = 242D, fV(8) = 241, f(t) =0, n =

=5 86, ...; b) (—=1)Yn—1)1¢"14+3.2. A\ (3 —mn + 1)-"}, kde n je prirodzené ¢cislo;

(2n — 2)! T e _ Ly —1);
" — 1}!23"_11 J, n je prirodzené &ialo; d) (—1) =k

- t7™ 4 (In 2)"2* j 4 2" cos ( nx +n n/2)k, n jo prirodzené &islo. 470. a) (Ei + mj + %— lt.
._ b
2 1
TR T
6)/3
dr dir , - o .
b) (dt) <+ r Ty ;) r(t) x r(2); d) r(f) . [r'(2) x r7(£)]. 472, Implikdeia plati aj opaéne.

Geometricky vyznam je ten, e dotytnica v kaZdom bode bodografu funkcie r(t) je kolmé
na sprievodi¢ bodu. 478. | r(2) | w; | r(2) | w®. 474, w(e“i — e~**), w?*(e“* | 4 o~ ’j} 175. a) s

1
kdse k je celé ¢islo; c) 7 K t>0;d) 282 n 27— 2% In 2] + 2 cosh 2t k;

¢) 2nl(l —)—*1 1 4 (—1)n-1

(t — 2); b}((zi j ;k)(t—-—ly;c](ﬂln2l+

ir
k)it —3). 471. r(t) — .
)( ) a) 2r(0) -

13 7
' con ¢l 4 —i!-}_l_mk_l_c; by (t— ¢t —2In |t + (¢~ — ln|f|)]+ﬁ l!:ﬂkﬁ—t: ¢)
In [¢|1 4 tg ¢] + 2 arctgtk 4+ ¢; d) In[:—?|i+—:—1n]1—-ﬁ£ij “1;351_ k4 oe 4TS
5 Jtar— 2

1
a) 2j; b) T_;—”E‘-——-]}f——(ﬂ'a—-—- 1)j + k.

2,2. Derivacia v amere. Gradient

- df(4
477, T3 — 2,6. 478. 6. 479. 24,8. 480. 0. 481. 5. 482, 52/)/35. 483. _{.L_ L - 608 e el

kde ! = {co8 @, 8in af;a) 67 [4; b) =/4; ) 3 /4, T /4. 484, Zviitduje. 483.n) cos a + cos f + cus v,
byi+ j+ kic) V3;:d) (14 j+ k)/V3. 486. 4i + 6). 487, I/3 -+ 2j/3. 488. (7i — 4j - 1k)/SL.
489. 6i + 3j 4+ 6k; grad f(A) je knlm;{r na 03 o, vo vietkych bodoch, v ktorych jo £+ — yz = 0.
gmdf{A) = o v bodoch 4 = (1, 1, 1), B.= (—1, —1, 1), € = (1, —1, —1), D = (—1, 1, 1),;

= (0, 0, 0). 490. 4 — (3/4, —l,fﬂ B = (—3/4, 7/3). 491, Vietky body kruZnice x* + y* = 2/3.
432 3 ylﬁfﬁ. 498, w/2. 494. (20 — 9y) xyl + (1022 — 6x3y + 5yb) j. 496, —[xad + yzj — (a? 4
+ v3) k]j(a? + o) [ + 2 — 22 493 zr 497, 5r°r. 498, —r/r3. 499, —2rrt. 500. r/r3, 5UL. a.

602. a X b. 608. a.(b % r) 4 (a X . b. 504, (1/(a . b}®] . [r x (@ x b)]. 506. Paraboly
8 osami rovnobeZnymi 8 osou y, kturﬂ sa dot¥kaji priamky 2¢ —y + 1 = 0 v hode 4 = (U, 1)
bez bodu A4 a polpriamky uréené bodom 4 a prinmkou 20 —y - 1 — 1 507, Rotarne elipsouly

s ohniskami v bodoeh 4, H.
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2,3. Divergencia. Rotdela

508. a) divf =0, rot f=-—11i/3—k; b) div f=1, rot f =1+ 2] + k; c) div f=—I,
rat f=1+ ]J—(sin2.sn 1) k. 509. a) divf= 2422 | Ozys® — Jay’z?, rot f = (—2xyz® —
— OayhaY) ) + (Bay¥d — y%2?) | + (g2 — day) ks b) div f = —oy(a® + ¥ + 20— ya(2 +
4y 4 N9 ga(ad eyt 4 28) - rot f = —(a% + P + )2 {{a? + o + ay) | + (P + A4
+ zy) ] + (a® + 2 + zz) k]. 610. 3. 511, 3a. 512. 2/r. 518. 3f(r) + #f'(r). 614. 20. b. 515. 0.
§16. 0. 517. 0. 518, 2a. 519. (r X a)/r2. 520. nr"*(r X a). b21. r(n® + 3n) r~-2, 522, 0. 528. a/r* —
— 2r(a. r)/rh. 524. 1/r3, 526, n(n 4+ 1) -3 628, {@ x r) (n? 4- 3n) r*3, 627. a/r’. 528, 2/rt.
528. —8(a X r)/r.

3. Zdklady diferencidlnej geometrie

8,1. Krivky a ich rovnice

549. Parabola. 5560. Cast priamky z —y = 2 pre 2 = 2. bbl. Usek prinmky z/a -+ yjb = 1
medzi siradnicovymi osami. 562. Hyperbola x3{a? — y3/0% = 1. 558, Trakirisa z = a In [(a —
— Vo=@ + Vot — . 554 = = a(l —B)(1 + &), y == 2at/(] + ). 666. z = 3a¢j(1 + ),
y = 3aif(1 4 ). BB7. &) x = at{t® + 1)/(#® + 1), y = ad(t® — 1}/(e* — 1). Ndvod: Lubovolny bod
lemniskéty vyjadrite ako jej prieseénik s kruZnicou 27 4 yd = ai(x —vy), kde ¢ je parameter.
b) z = (a cos® )L™, y = (b sin? £)}/™. 559. Dioklesova kisoida y? = —a°/{p 4 x) alebo v polérnych
giradniciach g = —p (sin® p)fcos @. 580. ¥z + a)¥ + y? = ay?, alebo r == (afcos p L a ig @) el
581. 23 + (z + a)? (2® — %) = O alebo r = (a/cos ¢ 4 b) €% 562, z® 4 y? — 3azy = 0 alebo
parametricky ® — 3a¢/(1 + ), y = 3at?/(1 + £). 588. {z* + y* — Qaxt)Y —= b (x® 4 y*) alebo v po.
larnych svradniciach g = 2acos ¢ + b. 564. (2* + Y93 — 2¢8(z? — y?) == uf —c? alebo pf —
— 2¢%3 8in 2¢p = at — ¢*. Ak @ = ¢ je to lemniskéta. 585. (=¥ + 3l — (2m? 4 c)2? + (2m? —
— )yt + mb—d = 0. 586. (B® — a?) ¢* + 2p({ac — b¥ cos @) - b3d® — ¢ = 0, kde d =
= p(F,, Fy), nV:z:’ + y? + bV{ﬂ-—d)’ + 4% = c. 667, y = a®/{z? + af) alebo x = atgi, ¥ =

--=acostt, te(—mn/2, m/2). BBS. (z* + y?) y® = a*x® alebo p = acotg p. 549, (&® + y3)® —
— 4a%3y® = 0 alebo p = amin 2¢. 570. z = a(isin ¢ + cost), y = a(—fcost + win £). 871, 2 =
= ag(t —sint),y = a(l —coB?); x + Vy[ﬂu-— y) = o arccos [{a6 — y}fal. E72. 2 = (@ 1 r) cosg+
Freos[(a+ rie/rl, y= (a3 r)singp—rem[{a t r) pir]: 1. # = 3rcos @ —rco8dg, ¥y =
= 3rsin ¢ —r8in 3p; 2. x = 2r cos p —r8in 2¢, y = Irsn @—rocok2e; 3. x==2rcos @ -+
+ rcos2g. y = 2rsin @ —r6in 2¢; 4. = 3Jrcos @ 4 recosdg, ¥ == 3r sin @ — r sin 3. 578.
28 4 3 = (c3jw?) arctg? (y/z) alebo ¢ = cpjw, @ = —c@/m. 574 ¢ = gy o*¢, kde g, je prvé polarng
stiradnica bodu, ktorého ¢ = 0. §75, 2 = con 2, y = 8in 24, 2z = gin §, { & (—o0, ™). 876 = =
=14+8y=1/(1+8),2= 1/, i€ (—c0, ®). 81T 2=t y= 1/, z=10+ l]i, 2 # 0. 678. 2 =
=, y=t—1 z = 1] —8 te(—w, ). 579. z = tcos y = ¢ 8in ¢, 35{25, te (—oo, o).

y by 0!
§80. z — e'cost, y = etgint, z = 3Je',t€(—w, ). 8L :;, i:, f:; | =2 ., BR82 ft} =
a.. o -

—beost 4 csint + d, kde b, ¢, s Tubovolné redlne cisia; z ::= b::;:; -+ fey,lfa + d. #84. z =
= (r/ Vﬂ_) coBtl, Yy = (r{VE_} Bin ¢, z = erﬁn, t€(—o0, o). B85. z =¢ + rocs 2, y = rein A,
z = +[a% — (¢ + #)? + der sin® ¢]1/%; osobitny pripad z = a cos® ty = agint.cont 2 == +4-48in i,
e (—on, ). BRT. z = ﬂ-ﬂﬂﬂin‘-,y — asint.008¢ 2 = iuﬂﬂtgﬂ.ﬁﬂut. bB8. x =dalecos t, y = al .
.8in#, z = a*?(2p, te (—cw, ). b8V, &) T = i, y=11, 2 == of, i€ {—w, ®); b} == a cos i,
y=asnt z=qa*cos 2t te(—o0, w)j0)z = adconlt,y = F;'-Eﬂﬂl,ﬂ = 4 asini, e (—co, 0).
590,z = gin 26,y = 1 —ocos 2f, 2 = 2 coB ¢, L€ (—®, ). 39l. x = scoshi,y = asinhti z = ai,
te(—o0, c0). b92. 2 =acont, y = Vb‘—-—u“a‘m’t,z = g8ini te(—ow, co) b983. a) x = a cos wi,
y=asginuwt, z=ct ¢€(0, ); b) x =acoswt, ¥ = ganwt, z=bhe ', te(0, )1 c) 2z =
—=@acosad, ¥y =asinml, z= ct‘}'E,'tE{O. o). 594, z =qgfcoswt, Y==atemui, z =20 IE
€(0, ). 695, 2 = asin de*co08?, ¥ = acosde*aint, z == acosdet. 596, z = [2ai(l -
+ (%)) cos {aIn t), y = [—2a¢/(1 + 2)]sin (aInt) 2z = a(l —MN/(1 + ). Ndved: Pololme # =
= w2 + 2 aretg &. '
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8,2. Difka krivky a prirodzené parametrické vyjadrenie

§97. 8. 598. 2a(n—2) + a V3 ln[(e— 3 )in + V3 + 223 In(2 + |3), kde n* =
— (83 — 32,)/(2a —=,). 698. aln 2. 600.a [T (ex — 1). 801 =z = [(27s + B)3® —4]/9, y =
— [(27s + 8)8°—4]3/27, 5 = 0. 802. z =aln [(2 +Vs’ + a¥)fa), y = al/s® + af. 608, 10.
809. & |/ T 0% 810, [/3 (e — 1). 81L. |/2 sinh 1. 612, 9,9¢. 613. 8 V2a. 514 42. 815. 5.
616. 2 |/&. 617. 4a. 618, a In[(J2Za + Vz)/(Y2a—Vz)). 619, alm/4(1 + /8). 620. =z +
+ 2,. 621. z = a.co8 (afVu‘ + ¢%), y =as8in (e/l/at + ¢2), 2 = ca}Vu’ + 2. 822, x =
Vl + #*/2a%, y = a;‘Vﬂ_, z = (al2) . In [(8 + o Vﬁ_]{{s —— “V.{]_]' 828. zx = (a}V&T -+

+DeosIn (83 + 1), y=(@l3+ Hsinln(e/}3+1), z=¢}3+1

. 8,8. Doty¥nica a norméla ku krivke v rovine

825. X = (2a/3, 40/3) — {44a/9, 6a/9} u, X =(2a[3, 4a/3) + {5a/9, —4al9} u. 626. X = (a,a) —
—{a, 2a}u, X = (@, a) + {2a, a} u. 627. X = (a2, a/2) + {1, | — n/2} u, X = (a/2, a/2) +
+ {m/2 —1, 1}u. 828, 2z —y 10 =0,z + 2y —35=0.629. 2 —2y + 1 =0, 2z + y—
8 =20. 680, 5z —6y—21 =0, 6z + by—13 = 0. 68l. Bz + 2y + 12 =0, 2x— 9y +
+ 31 =0. 632. z - 3y—10 =0, 3y —y—10=0. 633. z +y—2 = 0, r—y = 0. 634.
x,zad + yYoy/b? = 1, yex[b? — zoy/a® = Y, o?/a®h?, kde e = a? — b2 g, = Py /b |2y |, 8, =
= b? | z, |/a®. 685.2p coB g = 1,2¢8in g = 1!'3_; 2 V:ii_f3, 2,]/5“/3, V?; /6. 636. 0 . coa (p — wfd)=
= a, psin (p — w/4) = 0; neexistuje, a@, necxistuje, 0; m/2. 837, p [cos (¢ — 1) — 4 8in (p —
—~1)]=1, p[4cos(p—1) + sin (p —1)] = &; V1774, Y17, 1/4, 4; arctg (1/4). 688. o [6cos (@ —
— 1) —sin (p — 1)] = 18a, p[cos (g — 1) + 8sin (¢ — 1)] = 3a; 3a V37, al37/2, 18a, a/2;
arctg 6. 639, o[8 cos (p — 2) + sin (¢ — 2)] = 32, gfcos (p —2) — 8sin (p—2)] = 4; 4 )/ 5.
1/B5/2, 82, 1/2; = — arctg B. 640. 4z — 2y —3a = 0. 641.z + ¥ + aff2 =0,z —y + a/l/2 =0,
r +y—aff2=0 z—y u,']/f = 0. 842, zy(x) + yi —a?) (x — zp) + Yolz,+ ¥ + a*) (¥ —
— y,) = 0; pre ¢ < 0, 8tyri body s kazdou siradnicovou osou, pre ¢ = 0 &tyri body & osou g,
a dva body s osou o, pre 0 < ¢ < 2a4 gest bodov 8 osou o_ a dva body 8 osouo,, pre ¢ = 2at s to
dva body s osou ¢, a dva body s osou o, 658. a) a¥y Vl + In® a/ln a, a¥ VI + In? @, a¥f|Ina |,
a? |Ina|; b) av o+ 1l/p, 0 Vep‘ + 1/¢% a, a/g®. 654. Pre @ € <0, wt/4) je? = 3p 4 w/2a v =20p.
856. Dioklesova kissoida 4* = —a%/(x 4 2p). 667. MacLaurinova trisektrisa r(x? + ¥%) =
— a(y® — 3z?). 668, Pascalova zévitnica, v zvladtnom pripade kardioida, ak bod A leZi na kruznici
859. Rutica, p = a sin kp. 680. Lemniskata. 661. Archimedova Spirala. 682. Logaritmicka Bpirala

8,4. Asymptoty krivky

Ma.m=—1,y={}.334.y=2,8:-—]—2y—|_—1=0,4{}r—ﬂy—9=0.365.£—|—y+a=0.
666. y = 2z. 687. x/a + y/b = 0, zja —y/b = 0. 668. x = 0. 669, r = —1/2,y = 0,y = 2/2 —
——3/4, 870, 2 =0, z+y+2=0 o+ y—2=0 867l =1, z=—1, y=1, y = —I.

B'?E.:t:=ﬁ,yzl},y=—m.373.m+y—-1f3={].374.31:—-33;+2=0.675.m—l—y+4=0.
6?6.mﬂ1,m+y+1=ﬂ,q:—-y+1=0.ﬂ'?'?.';1:+y=ﬁ,:1:—-y=0. 678. x +y—1 = 0,
r—y—1=20, n:+1—1-v2_==0, _:+1—~V2_={]. 679. peing =a, 680. =0, ¢ = 7.
881. p cos ¢ = a, p cos p = —a. 882. psin ¢ = a. 688. pcos ¢ = a, pcos ¢ = —a, gBIN @ = 4,
o 8in p = —a. 684. g sin ¢ = a. 885. g cos p = 2a. 8886. X=1(20 1y+1{2 1, 2}t 687. X =
= (0,0,1)+ {1,1,0}¢ 688 X = {1,0,0}¢, X = (1/2, 1/2, 0) + {0,0,1)¢t, X = (—1/2, 1/2,0) +
+ {0, 2, —1}¢. 689. X = {0, 1, 0}¢, X = {1, 0, 1} ¢ 690. X = {I, 0, 1}t, X ={0, 1, 1}¢, X =
—{1,0, —1}s X =10, 1, —1}¢. 691 X = {1, —1, =2} ¢, X = (1. —1, V23 e

8,6. Krivost rovinnej krivky. Inflexné body

692. |/Z]2: 698. 6/5)/5 . 694. —o/(e? + 1Y% 695. —1. 896. 0. 897. 0. 698. 2(3q, 699. a. 700, Vise.

701.. 4 pr 702. —3 V3_{2 708. 2a/(x® + y?)*/%. 704. afcos (z/a). 705. —B/a¥(]l — el coa? £)8/8,
£ jo excentricita. 708. (tgt)/a. 707. (a? ginh?® ¢ + b® cosh? ¢)3/3/ab. 708, atf. 708. —d4a sin (1/2).
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710. 3/8a ein (¢/2). 711 (1 + 2m)/4am(l + m) sin (£/2). 712 V3a%/(2a + 3P x. 718. y*(2a% —
— 3% — 3byt)ja(y® — 2by® + atbP)P/A 714, 1/3 (axy) . 716, (2a? + o%)/(a? + e®)/2. 716. 1/ ]fi"-l- b2,
717, 3/2 |2ag. 718. 3gjad. T19. (1/2, —1/4),rp, = 1/2. 720. (12, —In V2), ro. = 8 V3/2-
i21.t = nm, 1 . pfﬂ n nepérne, r,,, pre n parne. 722, (a/4, a/4) r = ﬂfVE . 728. (37w/2, a@). 727. 0.
728. Pre t — arccos (bfa) 729. (1, 0). 780. (0, —a), (—a, 0). 78L (1/2,a |/2). 782. 0. 788. Pre
@ = + /8. 784. Inflexny bod (g, ¢) vyhovuje rovnici 2 te ¢+ 3tg @+ 3=0. 18 r =s'a +a.
788. (278 + 8)* = [4 + 324r%/(27s + B)*P. 789. r = acosh (s/a). 740. (s — 4a)* + r* = 16a%.
74l r — a |/e¥i* — 1. 742. 1 + 94® = 6443 748. s = R/ln a. 744, 8r* + &7 = 644 746, Logarit-
mickd &pirdla r = a o™ (cos @i + sin ¢f). 747. Refazovka r = il + a cosh (¢/a) . 748. Cykloida
r = a(2t + sin 2t) i 4+ a(2 —cos 2i) j.

3,6. Krulnica krivosti. Evolita, evolventa

749. (z + 11/2)% + (¥ —16/3)2 = 2197/36. 750, (w — 2m)* + (y + 4)% = 64. 761. 2® | (y —
1) = 34,762 (z — T/2) + (y + 4)? = 125/4.768. (x + 2)F + (y— 3)® = 8.764.(z — 3)® +
+{y + 2)! = 8. 757. (2a, 2a). 768. (—3a(4, 0). 759. (2¢/3, a/3). 760. (332/80, —9)/3 a/80).
761, 222 4+ 242 — l6@ — 9y + 36 — 0. 768, (x — 3a/4)* + (y — 3a/4)® = a?®/2. 764, ¢ =a 8in @.
765. p® + 2pce*n/cos p = c?e*n. 766. (ax)*P + (by)313 = (a® — b2, 767. (ax)* — (by)*? =
= (a® + b?)2/3. 768. Cykloida = = a(t + sini), y = —a(l — cos ). 769. 2 + y* = a? 770, x =
— (3 — 26¢%)/4, y =5 + (1 4 2665)/20¢%, t# 0. 77l == (1 + 2%}t y=In ! — (1 + 13),

te (0, o). 772. z = { +-t1 + cos®i)cotgt. y = —2coai.colgi, & + kr, kde k& je celé &islo.
778, x = t — (a/2) sinh (2¢/a), y = 2a cosh (¢/a). T74. § = = — F(F.? + FhA,n=y—F(F;+
Fees Payi Fa
+ F')jA4, kde 4 = | F;,, F::, F.|. 776 (x + ¢)*® + (z —y)*?* = 24*R. 77%. 27y +
¥, , F,, 0
| . a___
+ 576aly? + 4096a%z = (. 778. Refazovka y = a cosh (z/a). 779, r = p € ge (@) +
_ ' + 2¢" —oe
. 2 e s .
+ 0 € + e _ (). 780. r = a[gpe 4 (¢* + 1) e)/(¢* + 2). 781. Logaritmické gpirdla r =

o'+ 2p*—po .
— maeMy e. 782, Kardioida r = a[p e — 2 sin ¢ e ]/3. 788, Stred danej kruZnice. 784. Ina =
— ani2, 775. 8(x — 1)® = 27py2. .

8,7. Singulérne body kriviek

788. O = (0, 0). obydajny bod. 787. O = (0, 0), bod vratu druhého druhu. 788. O = (0, 0)
inflexny bod. 789. 0 = (0, 0), bod vratu prvého druhu. 780. Nema singuléarne body. 781.0 = (0, 0),
bod vratu prvého druhu. 782. 0 = (0, 0), bod vratu druhého druhu. 798. Body vratu prvého druhu
A, = (2ran, 0), kde n je celé &falo; x = 27n, n je celé &islo. 784, Body vratu prvého druhu A =
— (3a, 0), B = (—3a/2, 3a}3]2), C = (—3a/2, —3a |/3/2); y=0, y=2/|/3, y = —=/)3 .
795. Bod vratu prvého druhu 4 = (0, a); = 0. 796. Bod vratu prvého drubu 0 = (0, 0). 787, Uzol
A = (1, 0). 798, O = (0, 0), uzol pre a > 0, izolovany bod pre a < 0, bod vratu prea = 0, b # 0.
799. Uzol O = (0, 0). 800. Bod samodotyku O = (0, 0). 801. Izolovany bod O = (0, 0). 802. O =
= (0, 0), trojndsobny bod s dotyénicami x = 0, y = z. 808, Izolovany bod O = (0, 0).804. 0 =
=(P, 0) bod vratu druhého druhu. 805. Bod samodotyku O = (0, 0). 806.0 = (0,0} stvorndsobny
bod. 807. O = (0, 0) bod samodotyku, uzol v bodoch 4 = (a |2, 0), B = (—a /2, 0) uzol. 808. 4 =
= (lfe, 1/e) uzol 8 doty&nicami z + ¥ = 2fe, y = . 809. A = (e, @), uzol. 810, Pre Iubovolné
sisla a, b pre ktoré plati 4a® + 276 = 0. 811. A = (1, 0) uzol, z —y — 1 =0, = +y—1=0.
812, A == (1, 1), uzol, z J3—y— 3+ 1=0,2)3 + y—|/3—1 = 0. 818. 0 = (0, 0) izolo-
" wvany bod. 814, O = (0, 0), uzol, y = x, ¥y = —=. 815. Prem % 0, O = (0, 0) uzol, maz - y = 0;
Frem={l.0='(0. 0) je bod samodotyku, y = 0. 818. 0 = (0, 0); pre b < 2a uzol; pre b = 2a
bod vratu prvého druhu (kardioida); pre & > 2a izolovany bod.

&
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e

8,8. Obilka systému kriviek

817. V;:-+ V;=- VE.-EIIB. 238 L 433 0313 819.y = +2.8280.y = L. 8§21, Stvoree dany rovnicou

4
lz|+ |yl = L Bﬂﬂ.y=(-§-) aoso,pre A=0 A== B828. y=0. 824. r = [p(a) coB &x —

— p'(a) 8in &] 1 4 [pla) sin & + p’{a) coe ] J. 8256. Kisoida r(z? + y*) + py* = 0. 828. Kardioide
g pblon v bode P. 827. Lemnickata (2% + y¥)? = 4a? (2* — y?). 828.  Boothova lemniskata
datad | 4blys = (23 + yB)% 829, y = O, z = a(i® + 3¢)/(* + 1), y = a28%/(¢* + 1). 830, z4(a? +
+ b%) 4+ y3/b® = 1. 881, Asteroida. 882, Hyperbola vy = P/2. 888. Cykloida = = c(¢ + 8in )/2w,
y = ¢(l — coat)/2w. 884. y = 0, obdlka je mnoZina vietkyeh inflexnyeh bodov, 886. y = 0,
obdlks je mnozina véstkych bodov vratu prvého stupha; y = o, y = —4, mno#ina bodov vratu
prvého stupne. 888. 2 = 0, mnciina victkych uzlov, 2 = a, obalka 887. Kru#nice 2% 4+ ¢? = 94,
mnotina vietkych bodov vratu, z* -} ¥* = (6 — 2 Vﬂ_)u', obalka. 888. y3 = B(x — p7)/27p. 840.
Kruinice: r = {5 cos u, b8in u}, r = {cosu, slru}. 841. KruZnice: r = 3a {cos u, sinv}, r =

= V{5—-— 2|/2) a {cos u, sin v}. 842. Asteroda r = {cos®u, sin®u}. 848. r = {u, 0}, o8 o,
844, Epicykloida = = a(3 cos ¢ —— cos 3t)/4, y == a(3 gin  — sin 3¢)/4. 848. 54pa? = y{2y — 8p)3.

848. Refazovkaz = el CcOB y _ B47. Asteroida. 848, Pre index lomu n > 1 evoluta selip-

2
sy; pre index n < 1 evoluta hyperboly, (nx)*? + (¥ v;“— 1)24 = g38. 849, y = vy/2g—px(2v,.

8,9. Sprievodny frojhran

860. (z —1)/1 = y/l = (z—1}/1. 8bi. (x —ar/2 + 1}fa == (y —a){a = (:—-EVE&}{VEEL
852. (4x — )48 = (3y — 13)/36h = (2z — £5)/24. B5B. (z + 1)/8 = (y—13)12 == 2/24; 22 +
+ 3y 4+ 62—37T = 0.864. (z —3)/—6 = (y + 17T = (z — 2)/—b, —6x + 17y — bz + 147 =
= 0. 868. (x — r cosd {y)] — r 8in 2t, = (y — rain f, . cos lo)/r 008 2ty = (z — r 8in f)fr cos f;
—r Bin 2y(x — r cosd ) | 7 cos 2ty — rsinf, . costy) + r cos {,(z — r 8in 4,). 8568. V priklade
852 nepodstatne singuldrny bod je A = (0, 0, 0} a rovnica dotyéniece je z/0 = y/0 = 2[0. V pri-
klade 858 nepodstatne singulérny bod je 4 = (—35, 1, —186) a rovnica doty&nice je (z | 5)/8 =
= (y — 1)/12 = (z + 16)/24. V priklade 554 nieto nepodstatne singuldrnych bodov. 887. P =
= (0,'1, 1), P, = (sin [(2k + 1) =/2], [(2k + 1) /2] sin [(2k 4+ 1) =/2], (2k 4+ 1) =/2 + 1), kde
k je celé &islo P = (0,1, 1), P, = (— kn cos kx, cos kx, kx + 1), kde % je celé ¢islo:
858, z/0 = y/0 = z/0, (x — 1/4)/—1 = [y + 1/3)/1 = (z — 1/2)/—1, (x—4) — 8 =
= (y + 8/3)/4 = (z— 2)[—2. 860. KruZnica r{t) = (—a sin ti + a cosij + bl:)fyﬂ’ -+ b3,
te(—cw, o). 861. Vivianiho krivka r — sin? i —sin{ . cos tf 4+ coatk. 862. 92 —z + 0.
868, bz — ay + abz — 2ab = 0. 864, e~"r — &y + VEz—Eu = (. 865, 4rcosag — 4y #in g —
32— cos2a = 0. 888, (x — a cos? a) sin &(1/2 - cos? a) — (y — a 8N & CO8 &) cos® @ + (2 —
—gaing)=0. 887 x=1/2+ 2, y=2[3+¢ z= 1/2 —2¢, te(—w, w); == 1/2 + 4,
y=2/3—4t, z=1/2 4 2¢, t € (— D, w). 888, x =, y=—4, z=1—¢, tE(—w®, 0}, T =
= —2 y=1t, z=1+ 2t, t&(—o0, ©) B89, z = x5 + zy(ad + BN, ¥ = Yy + yola® + b) ¢,
z=12z, LE(—00, W); T =125+ tabgin iy, y = Yy, —tabcosly, z = 25 + ait, te(—a0, ).
870, z =1+ 31, y=1+28,2=1—22,te(—x, o);z2=1+ 0B y = ] —8¢, z=1—14,
t g (—o0, ). 871. 14662 | 408y — 342z — 12204 = 0.872. 2z sin (t — @} — y co8 (¥ — a) s+
4+ z —t8in x —ocos & = 0. 878, b) cosy, = kb; c) cos & = klvr:k_ﬁ; d) cosy, = I:Vl + a?;
pricom k = IJVI + at + b1, e) yy = 80°. 874. Dotydnica: z = 24+t y=—2—1t 2=2+ 2,
pnormélovi rovina: ¢ — ¥y + 2z — 8 = 0, binormala: z = 2 —ty=—-2—t,2=2, oskuladiné
rovina: £ + v = 0, hlavnd normala: z = 244 y=—2—1t, z2=2—14, raktifikaétnd rovina:
:—y—-z'—ﬂ = (. 875, Dotyénica: =1+ 2, y=1+ 14 2= 1 4+ 3¢, normélovd rovina:
22 + y ++ 3z— 6 = 0, binorm4ila: z = 1 | ¥, y=1—3%,2z=1—14, oBkulaénéd rovina: 3z —
—3y—z <4 1 =0, hlavnd normala: x =14+ 8, y= 1+ 11f, 2 =1 — 8, rektifikadni rovina:
8z 4 lly — 92— 10 = 0. 8768, Dotyénica: 2 =1 + ¥} y = 1, z = m/2 + ¢, normélové rovina:
92 + 22— nt—2 = 0, bincrméla: x = 1 4+ §, ¥y = 1, z = ®/2 — t, oskulaénd rovina: 2z — 2z —
— 24+ x=20, hlavnd normédla: =1, y=1-+14¢, z= n/2, rektifikaénd rovina y —1 = 0.
877. Dotydnica: z =¢, y=90, z = b, normalové rovina: z 4 bz = 0, binormala: z = —bt,

L
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T 0,2 =8, nah:la&néruvinu.:bm—z=O,hlavnénurmé.la.:m=I},y={——b’—l}n,==0. roktifi-
kadnd rovina: y = 0. 878. Dotydnicax = a,y = {,Z =, nurmﬁluvé.ru\rinn:y+:=ﬂ, binorméla:
=—n,y==t,u=——t.oskulaén6ruvinn:y—==U,hhvn&nurméla:m=u+t,y=0,===0.
rektifikat 14 Tovine z —a = 0. 879. v = |, p=kv=]) 880. v = —(3/6) cos ¢l 4 (3(5) sin tj —
—(4/6) k, B = {4,lﬁjuuati-—(4}5}uintj—(3{5]:&,\!=ain£l+una tf. 881. v = (2a%% + 2xt] —
— adk)/(2x* + af), B = (2o —atf + 2xtk) (3t + af), v = (a* — 2z%) ] + 2a%%] + 2ata2k/
(22A + a%). 888 o = 1 —f,y=1—1 z=2—4; s +y + &—10=0. 884, z = 2 + 2 |8,
y-EVi.-l-l,s-r-'d——EVﬁt;2V§m+y-—2V§t=0. BBE.m=1+12t.y-=3—4&,==4+
4 3t 12x —4y + 32— 12 =0. 888, ».= :r.—.ﬂy,ztt.' y = Yo + 2o(2%g — B} & & = % + OYoki
ﬂy.zoz+=.,(2::.——ﬂ)y+nyoz=ﬂ. 888, —dx —y + 2 —0=0; z =2+ &, y=1—1, 2=
-=2+t.389.9a=—-0y+2:—-13=0;m=3+9t,y=9-——ﬂt,=:=9+21_ 800. 99x — 76y +
+323+25=0;::=3+99t.y-=6—75#.z=4+ﬂﬂt.ﬂﬂl.Dut.yénica:::n2—]—t.y=4+
4 &, z =4+ 2, pormalové rovina: x + 4y -+ 9z 26 = 0, binorméla: z = 2 —2t y= 4,
1—4+t,oakulnﬁné-mvina:Ea:-—=={},hlamﬁnnnmila:n:=2+#.y=4—5#.:=4+3¢.
rektifikaind rovina: 4:_::—-5y+82-——20= 0..892. Dotyénica: z = 1 42 y=1 z=2—14
pormalové rovina: 22 — z = 0, binorméla:z = 1,y = 1 + ¢,z = 2, oskuladnérovina:y —1 =10,
hlavné norméla: z =1 4+ ¢, y= 1, 2= 2 4 2t, rektifikaénd rovina: x + 2z — 0 = . 808. Do-
tydnica:x = 1 + 2%y=14tiz= 1+ #,nurméluvﬁrnvina{h +y+dz2—T7= 0, binorméla:
gw=]l46,y=1—8,2=1—4, oskula®ns rovina: 8z — By —z 4+ 3 = 0, hlavna norméla:
=1+ 31¢, y=14 28, z = 1—22, rektifikaéné.rovina: 31z 4 26y — 22z — 36 = 0.

8,10. Krivesf a tonli priestorove] krivky

894. 2/(1 + a%). 895. 0. 896. |/2]3. 897. | 2j(e + 1/0). 898. 2 Vio1/21 }/21. 899, —1. 900, 101/12.
901, k = x = VEﬂf{t’ + 1)t 902, k = af(a® + &%), » = bj(a® + b%). 908. k = x = 1/(2a cosh? i).
904, k — 6/206 sin 2, s — —S8/258in 2¢. 906, k = 1/8asin (¢/2), = —1/8asin (¥2). 910. 1/9.
91l. (& + b)Y /(e + b + 2z,)2/8, 912. IIVE 918. P,: k = l/a, x = 3/da; Py: k = Vﬁ_'fﬂ, x = 0.
d. t=—), B = —VE}, v =21 920. r" = —xt + x'v + xkf3, pid = —3xx't + (" — ®—
—.uk'Lv + (Bx'k + xk') P, 921 k= x = a/(2a® 4 &%). 922. k = o088, X = sing 928. k = x =

.= 3 Vama' + &3). 924, r = (c/a) tg [b(t —4)/c]-[ak + b(—sintl + cos tf)] + btk — (b%/a) (cos U +
+ sin t]). 926, Rovinné krivky v rovinéch rovnobetnych 8 R,,,r = a . [(cost— (fy — f) 8in t]§ +
4 asin¢ 4 (&, —¢)cos ] ] + bigk. 927.r = @(8)i + w(s)] + & cotg ak, 0 = 8/sin a, kde & je uhol,
ktor{ zviera priamka g = { . cotg «, ktors vznikne rozvinutim krivky K do roviny Rg.,. 828. a)
Skratkovica: r = a{cos ¢i - sin @f) + a tg ak; b) valoovo-kuzelovd skrutkovica: r =
= ey [a cos @l + nui:;n @] + bk]l.ab je konitanta. P29. &k = a sin® af(a® + bt gind o), ¥ = k tg o;
pre x = n{4 hyperbolické akrutkovica. 9#80. k = IJVR_' — 8, x = r:ﬂﬁ%' — cist. 984. Bx —2z—
2 = 0, (x— 22/15) + (y + 10/3)® + (z — 12{6)® = 343/45. 985. 4z — 4y — 3 Y3z = 0, (3z —
—14/)2) + (8y — 14/)/2)* + 92* = 625/4.

2,11. Plocha a je] rovnice

989. r(u, v) = @(u) cos vl + @(u) sin v] + y(u) k. 940, r(u,v) = Rcosu.cosvl + K 008 4.
.gin v] + R sin uk. 941, r(u, v) = o co8 % . 008 vi + @ cos u .ain v] + ¢ &in uk. 942, . r(u, v) =
+ o ginh u . co8 v + asinh u . sin v} + ¢ cosh uk. 948. r{u, v) = a cosh u . cos vi + a cosh u .
.8in vj + cosh uk. 944. r(u, v) = 4 008 v 4+ wein v] + uik. 946. r(u,v) = u cos vl + usin vf =
4+ kuk. 946. r(u, v) = b cosh (u/b) . cos vl + b cosh (u/b) . sin v} + uk. 947. rlu,v) = asinu.
.co8 vl + a sin u . sin v] + [aIn tg (4/2) 4 acosu] k. 948. a) 23 4+ y! = f¥z); b)y' + 2" =
= gi(z); 0) 2+ 2* = piy); d) F(a® + y* + 2% oz + by +cz) =0. 940 x%fa® + (y* + )0 =
= 1. 950. (z* + z8)/a? — y8/0* = 1. 961. ' + 2 = 2pr. 962, (2 4+ YY) 4t — 24 = 0. 958.
u—kﬁ?kymmidﬁny.ﬁnmidy;u—h'ivkykruhica. Phd. w krivky,u—kﬁvkyﬂﬂpriamky
jednodielnsho hyperboloidu. #566. r{u, v) = a cos u . 008 vi 4 b gin u . cos ¢f 4 ¢ sin vk. 9566:
a) r{u, v) =nm{u+ﬂ)l+auin{u+u}j+&uk;b) r(u,v) = a cos «l + a Bin ) + (bu + v) k;
c) r{u, v) =a_mn(u + v} i+ u_uin (6 + v) ] + bu —v) k; d) r(u, v) = a cos vl 4+ asin vf +
+ uk. 967 Vo + Vo + Ve = Va. 958.230 4 y2A 4+ 228 = ati. 959, ta' + yhfb! + 21ct = L.

14 Zblerka dloh
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960, 2 = uwcosv,y = usinvy, z = 4/cos v. 961, r(u, v) = [(u + 4 (v —u)f+ Euwk]fVE_.
982. r(u, v) = ucos ol + wsinv) + bvk. 963. riu, v) 7 @)l + wlu) ] + vk, 964, r(u, v) =
= {7y + v[@lre) —xo )} | + {y + v[p(u) —y,]} | + 24(1 —v) k. 965. 237 4+ Yy — 3] — z)38 —
= 0. 968. r(u, v) = @(u)cosvi + sinvj + [p(u) + av]l k, kdo r = p(u)l + w(u) J jo rovnica
krivky K. 987. r(u, v) = u coswi + usin2j + avk. 968. r(u, v) = weos vl + uain vf 4+ f(v) k.
969. Hyperbolicky paraboloid: bzz — ayz + gz — py = 0. 970. Skrutkové plocha: z =
= b arctg (y/xz). 971. w = r(s) + a{(r”/| r" |) . cos a 4 [P'(8) X r"(8)]/] r'{8) x r*(s)].sin a}.

3,12. Dotykovd rovina a normala k ploche

872. 0 = (0, 0, 0) kénicky bod. 973. 0 = (0, 0, 0) kénicky bod. 974, V = (—4, 0, —2) kénicky
bod. 975. Singulirne body leZia na priamke © = 1, z = 1. 976. O — (0, 0, 0) izolovany bhod.
977, O = (0, 0, 0) kénicky bod. 979. a?(du® + cos? « dz?). 980. a? du? + dovd. 981, (1 + k%) de? +
+ utdol. 982, (1 + f3(v)]de? 4 v?dul. 983. (1 + 97) de? + 2pgdx dy + (1 + ¢?)dy?, p = =z,
¢ = z,. 984. sinh u; —sinh u;. 986. cos 8 = b2 |1 + ¢¥/|/b3 + & + 02" — const. 987. 8r —
—3 +2—2=0 988. 2+ y—z|/Z 4 2=0. 9%, 5y —z=0. 990. y — zsinh 1 +
+ sinh1—coshl =0. 991, (z + 1)}/9 = (y — )/{—3) = (2 + 9), 9% — 3y + z + 27 = 0.
992. (x —2)/8 = (y — I/(—1) = (z— 4)/(—10), Bx —y — 10z + 27 = 0. 998. (x — 1) =
=¥0=(z—1}z+2—2=0. 994 (z—1)= (y — 1) = (z — I))(—1), =2+ y — 2z —
—1=0. 996, (z—1)d=(y—1)/2=(z—2)/(—]1), 4+ 2y—z — 4 = 0. 998. (x — 1) =
=y—N)(—1l)=(z—nwn2)yzo—y +2— /2= 0. 997, (F—rFg) . =0, X = M + ry.
998, xcosu + ysinu-—a =0, X = M + (cosui + sin uj) ¢ 999. rcosuBn& 4 ¥ sin u.
vna—zeo8a = 0, X = M 4 (cos u sin ai -+ sin u gin o) — cos ak)t. 1000, [z — (a +
+ booBu)cosv] . coBuccsv + [y — (@ -+ b cos u)sinv]cosuginy + (z—bseinujsinu = 0,
X = M + (cos u cos vl + cos u 8in vj + sin uk) 2. 1001, zf'(u) cos v 4+ yf'(u) 8in v — 2 — wf'(u) +
+ flu) = 0, (x —u cos v)/f(u)’ cos v = (y — u sin v)f(w) sin v = [z — flu)]/(—1). 1002, zx,/a® —
W/t = 2(z + %), alx — z,)fbxy = —b(y — Yol[GYy = (2 — zo}/(—2ab). 1008, z sin u —

—ycosu +vzja—uw =0, X =M+ (asinui —acosu] +vkjt. 1004, 2z +y + 2 — 3 = 0.
1006. 2 = 0, = + y—z =2, 1008. 7x — 3y — 4z = (. 1008. Priamky z = z,; y = azfx, ;
Y = ¥, ¥ = azly,. 1008. Hyperbolicky paraboloid. 1019. (mx + Iy)? 4 (Iz — nz)® + (ny —
——mz)® = a¥{(P? + m? 4 n?). 1020. (r 4 4y + 92)® = 14(22® | 442 1 922 — 1). 1021. 2(z%/p +
+ g — 2z) — {:::V;—[- !I'V;— 12 = 0. 1022, (z® 4 y? + 23)3 = a¥%:% | b2y + 329, 1028. (z? +
+ y? + z’}: = a¥z? 4 b%® — %23 1024, 22 + 92 + 2? = c[arctg (y/z) — ®/2] 2. 1026. 22 + yd 4

+ 22 = MVH:F

3,18, Krivost krivky na ploche. Krivost plochy

1028. HVE_ 1080. VR’—.-—-!‘“!RT. 1031. 1/2r, r je polomer valca. 1088. —a(du® + cosiudv?).
1084. 2 dudvfu. 1085. a(—cotg u du® + sin u.cosu de?). 1086. [(¢7f" — f°g’) dw? + fg'de®)/

VI + g% 1087, (f7, da® + 2f7, dz dy + £5, dy®)/} T T 73 + ;2. 1088. 2m dz dy)}T + mi140).

1089. &y = —ky = 1/5. 1040, k, = 4/3, k, = 4/9. 1041, k, = 1, k, = 9/4. 1042, k, = 2,
ky = 3. 1043, k, = —9/2, ky = 9/2. 1044. i, |. 1046, %, = m(z, + |m? + @) &, = (2, —
—Vm* F2i)ja, kde m? = o} + 2 + a3, 1038, k, = 3 [/2)4, k, = }. 1047. k, = —\2, &k, =0

1060. &, = 35|/26/676, k, = 11/676. 1061. k, — k, — 1/, k, = 1/a, k, —.1/a® 1058. ky = —Fks,
k, =0, k, = —1/a? cos! (ufa). 1066. k, = 2(f + 2uf"))(1 + 4uf2)?s, ky = 2f'(1 -+ 4uf2)1i,
k, = 2(uf" + 2uf? + (1 + 4uf3P8, b, = 4f°(f + 2uf)/(1 + 4uf??®, kde u — a3 + yh.
1068, by = —k; = af(a® + u?), k, = 0, &k, = —a?/(a® + u?j?. 1057, k, = (a® + b2 | o8 — 23

— y* — 29){2a%3c¥(z¥at + YLt 4 22/ct)3, k, = 1/a®BRc3(afat + y3)bt z8c4)2. 1068, k, =
=—z[(x" + ¢y + 1IN, £, = —1f(z® + 4* + 1). 1069, k, = 0, k, = —ad. 1081. k, = (k) - K)1A,
1082. a) Eliptické; b) hyperbolické; ¢) eliptické; d) eliptické; e) hyperbolické; f) parabolicks;
g) parabolické; h) parabolické; i) parabolické (vrchol je singularny bod). 1088. Eliptické, okrem
bodov na osi o, (singuldrne). 1066. A = (0, 1, 0) je singuldrny bod; pre x > 1 eliptické body
pre z < 1 hyperbolické body. 1087, Body kruZnice 23 + ¢! = b3, 2 = g s parabolické body;
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eliptické body pre g(z, 0) > a® + b%; hyperbolické body pre gz 0) < a* + b3, 1088.

(0, j:Vp’ —q3, (p* —q%)/2q). 1069. + a V{u‘ —b3)f(at —cB), 0, + ¢ V(b' —ct)/(a? — c?). 1070.
Body, ktoré opfdu vrcholy sinusoidy.

4. Diferencidlne rovnice

4,1. Zékladné pojmy a dlohy veddce na diferencidlne rovnice

1071. a) Ano; b) éno; ¢) 4no; d) &no. 1080. y? 4 xy’ = y. 1081, ¥’ 4 y/z = 2. 1082, y" = 0.
1088, (x — 1)y* —zy’' + y = 0. 1084, y" —6y" + lly’ — 6y = 0. 1085. y’ = yIln y’. 10886.

y? = dy(zy’ — 2y). 1087, y = 2y’ — J/1T + y%. 1088, y(l + y?arctgy’ —y’ = z. 1089, 2 +
4+ yy’ =0, 1000. ¥ +y=0 1091. zyy" + ay?—yy = 0. 1092, " + 3y" + 3y +
+y=0. 1098, zly* — 22y’ + 2y = 0. 1084. (1 + y*) y" —3y'y"? = 0. 1096, a) cos z — s z;
b) neexistuje; ¢) a sin x; d) neexistuje. 1097. mv’ = —kv?, kde m je hmota telesa, v jeho rychlost
a k koeficient dimernosti odporu prostredia. 1088. y* = [M(x)/EJ] (1 + y'*)*'%, kde y je priehyb,
M(x) ohybovy moment v priereze x, £ modul pruZnosti v fahu, J moment zotrvaénosti prierezu
vzhladom na neutrdlnu os nosnika. 1098. T = (k/me) (T — T',), T{¢,) = Ty, kde k Je konstanta
umernosti. 1100. n’ 4 an?® = ¢, kde « je koeficient imernosti rekombinovanych iénov so &tvorcom
ich celkového poétu. 1101, Li* + R¢’ + 4/C = K w cos wt, kde 1 je prid v okruhu.

. 4,2, Diferenciilna rovnica prvého ridua

1116, Celé rovina okrem priamky x = 0. 1117, Cel4 rovina. 1118. Celd rovina. 111%. Pol-
rovina ¥y > z. 1120. Celd rovina okrem priamok y = 0, = 1, * = —1. 11281. Celé rovina.

1122. Cel4 rovina okrem priamky y = 0. 1128, y,(z) = 2®/3 + 27/63 + 2x'1/2 079 | x15/560 533.
1128, yy(z) = 256 + z3/11 . 108 + 217187 . 10° + 23311 132 . 108, 1127, y,(2) = 1 + 23(3 +
+ (x%/3)2/2! + ... + (*/3)*/k!. 1188. |z | < 1/4.

4,8. Diferenciilna rovniea so separovanymi a separovatePnymi premennymi

1129, 22 4 y¥ = In l'.'.":t.:"'Ié >0, z+#£ 0. 1180. y = (C—a)/(1 + Cz). 1181. y'= — log,, (C —
— 107, 1182 y=)0F3z—2s 1188 [T+2+1+i=0 1184, y-=
- |/1 (z Vl__.mn)',_-l <r<1 1185.y = Ce*. 1186. y—2 = Ce (y— 1),y = 1.

1187. y = C o-1/*, 1188, y = 1)(1 —C z). 1180 In|y/ly + )| =22+ 2+ C, y = 0,

y=—1 1140, 231 + y) = C,C # 0. 114l z—y + C=In[y"(a + 2)°], y = 0. 1142. y =
—CeTtON2_ ;5 1148, y + arctgy =« + In|z| + C. 1144, y = a tg (C — |az — 2%]2).
‘ 8 (5@t +0) b et
1146. Ak b je celé é&islo, y = { T Ak b nie je celé &islo,
tg{aln |z | + C) pre b = —1, = 3 0.

y = tg(—é—:?:-I ;1:"'*1—!—0), x>0 1148, y = C |sinz | —a, = # (2k 4+ 1) w2, kde k je celd

dgislo. 1147. cosxz e~V = (, y # (2k + 1) n/2, k jeo celé &islo. 1148. y = 4 arctg C{a_zsi"(“’m},l.

1149, y = —In(1—Ce?), 1 —Ce* > 0. 1160. o + o—¥ = (. 116L. 4* = 2 [In(1 + &%) + C].

1152. y = k7, & je celé dislo; ¢ # In2, tgy = C|2—e | = 0. 11588, y = (z + 1) o=

1164, 2(2% — %) + 3(xd — 9?3+ 6 = 0. 1166, y = (1 + z)/(1 — =z), = # —1. 1166. y

— VI + 2@ + Y1 + «9). 1167. y = 1, = # 0. 1188, y = arctg (1 — 2/z) + 2m. 1169, y
1T

= aresin . (V§f2 — 1/x) + & . 1160. y = %— arctg (-'—-; + arctg :.t:) “+- 5 1161, (z — y)? +

+ 2z = C. 1162, cnt-gy_;m — x4+ C. 1183, z + 2y + 3In |2z + 3y — 7| = C. 1164.

i

V4:c+2y+l——2h1(1f43:+2y—~1+2}=;1:+0. 1186.8) Ak zy > 0, potomm y =z + U
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Ak 2y < 0. potom y = —a + 0; b) Ak =z + y > 0, potom y = z + 0. Ak z+ y <0, po-
tom y=—2+0;¢) Ak 2 20, y> 0, potom y =2 + ¢. Ak 2<0, y> 0, potom y = C,

1188. a) Ak z -y 20, potom y =Ce* 4+ 1 —z, 0 £ 0. Ak z 4+ ¥y < 0, potom y = Ce—"+
+1—z; bjAkxy = 0, potom y = Ce* 2, Akzy < 0, potom y = Ce—*'5. 1167. y = C ol
C+#0 1868 y* =2p(x + 0), yy' > 6; y? = —2p(z + 0), y’ < 0. 1189, (C—z)® + y* = at.
1170, v = Cu?®, C # 0. 1171. Traktrisa,aln {a + Vﬂ’-—-—;ﬁ} F Vﬂ- -y* =z 4 C. 1172, z"y" =
= C. 1178. o(1 + cos @) = C. 1174, s{t) = k33 + g,. 1175. 23s. 1176. 6,48 min. 1177. T —

= 42 min; T = 4d|/d/3ug |'Zg. 1179, 1,8 %. 1180. 975 . 10° rokov.

4,4. Homogénna diferenciilna rovnics 1. ridn

1181.a) 1;b) 0;¢) 2; d) 1;6) 3/2; ) 2. 1182. 22 — 2oy —y® = C, z + ¥ # 0.11838. y = zln || +
+ Cz, 2 # 0. 1184, y* + 2xy = C. 1185. y = O o/*, 1188. (x —y) .3V = (O, 1187, y® =
=z'Inz? 4+ Cz' 1188, y =z tg(ln]z |- C). 1189, 2 L y! = Cy. 1180. 32% 4 82% - Balyt=
= C. 1181, 2% + 2" = C. 119%.c22 = y + [/a* + y*. 1198, y = —In (In Cz). 1194.coig In |2y,
y=xc*m, 1196, y — 2e'tCz, 1198, vy = z (1 + arctg Cx). 1197, =z — y cos (y/z) +
+zy cos (y/x) = 0. 1188, 22 - Bzy + 3  +y=C. 1199. In |Bx— 5y + 3| + 16z + 10y = C,
bz — by + 3 = 0. 1200, (y—~=x + 1)® (y + 2 — 1} = C. 1201, (y—z—2)2 by 4+ + 2) =
= 0. 1202. sin[{y — 2e)/iz 4+ 1)] = C(x + 1). 1208. In[(z + yiflz + 3)] =1 4+ Cliz + y).
1204. =* —y2 =0 1200. »%2y? = Iny. 1208. In(z® + y®) = 2(y/z) arctg (y/x). 1207.
zTyInlr =0, y =0. 1208. ry = —2, 1 — 2y = Cz3(2 + zy). 1209. &) arcsin (y?/|23)) =
= In C2%, 3% = 23, 1212. r® } ¢2 -= Cx. 1213. y = Cz? 4+ y%). 1214. 2° 92 = Oz, 2% =
=0 —2Cy. vy =C.1215. y = Cx —z In |z |.
1216, Rotaény paraboloid, rvz je parabola y? = 20z + C2,

4,6. Lincarce difersncliloa rovnics prvého rddu. Bernoulliho diterenciflna rovnles

1217, a) gy~ et By =cleosa. c) y=ce == ) y=ce 21, 1218,y = z/3 —
-— B8 Soce P 1218, y =.e®fd 4 co 25 1280, y =1 4 co—7%a, 1221, Yy =cr —z —
= 12, 1222 y = 294 4 ¢fx. 1928, y = (c—In|z|)fe. 1224 y =a + o T —22. 1925, y —
= (@ + ¢) (L 4 #%). 1226. y = (z + VI F 2°) (s arcsin = + ¢). 1227 y = e® L cet™it, 1228.
y=chn*zx —Inz 1229, (z -+ 1)y = sinz — (z + 1) .cosz + c. 1280. ¥y = z¥gin & } cat.
1281, y =1+ ccoa?x. 1282. y = 22/4 | ceinz. 1288. y = ce—*cte= | arctg « — 1. 1284, y =
= (c—cos )/} 1 + % 1285. y = (2 )sin = + o) arctg z. 1286. y=1. 1287, y = (e=* +
+ cosx + sin z)/2. 1288, y = (22 — sin 2z + 4 — mw)fd sin x. 1289, y = sin 2 + 3 /23,
1240. z = y* 4- ¢y, y = 0. 1241, = = y&(1 4 c ol/¥), y=20 1242. z = o 4 co~v. 1948, = =
=2lny—y+ 14 ey’, y=0. 1244, = = yln (y/c). 1246, zy = a® + cy®, 1246, a) 87,37 °C,
b) 120 °C. 1247. T = UR-Yi—e-"/). 1248. i = 0,6 A. 1249, 9,03 A. 1250. y3(co™ + 1) = 1.
5L Jy = cfT—28 — (0 —2)/3. 1252, y* = 2426 + ¢), y = 0. 1268, y = 2/x(c —
—In®z). 1254, y = (co® — 23/3)%,y = 0. 1265. y = 2({fce® —pinx — cos z), ¥ = 0. 1258.
y*=ccos®z—3sinx.cos?z, y= 0. 1257. 16y* = ce?* —4dx— 5. 1268. ¢y = —z lnz + cx.
1269, y = (c + x*))4e?. 1260. ay(c — Indy) = 1. 1261, y = ],/2]/1_“—_5"Hi — zf — 1, 12862.
¥+ z-+ay =0 1283. y* = dax -} 4a¥(] — o%/*), 1264, 1 = Vl.l(ﬁt + e-8 — 1), te <0, 2).

4,6. Riccatibo diferenciilna rovnica

1266. y =2 + 2 + 4/(Cet*—1). 1266. y = 1 + lf(—=x |z| + O |x]), C # 0. 1287, y =

1 1 | 4x* + O
=2z 4 1/(1 + Ce*). 1288,y = = (G s g E) 1269. y = PP S 1270, y = &~ -

E——ﬂon‘: _ E—eun’m -1 . -
— : = — . f = / i
+IC—2). 1270 y = tgo + (0 f — dz) 1272, y = (—Ca*+ 22)/(Cx

—2%),0 > 0, x # 0. 1278, y = [cotg (Lfx + C))/a®—1/z, = & 0. 1274, y =[8(C e "
+ D)/[(32%8 + 218) C o™ %F'"— (338 — 2], 2 # 0. 1276. y = z/(—=/b + Ca—%), z # 0.
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1276, y = (2% — 20)/(z* + Ox), 2= 0.1297. y = tg{dx + C) + 2%2, —C4 — B Sz = —
—Cl4+ w/8. 1278, y = t)/(—T7 + u), s = ¢f(a + v), u = /(—3 + w), w =¢{(l 4 2),z =
= Vifig (0 — Vi), 8 = 2z 1279, y = 2* + 1/06™/4, O # ©

4,7. Diteremciiine rovaice tvaru x = f(y'), y = g(y'), Clairotova diferencidlna rovniea,
Lagrange—d’ Alembertova diferencifina rovnica

1880, z = p 4+ 3, y = (3p° 4+ 2p% + C)/4. 128l. z = ? + £, y = 30/2 + 2¢.4 O. 1282,
y+ 0 =)z —2% + arcain |/z. 1288. 2% + (y —c) =o' 1984 y + ¢ = In(z + [/=F —1).
1286. x = pEinp, ¥ = pPdginp + pooap —einp + C, 1 =10 w/21. 1286, x = 1/p.+ In p,
y=9p—Ihnp+ 0. 12881 2 =2p—8p* + 0, y=9p*—2p": 4 =0 1288, z + c =coap +
+Intg(p/2), y=2sinp; y=0. 1280. x=Inp + 1/p+ C, y == — Inp. 1200. z = o” 4 C,
y=(@p—1eny=—11801 2=+ 21+ pP—In(JPF L1 1 14+ Cy = —p + p|p* + 1;
y = 0. 12:&2. y =Cz—40h, y =22/16. 1298, y = Ox + C 4y = —a* 1284 y = Cz + O,

y = —3x J2x/8. 1296, y = Oz + 2 )—C; 2y = 1. 1208. y = Ca —a YT + OB, 2? + 4% = a.
1297, y = Oz + 1/20%, y = 3234/2. 1298. y — Oz + c0s €, ~— rarcsin x + J1 — 25, 1299.
y=0Cz+C+e, y=z+1)In(—1l—2)—2—1 180 y =Cr—InC, y=Inz 4+ 1.
1801. y = Cz — (%3, 9y = 42°. 1802. 20y —COz) = 1, 8y = 27", 1303. =z = 2p/3 + Op™1 4,
y = pH3 —Eplft. 1804, 7z = Clp* — 1[pb, y = 20/p—1p*. 1305 y =(C + [z + 1)} y = 0.
1808. z =2(1 —p) + Ce?, y =2 —p* - Co*(I'+ p). 180% x=3p + 3pln[(p — D/(p +
+ 1]+ 0p, y=204+Cp*2 + 30+ (322 + D2IIn|[(B— l)ip+ VI + C/2; y=2 + 2;
y=—x—2 1808, 2 =(p+ C)fp*, y =2+ 2C/p—Ing 18308. z = (C—Inp)/p*, y =
=2(C +Inp)fp+ 1p*. 1810. y = 2}COz + O; y = —a. 1811 z = (1/2p")In | p + VI + 2*| —
— VT + P + Cy =2px+ V1T + 2% 1812, 28 + y* = (202 + CH/(k* — 1), 8k kb # 1;2* +
448 =0z, ak k = 1. 1818, (y — x — 2a)* = Saz. 1B14. 23/ 4 ** = g?/, 1815. Kruinics,
elipes, hyperbols. 1816. ¢ 4+ 16z = 0. 1817, z = p(p* + 2y|'(P¥ + 1%, ¥ = oY) (p* + 1)
z=plVp* + 1%, y = (2p* + 1)/ (p* + 1. 1818.2 = Clcos ¢ + b [ty (@ 2)*2, y = C sin @,
(tg (@/2)}®, b = +alv,, kde v, je rychlost gvuku v nepohyblivcn. prostred.

4,8, Trajekidrie

1819, y = cx, z = 0. 1820. 2x% 4 3y = 3. 1821, z® — % - . 1822 27 4+ Zy° = c. 1828,
y=co % 1824 (2 —dy —Ble*2 =c 182 2* 4 y? + cy = 0. 1828 y* = ¢z, 2 = 0.
1827. 9lny = 4lnca. 1828, y* =2 + c. 1829, 3z =cf|y| — y® y = O 1880, (2* + y2)* —
—ozy = 0. 1881, 2yt — 1 = ¢(2x® + 1). 1882, p = c|sin ¢ 1888. 2 = c(14-2-3cos?).

g M21EYB2 y = Lcaintftg (42152 1884. 2 4+ 4 —cz + o = 0 1885, (z — 1)? +
+ (y — 2)* = ¢, 1888. Krivky lefiace na valcoch 2%(1 -+ m3®) = ¢ alebo ¥¥{1 4+ m¥z®) = c.
1887. 2 cosh¢ = ¢ 4 a(fcosht—pinh!); ycosht =csinht | a. 1888. z = 2a! sin £ — cos {)—
—(af® 4+ c)cost, y = 2a(gint + tcost) — (a? 4 c)sin s 1889 p = ce¥?'”, kde m = tg §.
1840. o = cer. 1842, (x + ¥y (y—2x) =cly—2z)* s y == 1848 ¢ = c(x + ¥); ¥y = —=.

1844. ¢ = c. 1846. g = c[l + cos (2¢ — 2()]. 1848. p = cawf""?;z = o 1347. 2 = a cos i,
§y =acosi, z=1{ xz=acostl,y=asin! z=ci 1848, B{}tg{r:74 — #/2) = o i

4.9. Diferenciflne rovnice vyilich ridov. Znifenie ridu diferenciflnef rovnlce

1849. y = 2* + In |z| + Cix 4+ C;. 1850, y = 2*/6 —sin z 4 Ciz + C,. 186l y =
=In|sinz |+ 02 + Ox + U, sinz = 0. 1862. y = (2*In| z |}/6 + Cy2* + Cu? 4+ Cyz + (.

1858. ¥ = Gl[:faﬂdi—(a"'—l]jﬂ]. 1854. Yy = %f%ﬁ- ds '...".‘-; : E‘-!-ﬂlxalnm_l_ CIIH e
]

9

4+ Cx 4+ C,. 1866. ¥y =25/10+ 2 4+ 2. 1868. y = —aIn|z| + 22 — 1. 18B7. = = e 4 ¢,
y=({f2—8/d)ed + (#/2 —1 4 C))e* - £#/8 4 Cyt + Cy. 1868, 2 =gin ¢, y = t/4 + (18s8in2¢)/
{96 — (t cos 2¢8)/8 — (coa 2¢)/82 — (O, cos 2¢)/4 + (sin 4£)/192 4 C,sint + C;. 1859. y = 1 +-
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e E

+ O, sin (C, F #). 1860. e sin? (O;z + Cy) = 2C1, o sinh? (C,z + Cy) = 2 C%, je¥(z + C) = 2.

1882. £={?1+C,1n]y+=|+1n]y—01£], #l=y'+ 1_0:1- lm:—ﬂ. - *2—111!! A

+ 834 + Cpy. 1864. In |In| Oy | | = 4z + C,. 1865. 2(C,y — 1P/ = 302 + 0,. 1888.
y cost (z + C,) = C;. 1867, y = arctg (C; — Oyz). 1868, y = (6" + o~*)/2. 1880, y* —y = 3a.
1870, y = C,z%2 + Cy, 1871 y = 24[8 + C,2%/2 + C,. 1872, y = Oya%/2 + (C1 — CYH z + C,.

1878. y=(1+CYIn(1 + Cz) —x/C + C,, C # 0. 1874. v = C’L(m_-f]’_) aﬂlﬂ""l#{— /8
' 1

C, # 0. 1876. yC = (C%* + 1) arctg Os — Oz + Cy, y = kxa® + C, kde % je oelé Bislo.
1878. y — —z — (8in 22)/2 + O, sinz + C,. 1897. z =CO;p + 3p*, y = 12946 4- & C,pri/4 +
L CP6 +Cy, y=C. 1878. y = —1/22 —C,In| z | + Cgx + C;. 1870,y = (,2%/8 + Cgz +
+ O,. 1880. y = C,a8120 — 28/120, + Cy?/2 + Oyx + Oy, Oy # 0. 188L. y = (0, + z)%/3 +
+C,. 1882, y = —cos (C; + ) + C,. 1888, (z — O + (y — C,)" = 1. 1884, 22 = G4 +
+ C,(2t —=in 2f), y = 4 — O, sin3¢. 1885, y = 0y &*'* + Oy + Gy, €, # 0. 1886. y = (Cy, —
— ) In (0, —z)— (6, — %) + Cgz 4 0y, C) # x, ¥ = O + C,. 1887, y = cos (C —2) +

+ Cz + C,. 1888. Ak C, # 0, potom y = C, ac‘”—%. Ak O, =0, p;:)tn-m y= Cgx 4+ 0.

1
1889. arctgy = Ox + C;, C # 0. 1890. Ciy —1 = C, o U1%, y=—a+C, y=0. 1801, y=
= 2(0, [P dz + 0 —1. 1882y = 40, g (O + Cy), 2In | (y — Cily + G} | =

=0y + Cy, y(C—2a%) =4, y=0C. 1898. Ak y" >0, y>0 0>0, potom y = 0, e%% 4

+ U,&_C‘m,ﬂl £ 0. Ak y* <0, y <0, C > 0, potom y = 0y cos Cyz + O, 8in Cyz, € # 0,
y=0Cz+C,. 1804, y = + |0z + C, + Oz + 05, C# 0 a Oz + C, 20. 1885, y = C,
y(f.?,—(’;’lm} = I, G‘l‘aé 0. 1898. y = VG1 cos (z + Cg). 18987, 26‘1 Cy =0, |= ]2;"61 4+ |z |2-*1.
1898. In|y | =Cy[a* + z T + 2* + In |z + VI+ 28] + C;, 0, > 0. 1809, |y |01+ = Oy(w —
—1C) .|z + C, |0y =C. 1400. 40" = éz + =(C, In Upz)*. 1401, y = O, | 7| o — 1%,
O, # 0. 1402. 2In Oy + Cyfz + /0y, C, % 0. 1408. y = z(C, bresin (Gyfz)), Uy # O.
1404. y = z arcsin Cpx — Cyz. 1406. y(z + 2) = —=—6. 1408. y = =z + 1. 1407. a) krufni-
ca; b) (z — C))% — Cpy® + kC} = 0; c) refazovka y = a cosh ((z — 7,)/2); kruinica (z —xg)* +

2
+y"=ﬂ’:y= (i}{:{:!z + 1+ €y =F 01 x = ?(t Eiﬂ‘} “ Cgy Y = % (1_- ﬂﬂﬂ‘}-.

1408. Logaritmické Spirdla. 1409. Evolventa kruZnice. 1410, Cykloida. 1411. Parabola. 1412. Re-
tazovka y = acosh [(x + C;)/a] + Cs- 1413. y = gz3(1 — z)4/24 EJ. 1414, 8 = % (a + bvy) +

+ 9 2t 415 ya—a) = of TF ¥ ¢ = afoll — oM, 1416, y = 3In (s +

4+ 8 4 [a® + 162 + 65) + C.

4,10. Linedrne diferenciilne rovniee

1417. Nezdvisié. 1418, Zivislé. 1419, Nezavislé. 1420, Zavislé. 1421. Zhvislé. 1422. Nezavialé.
1428. Zavisls. 1424, Z4vislé. 1425. Nezavislé, 1426. Z4vislé. 1427. Nezdvislé. 1428, 0; funkcie s
linedrne nezdvislé: W = 0, z € J je iba nutnéd podmienka pre lireirnu zédvislost, 1428, W(z) =

— Co—/PEET 1480, ¥ —y cotgz = 0. 148l. (x—1).y" —ay +y =0 1482.y" —y = 0.

1488, y* + 4y = 0. 1484. (23 — 22+ 2)y" —2'y" + 2ay’ — 2y = 0. 1485. " — 2y + ¥y = 0.

1487. y = Oy(1 + 1/z) + Cy(z/2 + 1 — [ + D) In |z + 1 |]ix). 1488. y = C,(z + V=¥ +1)" +
£ Ca(i’_ ]f:,;l 4. 1)", 1489, y = C, 72 4 Cy(42? 4 1). 1440. y = (C,0~= + U, o*)/x. 1441. y =

= C;sinz + Cy(2 —sinz . In [(1 + sin z)/(1 — sin z)]. 1442. y = O, tgz + C4(1 + = tg ).
1448. y = C, + CyInz + Cpr®. 1444. y = Cyx + C,e. 1445, y = Ci(1 + zIn |z |) + Cgz.

1446, y = C,x + Co(l + In |z |). 1447. y = C,(z? + 1) + Cg[® + (2* + 1) arotg xz). 1448, y =

= C, 0" 4 Cyrt. 1440,y = Cy(2z — 1) + Cyo~* + (2* + 1)/2. 1480.'y = O12® + Cylw + 1) —w.

1461, y = 2® + Cpx® + C,. 1462. y = Cy(z* + 1)+ Cyfz + 2. 1468, y = Oyf(x + 1) +
4+ Coflz — 1) + z. 1464, y = Cyz + Oz + Cp®. 1406, ¥y = Cix + Cge* + Cge~>.
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4,11, Lineérne diferencidine rovnice 8 konitantnfmi koeficlentmi )
1456, y = c; 0% 4 cy 079 1467. y = ¢ e+ ¢pe " 1468, y = ¢, + ;@ ir, 14569, y =
¢, 0% + ¢y ©%/2.1480.y = e, o3 VD #I2 | o (B3I W2 1481, y = 6-%5(c; + cyz). 1462 y
(¢; + caz) o311, 1488. y = (¢ + Cy¥) o° %, 1464, y = [c¢,Bindx + ¢, cos 4z. 14656. y
= (¢, cos 3z + ¢, sin 3z) e?". 1468, y = e"i’{ﬂﬁin (V'T_ 2/2) + ¢y cos (V7 x/2)]. 1487. y =
= e~ %%(¢, cOs O V3_:E + ¢y 8In alfﬁ—m]. 1488. y = ¢, + c, 0" + ¢y~ 1468,y = ¢, + ¢y 0% + g0 +
4 ¢ e 1470, y = ¢, 0 + cy0F 4 ¢z0** + ¢e07, 147, y = ¢, + ¢y & + o + c, 63" +
+ cge e 1472 y = ¢, + ¢z 4 et 1478, y = (¢ + ¢T) 0" + ¢ o2, 1474. y = ¢; +
+ c,x + ¢y 87+ ¢z e®. 1476. ¥y = (¢; + T + co2® + crd) 7. 1478, y = (e; + ¢ + c52%) 677 1
+ (cg + csz) e, 1477, y = ¢; + cyx + @ + 6" + c50° + g0 . 1478. y = ¢, + ¢ +
+ cgx? + 2 + (c5+ ce% + c,x?) % 1479. y = ¢, 8 + [c, co8 [V.‘i—mfﬂ} + ¢4 8in {V?T:x:{?)] a—* (2.
1480. y = ¢, o* + (cy cos 3z + ¢, sin 3z) e?". 148l. y = (c, co82 + 0, gin x) e -} (¢g coBx +
+ ¢, 8in z) ==, 1482. y = ¢; e~ + ¢, €7°% + ¢4 8in ax + ¢, COH O, 1488, y = c,cosx + ¢, sinx +
+ ¢y 8in 2z + ¢y cos 2z. 1484. y = ¢; + ¢y CcO8 T + ¢, 8inx + cgzcoaw + cgx 8in x. 1486, y =
= ¢, cos 2z + ¢, sin 22 4 (¢, co8 T -+ ¢4 8In ) EllJ:]I—}— (cg cO8 x + ¢4 8In ) . e"_l" 3T 1486,y =
= ¢, 8% 4 ¢, 0% | ¢; cos 2z 4 ¢4 8in 2z + (c5 CO8 Vi.’_:r + cg BIN VEI} el" B (c, cos Vﬁ-:c +

4+ EEEmVZ_:r} . E_'l"‘:‘&. 1487, y = ¢, e + ¢, 0% + y;a) ¥y, =4 b) ¥, = 22 4+ 1; c) y, = 6%

|
I

l
|

d)y, = —2z e o) y, = (2* + 3x)e¥; f) y, = (z* — z)e*; g) y, = 3sin Iz + T cos 2z;
h) ¥, = (3 cosx —Bin x) 6%%; 1) y; = —x 0216 + o~2%/56. 1488, ¥y = ¢; + ¢y i3 4+ y,; a) ¥y, =
=—22; b) y, = 22t + 62 4 32 —8x; ¢) y, = —de*; d) Y, = rol*¥, g) y, = dcosxr —

— 3sinz; f) ¥, = (3x + 172/26) cosz + (4 — 54/25) sinx; @) Y, = (3/2) . [cos (4x[3) —
— sin (42/8)]; h) y, .= zet*3 — (3/B)e =8, 148D, y = (¢ + cu )™ + yy; a) Y, = Vz;

b) ¥, = 6~*/3; c) y, = (11/198) 22 &**; d) ¥, = {1/2) cos (%/3); e) ¥y, = (12 cos 2z — 35 sin 2z)/

(2738 + (36 cos Bx — 323 sin 2x)/211 260; ) yr=si—t—fejd~~—aiB. 1400. y = ¢y cos Ir +

+ eg 8in 22 + y; a) y1 = 3x? — 6x% 4 4x + 3)/8; b) y; = (z sin 2x)/4; ¢) y1 = — (cos 3x)/5;

d) y1 = o~22/8; e) y1 = (3x cos 2z — sin 2x)/24; f) y; = cosh 2z; g) 1 = (1/32 — x2(4) cos 2x +
+ {x/8) sin 2z; h) y1 = 0,01 e2*[(8x — 1) sin 2z | (7 — 10z) cos 2z]. 1491, ¢ = e%(¢; coa x -+
4 ¢cgsinz) } y1; &) ¥y =e2%: b) y1 = (cosx | sinx)/8; ¢) y1 = 222/5 + 16x/26 4+ 44/125; d)
y1 = — (02T gin 2x)/3; e) y1 = —(e®* cos 2x)/3; ) y1 = (z*sIn T + x COB ) e2zid; g) y1 = 13/5;
h) y1 = e—4%(3 sin 2 + cos 2)/240 — xe?*(cos x)/4. 1492. y = c1e* + ca + . 14983. y = (c1sn & +
+ ¢z cos ) e — (sin 2)/10 + (cos 2x)/6 + 232 + x + 1/2.1494. y = c1 8797 +-C¢ e?% L r €275 —
— x/6 — 1/36. 1495. y = c10~% + ceweo™* + xPe %2 + o*/4. 1498. y = cyco8 2¥ + ¢z sin 2x —
— sin 3z — (cos 32)/5 — (x cos 2x)/4. 1487, y = ¢y 0¥ | ca63% | en¥[/(n?— bn + §), ak n # 2,
n#3.1498.y = ¢ 6% + g0 — 0,6 — (b1 cos2x. 1499. y = c1 0% | c2 e—3% — 1/8 4 (8 sin 4x —
— 19 cos 4x)/3 400 + (7 cos 2x — 4 sin 22)/130. 1500. y = o~%(cy + cex + x/2) — 1. 1501, y =

= ¢1 6% + [cg €08 (\/3_:.:12] 0-%[2 + gy sin (n/37[2)] 0=%(* — 28 — 5.1502.y = 1 + (cz sin 2z + c3 cos
2x)e~* + 22/10 — 2:/25. 1503.y = c1 8% + coxr 0% + cax? 0% | o~Fcosx. 1504. y = ¢1 + ¢2 &n
x + cacos r — (zsinz)/2 + 3z (sin z)/4 — x%(cos z)/4. 1505. y = c1 + cax - €3 €08 2 + ¢4 8iN
x + 723/6 + 3z(sin x)/2. 1506, y = c1 + cax + ¢3x® 4 cse~% 4 (4 cos 4r — sm 4w)/]1 088. 1507, y
= ¢; + 6% + (¢y + cgx + 22/2) o + 122% + 32® + =2 + 28/20.1808. y = ¢, cos 2z |- ¢, s 2z +
+ (cq + cgx) 0 = 4 (Binx)/6 + 2e*. 1608, y = ¢, €° + ¢y e~* 4+ ¢4 8in x + ¢, cos T - (zd —
— 32) o*/8 — (z sin x)/4. 1510. ¥y = c;2® 4+ cyx + ¢34 + cgco8 2 + ¢y 8In X + 28160 — x?/2. 1611
y=1c, 0"+ co0 " { (6%(2) f (e~ *|z) de — (e~%/2) f {e"/z) dax. 1512, y = (¢ + cyz) 0** + 1]z
1518, y = (zln|z| + ex + ¢c)e* 16ldy =c¢ 0% f e + 1 + xe~® - (&4 e77). In (1 —
—e-%), 1616, % = (¢, + In|sinz|)sinz + (¢, —x)cosx. 1516. y = ¢; cos 2z - ¢ sin 2x -+
+ (1/4) cos 22 .1n | cos 2x | |- (1/2) sin 22. 1617. y = ¢; cosx + ¢y 8in® + cos . In | tg (2/2) | +
+ 2. 1518. y=¢, + ey + cge® +Inz 1619, y == ¢ |} cov + c3¢" + o + V:r_ 1621, y =
— 2 sin (z/2) — 6 cos (x/2). 1622, y = (sinh #)/sinh 1 — 2x. 1528. y = cos & + (sin x —x co8 x}/2.
1624, y = (58 03 — Bl e2? 4 1B o™ -+ 6z | 5)/36. 1626. y = 2 + o~*. 1b626. y = o* + 3, 1527.
y = 0~* 4 e~ */2 [cos (Vﬁ_::/m + 3-1/2 gin (V:-'S_:I:KE}] 4+ x— 2, 1528. y = (coshx .sinx —sinhz .
.cos z)/2. 1629, y = (5e¥* —o0~%9)/4, 1630, y = 4 —3e~= 4 7%= 1581, Vyika y = b —gt/k +
+ g{l —e~*)/k3. 15682, v == 1,22871; 4 = 20,025 cm. 1533, « = 5 e~* . sin [4f + arctg (4/3)].

max —

DA 102 % + 45

1584, y = [(h/(K® — w)]sin ot + [R/(k* — 9w?)] sin Bwt, h = fo/m, K> =c/m, k# w; y=
— — (ht/2w) cos wt—(h/24w?) sin Iwt, b = @. 16358, & = —2,3 gin 8¢, [cm]. 1686. a) & = —e 354,
[(5/100) cos 13,78t + (0,907/100) sin 13,78t} ; £ = —o—™' (49 o9 — 1)/9601337. y = C1 COH 6T cosh

ar | cgcosar sinh g + ¢3sin ax cosh ax +- ¢4 sin nx sinh ax | go/4a4, kde at = L/4EJ1b88. w =




216 3. Vysledky

4
= (r3/Ed) y(h — z) — (r3{ Ed) yh . [e~** (sin ax + cos ax) — (1/ah) e~**sinaz), kde a = VE.:EH Dr¥ —

= VB — a0/ . 1689. y = c sin (n mefl), w, = (n* /%) VEJglg, n =1, 2, ... Ndvod: Zatis-
tofné podmienky sd y(0) = y() = 0, y"(0) = y"(})) = 0. 1640, ¢ = (2/wCL) e ™" sin wt, w =
- = V0L —RC*/2LC, sk CR* < 4L;s = (2¢5/RC |1 — £L/R*C) e~*'1" sinh (Rt Vi —4ZjRr0)2L, .
ak OR'> 4L. 1841. a) i — (o~% sin 6¢)/60, ¢ = [1 —e~% . (cos 6t + sin 5¢}]/B00; b) +,,, =
= 8,5. 10 [A], ¢... — ZU8 . 10-12 [As]. 1542. u, = E, e~fYLC [(f— b)* + af] — Eye™
[, cos wot — (B — b) sin wetlfw LC[(f —b)® + we), ¢t = — BE, e ft[L[(f — b + ws]— Eje™
[ Beg 008 ot + (6% + wy— bf) sin wetlfweL [(f—Db)* + w,], kde b = RJ2L, wy = VIILE' — R*/4L78.
1548. 0 = 0,048 [uF].
4,12, Eulerova diferencidina rovniea

iy =13 " 1
1644. y — Oy + Cafz. 1546, y = -1 (O VT4 4 0z V1714, 5 4 0. 1648, y = — .

]
A(C;+ Cyln |z]), 2 #0. 1647. y = Oz + Cylz, x # 0. 1648. y = Cj(x + 2) + Cl(x 4+ 2)3,
r# —2. 1649,y = C; + Cyln |z | + Cyz®. 1660.y = 2(C; 4 CyIn | 2| + Cygln? |z ). 168l.y =
= O,z + 2(Cy + Cyln | x[). 1662. y = Cy(x + 3/2) 4 Cy(z + 3/2)8/2 4 Cylz + 3/2)*/% 1658,y =
_¢,co8ln |z| + Cysin In |2 | + 2/2. 15634y = =[C; + In | 2 | (C; + In | z |}]. 1666. ¥ =
Cix + Cezln |z | + 328/4. . 1588. y = O,x® + Cyx +12_1(1n!m|—-f—2) z8, 16867, y = Cx* +
Oyfz—cos x — (3/2) sin x1658. y = C,2® 4+ Cex* + az + Bbjz. 1689, y = (x—2)*(; + Cy1n
lz—2) +2—3/2. 15660, y=C,sinln |l + x|+ Cyecosln|l + 2| + (1 + z)3b + 2 +
2—In|xz 4+ 1jcos.In|z41]|. 168l. y = {C’l-}-G’,lnhr—i—11+1n3}9:+1|}f[m+ 1).
1662. y = Cx* + Opx + Cyzln |z | — 2*/4 — (3z In? |z })/2. 1688. y = C, + CyIn 22 +
Cylntz + In®z + Intx 4 Infz). 1664, y = C,fe? 4 Cy/r* + Cyf2® +(In x - 47/60)/60. 1565.
y=Cz + Coxln |x| 4+ Cyg/z 4 {f‘ In |z |)/z + 23/9. 1568, w = q(R? —r*)3/64K. 1567.T =

1 x -+ b a i
Tn+u’b’.(l—--2—h1 5% ) 1 (b + =)2.
4,18. Systém diferencidlnych rovnic
1668.z = C, o + Cye~t, y = O, 0'— C, 0~ 1589, 2 = C, o2 4 -2 Y=+

+ V5yet? f o1 — 2 e 2. 1570,z = —C, - + C, 03, y = C,0-% + O, ett. 1571,z =
= —(1/25) cos ¢ — (7/25) sin ¢ + C,e? + C,t e%, y = (3)25) sin ¢ 4 (4/25) cos ¢ + O, et +
+ Cot e¥. 1572, x = 0,080, y = Cp 0% 1878, 2 = 1/(t -+ ¢,), ¥y = (t 4 &)/ + ¢). 1674 2 =
= 20te1"(Cy, y = Cye®1t; 1676, = Cy0' + C,e'sin [/31/2 + Cy0-t2 . cos |3 ¢/2, y =
= O et + Crotlsin [/3¢/2 + Cle !, con /32 — ¢, kde C; = —(C, + C, |3)/2, C. =
— —(Cy— V302 1876, 2 = Cy — (Cy + 2C3) ¢ + Coft + Cye¥t, y = C, + Cpt + C,f +
4 Cyet,z = 20y — Cy — 204, + 20, e*: 1677,z = sint, y = cos t. 1678. x = —(4¢ + 24)/{t
+ 4B, y =4/t + 42 1879. x = e* 4+ o' —28int, y =¢" + e + 2oiné 1680. x 4 y = C,e',
z—1y =Cyet. 1881. 2z =C,y, (2 - )y = C,x% 15682, (z —y)* + 22 = C;, 22 —y* = (,.
1588. (y —t)z2=0C,, (y—1t):?0 = (C,. 1684, 2 —y=0C,, z2—tlx—y+ 1} =0y, y —
—In(z—1t) = C;5. 15685,y = O\, 2 = Co. 1688, 2 + y + 2 = O, 2% + y* + 22 = (5. 1687, y =
= Cix, 2z + V:r“ +y? 4 22=0,. 1688. 22 + 2 + 22 =Cyy, z = Coy. 1689. 2% + 4* = (,,
x4+ (x4 y+2) =0, 1690, tgz + cotgx = Cy, 2y + 2tgz.cotgx + cotg?x = C,. 1501,
2+ =0C, arctg(zfy) + (c + NNe*=0C,. 1692, e~*—ljy = C}, 2 = (In !y | — =) /(o™ —
—1jy) + Cp. 1598, 2 —22 = O, Y —u? =0(,, o+ 2= 0Oy{u + y). 1504, zf 4 32 = C|,
A4 ut =0, yrt+au=0, 1696. z+:2=0,, y+u=0,, (x—2z2)P2+ (y—u)® = C,.
1698, = = [1y/2c0] (sinh wt + sin wt), ¥ = [v,/2w] (sinh ot — sin i), kde @ = Vk/m. 1597. M, =
= (kad/2k,) {1 — [(1 — fotat)j(1 + fokal)t), M, = a[(l — § ela){(1 + § elar)], kde a =
= VB ¥ 24k,Jk, B = (@ — B)/{x + B).
4,14. Linedrne dilerenciilne systémy -
1802, z = 2¢, 01% 4+ 3¢, 0%, y = c; 610 —2¢,0%. 1808, z = ¢; 0% + g0, ¥ = 2¢, ¥ —
——4c, 074, 1604. x = ¢, cos 2t + c, 8in 2t, ¥ = (2¢; — c;) cos 2t — (2¢; + c,) Bin 26, 1606, x -
— o*(c, 8in 3¢ — c, cos 3t), y = e'(c; cos 3t 4 ¢y 8in 3t). 1608, x = o3¢, + cg(t—1)], y = 2%

B Glﬂ 1607. z = Cq a' - Cqg adt s Cy E“- Yy = Eﬂl e' + 3(_7.3 [ L— paoa" x = 3{;1 et + 5{:2 gt ___
— 2¢c,0%. 1608, » = ¢; 0¥ — 20, 0~ — 2¢, 0%, y = —c, ¥ —Jc; 07, z = g 07" + Cy e—3 1609.
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Ttytz=cef, y—z=10c0 (22 -y —z) =¢067%810, 2z =c e + (¢ + C3) cosf —
—(cg—¢;) Bint, y = ¢, 008¢ 4 c38int, 22 = ¢ &' + (c; —¢;) cos t + (g + ¢3) 8in ¢, 1611. 2 =
= 63008 ¢ + (g + 2¢y) Bin t, y = 2¢, & + cyco8i + (og + 2¢5) 8iné, z = ¢, 0 + ¢y cost— (6 +
+ ¢y)sini. 1812, = = —2¢, o™ -+ o%[c,(20 cos £ — 10 sin £) + cg(lb cost | Ssini)], y =
= o¥[cg(15 cost + Bsint) 4 cy(lGsint — B5cost)], z = ¢, &b 4 e¥[cy(—14 con t + 2 sint) +
+ ¢3(—2cost— 14 sin #)]. 1618, z = (6 + cgt) ®* + c5 0%, y = (6 — 2eg + cyf) 0 , 2 = (6; —
—Cq + cgt) o' + ey 0l 1814, 2z = o'[2¢, + c4(t — 4) + sl ¥ = ©'(2¢) + 4cyt), z = e'[3c; +
4+ eg(62 — 5)]). 1616. z = (¢ 1 + C4f) o, y= (cg + 2c48) 0, z = (¢, — ¢y Cq cyf) o', 1616
z=eo, + ot + 1) + (42 + 0], y=oe; + ot + 2], z = Me, + cxlt + 1) +
+ cg(t2/2 4+ ¢ + 1)]. 1817, 2 = ¢, 8%, ¥y = g6, z = ¢y 0%, u = e, o%. 1820. z =
= 0"%[(c, + ¢,) 008¢ — (c; —¢y) Bin t], ¥ = 8~%(c,cost + ¢y8int), ¢, =1, ¢, = 0. 1821, x =
= 07" (6;—0y + 6gt), ¥y = 0¥ (g, —gt), €, = —1, g =—=2 1822 x =0, y = —o "7 = g%
1628.2=—c,67* - 2¢c;e¥, y = ¢ 0~ t- 0% ¢ 0¥,z = o=t +cpett—ege¥, 0, =1/3, ¢y =
= 1/8, ¢3 = 1/2. 1625, z, = z;, 7, = 20, — xg + 8in ¢, 2, = 2, 7, = %y 4+ 2z, 4 cost. 1824, 2’ =
= (—z + y 4+ Te')/7, ¥ = (3 — 10y)/7. 1826, 2 = ed{c; cos 2¢ 4 ¢, sin 2¢) + .o~ % . (cq cOB 2¢ 4
+ g 8in 2¢t), y = e¥(c, sin 2t — ¢, cos 2t) + e-3(c, com 2 — ¢y 8in 2¢). 16287. z = —2e' e +
+ Ot ct)—2e7eg —eg + cf), ¥ = ete; + cgt) + e~Hey + c,f). 1628. z — C; & + ¢go~* +
+ 2567 %,y = 2¢;, 0 4 cy0%, 1620.x = 3ce', y =co—*. 1680, 2 = 2¢, e + 205 67 4 2¢,0082t +
+ 2¢y8in 24, y = 3¢, e — 3c,0~ M — ¢y 8in 2¢ + o, cos 2¢. 1681. x + Y+ a2m=ce 4+ cget, y—

—z=cycos |2t 4+ ¢ 8in |28z —z = Cg uﬂul"’-ﬂ_t -+ ¢q BiD V21 1882, = = ¢; 8 + ¢3 6~ 4-¢y e®* 4
+ e, y=1c e 4 g et c et + ¢y, z=c 0 + ¢6~" — (¢ + ¢,) o — (g + ¢4) e3¢
1888, z = (¢; 4+ ¢5 + 2¢8) ef — 2, y = (c; + 2cpt) ' — 3. 1684, 2 = (¢, 4 2¢,) cos 2t - (2¢, —
—¢Cy)Em 2t 108, y = €, 0082{ —c,.8n 22 4 2¢ 4+ 2. 1685, 2z = ey —cgef 4 (F— 1) 8t —
— 2, Yy =1c e +cgot - te' — 2 2.1333.::=—015‘*+caﬁ‘“+a‘—3£—|—12fﬁ,y=ﬂlﬂ"~+
+ ¢g 0% —3e* + 2t — 18/5. 1687, z = 2¢, 6% + ¢y 0™ 4 Te'[40 + o127, y = c,e¥ —p 07" 4
+ /40 + 7 0%/54. 1640. z = ¢,(1 + 2¢) — 2¢; — 2 cos ¢ — 3 sin7, Y =t + ¢; + 28int. 1841,
T = ¢ et — e, — (82 4 6o, y = 2¢, 0% + ¢ 0¥ — (12t + 13) &'. 1844, x = (¢, —
—¢)cost + (¢, 4 ¢,)8int + 2cost.In|cost| 4 2¢sin ¢, Y=¢o008¢ 4 co8int 4 ¢ cos t 4
8in £) 4 (cosf—pgini) ln | cost|. 1645. z = (€ =~ ¢g + 2cgt— 8573 L 1082) ¢t, y = (¢; + 2cyt —
— 828/%) ot 16848, z = —c¢ 8int 4 cgeo8t + 2, y =c,con +cqami + tgt 16847, x = 1 == 23,
1648, Zovieobecnené skrutkovica z = a cos (t + a), y=obcos{t + 8), z=ct + y, kde a, b, ¢,
a, fi, y s integrainé konstanty. 1848. & = (v, ¢o8 &) (1 —e~*)/kg, y = (1 + kv, 8in ) (1 —
— o~*"")/k3g; ssymptota x = (v, cos «)/kg. 1850. r — a cos (k¢) I + k~lv (0) sin (kt), drdha je elipsa
2* — 2(cotg X) zy + (cotg® X + adkd/v! sin? x)yt = al,resp. r = a cosh (kt){ + k! v(0) sinh (ks),
drdha je hyperbola z?-— 2(cotg a) zy + (cotg? « — a3y’ gin? o) = al. 1651. Skrutkovica na
eliptickom valei y3/a® + 2kz3/b% = 1, stupanie je xb Vﬁ 1862, @, = c,(g — 2I,;n1/3) sin (B +
+ %) + 64l — 2Lyn.[3) 8in (ngt + o), @y = clinlsin (n2 + @) + clynlt sin (ngt + ay), kde P1» Py
i uhly tyéi so zvislym smerom a n,, ng sii kladné korene rovniece (4 + 3u) nt — Bg[(1 + 3u)/ly +
+ (1 + 2u)/L]1n* 4+ 9¢% (1 + 2u)/hly = 0, kde 4 = my/m.,. 1858. Dréhe. je parabola z = e Et3/2m -
+ tpfcos x, ¥y = ysin® alebo x = y cotg & + eEy?/2my’ sin? x. 1854, &y BSkrutkovica z =
= 0,0~ 008 & (—co8 w! + 1), ¥y = vyw—L 008 a . sin Wi, z = vof Bin &, kde @ = eB/m; b) kruinica
z=vwl(—coswt+ 1), y=vywoleinewt, z=0. 1655 =z — ﬂnm;l sin wt + E¢/B, y.= —
— vyt 0o wt, z = 0. | :
1858. 4, = (U/R)) {1 — [oT,\ T /(T + Ty) g1 (B — R,|T,) ‘3-‘?"" — (@ — R,/T}) e8]}, &, =
= —VM/RR[1/(T; + T,) g] (e—at —ea-88), kde o = 1 — ML, L,, T\ =L,R, T, = Ly/R,,

¢ = V1,,— 40T, T/(T, + Ty, « = (T, + Ty) (1 —g)26T\Ty, B = (T + Ty) (1 + q)/20T,Ty;
b) 2,37 A, 0,618, ¢) 2,15 A, 2,85 A. :
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