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Uvod

Program MAXIMA patri medzi tzv. systémy pocitacovej algebry (SPA),
ktoré umoziujui vykonavanie symbolickych aj numerickych vypoctov
(rieSenia rovnic, derivovania, integrovania, a pod.) na pocitaci. Jednym
z prvych SPA bol program Macsyma (projekt MAC’s SYmbolic MAnipu-
lator), ktorého vyvoj sa zacal v roku 1968 v MIT (Massachusetts Institute
of Technology), pozri (S0UZA, FATEMAN, MOSES a YAPP, 2004). Medzi dal-
Sie SPA patrili od zaciatku systémy Reduce, CAMAL, Mathlab-68, PM
a ALTRAN. Vyrazny skok nastal, aZ ked sa objavili programy Maple
(1985) a Mathematica (1988), inSpirované SPA Macsyma. Spomelime este
MuPAD a Derive.

Maxima je pokracovatelom SPA Macsyma. Bola navrhnuté a udrZia-
vané profesorom Williamom F. Schelterom z Univerzity v Texase od roku
1982, aZ do jeho smrti v roku 2001. V roku 1998 ziskal od Oddelenia
energie (Department of Energy) stihlas na zverejnenie zdrojového kédu
programu DOE Macsyma pod licenciou GNU Public License a v roku
2000 inicializoval na SourceForge projekt MAXIMA, na tdrzbu a vyvoj
SPA DOE Macsyma pod terajsim ndzvom MAXIMA. MAXIMA teda patri
medzi programy s otvorenym zdrojovym kédom — OPENSOURCE soft-
vér. Program je moZné kompilovat’ v rdznych OS, vratane Windows,
GNU/Linuxu a MacOS X. Predkompilovany sa d4 pre GNU/Linux a
Windows bezplatne ziskat’ na stranke SourceForge.

Maxima je systém na manipulaciu so symbolickymi a numerickymi
vyrazmi, vratane derivovania, integrovania, vypo¢tu Taylorovych poly-
némov, Laplaceovej transformécie, rie§enia obycajnych diferencidlnych
rovnic, systémov linedrnych rovnic. Pracuje s polynémami, mnoZinami,
zoznamami, vektormi, maticami a tenzormi. Umoziiuje ziskat’ velmi
presné vysledky pouZitim presnych zlomkov a celych i desatinnych &i-
sel s fubovolnou presnostou. Zobrazuje grafy funkcii jednej aj dvoch
premennych.

Nastrankehttp://maxima.sourceforge.net/ nijdete mnoZstvo zau-
jimavych informécii, tykajtcich sa nielen programu MAXIMA, ale aj dal-
$ich OPENSOURCE SPA a OPENSOURCE matematického softvéru. Rozsiahla
dokumenticia, uvedend aj v zozname pouzitej literattiry, sa nachadza na
stranke http://maxima.sourceforge.net/docs.shtml.

Z vyssie uvedeného vyplyva, Ze SPA MAXIMA sa d4 vyuzit’ v réznych
oblastiach vyskumu a vyucby. Kazdy moze tento systém vyuzivat’ za
rovnakych podmienok (bezplatne) aj po ukonceni $ttdia. Cielom tejto
udebnice je oboznamit’ &itatela s instalaciou programu a so zakladnymi
tlohami, ktoré sa s jeho pomocou dajui efektivne riesit’ Podrobny popis
poskytuje rozsiahly (MAXIMA MANUAL, 2005). Je zrejmé, Ze mnohé pri-
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Uvod 7

kazy v stru¢nej u¢ebnici nebudi ani spomenuté, nielen opisané. DéleZité
je urobit'prvy krok. Verime, Ze tato knizka Vam tento prvy (ale rozhodny)
krok ulah&i.

Chcem sa pod‘akovat’ recenzentom Ladislavovi Sev¢ovi¢ovi a Milo-
$ovi Sramkovi za pozorné pre¢itanie textu a cenné pripomienky, ktoré
zlepsili Citatelnost’ textu.

Kosice 6. oktébra 2006 autor



1 Prvé kroky

1.1 InStalacia programu MAXIMA

V tomto oddiele popiSeme intalaciu programu MAXIMA v operaénych
systémoch Windows a GNU/Linux. Na stranke

http://sourceforge.net/project/showfiles.php?group_1d=4933

je mozné najst’ a stiahnut’ si indtalaéné rpm stibory pre OS GNU/Linux a
suibor maxima-5.10.0.exe pre OS Windows.

1.1.1 InStaldcia v OS Windows

Proces instaldcie v OS Windows od$tartujeme spustenim indtala¢ného
stuboru. Po za¢iato¢nom odsithlaseni licenénych podmienok a nastaveni
pracovného priedinka sa na obrazovke objavi vyzva:

!

L5

Setup - Maxima

Select Components
‘Which components should be installed?

Select the components you want to install; clear the components you do not want to
install. Click Next when you are ready to continue,

M airna core vath carnnvand lne mterface 2 £
wxiMaxima graphic shell 6.0MB
XMasima giaphic shell 2.3MB

axima language packs 10.0MB

- Poituguese 51MB

Cunent selection requires at least 85.9 MB of disk space.

<Back [ New> | cancel |

Potvrdime volbu grafického prostredia wxMAaXiMA, ktoré zjednodusuje
pracu s programom MaxiMa. Objavi sa dalsie okno, v ktorom mozeme
potvrdit’ umiestnenie ikonky programu na pracovnej ploche:

8



Prvé kroky 9

]‘E! Setup - Maxima

Select Additional Tasks H
Which additional tasks should be performed? (F!

Select the additional tasks you would ke Setup to pesform while installing Maxima, then
click Next.

Additional icons:
[V Create a wxMasima desktop icon
V' Create aXMaxima desktop icon

< Back Next > Concel |

Dalej budeme predpokladat) ze ste si program naingtalovali a mate
moZnost” jednotlivé ukazky overit’ samostatne. Nie je to sice nutné, ale
takéto studium bude urdite efektivnejsie.

1.1.2 Instaldcia v OS GNU/Linux

Pri indtalacii programu wxMaxiMA v OS GNU/Linux postavenych na
Debiane je problém, ze program MAXIMA skompilovany s GNU Lisp-om
nebude fungovat’s programom WXMAXIMA. Tento nedostatok je mozné
riesit’ skompilovanim programu MAXIMA bud’ s balikom clisp alebo
s balikom cmucl. Uvedieme postup instalacie s balikom cmucl:

1. odinstalujeme starti verziu programu MAXIMA aj balik gcl:
sudo apt-get remove --purge gcl maxima

2. nainstalujeme balik cmucl:
sudo apt-get install cmucl

3. stiahneme najnovsie zdrojaky programu MAXIMA:
http://prdownloads.sourceforge.net/maxima/maxima-5.10.0.
tar.gz?download (momentdalne je najnovsia verzia 5.10.0)

4. skompilujeme program MAXIMA s balikom cmucl namiesto gcl:
tar xzf maxima-5.10.0.tar.gz
cd maxima-5.10.0
./configure --enable-cmucl
make install
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5. nain$talujeme program WXMAXIMA (akceptujte vietky zavislosti!):
apt-get install wxmaxima

Tymto je inStaldcia ukoncend, teraz uz moéZeme spustit’ program MA-
XIMA s grafickou nadstavbou wx, napr. z prikazového riadku zapisanim
prikazu wxmaxima a odoslanim kldvesom ENTER.

1.1.3 Prostredia programu MAXIMA

V knihe The Maxima Book autorov (SOUZA, FATEMAN, MOSES a YAPP,
2004) sti popisané viaceré prostredia programu MAXIMA. Okrem vysSie
spomenutych grafickych prostredi WXMAXIMA a XMAXIMA je mozZné po-
uZit’ prostredia:

o termindl — p6vodné prostredie, praca v prikazovom riadku,

e editor Emacs — prepracované negrafické prostredie, umozZiiuje kom-
binovat’ vstupy a vystupy programu MAXIMA s textom a po ich
kompilécii programom TgX/IATEX vznikne typograficky kvalitny
dokument,

e TpXmacs — vedecky WYSIWYG editor, spolupracujtici s ré6znymi
SPA. D4 sa vyuZivat’ moZnost’ vystupu programu MAXIMA vo for-
mate TgX,

e dalsie prostredia nie je odporticané pouZivat, nie st kvalitne udr-
Ziavané.

1.2 Spustenie programu MAXIMA

V Linuxe spustime program MAXIMA v prikazovom riadku terminédlu
prikazom maxima alebo xmaxima. Po potvrdeni stla¢enim kldvesu ENTER
sa otvori okno programu MAXIMA alebo grafického prostredia xMaxima.
V OS Windows klikneme na ikonku WXMAXIMA (dalej budeme popi-
sovat’ tato moznost’) alebo XMAXIMA, ¢im zvolime grafické prostredie
programu MAXIMA. Prikazy méZeme zadavat’v prikazovom riadku prog-
ramu alebo pouZijeme polozky menu, ku ktorym sa dostaneme pouzitim
tlac¢idiel na hornej liste.

Po kliknutf na ikonku program WXMAXIMA sa na obrazovke objavi
okno zobrazené na obrazku 1, v hornej ¢asti ktorého sa nachédza lista so
zékladnou ponukou (obrazok 2).

Polozky na liste prostredia WXMAXIMA preskiimame neskor. Ni¢ Vam
vSak nebrani pootvarat’ ich a presvedc¢it’ sa o bohatych moZnostiach SPA
MAXIMA.
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wxHaxima 0.7.08 http://wxmaxime.sourceforge.net

Mixima 5.10.0 htep://maxime.sovrceforge. nat

Using Lisp GNU Common Lisp (GCL) G6CL 2.6.7 (ake GCL)

Distrsibuted under tho GHU Public License. Sec the filo COPYING.
Dedrcated to the memory of William Scheltor.

This 15 a dovolopment version of Maxima. The function bug_roport ()
provides bug reporting information.

(1)
weur |

awity | oroty) | reos | tpend | sbe. | e |
Sooily () | Erocrd(@) | Rekaa(o) | Roafom | oo 06 | Pt®. |

e e

Obr. 1: Okno grafického prostredia WXMAXIMA

< wxrMaxima 0.7.0a [ unsaved ]

File Edit Maxima Equations Algebra Calculus  Simplify Plotting Numeric  Help

85| &

| Qe

Obr. 2: PoloZzky menu programu MAXIMA

INPUT: |
Simplify Simplify (r) Factor Expand Salve... Plot 2D...
I Simplify (tr) Expand (tr) Reduce (tr) Rectform Solve ODE... Plot 3D...

r

Obr. 3: Prikazovy riadok

P
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V dolnej asti sa nachddza vstupny riadok (obrazok 3), v ktorom sa
zaddvaju prikazy programu MAXIMA a pod nim sit umiestnené tladidla
vybranych funkcii programu MAXIMA.

MéZeme ho vyskusat’a postupne zadat, napriklad, prikazy uvedené
v nasledujicej ukdzke v riadkoch, zalinajicich sa znakmi (%i%), kde
* je poradové &islo vstupného riadku. Zadanie kazdého riadku potvr-
dime kldvesom ENTER. V prvom riadku zad4vame prikaz na rieenie
kvadratickej rovnice x2 4 2x+3 = 0, ktord ma dva komplexné korene
X1 = —1 412 Vypisje v symbolickom tvare, a preto d'alej vypisujeme
2. rieSenie v desatinnom tvare s nastavenymi réznymi presnostami.

(311) s=olve (x"2+2*x+3):

(%01) [x=-423%i-1,x=+28i-1)
(%$12) %o01[2], float;

(%02) x =1.414213562373095 %1 — 1
(3i3) fpprec : 4;

(%03) 14

(%i4) %ol(2),float;

($04) x=1.414213562373095 %1 -1
(¥15) 3%01(2],bfloat;

(%05) x =1.414b0 %1 ~ 1.0b0

(316) fpprec : 50;

(%06) 50

(%17) %o01[2],bfloat;

(307) x = 1.414213562373095048801688724209698078562671875377b0 i - 1.0b0

Vidime, Ze z dvoch prikazov na vypis ¢isla s plavajicou desatinnou
bodkou (anglicky floating point) — float a bfloat, len druhy reaguje na
zmenu nastavenia poétu desatinnych miest prikazom fpprec (floating
point precision).

1.3 Help programu MAXIMA

Grafické prostredie WXMAXIMA poskytuje pomocnu informéciu uZivate-
lovi prostrednictvom polozky Help (obrazok 4).

Online Maxima help v prvom riadku otvorime aj stlacenim klavesu
F1. Prikazy v dalgich riadkoch — describe, example a apropos — je moZné
zadéavat aj v prikazovom riadku, teda sa daji vyuZzivat’ aj v terminalovom
rezime programu MAXIMA. Vysktgajme ich:!

Pri dlhych vypisoch pokraduje MAXIMA v d'alsom riad k. N&§ vypis moZe byt'rozdeleng
v inom mieste.



Prvé kroky 13

Numeric ! Help

Maxima help F1
Describe ctrlkH
rcefo.  Example

orge.. Apropos

Show tip
L 2.6

Build info
cense

Bug report
Schel

About

Xima . —rrre——oarmrcerom D

Obr. 4: MoZnosti poloZky Help

(%18) apropos(’pl);

(%08) [pl,playback,plog,plot,plot2d,plot2dopen,plot2d_ps,
plot3d,plotheight,plotmode,plotting,plot_format,plot_options,
plot_realpart,plus]

Vsimnite si apostrof ’ za otvaracou zatvorkou prikazu apropos. Netra-
di¢ne je len jeden, bez parového kamarata na konci vyrazu pl. Iste ste uz
pochopili, Ze funkcia apropos ndm pomaha spomentt’si na presny nédzov
prikazu. Tato funkciu v niektorych systémoch plni klaves TAB, umoziiu-
juci vypis v8etkych funkcii, ktorych ndzvy maji na zaciatku dany vyraz.

(%19) describe(plot2d);

0: plot2d :(maxima.info)Definitions for Plotting.

1: plot2d_ps :Definitions for Plotting.

Enter space-separated numbers, ‘all’ or ‘none’:

Still waiting: O;

-- Function: plot2d (<expr>, <range>, ..., <options>, ...)
-- Function: plot2d (<parametric_expr>)

~— Function: plot2d (<discrete_expr>)

Displays a plot of one or more expressions as a function
of one variable.

See also ‘plot_options’, which describes plotting options
and has more examples.
(%09) false
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Funkcia describe("nazov") vypie popis zadaného prikazu.? V tejto
ukéazke program ¢aka na Specifikaciu prikazu, kedZe vyraz plot2d je na
zaliatku nazvu dvoch funkcii. Po zadani volby a potvrdeni klavesom
ENTER nasleduje vypis.3

Funkcia example(nazov) poskytne ukazky pouZitia zadaného pri-
kazu. Nasledujtci priklad ukazuje vysledok rdznych substiticii, usku-
toénenych prikazom subst.* K opisu jeho syntaxe sa e$te vratime neskor:

(%i10) example(subst);

(%i11) subst(a,y+x,y+(y+x) "2+x)
(hol1l) y+x+a~2

(%i12) subst(-%i,%i,b*%i+a)

(%012) a-%i*b

(%i13) subst(x,y,y+x)

(%013) 2*x

(%114) subst(x = 0,diff(sin(x),x))
(%014) 1

1.4 Ukoncenie ¢innosti programu MAXIMA

V termindlovom reZime ukonéime pracu programu prikazom quit () ;.
Prazdne zéatvorky na konci st povinné:

(%115) quit;

(%o15) quit

(%116) quitQ;

CLIENT: Lost socket connection ...

Restart maxima with ’Maxima->Restart maxima’.

V grafickom reZzime WXMAXIMA ukon¢ime ¢innost’ programu MAXIMA
prostrednictvom menu — File/Exit alebo zadanim Ctrl Q.

2N4zov je mozné zadat’ aj bez tivodzoviek.

3Vynechali sme vy3e 80 riadkov réznych uZitonych rad tykajticich sa pouzitia funkcie
plot2d.

4Zobrazili sme len netiplny vypis prikladov.



2 Cisla, vyrazy a funkcie

2.1 Vyrazy a priradenia

Vyrazy sa zaddvaji pomocou obvyklych znakov operacii a okrihlych
zatvoriek. Umocnenie sa zaddva znakom ~ alebo pomocou **. Na konci
prikazu sa zaddva bodkociarka ; alebo, ak chceme potlacit’ zobrazenie vy-
stupu, znak dolara $. V jednom riadku mézeme zadat’ niekol'ko prikazov.

(%1i1) a:3$ b:4$ a+b;
(%1i2)

(%1i3)

(%o3) 7

(%id) axx3;

(%od) 27

Ako je vidiet, znakom priradenia sliZi netradi¢ne dvojbodka : a nie =!

V riadku %i1 sme premennym a a b priradili hodnoty bez ich zobrazenia,
potom sme vypoditali a zobrazili hodnotu a2 + b.

2.2 Rozne spdsoby zobrazenia vyrazov

x
Zadajme vyraz ——:

S AT
(%15) w/sqgrt (x*2+1);
(%$05)

X2 + 1
(%1.6)

Medzi podpoloZkami menu v zdloZke Maxima (obrazok 5) nijdeme
moznost’zmeny zobrazovania vystupu kliknutimna Change 2d display.
Otvori sa daldie okienko, zobrazené na obrazku 6.

Vyberieme, napriklad, volbu ascii a potvrdime ju. Po opatovnom
zadani vstupu (%i5) sa vystup zmeni na nasledujuci:

(%i6) set_display(’ascii)$
(%17) %i5;

(b  mmmemmemm

sqrt(x + 1)
15
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. wxMaxima 0.7.0a [ unsaved ]
File Edit | Maxima Equations Algebra Calculus  Sir

* Restart maxima
| wxMax  Clear memory /wsana:
| Masxin Addtopath ha sc1ma
| (7sing  Show functions Lisp
| Disty Show def,nltlan CNT P
Show variables
Dedic  pelete function 'y of !
This Delete variable versii
provi  Toggle time display r info:
. Change 2d display
(%11) )
Display TeX Form

Obr. 5: Volby programu MAXIMA

Display algorithm

Select math display algarithm

ascii
none

OK I Cancel l

Obr. 6: ReZim zobrazovania vysledkov
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Pri zadani volby none bude zobrazovanie lineérne (jednorozmerné),
ked' sa vyrazy zapisuju do jedného riadku:

(%i8) set_display(’none)$
(%19) %i5;
(%09) x/sqrt(x~2+1)

K p6évodnému krajSiemu a prijemnejSiemu zobrazovaniu vysledkov
sa v grafickom prostredi WXMAXIMA vratime volbou xm1:

(%110) set_display(’xml)$

Na zaver spometime eSte moZnost’ zapisat’ vystup vo forméate typo-
grafického programu TgX:

(%1i11) tex(x/sqrt(x~2+1));
$${{xH\over{\sqrt{x~2+1}}1$$

(%o11) false

(%i12) tex(%o5);
$${{x}\over{\sqrt{x"2+1}}}\leqno{\tt (\%05)}$$
(%012) (%o05)

Na vstupe funkcie tex mdZzeme zadat’ bud’ samotny vyraz alebo jeho
odkaz na neho, pripadne jeho nazov. Pri volani funkcie tex je moZné
vystup zapisat’ do zadaného stiboru.

2.21 Prikaz kill

Prikazom kill mdZeme odstrénit’ premenné s ich v8etkymi priradeniami
a vlastnostami z aktualneho pracovného prostredia programu MAXIMA:

(%113) kill(a);
(%013) done
(%i14) a;
(%hol14d) a
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2.3 Zapis znamych kon3tant

V nasledujucej tabul'ke uvddzame zoznam konstant pouzivanych prog-
ramom MAXIMA:

kon3tanta MAXIMA
e — Eulerovo ¢&islo he

i — imaginarna jednotka hi

7 — Ludolfovo &islo %pi

oo —reélne kladné nekoneéno inf

—oo — redlne zdporné nekoneno | minf

oo — komplexné nekonecno infinity
loZ - logické konstanta false
pravda ~ logicka kon$tanta true

Aj konstanty, ktoré st su¢astou vypotitanych vysledkov, uvadza Ma-
XIMA znakom %.

2.4 Volba presnosti vypoctu a zobrazovania redlnych &isel

MAXIMA dokéazZe pracovat’s presnymiredlnymi ¢islami, zapisanymi v sym-
bolickom tvare. O tom, &i sa &isla zapisuju v symbolickom tvare alebo
v tvare desatinnych ¢isel rozhoduje nastavenie premennej numer.

V grafickom prostredi WXMAXIMA moZeme format vypisu ovplyvnit’
v zélozke Numeric, kde sa da volbou Toggle numeric output prepinat’
medzi symbolickym a dekadickym z&pisom:”

PR
Simplify  Plotting ‘ Numetic Help

Toggle numeric output

To float
axima.sou. Tobhigfloat

a.sourcer Set precision ...

(GCL) GCL 2.6.7 (aka GCL)

Obr. 7: PoloZzka Numeric

5Z neznamych dévodov sa to netyka Eulerovho &isla et V desatinnom tvare ho vypideme
prikazom %e, numer alebo £loat (%e) (st aj d'alsie moZnosti).
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(%i15) numer:true;
(%015) true

(%i16) sqrt(5);

(%016) 2.23606797749979
(%i17) numer:false;
(%017) false

(%118) Y%e;

(%018) Y%e

(%i19) %e,numer;

(%019) 2.718281828459045

Maxima zobrazuje $tandardne 16 cifier desatinnych ¢isel (medzi nimi
sa eSte zobrazuje desatinnd bodka). Zmenou hodnoty premennej fpproc
modZeme dosiahnut” inti presnost, ktora sa vSak prejavi len pri pouZiti
vystupu bfloat (Big Float, pozri obr. 7), nie float — ten zobrazuje vZdy
rovnako. Presnost’modzZeme prakticky neohrani¢ene zvysit’aj znizit. Hod-
notu fpprec je moZzné zmenit’ aj lokélne (pozri riadok (%i23)) v rdmci
jedného prikazu®:

(%i20) fpprec:40;

(%020) 40

(%i21) %pi,bfloat;

(%021) 3.141592653589793238462643383279502884197b0
(%1i22) float(%pi);

(%022) 3.141592653589793

(%i23) bfloat(%pi), fpprec=13;

(%023) 3.14159265359b0

(%i24) %e, bfloat;

(%024) 2.718281828459045235360287471352662497757b0

2.5 Komplexné ¢isla

Komplexné ¢isla moZeme zadat’ v algebrickom tvare pouZitim konstanty
%1 —imagindrnej jednotky programu MAXIMA:

(%i25) z1:2+3%%i;

(%025) 3% + 2
(%i26) z2:4-5%%i;
(%026) 4 - 5 %i

6Zhodou okolnostf by sme rovnaky vysledok ziskali pri nastaven{ fpprec=12, program
MAXIMA po zaokriihlen{ nevypisal posledni nulu.
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Vysledok stcinu dvoch ¢isel by sme radsej videli priamo v zjednodu-
Senom tvare. Toto dosiahneme aZ pouZzitim prikazu expand alebo prikazu
rectform:

(%i27) zi1%z2;

(%o27) (4 -5 %i) (3 %1 + 2)
(%128) expand (%) ;

(%028) 2 %1+ 23
(%i29) rectform(z1xz2);

(%029) 2 %i + 23

V pripade podielu dvoch komplexnych cisel vSak pomodZe uz len

prikaz rectform’:

(%130) z1/z2;

3%+ 2
(ho30d> ==
4 - 5 %i
(%131) expand(%);
3 %i 2
(%031) -4+

4 - 5 %i 4 - 5 %i
(%1i32) rectform(z1/z2);
22 %i 7
(%032) —— - —-
41 41

Samozrejme mame k dispozicii redlnu a imagindrnu zlozku komplex-
nych &isel:

(%133) realpart(zl);
(%033) 2
(%134) imagpart(z1/z2);
22
(%034) -
41

Komplexné ¢islo v algebrickom tvare méZeme vypisat'v exponencial-
nom tvare:

7Vyskusgajte samostatne, ako v pripade sttinu aj podielu komplexnych ¢isel funguje
funkcia trigrat.
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(%135) z3:2+2%%i;
(%035) 291 + 2
(%136) polarform(z3);

(%036) 2 %he

Prikazmi abs a carg ziskame absoltitnu hodnotu (modul, velkost') a
argument komplexného ¢&isla:

(%137) abs(z3);

3/2
(%037) 2
(%138) carg(z3);
%pi
(%038) -—=
4

Ak zaddme komplexné &islo v exponencidlnom tvare, moZe byt’ trans-
formované na algebricky tvar, ak sa to da urobit’ presne (bez pouZitia
funkcii sinus a kosinus). V8imnite si, ako sa ¢islo zs (s iraciondlnymi zloz-
kami) zmenilona pribliZzné s raciondlnymi zlozkami po priradeniv riadku
(%142). Porovnajte eSte rozdiel pri pouZiti funkcii numer a float:

(%i39) z4:3xexp(2%%ixYpi/3);
sqrt(3) %i 1

(%039) R )
2 2
(%i40) rectform(z4);
3/2
3 %i 3
hoa®d) e - -
2 2

(%141) z5:exp(2*Yix%pi/17);

(%ho4d1) %he
(%i42) z5:exp(2%Yix)pi/17) ,numer;
(%042) 0.36124166618715 %i + 0.93247222940436
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(%i43) z5;
(%043) 0.36124166618715 %i + 0.93247222940436
(%i44) exp(2+%i*%pi/17) ,float;

0.11764705882353 %i %pi
(%ho4d4) %e

2.6 Operitory priradovania

Operétor : pouZivame na priradenie hodnét alebo vyrazov premennym.
Tymto sposobom vak nedefinujeme funkcie:

(%i45) y:x"2-x+1;

(%045) x -x+1
(%i46) y(2);
2
y evaluates to x - x + 1
Improper name or value in functional position.
-- an error. Quitting. To debug this try debugmode(true);

Ako vidime, y = x? — x + 1 nie je funkcia, je to len vyraz. Ak chceme

ziskat” hodnotu vyrazu napr. pre x = 2, musime do vyrazu y dosadit’
¢fslo 2 namiesto x:

(%147) subst(2,x,y);
(%o47) 3

Treba si davat’pozor na poradie premennych vo funkcii subst. Porozmys-
lajte, ¢o bude vysledkom prikazov subst(y,x,2) alebo subst (x,2,y):

(%148) subst(y,x,2);
(%048) 2
(%i49) subst(x,2,y);
X
(%049) x -x+1

Ak chceme vytvorit’ funkciu argumentu x, musfme pouzit’ priradenie
s operatorom :=. Napriklad:
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(%150) f(x):=x"2-x+1;

2
(%050) f(x) :=x -x+1
(%i51) £(2);
(%o51) 3

2.7 Funkcie

Y ¥

MaximmA, podobne ako Mathematica alebo Maple, ma ovela va&si pocet
réznych funkcii ako Standardné programovacie jazyky. Ich zoznam je
uvedeny na stranach 441451 v knihe (MAXIMA MANUAL, 2005), v ktorej
néjdete aj ich popis. NiZzSie uvddzame len niektoré z nich. Nezabudnite,
Ze na ziskanie cennych informacif o prikazoch a funkcidch mozete pouZit’
funkcie describe a example.

2.7.1 Pracas redlnymi ¢islami

Na pracu s redlnymi ¢islami ma MAXIMA nasledujtce:

funkcie: bffac, bfloat, bfloatp, bfpsi, bfpsiO, cbffac, float,
floatnump, ?round, 7truncate a

premenné: algepsilon, bftorat, bftrunc, float2bf, fpprec,
fpprintprec.

Popis najdete v kapitole 10 knihy (MAXIMA MANUAL, 2005).

2.7.2 Trigonometrické funkcie

MAXIMA pozné nasledujtice trigonometrické funkcie: acos, acosh, acot,
acoth, acsc, acsch, asec, asech, asin, asinh, atan, atan2, atanh, cos,
cosh, cot, coth, csc, csch, sec, sech, sin, sinh, tan, tanh. Na ma-
nipuldciu s vyrazmi obsahujicimi trigonometrické funkcie sliizia fun-
kcie trigexpand, trigreduce, trigsimp, trigrat. Baliky atrigl, ntrig
a spangl obsahuju dalsie pravidla zjednodusovania trigonometrickych
funkcii. Ak sa chcete dozvediet’ viac, preditajte si kapitolu 15 knihy (Ma-
XIMA MANUAL, 2005).

MAXIMA pozna aj niektoré hodnoty trigonometrickych funkcii. Na-
priklad:
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(%152) ratsimp(sqrt((1-cos(%pi/4))/2));
sqrt(sqrt(2) - 1)
(hob2)  mmmmmmmme—m o

(%i53) tan(%pi/8);

(%053) tan(%pi/8)

(%i54) ratsimp(%);

(%o54) tan(%pi/8)

(%155) load(spangl);

(%055) C:/PROGRA~1/MAXIMA~1.0/share/maxima/5.10.0/share/
/trigonometry/spangl.mac

(%156) tan(%pi/8);

(%056) sqrt(2)-1

Niekedy by sme oc¢akavali, Ze MAXIMA vyda vysledok trigonometric-
kej funkénej hodnoty v algebrickom tvare (¢o je sice krajsie a vhodné na
d’alsie upravy, ale mozno nie jednoduchsie z hladiska vypoctovej naro¢-
nosti). Napriklad:

(%#i57) sin(a/2);
(%057) sin(a/2)
(%i58) sin(%pi/8);
(%058) sin(%pi/8)

Nasledujticim prikazom spristupnime pouZitie vzorcov pre polovi¢ny
uhol (treba si v8ak uvedomit) Ze vzorec je platny len pre urcité uhly):

(%i59) halfangles:true$

(%160) sin(a/2);

(%060) sqrt(l-cos(a))/sqrt(2)

(%i61) sin(%pi/8);

(%061) sin(%pi/8)

(%162) subst(%pi/4,a,%060);

(%062) sqrt(1-1/sqrt(2))/sqrt(2)

(%i63) radcan(%062);

(%063) sqrt(sqrt(2)-1)/2~(3/4)

Hoci program MAXIMA uZz ,,pozn&” vzorce pre poloviéné uhly, nenapadne
ho, e ichma v riadku 61 pouZit'8 Poradime si viak tak, Ze pouZijeme sub-

8Pri priprave textu sa ndm podarilo dosiahnut’ aj stav, ked' program MAXIMA samostatne
upravil vyraz sin(7/8). Nepodarilo sa ndm v3ak tento stav zopakovat’ znova.
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stitticiu za a v riadku 62. Na zaver sme eSte pouZili jeden zo zakladnych
spdsobov zjednodusovania vyrazov obsahujticich odmocniny (radikaly).

Ak by ste pracovali s trigonometrickymi funkciami, je potrebné na-
$tudovat’ d'alsie bohaté moZnosti, na za¢iatok moéZeme odporudit’ knihu
(MAXIMA MANUAL, 2005).

2.7.3 Speciilne funkcie

Hoci $pecidlne funkcie samozrejme tvoria sti¢ast’ programu MAXIMA,
nebudeme sa venovat’ich popisu. Tato tématika vychddza za rdmec tejto
tvodnej ucebnice. Ak na svoju pracu potrebujete Specidlne funkcie, otvor-
te kapitoly 16 a 18 knihy (MAXIMA MANUAL, 2005).

2.8 Prostredie ev

Vsetky operécie programu MAXIMA sa uskutocriuji v nejakom prostredi,
v ktorom systém predpoklada platnost’ ur¢itych podmienok, ktoré sa
dajt menit’ Casto potrebujeme zmenit’ spravanie systému pri nejakych
vypoctoch bez toho, aby sme vykonali globdlne zmeny. Na to MAXIMA
poskytuje prikaz ev’, ktory je jednym z najvykonnej§ich a ktory umoz-
fiuje definovat’ lokalne prostredie v rdmci jedného prikazu. Ak uZivatel
zvladne précu s funkciou ev &o najskor, ziska velka vyhodu a uZitok.
V tomto oddieli ukaZeme len niektoré moZnosti tohoto prikazu. Podla
prirucky (RAND, 2005) ma tato funkcia nasledujtcu syntax:

ev(a,bl,b2,...,bn)

Vyraz a sa vyhodnoti pri platnosti podmienok by, by, ..., b,. Tymito
»podmienkami” mé6Zu byt aj rovnice, priradenia, slové (napriklad numer
alebo diff).

Ako prvy uvedme jednoduchy priklad rieSenia linedrnej algebrickej
rovnice:

(%i64) ev(solve(a*x+b=0),x,a:3,b=12);
(%064) [x=-4]

(%i65) a;

(%065) a

Vidime, Ze (r6zne) priradenia hodnét premennym a4 a b vo vndtri pro-
stredia ev st len lokdlne. V nasledujticom riadku 65 nemé premenna 4
priradenti hodnotu.

%ev je asi skratka od evaluate.
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Nasledujuci priklad je prevzaty z prirucky (Souza, FATEMAN, MOSES
a YAPP, 2004), kde néjdete aj dalsie priklady:

(%i66) a:9/4;

(%066) 9/4

(%167) exp(a);

(%087) %e~(9/4)

(%i68) ev(exp(a),float);
(%068) 9.487735836358526

a v podobnom duchu dalej:

(%169) ev(exp(a*x));

(%069) %e” ((9%x)/4)

(%i70) ev(exp(a*x),float);
(%070) %e~(2.25%x)

(%i71) ev(exp(a*x) ,x=2);
(%o71) %e~(9/2)

(%i72) ev(exp(a*x) ,numer,x=2);
(%o72) 90.01713130052181

2.9 Funkcie assume a forget

V niektorych situaciach je dobré predpokladat’ splnenie uréitych pod-
mienok. Pomocou prikazu assume -, predpokladajme” — oznamime pro-
gramu MAXIMA potrebnd informaciu.'? Syntax prikazu je

assume (predikat_1,predikat_2,...,predikat n)

Predikaty predikat_1, predikat_2, ..., predikat_n mozu byt len vyrazy
zad4vané pomocou relaénych operatorov <, <=, equal, notequal, >=a >.!1

Platnost’ predpokladu zadaného prikazom assume (predikat) zru-
§ime prikazom forget (predikat):

(%i73) sqrt(a~2);
(%073) lal
(%i74) assume(a<0);

10V napovede SPA MAXIMA sa odportiéa zozndmit' sa aj s pojmami is, facts, context a
declare.

Podmienku 7 # —1 zaddme v tvare notequal(n,-1), podobne sa pouZije operator
equal.
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(%o74) [a<0]

(%i75) assume(a>=0);

(%075) [inconsistent]
(%176) assume(a<=0);

(%076) [redundant]

(%i77) sqrt(a~2);

(%077) -a

(%i78) log(a~2);

(%078) 2xlog(a)

(%i79) log(-1) ,numer;
(%o79) 3.141592653589793%Y%1
(%i80) float(log(i+%i));
(%081) 0.78539816339745%%,i+0.34657359027997
(%i81) forget(a<0)$

(%i82) sqrt(a~2);

(%082) |al

Riadky 75 a 76 ukazuji reakciu SPA MAXIMA na pokus predefinovat’ uz
existujtci predpoklad. Zmenu predpokladu modzeme uskutoénit” az po
jeho ,zabudnuti“ prikazom forget — zabudni. Riadok 78 sved¢i o tom,
Ze MAXIMA neoveruje podmienku kladnosti vstupného argumentu loga-
ritmu. Vysvetlenim mozZe sltZit'riadok 79. Program MAXIMA totiZ dokédze
pracovat’ s logaritmami zapornych (ale aj komplexnych — pozri riadok

80) &isel. 12

2.10 Prikaz declare

Podobnt funkciu ako prikaz assume plni prikaz declare(al,vi,a2,v2,

...), kde ,atém” ai md vlastnost’ vi. Tento prikaz umoZiiuje definovat’
velky pocet roznych vlastnosti nielen pre premenné, pre ktoré uvedieme
niekol’ko prikladov. Zrugenie predpokladu (i premennej) mozeme usku-
to¢nit’ prikazom ki11.!3

(%183) (-1)"n;

(%083) (-1)°n

(%i84) declare(n,even)$
(%i85) (-1)"n;

(%085) 1

12Bez hlbsieho tadia programu MAXIMA je nemoné povedat’, ako sa d4 ztZit’ oblast’
vstupnych argumentov logaritmu len na kladné redlne ¢&isla, aby sme ziskali , klasicky”
logaritmus.

3Iny sposob zrugenia platnosti deklarécie sme zatial nenagli.
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(%i86) declare(n,odd)$

Inconsistent Declaration: declare(n,odd)
-- an error. Quitting. To debug this try debugmode(true);
(%i87) kill(n)$

(%i88) declare(n,odd)$

(%i89) (-1)"n;

(%089) -1

(%i90) kill(n)$

(%191) limit(sin(%pi*n),n,inf);

(%091) ind

(%192) declare(n,integer)$

(%193) limit(sin(%pi*n),n,inf);

(%093) 0

(%i94) abs((-1)"n);

(%094) 1(-1)"n|

Riadok 86 sved¢i o tom, Ze deklardcia sa neda zmenit’ opatovnym po-
uZitim prikazu declare. Hoci vysledok v riadku 93 je ocakdvany pre
celo¢iselntt hodnotu 7, nie je jasné, pre¢o MAXIMA nedokaze ur¢it” abso-
latnu hodnotu v riadku 94.



3 ZjednoduSovanie vyrazov a substittcie

Na obrazku 8 vidime vypis podpoloZiek polozky Simplify. Niektoré
z tychto podpoloZiek sti umiestnené aj pod prikazovym riadkom SPA
MAXIMA. Podrobny popis vSetkych moznosti nie je mozny v ramci tejto
tuvodnej ucebnice. Ak potrebujete ziskat’ podrobnejie informécie o jed-
notlivych moznostiach, vyuZzite funkcie describe a example, pripadne
nazrite do odporucanej literattry.

35 Algebra  Calculus l Simplify  Plotting  Numeric  Help

- ] £ | o Simplify expression
Simplify radicals =
a http://wixm Factor éxpression

http: / /masin Factor complex

) . Expand expression
Common Lisg Expand lagarithms
dexr the GNU Contract logarithms ¢
he memory ol Factorias and gamma 3
lopment vexcs Trigonometric simplification  » }
. , Complex simplification »

eporting inl P p

Substitute ...

Evaluate noun forms

Toggle algebraic flag

Add algebraic equality ...
Modulus computation ...

Obr. 8: PoloZzka Simplify hlavného menu

3.1 Funkcia ratsimp

Nahliadnime do prikladov, ktoré pontika prikaz example(ratsimp): 4

(%1i1) example(ratsimp);
(%12) sin(x/(x+x72)) = %e” ((1+log(x))"2-log(x)"2)

14V tomto priklade sme zvolili ASCII format zobrazenia.

29
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2 2
X (log(x) + 1) - log (x)
(%02) sin(------ ) = he
2
X + X
(%13) ratsimp(%)
1 2
(%03) sin(-———- ) = %he x
x + 1

(%i4) a+b*x+b*(a/b-x)

a
(%hod) bx+b(--x)+a

b
(%i5) ratsimp(%)
(%05)

2 a
(%i6) ((x-1)~(3/2)-(1+x)*sqrt(x-1))/sqrt(x-1)/sqrt(1+x)

3/2
(x - 1) - sqrt(x - 1) (x + 1)

(%o6) -—- - -

sqrt(x - 1) sqrt(x + 1)
(%i7) ratsimp(%)

2
(hoT) - -
sqrt(x + 1)
(%i8) ev(x~(1/a+a),ratsimpexpons)
2
a +1
a

(%08) X

3.2 Funkcia radcan

S prikazom radcan sme sa uz stretli vysSie v oddiele 2.7.2 na strane 25.
Této funkcia sltizi na zjednoduSovanie vyrazov obsahujtcich logaritmy;,
exponenty a odmocniny (radikaly), ktoré konvertuje na kanonicky tvar.
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3.3 Funkcie expand, factor a gfactor

Uvedme jednoduchuchy priklad pouZitia prikazov expand, factor a
gfactor:

(%19) v:expand((x+1)*(x-2)*(x"2+9));

4 3 2
(%09) X -x +7x -9x-18
(%110) factor(v);
2
(%010) (x-2) (x+1) (x +9)
(%i11) gfactor(v);
(ho11) (x -2) (x+1) (x-3%) (x+ 3 %)

Ako vidime, prikaz expand dokaZe, napriklad, roznésobit’ (expandovat’)
vyrazy uvedené v zatvorkdch. Opaénym prikazom, ktory dokéze vyrazy
napisat’ v tvare stéinu (faktorizovat ich)'%, je prikaz factor. V uvede-
nom priklade sme prikazom factor(v) ziskali rozklad polynému v na
stidin koretiovych &initelov nad pol'om realnych &sel. Prikaz gfactor
vykonal rozklad polynému na stin koretiovych ¢initelov nad pol'om
komplexnych é&isel.

Funkcia factor pre celo¢iselny vstupny argument vrati rozklad ce-
lého ¢isla na stcin prvodisel:

(%i12) factor(1440);
(%012) 27B5%3°2%5

Popis funkcie factor pomocou prikazu describe je rozsiahly — ma
20 podpoloZziek.

Prikazom expand(v,p,n) rozvinieme len ¢leny, ktorych mocniny st
od —n po p:1

(%113) expand((x+2) 2% (x-1) "3*(x+3) "4/ (x-2)"2/(x+1),3,1);
(%ho13) (x"5*(x+3)"4)/((x-2) ~2*x+(x-2)"2)+
(x~4* (x+3)"4) / ((x-2) ~2*x+(x-2) "2) -
(5%x"3* (x+3) "4) / ((x-2) "2*x+(x-2)"2) -
(x72%(x+3)"4) / ((x-2) "2%x+(x-2) "2) +
(8*x*(x+3)~4) / ((x-2) "2*x+(x-2)"2) -
(4% (x+3) ~4) / ((x-2) ~2*x+(x-2) "2)

15K oeficienty po faktorizacii musia byt'racionalne alebo jednoduché radikaly.
16Vypis v okne WXMAXIMA je na jednom riadku.
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Cinnost’ prikazu expand, resp. spravanie programu MAXIMA ovplyv-
Nuji nastavenia réznych systémovych premennych. Pozrime sa, napri-
klad, na spracovanie vyrazov obsahujtcich logaritmy pri ré6znych hod-
notéch premennej logexpand:'”

(%i14) log(a™b);
(%o14) log(a)*b
(%i15) log(x*b~2/y~3);
(%015) log((b~2xx)/y~3)

Po zmene premennej logexpand dostaneme:

(%116) logexpand:false$
(%i17) log(a~b);
(%017) log(a~b)
(%118) log(x*b~2/y~3);
(%o18) log((b~2*x)/y~3)

a nakoniec nastavenie na hodnotu super:

(%119) logexpand:super$

(%i20) log(a™b);

(%020) log(a)*b

(%i21) log(x*b~2/y~3);

(%021) -3*log(y)+log(x)+2*log(b)

Poznamka 3.1 Podobne ako pri inych tpravach, aj v tomto pripade si
treba uvedomit) Ze aplikacia daného vzorca nemusi byt’spravna. V uve-
denom priklade je nespravna napriklad v pripade b < 0, ked" vstup
riadku 21 méa zmysel a vystup nie (vymyslite eSte iny pripad, kedy je tato
lprava nespravna).

Funkcia logcontract shizi na spajanie viacerych logaritmov do jed-
ného:

(%i22) log(a)+log(b);
(%022) log(b)+log(a)
(%123) logcontract (%) ;
(%023) log(axb)

7Implicitna hodnota tejto premennej je true.
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Podobne méZeme ovplyvnit’ spravanie ¢innosti SPA MAXIMA zme-
nou nastavenia hodnoty trigexpand'®, ktorej prednastavena hodnota je
false:

(%i24) trigexpand;

(%ho24) false

(%i25) sin(3*x+y) ;

(%025) sin(y+3*x)

(%126) trigexpand(sin(3x*x+y));

(%026) cos(3*x)*sin(y)+sin(3*x)*cos(y)

(%i27) trigexpand:true$

(%128) sin(2*x+y);

(%028) (cos(x) "2-sin(x) ~2)*sin(y)+2*cos (x)*sin(x)*cos(y)

Informacie o dalsich systémovych premennych (napriklad besselex-
pand, expandwrt_denom, faceexpand, psexpand, radexpand, ratexpand,
sumexpand, taylor_logexpand, trigexpandplus, trigexpandtimes)ardz-
nych funkciach stivisiacich s ipravami vyrazov néjdete v knihe (MAXIMA
MANUAL, 2005).

3.4 Funkcie subst a ratsubst

Funkciu subst sme pouZili v oddiele 2.7.2 na strane 25 na vypocet hod-
noty sin(7r/8) a predtym pri definovani vyrazov obsahujucich premenné.
Prikaz méa nasledujtcu syntax:

subst (vyrazl,vyraz2,vyraz3)

kde vyrazl bude dosadeny za vyraz2 do vyrazu vyraz3. V najjedno-
duchSom pripade dostavame napriklad:

(%i29) subst(2%b,a,a"2+b"2);
(%029) 5xb~2

Nahradeny moZe byt’cely vyraz, nielen premenna:

(%1i30) subst(p,x+y,x+(x+y) "2+y);
(%030) y+x+p~2

(%131) subst(p,x+y,x+y+(x+y)~2);
(%031) y+x+p~2

(%132) ratsubst(p,x+y,x+(x+y) "2+y);
(%032) p~2+p

18Rovnaky nézov trigexpand majt systémové premennd aj funkcia!
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V riadku 30 sme sa pokdusili nahradit’ vyraz x + y premennou p. KedZe
premenné x a y boli oddelené vyrazom v zatvorke, pokdsili sme sa situé-
ciu zlep$it’ zmenou zapisu vstupného vyrazu. Ako vidiet, nepomohlo to.
Funkcia ratsubst si s touto situdciou poradila.

Substittciu mdZeme pouZit’ aj na vytvorenie komplexne zdruzeného
disla:

(%133) subst(-%i,%i,a-3%%i);
(%034) a+3%%i

Na mieste vyrazu vyraz3 moZe byt’aj nejaky operéator, ktory sa najskor
vykona a potom bude vykonana substitticia:

(%135) subst(Ypi/2,x,diff (sin(2*x),x));
(%035) -2

V Casti o integrovani sa eSte vratime k substitticidm pri vypocte integ-
ralov. Dalsie informéacie o substittcich najdete v odportiéanej literatdre.

3.4.1 Zadanie pravidiel zjednoduSovania vyrazov

V predoslom sme pomocou prikazu ratsubst zjednodusili vyraz (%132).
Ak chceme podobnti operaciu vykonavat’ CastejSie, mo6Zzeme zadat’ pra-

vidlo zjednodugovania vyrazov, ktoré potom vyuZije funkcia ratsimp:1

(%i36) tellrat(x+y=p);

(%036) [y+x-pl

(%137) ratsimp(x~2-y~2+x+(x+y) "2+2%y) ;
(%037) (2%p-1)*x+2*p

V tomto pripade nie je jednoduché dopredu ziskat’ rovnaky vysledok,
aky nachadzame v riadku 37. O jeho sprdvnosti sa presved¢ime tym, Ze
vykoname to isté inym spdsobom:

(%138) subst(p-x,y,x"2-y 2+x+(x+y) "2+2xy) ;
(%038) x~2+x—(p—x) "2+2* (p-x)+p~2

(%i39) ratsimp(%);

(%039) (2%p-1)*x+2*p

19Prikaz untellrat by mal SPA MAXIMA pomdct’ zabudntit’ na zadefinované pravidlo.
Zial, zabudntt'nam pomohol az prikaz kill(all)!



4 RieSenie tiloh matematickej analyzy

V tejto kapitole ukaZeme, ako sa pomocou SPA MAXIMA rieSia Standardné
ulohy matematickej analyzy, anglicky nazyvané tiez calculus (u nas tiez
diferencialny a integralny pocet).

Funkcie, urfené na riedenie tychto tiloh, nadjdeme v polozke menu
Calculus (pozri obrazok 9).

15 Algebra | Calculus  Simplify  Plokting  Numeric  Help

! ') ] € Integrate..
—————  Rischintegration ...

3 http. change variable ... orge
http:/, Differentiate ... .net
Find limit ..
Commo! Get series .., 6.7
dey the Pade approximation ... e. &
he memc Calculate sum ... iteyr

Calculate product ...

Laplace transform ...

spoxtir Inverse Laplace transform ...
Greatest commaon divisar ...
Least common multiple ..,
Divide polynomials ...
Partial fractions ..,
Continued fraction

lopmen

Obr. 9: Polozka Calculus hlavného menu

Tieto Glohy sa udia riedit'najma Studenti prvych ro¢nikov vysokych
§kol (niektoré sa ¢iastotne preberajti aj na gymnaziach). Su to:

e vypocet limit,

e derivovanie funkcii,

e vypocet Taylorovho polynému funkcif,
e vySetrovanie priebehu funkcii,

e integrovanie funkcii,
35
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e vySetrovanie extrémov funkcif viacerych premennych,
¢ posudzovanie konvergencie ¢iselnych radov,
e rieSenie diferencialnych rovnic,

e Laplaceova transformicia.

41 Vypocet limit

Priklad 4.1 Vypocitajme limitu

RieSenie. Dan4 limita je typu [-8—] , preto rozloZime Citatela na stcin ko-
retovych &initelov:

2 _ _
lim 1_ lim (x=D(x+1)
x—1 x—1 x—1 x—1

= lim(x+1) =2.
x—1
V programe MAXIMA pouzijeme funkciu 1imit (funkcia, premenna,bod):

(%i1) limit((x~2-1)/(x-1),x,1);
(hot) 2
Priklad 42 Vypoditajme limitu

o x2 41
im .
x——1x+1

RieSenie. Na vypocet pouzijeme funkciu limit:

(%i2) 1limit((x~2+1)/(x+1),x,-1);
(%02) und

SPA MAXIMA ndm oznédmila, Ze tato limita neexistuje (skratka anglic-
kého undefined). O dovode neexistencie limity sa presvedéime vypoctom
jednostrannych limit (minus znamena ,zo strany minusu”, teda zlava):
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(%i3) 1imit((x~2+1)/(x+1),x,-1,minus);
(%03) -inf
(%i4) limit((x~2+1)/(x+1),x,-1,plus);
(%04) inf -

Teda limity zlava aj sprava st nevlastné (—oo resp. +00) a rozne.
Na zaver tejto Casti uved'me este jeden priklad na vypocet limity typu
[1%°].

Priklad 4.3 Vypocitajme limity

lim [ ]
n—oo | n+3
a
142n 14-4n
”11_)1'1010 [1 + 31’1] )
RieSenie.

(%i5) 1limit(((n+2)/(n+3)) " (n+4),n,inf);

(%05) %e~(-1)

(%16) 1imit(((1+2%n)/(1+3%n)) ~(1+4*n) ,n,inf) ;
(%08) 0

Poznamka 4.2 Apostrof na zaciatku prikazu spOsobi, Ze sa prikaz ne-
vykona, len sa (v prostredi WXMAXIMA) zobrazi:

(%17) '"limit (((1+2*n)/ (1+3*n))* (1+4*n),n,;inf);

2np+ 13271
(307) iim

Sp+1

= -> inf

Toto zobrazenie mdzZeme uloZit'na spracovanie programom TgX pri-
kazom:

(%i8) tex(%)$
$$\1im_{n\rightarrow \infty }{\left({{2\,n+1}\over{3\,n+1}}
\right) {4 \,n+1}}\legno{\tt(\%o7)}$$

Po kompilécii programom pdfTgX ziskame:

a . 91 1)4mH
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4.2 Vypocet derivicii a parcidlnych derivacii

Vypocet derivacii (obycajnych i parcidlnych) sa vyuZziva pri rieSeni viace-
rych tdloh, napriklad pri uréovani extrémov funkcii. Pozrime si na tivod
zopar prikladov.

Priklad 4.4 Vypotitajme derivéciu funkcie 1/sin(x?) + 1.
Riegenie. MAXIMA poskytuje na vypodet derivéacii funkciu diff:20
(%19) diff(sqrt(sin(x~2)+1),x);

X COs X

Vsinx? +1

2
(%09)

Priklad 4.5 Vypoéitajme derivéciu funkcie In(x + vx% + a).

Rie$enie. Zjednodugeny vysledok ziskame aZ po niekol'kych tpravach:?!

(%110) diff (log(x+sqrt(x~2+a)),x);
X __ +1
(%010) _Valta
Val+a+x

(%i11) subst(b,x+sqrt(x~2+a),%);

241
(%o11) —V"”;

(%i12) radcan(%);

VaZ+ta+x
bvx?+a

(%113) subst(b,x+sqrt(x~2+a),%);

1
(%013) ———
° Vx2+a

(ho12)

Pozndmka 4.3 Prirodzeny logaritmus sa v programe MAXIMA oznacuje
log, podobne ako v jazyku C alebo v MATLABe. Iné logaritmy nie st
k dispozicii.

Priklad 4.6 Vypocitajme 2. derivaciu funkcie x - sin(x).

RieSenie. Porovnajme nasledujtice dva spdsoby:

2Vystupy programu MAXIMA budeme zobrazovat’'v IAIgXu, o sa podoba na vystup
v prostredi WXMAXIMA.
21fe moZné, Ze by stacilo sprévne nastavit'niektoré systémové premenné.
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(%i14) diff(diff(x*sin(x),x),x);
(%ho14) 2%cos(x)-x*sin(x)

(%i15) diff(x*sin(x),x,2);
(%015) 2*cos(x)-x*sin(x)

Priklad 4.7 UvaZujme funkciu f(z) = 1/z komplexnej premennej z =

= x +1iy. Overme, Ze realna zlozka u(x, y) funkcie f je harmonicka fun-
L ’u  d*u

kcia, t.j. Au = W+E)—y2 =0.

(%116) z:x+%i*y$
(%117) u:realpart(1/z);

(%o17)

y2+x2

(%i18) diff(u,x,2)+diff(u,y,2);

_ 8x 8xy? 8x3
W+ (2+2)° (2 +x2)°

(%i19) radcan(%);
(%019) ©

(%018)

2

Priklad 4.8 Vypocitajme zmieSant parcialnu derivaciu ;;caly druhého

radu funkcie u.

(%120) diff(diff(u,x),y);

8x%y 2y

(%020) 3 5
(2 +22)°  (y2+x?)

(%i21) diff(u,x,1,y,1);

8x2y 2y

(%021) —
(2 +22)° (2 +x2)
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4.3 Vypocet Taylorovho polynému funkcii

Vypocet Taylorovho polynému hladkej funkcie v okoli daného bodu je
sice teoreticky priehladny, ale aj dostato¢ne naro¢ny, vzhladom na nut-
nost’ vypoctu derivécii vyssich radov. Taylorov polyném pritom posky-
tuje efektivny prostriedok na aproximaciu funkcie v okoli daného bodu
(vypoctovo) jednoduchym polynémom, ¢o ma vyznam, napriklad, pri
riadeni v redlnom ¢ase.

Akoje zndme, ak funkcia f(x) mé n + 1 spojitych derivacii na intervale
(a,b), potom jej Taylorov polyném n-tého stupiia so stredom v bode
xo € (a,b) je dany vztahom

no (k) (x
T = ¥ L0, @)
k=0 "
kde f(®)(xg) je k-ta derivécia funkcie f(x) v bode xg a f(0) (x) def f(x).
Otazke odhadu absolitnej hodnoty odchylky Taylorovho polynému
od funkcie f(x) sa v tejto u&ebnici nebudeme venovat’
Priklad 4.9 Vypocitajme Taylorov polyném 5. stupiia so stredom v bode

B , _ sin(x?)
xg = 0 funkcie f(x) = P

RieSenie. Prikaz taylor, ktory pouZijeme na rieSenie daného prikladu,
sa da zadat’ rdznymi spdsobmi. Nebudeme v8ak presne popisovat’ jeho
syntax, verime, Ze je jasna zo zadania tlohy a samotného prikazu.

(%i22) taylor(sin(x"2)/(x"2+2%x+3),x,0,5);

(%022) ottt

Poznidmka 4.4 Ak si predstavime vypocet derivacie danej funkcie f(x),
je zrejmé, Ze vysSiu derivaciu ako 2. by sme ,,ru¢ne” len neradi pocitali.

Priklad 4.10 Vypotitajme rozvoj polynému p(x) = x° — 4x> + 2x so
stredom v bode xg = —2.

Riesenie.

(%123) t:taylor(x~5-4*x"3+2*x,x,-2,7);

(%023)

—4434 (x+2) =56 (x+2)>+36 (x+2)> =10 (x +2)* + (x +2)° + - -
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Bodky na konci vyrazu t vyvoldvajt dojem, Ze sa nejedné o polyném.?2
Na druhej strane prikaz expand sved¢i o tom, Ze by to polyném mohol

byt*

(%i24) expand(t);
(%024) x~5-4xx”3+2%x

Ku jednotlivym koeficientom polynému ¢ sa dostaneme pouzitim funkcie
coeff. Napriklad:

(%i25) coeff (t,x+2,2);
(%025) -56

Priklad 4.11 Porovnajme kvalitu aproximécie funkcie cos(x?) na inter-
vale (0,4) pomocou Taylorovych polynémov stupiiov 4, 8, 12 a 16.

Riesenie. Po vypocte Taylorovych polynémov na zobrazenie funkcif vy-
uZijeme prikaz plot2d. Na to mdZeme najprv pouZit’ ponuku menu
Plotting. Obrazok ulozime do stiboru vo formate Encapsulated Post-
Script (roz8irenie eps) a zaradime ho do textu (vysledok vidite na obraz-
ku 10):

(%i26) t4:taylor(cos(x~2),x,0,4);

(%026) 1-x~4/2+...

(%i27) t8:taylor(cos(x~2),x,0,8);

(%027) 1-x"4/2+x78/24+...

(%128) t12:taylor(cos(x"2),x,0,12);

(%028) 1-x"4/2+x°8/24-x"12/T720+...

(%i29) t16:taylor(cos(x"2),x,0,16);

(%029) 1-x"4/2+x°8/24-x"12/T720+x~16/40320+. . .

(%i30) plot2d([cos(x"2),t4,t8,t12,t16], [x,0,4],
[y,-1.2,1.2], [gnuplot_term, ps], [gnuplot_out_file,
"D:/Users/Busa/Kega/Maxima/cosx2.eps"])$

Ako vidiet), polyném stuptia 16 aproximuje dobre funkciu na intervale
(0,1.5).

22 Ak chceme ziskat' polyném bez bodiek, méZeme po natitani balika load(revert)$
pouzit’ prikaz revert dvakrit za sebou. Zmysel tohoto prikazu autorovi unik4, skuste
sami Stastie pri jeho nastudovani.
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15 .
cos(xz) _—
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! ‘ 1xt2exBoa - |
: 154 24x8124 512726 N -
1-x*12Ax824x 2720+ "8140300
05 |
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Obr. 10: Taylorove polynémy funkcie cos(x?) stuptiov 4, 8,12 a 16

4.4 Vysetrovanie priebehu funkcie

Jednou z najdélezitejsich 1iloh, ktorej rieSenie by mali zvladat’ $tudenti
vysokej 8koly, je vySetrovanie priebehu funkcie. SPA méZze zjednodusit’
rieSenie viaceré Ciasto¢né dlohy.

Priklad 4.12 Vy3etrime priebeh funkcie

X2 —x=2

flx) =

2

Riesenie. Pri jednotlivych krokoch vyuzijeme rézne funkcie programu
MAXIMA.
Funkciu najprv zadefinujeme:

(5i31) f(x):=(x"2-x-2)/x"2;

(%o031) f(x):=
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44.1 Defini¢ny obor

KedZe funkcia ma tvar zlomku, zistime, kedy sa menovatel, ktory uréime
prikazom denom (anglicky denominator), rovna nule:

(%1i32) men:denom(f(x));
(%032) x°2

(%4i33) solve(men=0);
(%033) [x=0]

Vidime, Ze bod x = 0 nepatri do defini¢ného oboru.

44.2 Nulové body

Priese¢niky grafu funkcie so stradnicovymi osami uréime, ked’ zistime,
kedy sa ¢itatel rovné nule. Citatela uréime prikazom num (anglicky nu-
merator).

(%1i34) cit:num(f(x));
(%ho34) x~2-x-2

(%i35) factor(cit);
(%035) (x-2)*(x+1)
(%i36) solve(cit=0);
(%036) [x=2,x=-1]

Ked’ze ¢itatel je polyn6m, modZeme sa pokusit’ urcit’jeho rozklad na su-
¢in koretiovych &initelov. Ten v3ak nie je mozny pre kazdu kvadraticka
rovnicu. Rie$enim rovnice x2 — x — 2 = 0 dosiahneme to isté, ako o tom
sved¢i prikaz solve. Tymto spésobom vSak tilohu vyrieSime vzdy.

4.4.3 Body nespojitosti a asymptoty bez smernice
Ako sme zistili vyssie, bodom nespojitosti je bod x = 0. VySetrime spra-
vanie sa funkcie v okoli bodu nespojitosti:

(%i37) limit(f(x),x,0);
(%037) -inf

V bode x = 0 existuje nevlastna (obojstrannd) limita rovnad —oo. Teda
priamka x = 0 bude asymptotou bez smernice.
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44.4 Asymptoty so smernicou v bodoch +oco

Asymptoty so smernicou v tvare y = k+ x + g+ ur€ujeme pomocou vzor-

COv:
ke= lim {3

x—=3o00 X ! q:l: - xllfgloo[f(x) N k:t X].

(%i38) km:limit(f(x)/x,x,minf);
(%038) 0

(%139) qm:1limit (f (x)-km*x,x,minf);
(%039) 1

(%i40) kp:limit(f(x)/x,x,inf);
(%040) 0

(%141) qp:limit(f(x)-kp*x,x,inf);
(%o4d1) 1

Vsimnite si, Ze bod —o0 sa v limite zaddva skratkou minf (anglicky minus
infinity). Teda funkcia mé spolo¢ni asymptotu so smernicou (nulovou)

y=1
44.5 Urcovanie staciondrnych bodov
(%i42) g:diff (f(x),x);

— 2 (x2—x-2
(Y042) 2x -1 2 (¥* —x-2)

x? x3
(%i43) factor(g);
(%043) x4
x
Vidime, Ze funkcia f(x) majediny stacionarny bod x = —4. Jeho charakter

vysetrime v dalSej Casti.

4.4.6 Urdovanie inflexnych bodov

Na uréenie inflexnych bodov je potrebna druhd derivéacia funkcie. Ak je
druha derivacia v staciondrnom bode kladn4, funkcia ma v tomto bode
minimum a ak je zdporné, funkcia ma maximum.

(%1i44) h:diff (f(x),x,2);
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(%o44) — + =

(%i45) h:factor(h);

2
(4045) 2#+6)
x
Ako vidime, funkcia m4 jediny inflexny bod x = —6.23 VySetrime cha-
rakter stacionarneho bodu x = —4:

(%i46) subst(-4,x,h);
(%046) -1/64

(%i47) £(-4);

(%047) 9/8

KedZze druhé derivécia v stacionarnom bode je zaporna, funkcia nado-
btda v bode x = —4 lokalne maximalnu hodnotu f(—4) = 9/8 > 1.
Maximélny bod grafu sa teda nachddza nad asymptotou so smernicou

y=1

44.7 Zobrazenie grafu funkcie jednej premennej

Po predchéadzajticich vypoctoch je zrejmé, Ze graf funkcie sta¢i zobrazit’
naintervale (—8, 4), na ktorom sa nachédzaja vietky nulové body, bod ne-
spojitosti, lokdlne maximum aj inflexny bod. Hodnoty y m6Zeme zvolit),
napriklad, z intervalu (—4, 4), ktory zrejme obsahuje v3etky ,zaujimavé”
funkéné hodnoty. Spolu s grafom funkcie f(x) zobrazime aj asymptotu
so smernicou a osi. Predtym, ako graf uloZime do stiboru, méZeme si ho

pozriet'na obrazovke programu Gnuplot:

(%i48) plot2d([f(x),p(x)], [x,-8,4]1, [y,-4,4],
[gnuplot_preamble, "set zeroaxis;"],
[gnuplot_term, ps], [gnuplot_out_file,
"D:/Users/Busa/Kega/Maxima/TeX/fx.eps"])$

Na obrazku 11 je zndzorneny graf funkcie f(x).2*

2Dokazat’ by sme to mohli pomocou 3. derivacie.
247 neznameho d6vodu je maximalna hodnota na osi y rovnd 1.5 a nie 4, ako sme zadali (!
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8 -6 -;'. -'2 0 2 4
Obr. 11: Graf funkcie (x* — x —2)/x?

4.5 Vypocet neurcitych a uréitych integralov
V tomto oddiele len uvedieme niekolko prikladov vypoétu integralov.?>
Priklad 413 Vypoditajme neurdity integral /x n(x? +3x +4) dx.

Rie3enie. Tento integral uZ iste nepatri medzi trividlne, aj ked'je to §tan-
dardny priklad na pouzitie metédy ,per partes — po Castiach” a nasled-
ného integrovania racionalnej funkcie.

(%149) integrate(x*log(x"2+3%x+4), x);
(%049)

log(x?+3 x+4 21 arctan { 2X£3 a6
leog(x2+3x+4) ( 5 )+ ﬁ(ﬁ)+ X6

2 2

Poznamka 4.5 Vo vysledku aj v zadani je namiesto funkcie In funkcia
log, o tom sme uZ pisali vyssie. V nasich krajoch tieZ namiesto oznalenia

5V prostredi WXMAXIMA mbzeme integrél (ale aj d'aldie funkcie v ponuke menu) zadat’
prijemncjdim sposobom cez poloZku menu Calculus/Integrate.
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arctan pouzivame oznacenie arctg. Navyse vo vysledku chyba konstanta
C, ¢o v8ak nie je nejakd vdZna chyba.

SPA MAXIMA je pozorny a ak mu nieco niejejasné, modZze Vas poZiadat’
o dopliiyjtice informécie. Vysledkom moze byt napriklad, nasledujtci
ndialég™:

(%i50) integrate(x’n, x);

Is n+l zero or nonzero?
Zero;

(%050) log(x)

(%151) integrate(x"n, x);

Is n+l zero or nonzero?
nonzero;

xn+1

(/0051) n +1

Pozndmka 4.6 V tomto priklade sme naSe odpovede umiestnili na sa-
mostatny riadok, na obrazovke prostredia WXMAXIMA sti zobrazené hned’
za otézkou, ktort vypise MAXIMA. Odpoved’ zad4dvame v prikazovom
riadku.

Poznidmka 4.7 Prikazom assume (notequal(n,-1)) popisanym v od-
diele 2.9 na strane 26 by sme v tomto pripade predisli zadaniu otazky, ¢i
je n + 1 nulové.

Priklad 414 Uréme dzku obltika krivky, ktory tvori ¢ast’ grafu funkcie
In x pre x od 0,5 po 3.

Riegenie. Na vypotet dizky oblika pre x € (a, b) mdZeme pouzit’ znamy

| L=/:vl+[f’(x)]2dx.

Pre funkciu f(x) = In x a zadany interval po tprave dostaneme:

10
V2T VIO 1. [t—1]1V10
L:/ = / gy dt=|t4sin|—g :
05 V5/2

V5/2

V programe MAXIMA rieSime tilohu nasledujticim spésobom:
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(%i52) f(x):=log(x)$
(%1563) integrate(sqrt(1+(diff(f(x),x))"2), x, 0.5, 3);
‘rat’ replaced 2.5 by 5//2 = 2.5

‘rat’ replaced 2.5 by 5//2 = 2.5
(%053)

_log (\/E—l—l) +log (\/m—l)
2 2

(%i54) float (%031);
(%054) 3.160428996360036

4+ v10 + 0.32560148642892

Ak porovname nas vysledok s vysledkom v riadku 53, vidime, Ze sa prak-
ticky zhodujt. Niektoré cleny vSak SPA MAXIMA nahradil ich ¢iselnymi
hodnotami. Po dosadeni by sme sa vSak presved(ili, Ze ¢iselné hodnoty
obidvoch vysledkov sti zhodné.

O spravnosti vysledku sa eSte presved¢ime numerickym integrova-

nim:26

(%i55) romberg((sqrt(x~2+1))/x, x, 0.5, 3);
(%055) 3.160429989460405

2
Priklad 4.15 Vypo¢itajme hodnotu / e dx.
0

RieSenie. Integral sa nedd vypoditat’ pomocou elementarnych funkcii.
Pozrime sa, ako si s touto situdciou poradi MAXIMA:

(%i56) integrate(exp(x~2),x,0,2);

(t056) _V/mierf (20)

2
SPA MAXIMA pouZil §pecialnu funkciu erf -z anglického Error function.
Vo vysledku sa objavila imagindrna jednotka, pretoZe funkcia chyby je
definované vztahom?’

2 (% _p
erf(z) = ﬁ/o e " dt.

26K prikazu romberg sme sa dopracovali cez menu Calculus/Integrate.
%7 Ak sa o funkcii chyby chcete dozvediet viac, otvorte si internetovskt stranku http:
//mathworld.wolfram.com/Erf .html.
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Znamienko minus v exponente funkcie teda ziskame po substitticii x =
= i-t v naSom integrale. Zial, tento vysledok je nepouZitelny, pretoze

2 %z

MAXIMA ndm neprezradi &iselnti hodnotu svojho vysledku?®:

(%i57) float(%o56);
(%057) -0.88622692545276%%i*erf (2.0%%i)

V tejto situdcii nds zachrani numerické integrovanie:

(%158) romberg(exp(x~2), x, 0, 2);
(%058) 16.45262913575137

4.5.1 Substitdcia v integrdloch

Niekedy je vhodné pouZit’ uréitt substitticiu na transforméciu integralu®
z jedného tvaru na druhy. Nato sliZi funkcia
changevar (<integral>, <f(x,y)>, <y>, <x>),

kde f(x, y) je vyraz uréujuci substitiiciu zadany v explicitnom alebo v im-
plicitnom tvare, ¥ je nové premenna a x je pévodna premenna. K prikazu
changevar sme sa dopracovali cez menu Calculus/Change variable.
Na potladenie vypoctu integrdlu pouZzijeme apostrof ’ pred prikazom
integrate:

(%159) changevar(’integrate(sqrt(x~2+1)/x, x),t"2-x72-1,t,x);

. t
(%059) /t2 — dt

Poznidmka 4.8 KedZe danému implicitnému tvaru vyhovuje viac sub-
stittcii (napriklad t = £v/x2 + 1), vo vysledku sa spravne objavila abso-
latna hodnota |¢|. Absolatna hodnota sa vo vysledku neobjavi, ak pred-
tym zaddme prikaz assume (£>0).

Podobne v pripade urcitého integralu dostdvame:

(%i60) changevar(’integrate(x~3*sin(x"2), x, 2,3),t=x"2,t,x%);
(%060) integrate(t*sin(t),t,4,9)/2

2Mozno viak existuje nejakd moZnost’ sa k tomuto ¢islu dopracovat’ ).
2 Alebo stiétu.
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alebo

Jitsint dt

(%060) >

v zévislosti od nastaveného reZimu zobrazovania vysledkov.

4.6 Vypocet extrémov funkcii viac premennych

Pri vySetrovani extrémov funkcii viac premennych sa vyuZije cela $kéla
roznych funkcii systému MAXIMA. Stretdvame sa tu s parcialnymi deriva-
ciami funkcie viac premennych, s rieSenim nelinedrnych ststav (algeb-
rickych) rovnic, ako aj s hlavnymiminormi (subdeterminantmi) Hessovej
matice druhych derivécii.

Priklad 4.16 Uréme lokélne extrémy funkcie f(x, y) = Inx — y? — %

RieSenie. Zacneme definiciou funkcie a vypoctom parcidlnych derivacii
funkcie podla jednotlivych premennych:

(%161) £(x,y) :=log(x)-y~2-y/x$
(%i62) diff(f(x,y),x);

(%062) L4z
X
(%i63) diff(£(x,y),y);

1
(%063) 2y~

Dalej ur¢ime staciondrne body rieSenim stistavy nelinedrnych rovnic
grad f = 0:

(%164) stac:algsys([%062, %0631, [x,y1);

o [l by

(%i65) xs:last(stac[2][1]);
(%065) 1/sqrt(2)

(%i66) ys:last(stac[2][2]);
(%o66) -1/sqrt(2)
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Z dvojice stacionarnych bodov, ktoré ur¢il program MAXIMA, jeden ne-
patri do defini¢ného oboru funkcie f(x,y), vzhladom na podmienku
x> 0.

Pozndmka 4.9 VSimnite si prikaz last v riadkoch 65 a 66. Vysledkom
rieSenia stistavy je zoznam (anglicky list) stac, ktory obsahuje rovnosti,
ako sa 0 tom moZete presved(it’ pri pohlade na riadok (%064). Premennt
xs ziskame ako pravu stranu rovnosti prvku [2][1] tohoto zoznamu (an-
glicky last term — posledny ¢len).

Dalej vypotitame Hessovu maticu®® druhych parcidlnych derivacii
funkcie f(x,y), ur¢ime jej hlavné minory Aj, Ay a rozhodneme o type
stacionarneho bodu:

(%167) H:matrix([diff(f(x,y),x,2),diff(f(x,y),x,1,y,1]1,
[diff (£(x,y),x,1,y,1),diff(f(x,y),y,2)1);

_2y_ 1 1

(%067) .
7 -2

(%168) d1l:subst(ys,y,subst(xs,x,H[1]1[1]));
(%068) 2
(%169) d:determinant (H);
. 2y 1 1
(/0069) —2 (—x—3 — ﬁ) — F

(%i70) d2:subst(ys,y,subst(xs,x,d));
(%070) -8

KedZe A; < 0, funkcia f(x, y) nema Ziaden lokalny extrém.

Priklad 4.17 Uré¢me lokélne extrémy funkcie f(x, y) = x3 +y3 privazbe
x+y—4=0.

Riegenie. Ulohu budeme riesit’ metédou Lagrangeovych multiplikato-
rov. Najprv zadefinujeme Lagrangeovu funkciu a uré¢ime jej staciondrne
body:

(%i71) £(x,y):=x"3+y"3$

(%i72) v(x,y) :=x+y-4$

(%i73) 1(x,y,lambda) :=f (x,y)+lambda*v(x,y)$
(%i74) diff(1(x,y,lambda),x);

30K prikazu matrix sme sa prepracovali cez polozku menu Algebra/Enter Matrix.
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(%0T4) lambda+3*x"2

(%i75) diff(1(x,y,lambda),y);

(%075) lambda+3*y~2

(%176) diff(1l(x,y,lambda),lambda);

(%ho76) y+x-4

(#i77) stac:algsys([%o74, %075, %o76], [x,y,lambdal);
(%077) [[x=2,y=2,lambda=-12]]

Lagrangeova funkcia méa teda jediny stacionarny bod (x*,y*, A*) =
= (2,2,—12). Zostavime podmaticu druhych derivécii Lagrangeovej
funkcie podla premennych x a y a uréime jej hlavné minory:

(%i78) H:matrix([diff(1l(x,y,lambda),x,2),
diff(1(x,y,lambda),x,1,y,1)],
[diff(1(x,y,lambda),x,1,y,1),
diff(1(x,y,lambda),y,2)1);

(%078) matrix([6%x,0],[0,6%xy])

(%i79) xs:last(stac[1][1]1)$

(%180) ys:last(stac[1]1[2])$

(%i81) di1:subst(ys,y,subst(xs,x,H[1]1[1]));

(%o81) 12

(%i82) d2:subst(ys,y,subst(xs,x,determinant(H)));

(%082) 144

(%i83) f(xs,ys);

(%083) 16

KedZe Ay = 144 > 0, funkcia f(x, y) ma pri danej vézbe lokélny extrém.
Vzhladom na to, ze A; = 12 > 0, funkcia nadobuda na priamke x + y —
—4 = 0 lokalne minimum v bode (2, 2), priom sa minimalna funkéna
hodnota rovna 16.

4.6.1 Zobrazenie grafu funkcie dvoch premennych

V prostredi WXMAXIMA sa nemusime obavat’ vytvorenia grafu funkcie
dvoch premennych. MéZeme znova vyuZit' menu, tentoraz klikneme na
polozku Plotting, zobrazent na obrazku 12.

Vys8ie sme ttito polozku pouzili pri vytvoreni grafu funkcie jednej pre-
mennej. Teraz vyuZijeme poloZku Plotting/Plot 3D a zadame vstupné
tdaje. Dalej uz mozeme modifikovat'tidaje aj v prikazovom riadku.

Priklad 4.18 Zobrazme funkciu f (x, y) = Inx — y? — y/x v okoli stacio-
narneho bodu (x*, y*) = (1/v/2, —1/V/2).
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Simplify | Plotting. Numeric ~Help
Plot2d ...

Plot 3d ..,
W@xime  Plotformat ...

e
18 .sourceforge. net

Obr. 12: Polozka menu Plotting

RieSenie. Po zadani funkcie pomocou menu sme ziskali zobrazenie grafu.
Vsimli sme si, Ze tento graf je moZné rotovat’a nagli sme vhodny pohlad.
Ak si uvedomime, Ze MAXIMA pri vytvarani grafov spolupracuje s pro-
gramom Gnuplot, je jasné, Ze nastal Cas nazriet’ do ucebnice Gnuplotu
(DoBOS, 2006). Na strane 35 objavime priklad pouZitia prikazu view.

(%i84) plot3d(log(x)-x"2-y/x, [x,0.6,0.8], [y,-0.8,-0.6],
[gnuplot_preamble, "set view 37,26"], [gnuplot_term, ps],
[gnuplot_out_file, "D:/Users/Busa/Kega/Maxima/logxyn.eps"])$

Na obrazku 13 sa mézeme uistit’, Ze stacionarny bod (1/v/2, —1/v/2) ~
~ (0,707;0,707) nie je bodom lokélneho extrému ale mdze byt’ len sed-
lovym bodom.

Priklad 4.19 Znazornime funkciu f(x,y) = x3 + > v okoli lokdlneho
minima pri vazbe x + y — 4.

Riesenie. Postupujeme podobne ako pri rieSeni predch4dzajiceho pri-
kladu:

(%185) plot3d(x~3+y~3, [x,0,4], [y,0,4],
[gnuplot_preamble,"set pm3d at s;unset surf;unset colorbox"],
[gnuplot_term, ps],

[gnuplot_out_file, "D:/Users/Busa/Kega/Maxima/x3py3.eps"1)$

Viézba je rovnica priamky x + iy — 4 = 0, ktora v rovine Oy, spaja body
(0,4)a(4,0). Akoje vidiet’na obrazku 14, nad touto priamkou nadobuda
funkcia f(x,y) najmensiu hodnotu nad bodom (2,2). Ak porovname
obrazok 14 s obrédzkom 13, uvidime, Ze chyba farebna skala funkénych
hodnét. Toto sme dosiahli pridanim prikazu unset colorbox.

Este lepsi pohlad ziskame, ak zobrazime vrstevnice funkcie f(x, y).
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-y/x+|og(x)-)<2
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0.4
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05 0.1
0.4
03 0
02 0.1
o1 02
0.4
202

Obr. 13: Graf funkcie f(x,y) = Inx — y? — y/x

Obr. 14: Graf funkcie f(x,y) = x3 + y?
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(%i86) plot3d(x~3+y~3, [x,0,4], [y,0,4],
[gnuplot_preamble, "unset pm3d; set contour base;
set cntrparam levels incremental 0,8,80; set nokey;
set size square; unset surf; set view 0,0],
[gnuplot_term, ps], [gnuplot_out_file,
"D:/Users/Busa/Kega/Maxima/vrstevnice.eps"])$

V tomto priklade sme vypli farby volbou unset pm3d, nastavili vystup
grafu na typ izolinii volbou set contour base, nastavili sme hodnoty
vrstevnic, ktoré sme zobrazili — set cntrparam levels incremental
0,8,80,vyplismelegendu prikazom set nokey, nastavili sme pomer jed-
notiek osi x a y na 1:1 prikazom set size square,apod.3! Cast’ priamky
x + y — 4 = 0 (uhloprie¢ku Stvorca) sme dokreslili samostatne. Vysledok
vidite na obrazku 15. Minimalna hodnota pri vazbe sa dosahuje tam, kde
sa priamka dana vazbou dotyka druhej izolinie, ktorej odpoveda hodnota

f=16.

0 065 1 15 2 25 3 35 4

Obr. 15: Izolinie funkcie f(x,y) = x> + y3

3Popri ugebnici (DOBOS, 2006) sme Cerpali z podrobnejéej prirucky (KAWANO, 2005).
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4.7 VySetrovanie konvergencie ¢iselnych a mocninovych
radov

SPA MAXIMA dokéaZe vypocitat’ presny stcet niektorych radov. Napri-

o
klad, ak jej zadame znamy harmonicky rad )’ %, nezavéaha a odpovie:
n=1

(%i87) sum(1/n, n, 1, inf), simpsum;
(%087) inf

Teda sti¢et radu je nekoneény, ¢o znamend divergenciu.

o0

1

Podobne dopadne vypocet stic¢tu radu 21 7
n=

(%i88) sum(1/n"2, n, 1, inf), simpsum;

2

(AOSS) ?

Teda aj v tomto pripade sme ziskali presny stcet.

e 1
Priklad 4.20 VySetrime konvergenciu radu Z —_—.
n=1 V1 +1

RieSenie. Ak poZiadame o vypocet tohoto radu, MAXIMA nam ako vysle-
dok vrati len jeho zapis:
(%i89) sum(1/sqrt(n+1), n, 1, inf), simpsum;

1
1 7’l—|-1

(%089)

D18

n

Skisime preto pouzit’ D’ Alembertovo kritérium:

(%4190) a(x):=1/sqrt(x+1)$
(%4i91) limit(a(n+1)/a(n),n,inf);
(%091) 1

Dostali sme préve vysledok, ktory ndim neumozituje urobit’ zdver o kon-
vergencii. Preto vyskasame Cauchyho integralne kritérium:

/
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(%192) integrate(a(x),x,1,inf);
Integral is divergent
-- an error. Quitting. To debug this try debugmode(true);

KedZe integral diverguje, diverguje aj samotny rad.

Priklad 4.21 Overme splnenie nutnej podmienky konvergencie pre rad
o0 (_ 1)11 -n
r;l Vn2+1 '

RieSenie. Vypoditame lim a,:
n—oo

(%i93) a(n) :=(-1) "n*n/sqrt(n~2+1)$
(%i94) limit(a(n),n,inf);

(%094) ind

(%195) limit(abs(a(n)),n,inf);
(%095) -ind

(%196) b(n):=n/sqrt(@ 2+1)$

(%197) 1limit(b(n),n,inf);

(%ho97) 1

V predoslom sme sa uZ stretli s vysledkom und — anglicky undefined —
nedefinovany. Tentoraz je vysledok v riadku 94 ind. Zeby preklep? Nie,
v knihe (MAXIMA MANUAL, 2005) na strane 167 nachadzame odpoved:
ind — indefined but bounded — nedefinované ale ohrani¢ené. Vidime, Ze
sa nds MAXIMA snaZi ¢o najpresnejSie informovat’o vzniknutej situécii.
Preo v3ak je aj odpoved v riadku 95 podobna? Vari MAXIMA nevie,
ze |(—1)"| = 1? Po hlbsej tvahe prichddzame na to, Ze sme program
MAXIMA neupozornili na to, Ze predpokladame, Ze 7 je prirodzené.>?
A v pripade kladného redlneho 7, nemusi byt hodnota (—1)" vébec
definovand! Tento problém prekondme tym, Ze zadame novu kladnu
postupnost’ (b,) uz bez ¢lena (—1)". Limita tejto postupnosti je rovna
1 (riadok 97). Teda nutnd podmienka konvergencie nie je splnend a rad
nekonverguje.

Podobne moZeme pouZit’ SPA Maxima na uréovanie polomeru kon-

(o8
vergencie mocninovych radov v tvare Y a, - (x — x0)", ked je potrebné
n=0
pouzit’ Cauchyho-Hadamardov vzorec:

R = lim
n—o00

An+1

32Nie je jasné, & to MAXIMA umoZiiuje.
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-1
R = [ﬂll_'n;o \"/ ,an|:| .

4.8 Rie3enie obycajnych diferencidlnych rovnic

alebo

MAXIMA poskytuje niekolko funkcii na riedenie diferencidlnych rovnic
podobne ako, napriklad, Maple (pozri knihy (DJAKONOV, 2003; KREYSZIG
a NORMINTON, 2006)). V tomto oddiele budeme vyuZivat' najma priru¢ku
(SouzA, FATEMAN, MOSES a YAPP, 2004).

Zaklad vybavy na rieSenie diferencidlnych rovnic tvoria dve funkcie:

ode2 -rie$i oby¢ajné diferencialne rovnice 1. a 2. rddu;

desolve — rie$i systémy obycajnych linedrnych diferencidlnych rovnic
s konstantnymi koeficientmi, na riesenie MAXIMA vyuZiva Laplace-
ovu transformaéciu.

V prostredi WXMAXIMA sa ku funkcidm na rieSenie diferencidlnych
rovnic dostaneme cez poloZzky menu Equations/Solve DODEa pod. (pozri
obrazok 16).

< wxMaxima 0.7.0a [ unsaved ]
File Edit Maxima [Equat‘mns Algebra  Calculus  Simp

SRa She.

————— Solve numerically ... =
wixMaxima (  Roots of polynomial b
Maxima S.3 Rootsof polynomial {real)

X X Solve linear system ...
Using Lisg Solve algebraic system ... (
Distribute  Eliminate variable ... k2
Dedicated Solve ODE ... 7
This is a Initial value problem (1) ... b
. Initial value problem (2) ...
provides k Boundary value problem ... -
(%11) Solve ODE with Laplace ...
At value ...

Obr. 16: Ponuka menu Equations

4.8.1 RieSenie zaciatoénych uloh pre diferencialne rovnice 1. ridu

MAXIMA dokdzZe riedit’ nasledujtce typy diferencidlnych rovnic 1. radu,
ktoré sa oby¢ajne vyulujti na univerzitach:

33Zial, namieste by tu bol skér minuly ¢as, kedZe v bakalédrskom stupni vyueby uz na
takti rozko$ nie je priestor.
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separovatelné,
e homogénne,

linearne,

Bernoulliho,
exaktné,

zovseobecnene homogénne.

Na zapis diferencidlnej rovnice, napriklad:

xzy'+3xy=512x, 4.2)

existujui tri r6zne spdsoby, uvedené v knihe (SO0UzA, FATEMAN, MOSES
a YAPP, 2004). My uvedieme len dva z nich, ktoré autori odporacaji
pouzivat’ pre funkcie ode2 a desolve.

Prvy z nich je vhodny na pouZivanie vo funkcii ode2:

(%i98) depends(y,x);

(%098) [y(x)] ’
(%199) x"2*diff (y,x)+3*x*y=sin(x)/x;
__sinx

(%099) x? (dd_x y) +3xy =

Druhy spdsob je odporti¢any na pouZitie s funkciou desolve:
(%1100) x~2*diff (y(x),x)+3*x*y=sin(x)/x;

(%0100) 3xy+x? (dixy(x))

__sinx
x

Predpokladajme, Ze sme na zadanie rovnice vyuZili riadky 98-99.
Mbzeme pristapit’ k rie§eniu pomocou funkcie ode2:34

(%i101) .0ode2(%099,y,%);
__he —cosx

(%0101) poc

Vidime, Ze vo vysledku sa objavila konstanta %c.
MAXIMA nas moZe informovat’ o type rovnice, ktorti sme zadali:

34D4vajte pozor na pouZitie (%oXX) anie (%iXX)! Ak viak pouzijete ako argument funkcie
ode2 priamo vstup riadku (%i99), vietko bude v poriadku.
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(%i102) method;
(%0102) linear

Zadana rovnica (4.2) je teda linearna.

Poznimka 4.10 Ak MAXIMA nedokéze vyrieSit’ zadand rovnicu, ako
vysledok dostaneme false.

Ak chceme ziskat’ jedno partikuldrne rieSenie, mézeme zvolit” hod-
notu kon3tanty %c. Treba si vSak uvedomit, Ze vysledok je rovnost’ a ak
chceme ziskat’ funkciu, musime pouzit’ len pavi stranu:

(%i103) depends(g,x)$
(%1104) g:subst(l,%c,last(%0101));

1—cosx

(%0104) 3

Teraz méZeme overit’ spravnost’ rieSenia:

(%1105) ratsimp(x~2*diff(g,x)+3*x*g) ;

sin x
X

(%0105)

Pomocou funkcie ic1 dokaZeme riesit’ Cauchyho zaédiato¢ni tilohu
pre diferencidlnu rovnicu 1. radu.

Priklad 4.22 Uréme rieSenie diferencidlnej rovnice
/ — e
vV +xy=xy’, 4.3)
vyhovujtce zadiatoénej podmienke y(1) = 2.

RieSenie. Rovnica (4.3) je zapisana v tvare Bernoulliho rovnice. Pozrime
sa, ako ju vidi MAXIMA:

(%1106) depends(y,x)$

(%1107) rov:diff (y,x)+x*y=x*y~2;
(%0107) ’diff(y,x,1)+x*y=x*y~2
(%1108) ries:ode2(rov,y,x);
(%0108) log(y-1)-log(y)=x"2/2+%c
(%i109) method;

(%0109) separable
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Rovnica (4.3) je teda separovatelna (ak na pravi stranu presunieme
vetky Cleny okrem derivécie y, da sa x vybrat’ pred zatvorku). RieSe-
nie je zapisané v implicitnom tvare.

Pokracujme v rieSeni zaciato¢nej tilohy.

(%1110) riesz:icl(ries,x=1,y=2);

2—21log2—1
(%0110) log(y—1)—logy = x+
Trochu SPA MAXIMA pomdZeme. Oddelime Iavt a pravia stranu impli-
citného zadania rieSenia zaciato¢nej tlohy a samostatne ich exponujeme:

(%i111) 1:first(riesz)$
(%i112) r:last(riesz)$
(%1113) 1l:radcan(exp(1));
(%0113) (y-1)/y

(%i114) r:radcan(exp(r));

(%o114)

Zbavili sme sa logaritmov a mdZeme tlohu doriesit3

(%i115) f:last(solve(l=r,y) [1]1);

(%o115) 2

2_1
71 -2
Na zaver eSte overme spravnost’ rieSenia:

(%1116) diff (f,x)+x*f-x*f"2;

(%o116) — _

(%i117) radcan(%o116);
(%holl7) ©

35VEimnite si, ¢o sa vietko vykonalo v riadku 115!
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Uved'me este zopar prikladov na ostatné typy diferencidlnych rovnic
1. radu.

Priklad 4.23 Ur¢me typ a rieSenie diferencidlnej rovnice
y’:,/1+%. (4.4)

RieSenie. Bez komentdra vypisme:

(%i118) diff (y,x)=sqrt(1+y/x);

0 d _ Jy
(%0118) Y=+

(%i119) ode2(%,y,x);

y+x +X
ﬁlog(,ﬂ@) HOg(Z %—ﬁ—l)
2

X
x5

X

(%119) Yex=e V5

(%1120) method;
(%0120) homogeneous

Rovnica (4.4) je teda homogénna.®

Priklad 424 Ur¢me typ a rieSenie diferencidlnej rovnice

y’ =Xy =+ x3, (4.5)

(%i121) ode2(diff (y,x)-x*y=x"3,y,%);

(—2x% —4) % 2

(%0121) y= 5 +% | 7

(%i122) method;
(%0122) linear

36V riadku 119 sme v prikaze ode2 namiesto %0118 pouZili jednoducho %, ¢o znamena
vystup z predchédzajiiceho riadku.
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Priklad 4.25 Ur¢me typ a rieSenie diferenciélnej rovnice

x?y cos(xy) +sin(xy) +xy cos(xy) = 0. (4.6)

(%1123) ode2((x"2*diff (y,x)+x*y)*cos (xxy)+sin(x*y)=0,y,x);
(%0123) x*sin(x*y)=lc

(%i124) method;

(%0124) exact

Pozndmka 4.11 Diferencidlna rovnica 1. rddu sa nazyva exaktnd, ak sa
dé napisat’ v tvare p(x,y) ¥’ +g(x,y) = 0, kde p(x,y) = 0M(x,y)/dy a
q(x,y) = dM(x, y)/ox pre nejaka funkciu M(x, y). Niekedy sa da ziskat’
exaktna rovnica z neexakinej prendsobenim tzv. integra¢nym faktorom
(Souza, FATEMAN, MOSES a YAPP, 2004).

Priklad 426 Uréme typ a rieenie diferencidlnej rovnice®”
y_y
'+ = 4.7
y+2=-5 @)

(%1i125) ode2(diff (y,x)+2*y/x=y"~3/x"2,y,%);
1

Yy=—75—_ vex?
ag_‘_ oCx

(%0125)

(%i126) method;
(%0126) bernoulli

Priklad 4.27 Ur¢me typ a rieSenie diferencidlnej rovnice

xy' =y4/1+yxt (4.8)

(%i127) ode2(x*diff (y,x)=y*sqrt(1+y*x~4),y,x);

%7Priklad je prevzaty z knihy (SOUZA, FATEMAN, MOSES a YAPP, 2004).



64 Kapitola 4

8 log(\/x4y+1+4) -5 log(w/x‘l y+1+1)—3 log(\ /x4 y+1—1)

" (%0127) x="'%ce” 15

(%i128) method;
(%0128) genhom

Pozndmka 4.12 V knihe The MAXIMA Book (S0UzA, FATEMAN, MOSES a
YAPP, 2004) sa uvddza, Ze rovnica sa nazyva zovseobecnene homogénna
(anglicky general homogeneous), ak sa da napisat’v tvare

'Y iy
y' =2 Glyx").

RieSenie takejto rovnice sa da zapisat’ v implicitnom tvare pomocou pri-
mitivnej funkcie k funkeii 1/(x(n + G(x))), ktora sa v8ak nemusi dat’
vyjadrit’ pomocou elementarnych funkcii.

4.8.2 RieSenie zaciatonych a okrajovych tloh pre diferencidlne rov-
nice 2. radu

MAXIMA rie§inasledujtice typy obycajnych diferencidlnych rovnic 2. radu:
e line4rne s konstantnymi a s nekonstantnymi koeficientmi,
o exakiné,
e Eulerove,
e Besselove,

e rovnice bez zavislej premennej,
e rovnice bez nezéavislej premennej.

Podobne, ako v pripade rovnic 1. radu, je mozné riesit” Cauchyho
zadiatoénd tlohu ale v pripade rovnic 2. rddu je navySe mozné riesit’ aj
okrajova tdlohu.

Priklad 4.28 Uréme rieSenie diferencidlnej rovnice
2y +xy —y=0, 4.9)
vyhovujuace zadiatotnym podmienkam y(1) =2, /(1) = —3.

RieSenie. Vidime, Ze tito rovnicu mobZeme zaradit’ medzi Eulerove rov-
nice bez pravej strany tvaru

2y +axy +by=0.
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Postupujeme analogicky s pripadom rieSenia rovnice 1. rddu. Rozdielny
je typ zadiatoénej podmienky. Zaciatoéna tloha sa riesi pomocou funkcie
ic2:

(%1129) ode2(x"~2*diff (y,x,2)+x*diff (y,x)-y=0,y,x);
(%0129) y=%k2*x-%k1/(2*x)

(%i130) method;

(%0130) exact

(%i131) ic2(%0129,x=1,y=2,diff (y,x)=-3);

(%0131) y= % -

N R

SPA MAXIMA teda rovnicu zaradil medzi exaktné.

Priklad 4.29 Urcme rieSenie diferencidlnej rovnice (4.9) vyhovujtce
okrajovym podmienkam y(1) =2 ay(2) =1.

Riesenie. V tomto pripade pouZijeme funkciu bc2:

(%1132) bc2(%0129,x=1,y=2,x=2,y=1);

(%0132) Y= ;

Priklad 4.30 Rie$me Besselovu diferencialnu rovnicu x? v/ + x y’ + (x> —

-4)y=0.
Pozndmka4.13 Besselove rovnice majd tvar x2 "/ +x y' + (x> —n?)y =

= 0, kde n je konstanta. Priklad sme prevzali z knizky (SOUZA, FATEMAN,
MOSES a YAPP, 2004).

(%1133) ode2(x"2xdiff (y,x,2)+x*diff (y,x)+(x"2-4)*y-0,y,x);
(%0133) y=bessel_y(2,x)*%k2+bessel_j(2,x)*}kl

alebo

(%0133) ¥ = Yo(x) %ko + Jo(x) %k

V zépise vysledku sa vyskytuji Besselove funkcie prvého resp. druhého
druhu - J;, resp. Yj,.
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Priklad 4.31 Uréme rieSenie diferencialnej rovnice
yy"+ () =0 (4.10)
vyhovujuce zadiatoénym podmienkam y(1) =2a y/(1) = 3.
Riegenie. PouZijeme funkcie ode2 a ic2:38
(%1134) ode2(y*diff (y,x,2)+diff(y,x)"2=0,y,x);
(%0134) y~2/(2%%k1)=x+%k2
(%1135) method;

(%0135) freeofx
(%1136) ic2(%0134,x=1,y=2,diff(y,x)=3);

. y_ . 3y—-2
(%0136) 6—x 37

(%i137) solve(%0136,y);

(%0137)

[y=-V0x2 —18x+13+3x 3,y = V9x2 ~18x+13+3x 3]

SPA MAXIMA urcil, Ze sa jednd o rovnicu bez nezavislej premennej x.
Ak porovndme vSeobecné rieSenie v riadku (%134) s rieSenim z riadku
(%0137), vidime, Ze sti nekonzistentné, nie je jasné, odkial sa mohol na-
brat’¢len x? pod odmocninou. Ak preverime splnenie zagiatoénych pod-
mienok z rovnice (%0136), zistime, Ze st splnené. Ale aj rovnica (%0136)
sa 1i8i od rovnice (%0134) (ak by sme poslednt vydelili premennou y, pri
premennej x by mal byt'vyraz 1/y).

TakZe podozriva je rovnica (%0136) . Preto uréime potrebné konstanty
%k1 a %k2 ,rucne” pomocou programu MAXIMA:

(%1138) subst(2,y,subst(l,x,%0134));
(%0138) 2/%k1=%k2+1
(%i139) diff (%o134,x);

(%139) g—%gzizz =1

38 Aj tito rovnicu (bez doplitujicich podmienok) sme prevzali z u¢ebnice (SOUZA, FATE-
MAN, MOSES a YAPP, 2004).
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(%i140) subst(2,y,subst(3,diff(y,x),%0139));
(%0140) 6/%k1=1

(%i141) algsys([%0138,%0140], [%k1,%k2]1);
(%ho141) [[%k1=6,%k2=-2/3]11]

(%i142) subst(%ol141,%0134);

y2

12 3

(%0142)

(%1143) solve(%0142,y);
(%0143) [y=-2*sqrt(3*x-2) ,y=2*sqrt (3*x-2)]
(%1144) subst(9,x,%0143);

(ho144) [y=-10,y=10]

Do rovnice (%134) sme dosadili za¢iatoénti podmienku. Potom sme rov-
nicu (%134) zderivovali a do tejto rovnice sme dosadili hodnoty zo za-
¢iatoénych podmienok (riadky 139-140). Ziskand ststavu nelinedrnych
rovnic sme zadali do funkcie algsys a ziskali sme konstanty k; a k. Po
ich dosadeni do rovnice (%134) a jej opatovnom rieSeni vzhladom na
nezndmu funkciu y sme ziskali rieSenie (z dvoch rieSeni v riadku 143 len
pravé vyhovuje zaciatoénej podmienke). Nakoniec sme uréili funkénu
hodnotu rieSenia v bode x = 9.

Priklad 4.32 Ur¢me rieSenie diferencialnej rovnice (4.10) vyhovujtce
okrajovym podmienkam y(1) = 2a y(9) = 10.

(%1145) bc2(%0134,x=1,y=2,%x=9,y=10) ;
(%0145) y~2/12=x-2/3

Dostali sme rovnaké rieSenie ako v riadku 142.

Poznamka4.14 Priklady, ktoré sme teraz doriesili, nas vedud k zaveru, Ze
ani taky zaujimavy systém pocitacovej algebry akym MAXIMA nesporne
je, nie je bez chyb. Ako v mnohych dalgich oblastiach I'udskej ¢innosti,
aj tu plati zndme: , Dvakrat meraj a aZ potom rez!” - je dolezité naucit’
sa overovat’ aj vysledky, ktoré ndm prezentuje program. Najhorsie je, Ze
program MAXIMA nds neupozornil na Ziaden problém!

Na zéver vyrieSme nejaky typicky Skolsky priklad diferencidlnej rov-
nice s konstantnymi koeficientmi.

Priklad 4.33 Ur¢me rieSenia diferencialnej rovnice

1
YV +y=

~ cosx
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vyhovujtice: a) zatiatoénym podmienkam y1(0) = —1 a y;(0) = 1;
b) okrajovym podmienkam y,(0) = —1a y»(/4) = 0.

(%i146) ode2(diff (y,x,2)+y=1/cos(x),y,x);
(%0146) y=cos(x)*log(cos(x))+x*sin(x)+}ki*sin(x)+%k2*cos (x)
(%1147) ic2(%146,x=0,y=-1,diff(y,x)=1);
(%0147) y=cos(x)*1log(cos(x))+x*sin(x)+sin(x)-cos(x)
(%1148) bc2(%146,x=0,y=-1,x=Vpi/4,y=0);
(2 log2 —m+4) sinx

(%0148) y = cosx logcosx+ x sinx + 7 —Cos X

4.8.3 Riesenie stistav linedrnych diferencidlnych rovnic s konstant-
nymi koeficientmi

Pri zadani ststavy linearnych diferencialnych rovnic s konstantnymi ko-
eficientmi, ktorti sa chystame rie$it" pomocou funkcie desolve, musia
byt’ funkcionalne vztahy explicitne vyznacené (MAXIMA MANUAL, 2005,
strana 211). Napriklad:

(%1149) dri:’diff (f(x),x)="diff(g(x),x)+sin(x)$

(%1150) dr2:°diff (£ (x) ,x)+x"2-f(x)=2*’diff (g(x) ,x);

(%1151) desolve([dr1,dr2], [f(x),g(x)1);

(ho151) [f(x)=sin(x)-cos(x)+(£(0)-1)*%e  (—x)+x"2-2%x+2,
g(x)=sin(x)+(£(0)-1)*%e" (—x)+x~2-2*x+g(0) -f (0) +1]

(%i152) subst(-3,g(0),subst(2,£(0),%0151));

(%0152) [f(x)=sin(x)-cos(x)+}e” (-x)+x"2-2*x+2,
g(x)=sin(x) +%e” (-x)+x"2-2%x-4]

Ak vynechdme apostrofy ’, ktoré potldcajii vykonanie derivacie, ni¢
zvlastneho sa nestane. VSimnite si, Ze vo vysledku st nedefinované hod-
noty f(0) ag(0). V priru¢kach (MAXIMA MANUAL, 2005; SOUZA, FATEMAN,
MOSES a YAPP, 2004) sa uvadza, Ze zadiatotné hodnoty je mozné zadat’

1. lenvbodex =0,

2. len pred pouzitim funkcie desolve pomocou funkcie atvalue.
V riadku 152 sa nam podarila substitticia za f(0) a £(0). Je tazké povedat,
¢o je na nej nevyhovujtce.

Vyskuasajme priklad, uvedeny v kniZzke (SOUZA, FATEMAN, MOSES a
YAPP, 2004):
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(%#i153) atvalue(f(x),x=0,1)$

(%1154) atvalue(g(x),x=0,2)$

(%i155) atvalue(diff (g(x),x),x=0,3)%$

(%i156) dr3:diff (f(x),x)=diff (g(x),x)+sin(x)$
(%i157) dr4:diff(g(x),x,2)=diff (f(x),x)-cos(x)$
(%i168) sol:desolve([dr3,drd], [f(x),g(x)1);
(%0158) [f(x)=3x%e"x-2,g(x)=cos(x)+3*%e"x~2]

Zda sa, ze sme dospeli k podobnému vysledku, ako v predchadzajicom
priklade, kde sme vopred nepouZili prikaz atvalue. Nie je vSak jasné,
ako by sa dala dosadit’ napriklad hodnota g’(0) pomocou prikazu subst.
Po dalsom overovani sme zistili, Ze pomocou prikazu atvalue je nutné
zadat’ len hodnoty potrebnych derivacii v bode x = 0, funkéné hodnoty
nezndmych funkcii vbode x = 0jemozné dodat’ pomocou prikazu subst
aj po vyrieSeni ststavy diferencidlnych rovnic.

Ako sa dostaneme ku funkcidm f(x) a g(x)? Nasledujuce riadky uka-
zuju, Ze tieto funkcie nie st k dispozicii hned po rieseni ststavy. Je po-
trebné im priradit’ vyjrazy na pravej strane rovnosti (%158). Ale aj po
priradeni sa funkcie spravajua zvlastne, ako keby boli len vyrazy (pozri
riadok 164) — je moZné ich derivovat, ale funkéné hodnoty ziskame len
pomocou substitticie:

(%1159) £(0);

(%0159) 1

(%i160) £(1);

(%0160) £(1)

(%i161) diff(£(x),x);
(%o161) ’diff(f(x),x,1)
(%i162) g(0);

(%0162) 2

(%i163) f(x):=last(sol[1])$
(%i164) £(1);

(%o0164) 3*x%e~x-2

(%i165) subst(1,x,f(x));
(%0165) 3xYe-2

(%i166) diff(f(x),x);
(%0166) 3x*%e"x

(%i167) g(x):=last(sol[2])$
(%i168) diff (g(x),x,3);
(%0168) sin(x)+3%%e"x
(%1169) float (subst(3,x,g(x)));
(%0169) 57.26661827296256
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(%i170) float (subst(3,x,diff(g(x),x)));
(%0170) 60.11549076150314

4.9 Laplaceova transformadcia

MAXIMA pontika vypocet Laplaceovej transformécie zakladnych funkcif
—sin, cos, exp, sinh, cosh, log, delta a erf. V porovnani s programom
Maple chyba napriklad Heavisideova funkcia, ako aj moZnost’ pracovat’
s funkciami, ktoré st definované po Castiach. V knihe (KREYSZIG a NOR-
MINTON, 2006, strana 60) néjdete priklad takej funkcie a jej Laplaceovu
transforméciu uskutonent programom Maple.

Privypocte Laplaceovej transformacie pracuje MAXIMA s derivéciami,
integrdlmi a stic¢tami. Popri funkcii laplace poskytuje funkciu ilt —
inverznti Laplaceovu transformaciu.

Funkcia laplace rozozna konvoldiciu v tvare

integrate (f (x)*g(t-x),x,0,t)
iné typy konvolicie nerozozna (MAXIMA MANUAL, 2005).

Priklad4.34 Uréme Laplaceovu transforméciu posunutej Diracovej funk-
cie 5(x —a).

Riesenie. PouZijeme prikaz laplace, v§imnite si, Ze je potrebné zadat’ aj
premenné pred a po transformacii:

(%1171) laplace(delta(t-a),t,p);

Is a positive, negative, or zero?
negative;

(%o171) 0

(%i172) laplace(delta(t-a),t,p);

Is a positive, negative, or zero?
Zero;

(%o0172) 1

(%i173) laplace(delta(t-a),t,p);

Is a positive, negative, or zero?
positive;

(%o173) %e~ (-a*p)

Priklad 4.35 Vypocitajme Laplaceovu transformaciu (Laplaceov obraz)
funkcie
f(t) = t? - sin(3t) - cos(4t) -e ™.
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(%1174) laplace(t~2*sin(3*t)*cos(4*t)*exp(-5*t),t,s);
(%o174) 6/(s~4+20*s"3+200*s~2+1000*s+1924) -
(2% (6%s+30) * (4%s~3+60*s"2+400%s+1000) ) / (s~ 4+20%*s ~3+200*s~2+1000*s+1924) ~ 2~
((3%s~2+30%s+54) * (12%s~2+120%s+400) ) / (s~4+20%s~3+200%s~2+1000%*s+1924) ~2+
(2% (3%5~2+30%s+54) * (4*%s~3+60%s~2+400*s+1000) ~2)

/ (s~4+20%s~3+200*s~2+1000*s+1924) 3

alebo

6
54 +20s3 +200s2 + 1000s + 1924

(%o174)

2 (6s+30) (45%+60s%+400s + 1000)
(5442053 + 20082 + 10005 + 19247
(352 +30s +54) (1252 + 1205+ 400)
(5% 42053 + 20052 + 10005 + 1924)*

2 (35 +305+54) (45° +605 44005 + 1000)*
(54 + 2053 420052 4 10005 + 1924)°

Priklad 4.36 Ur¢me spitnu Laplaceovu transforméciu (predmet) pre

funkciu
s—5

F(s)= —>—2
)= 25720

(%1175) ilt((s-5)/(s"2+4xs+20),s,t);

(ho175) e 2! (cos (4t) — 78%(40)

Priklad 4.37 Nech f(t) = t? a g(t) = sin(3t). Vypotitajme Laplaceov

t
obraz funkcie / f(x) - g(t — x) dx a overme platnost’ vety o konvolicii.
0

(%i176) £(t):=t"2%

(%i177) g(t) :=sin(3*t)$

(%1178) F(p):=laplace(f(t),t,p)$

(%i179) G(p) :=laplace(g(t),t,p)$

(%1180) laplace(integrate(f(x)*g(t-x),x,0,t),t,p);
Is t positive, negative, or zero?
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positive;
Is cos(3*t) positive, negative, or zero?
Zero;
Is sin(3%t) positive, negative, or zero?
negative;
2 B-2
(%0180) PP _°

27 (p2+9) ' 27

(%i181) F(p);

(%o181) 2/p~3

(%i182) G(p);

(%0182) 3/(p~2+9)

(%i183) F(p)*G(p);

(%0183) 6/(p~3x(p~2+9))
(%i184) radcan(%o180-%0183);
(%0184) 0

Program MAXIMA nereaguje na odpovede na otazky, ktoré sam zadaval
v riadku 180.

Priklad 4.38 Zobrazme vzorec Laplaceovej transformdcie tretej deriva-
cie funkcie h(x).

(%1185) laplace(diff (h(x),x,3),x,8);

(%0185)2
d d
x:O_S (ah(X)

) 3L (2),%,8) — h(0)
x=0



5 RieSenie algebrickych tloh

V tejto kapitole uvedieme niektoré metédy rieSenia réznych algebric-
kych tloh. Za¢neme tpravou polynémov a racionélnych funkcii, dalej
prejdeme na matice a tilohy linearnej algebry a na zaver sa budeme ve-
novat’ rieSeniu rdznych typov rovnic a ich ststav. S tymito tilohami je
mozZné stretntit’ sa v kaZdodennom Zivote ako na vysokej skole, tak aj
Vv praxi.

5.1 Mnohocleny

Podrobny popis funkcif na pracu s mnohoclenmi (polynémami) najdete
v knizke (MAXIMA MANUAL, 2005), mnoZstvo informaécii ziskate ako oby-
¢ajne pouZitim prikazov apropos, describe a example, pripadne z po-
lozky menu Help.

Zadefinujme polyném pomocou jeho rozkladu na suéin koretiovych
&initelov, roznésobme &leny a uréme spétne rozklad na st¢in koretiovych
Cinitelov:

(%1i1) p:(x+3) 2% (x-2) *3* (3%x+2) ;
(%hol) 3k (x-2)* (x+3) ~2% (3%x+2)

(%i2) pe:expand(p);

(%h02) 9%x~4+42%x~3-3%x"2-180%x-108
(%i3) q:factor(pe);

(%03) 3k (x-2)* (x+3) ~2% (3%x+2)

V tomto pripade si SPA MAXIMA poradil s danou tilohou bez problémov.
Koeficienty polynému prijednotlivych mocnindch zadanej premennej
ziskame prikazom coeff (p,x,n). Napriklad:

(%i4) c3:coeff(p,x,3);

(%04) 0

(%i5) c3:coeff(pe,x,3);

(%o5) 42

(%16) q:expand ((x"2+x*y+3*y~2+7) "3);

(%06) 27*y~6+27*x*y~5+36%x~ 2%y ~4+189*y~4+19%x"~ 3%y~ 3+
126%x%y " 3+12%x " 4*xy " 2+147%x " 2%y " 2+44 1%y~ 2+3*x " 5xy+
42%x"3*xy+14Txxky+x"6+21%x"4+147*x"2+343

(%i7) coeff(q,y,3);

(%07) 19%x~3+126%x

73
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Zda sa, ze polyném musi byt’ v rozvinutom (expandovanom) tvare, aby
sme sa dostali k jeho koeficientom. MAXIMA nerobi rozdiely medzi roz-
nymi premennymi, ako sa o tom moZeme presved¢it’ v riadku 7, kde sme
poZiadali o koeficient pri 3. mocnine premennej y.

V niektorych situdciach sa zide funkcia na vypocet podielu dvoch
polynémov. Funkcia divide mé na vstupe dva polynémy (delenec a
delitel), na vystupe vracia dvojprvkovy zoznam (podiel polynémov a
zvy$ok):

(%i8) divide(p,x~2+x-6,X%);

(%08) [9*x~2+33%x+18,0]

(%i9) factor(%o8[11);

(%09) 3 (x+3)*(3*x+2)

(%110) divide(p,x~2-x-6,%);

(%010) [9*x~2+51%x+102,228%x+504]

(%i11) (x~2-x-6)*%08[1]+%08[2];

(%o11) (x72-x-6) * (9*kx~2+51%x+102)+228%x+504
(%112) ratsimp(%);

(%012) 9%x~4+42%x~3-3*x~2-180%x-108(%il11)

Vriadku (%i8) sme delili zadany Eolyn()m p st¢inom jeho dvoch korerio-
vych &initelov (x — 2)(x + 3) = x* + x — 6. Delenie teda logicky skonilo
bez zvysku. V riadku 10 uZ delitel nebol su¢inom koretiovych &initelov, a
tak sa v odpovedi okrem podielu objavil aj zvySok 228 x + 504. Roznéso-
benim (v&imnite si, ako sme sa dostali ku jednotlivym zlozkam zoznamu
— anglicky list — odpovede %08) v riadkoch 11-12 sme overili sprédvnost’
vysledku delenia. V tomto pripade sme namiesto prikazu expand, po-
uZili prikaz ratsimp (z anglického rational simplification — racionélne
zjednodusenie) s rovnakym vysledkom.
Pozrime sa, ako dokdZe MAXIMA riesit” algebrické rovnice:

(%i13) p:x~3+x72+2;
(%013) x~3+x72+2
(%i14) factor(p);
(%014) x~3+x"2+2
(%115) solve(p);
(%015) [x=((sqrt(3)*%i)/2-1/2)/(9% (3" (-3/2)*sqrt (29)-28/27)"(1/3))+
(37 (-3/2)*sqrt(29)-28/27) " (1/3) *(~(sqrt (3) *%i) /2-1/2)-1/3,
x=(3"(-3/2)*sqrt(29)-28/27) " (1/3)* ((sqrt (3) *%i) /2-1/2)+
(-(sqrt(3)*%i)/2-1/2) /(9% (3~ (-3/2) *sqrt (29)-28/27) " (1/3) )-1/3,
x=(38"(-3/2)*sqrt(29)-28/27) " (1/3)+
1/(9% (3~ (-3/2)*sqrt (29)-28/27)~(1/3))-1/3]
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(%116) ev(bfloat (rectform(%020)) ,fpprec=5);

(%016) [x=1.0276b0*}i+3.4716b-1,%x=-1.6943b0,x=3.4716b-1-1.0276b0*%i]

(%i17) ev(bfloat(rectform(solve(x~4+x+1))),fpprec=6);

(%017) [x=-4.30014b-1%%1i~7.27136b-1,%x=4.30014b-1%%i-7.27136b-1,
x=9.34099b-1%i+7.26737b-1,x=7.27535b-1-9.34099b-1%}i]

(%118) ev(bfloat(rectform(solve(x~5+x~2+1))),fpprec=6);

(%018) [0.0bO=x"5+x~2+1.0b0]

(%1i19) ev(bfloat(allroots(x~5+x"2+1)),fpprec=4);

Warning: Float to bigfloat conversion of 0.75151923237895168

Warning: Float to bigfloat conversion of -1.1938591113212367
(%019) [x=7.846b-1*},i+7.515b-1,%=7.515b-1-7.846b-1*}i,

x=8.281b-1%%i-1.546b-1,x=-8.281b-1%%i-1.546b-1,x=-1.194b0]
(%120) ev(bfloat(realroots(x~5+x~2+1)),fpprec=5,realonly=true);
(%020) [x=-1.1939b0]

Vidime, Ze funkcia factor nesltiZi na urcovanie vSeobecnych koreriov
algebrickych rovnic. V tomto pripade sme pouZili funkciu solve. Tato
dokéaZe riesit’rovnice tretieho aj tvrtého radu (vysledok v pripade poly-
nému x* + x + 4 sme radgej nevypisali), MAXIMA zrejme poznd Carda-
nove i Ferrariho vzorce. V pripade rovnice 5. stupila sme sa uZ presné
rieSenie samozrejme nedozvedeli. Numerické rieSenie algebrickych rov-
nic v8ak umozZ#ujt funkcie allroots a realroots.®

Na zéver tohoto oddielu uvedme este jednu ukazku pouzitia funkcii
expand a factor, ktord sved¢i o tom, Ze ako ,, premennd” polynému mébze
vystupovat’, napriklad, aj funkcia sinus:

(%i21) p:((sin(x))"3+8)*((sin(x) ) "2+4*sin(x)+4)$

(%122) expand(p);

(%022) sin(x) “b+4*sin(x) "4+4*sin(x) " 3+8*sin(x) "2+32*sin(x)+32
(%i23) factor(%);

(%023) (sin(x)+2) "3*(sin(x)"2-2*sin(x)+4)

5.2 Racionalne funkcie

Z oblasti racionalnych funkcii uvedme len jeden priklad rozkladu racio-
nélnej funkcie (podielu dvoch polynémov) na stcet polynému a parcidl-
nych zlomkov. Rieenie tejto tilohy sa vyuZiva pri integrovani racional-

3Treba povedat’, Ze na numerické riesenie algebrickych rovnic je lepsie pouzit' MATLAB,
Pylab, Scilab alebo Octave, ktoré maji funkciu roots. Pozri uéebnice (KAUKIC, 2006; PRIBIS,
2006; BUSA, 2006).
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nych funkcii alebo pri vypocte spéatnej Laplaceovej transformécie. MA-
XIMA poskytuje viaceré funkcie na pracu s raciondlnymi funkciami, vra-
tane Padeho aproximaécie.

(%1i24) q:(x"2+4*x+8) "2 (x-3) "2*(x+5)$

(%i25) expand(q);

(%025) x~T+7*x~6+3%x"5-91%x"4-312%x"3+32%x " 2+1536%x+2880
(%i26) r:(3%x"8-4xx"T+6%x"5+2*x+1) /(%025) ;

3x8 —4x"+6x5+2x+1
x74+7x64+3x5—-91x4—-312x3+32x2+ 1536 x+ 2880

(%026)

Niekedy je potrebné ziskat’ menovatela alebo ¢itatela (anglicky de-
nominator resp. numerator) zlomku. V takom pripade je moZné pouZit’
funkcie denom resp. num:

(%i27) denom(r);

(%h027) X" T+7*x~6+3*%x"5-91%x"4-312%x"3+32*x"2+1536*x+2880
(%i28) num(r);

(%028) 3*x"8-4xx"T+6%x~5+2kx+1

(%i29) gfactorsum(r);

(x+1) 327 =728 +7x% — 2t + 23 -2+ x+1)

(%029)
° (x—372 (x45) (x—2i+2)% (x+2i+2)

Funkcia factorum resp. funkcia factor sa da pouZit’ nielen na rozklad
polynémov na stéin &nitelov, ale aj pre racionélnu funkciu (a iné). Fun-
kcie gfactorumresp. gfactor vykonaju rozklad nad polom komplexnych
Cisel.

Na zaver rozloZzme racionalnu funkciu na stcet polynému a parcial-
nych zlomkov nad polom reélnych ¢&isel. V prostredi WXMAXIMA tato
funkciu najdete tiez v poloZzke menu Calculus:

(%130) partfrac(r, x);

110742914 x — 147276320 = 325939 x + 2358249

%030
(ho30) 4121741 (x> +4x +8) 10933 (x2 4+ 4x + 8)2
91601 353891 1550
43 -2
676 (x+5) 1> T 97556 (x—3) ' 541 (x—3)? >
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5.3 Maticova algebra

Na obrazku 17 vidite polozky, ktoré poskytujt rézne maticové funkcie, od
zada&vania matic az po uréovanie vlastnych hodnot a vlastnych vektorov

s “Abebva Caleulus  Simplify  Plotting  Numeric  Help

matic.

T Generate matrix ...

—  Enter metrix .., EEEE—

2 Invert matrix purceforge

ht Chaacteristicpolynomial ... L pyge. net
Determinant Ly _

4 Eigenvalues FCL 2.6.7
de¢  Elgenvectors License. 5S¢
he  Adioink matrix n Schelter

Transpose matrix ,
lc Jaxima. Th
° Make kst ... L
E applytolist ... .
Map to fist ...
Map to matrix ...

Obr. 17: Polozka menu Algebra

Ako sme uz pisali vy38ie, na prdcu s maticami a na rieSenie tloh
linedrnej algebry je mozné odporudit’ programy MATLAB, Pylab, Sci-
lab alebo Octave (KAUKIC, 2006; PriBiS, 2006; Busa, 2006) — posledné
tri menované patria medzi programy s otvorenym zdrojovym kédom
a je mozné ich bezplatne ziskat’ z internetu. Ich popis néjdete na ad-
rese http://people.tuke.sk/jan.busa/kega/. Tieto programy pracuji
s maticami ako so svojimi zakladnymi objektami a poskytuju funkcie
zaloZené na algoritmoch overenych dlhoroénym pouzivanim. Z tohoto
dévodu popiSeme maticové funkcie programu MAXIMA len iastocne a
navyse iba stru¢ne. Na druhej strane MAXIMA umoziiuje riesit’ tieto tlohy
s0 symbolickymi maticami. Tato ¢rta modze byt’ vyuzitd napriklad pri vy-
ucbe linearnej algebry.

5.3.1 Vytvdranie matic

Na zadanie matic pouzivame prikaz matrix. V prostredi WXMAXIMA
moZete na pohodIné zadavanie prvkov matice pouzit’ polozku menu
Algebra/Enter Matrix. Prvky matic sa zadavaja po riadkoch:

(%i31) A:matrix([1,-2], [a,4]);

. 1 -2
(%031) < 4 4 )
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(%i132) B:matrix([1,-2,3], [-4,b,6]);
, 1 -2 3
(/0032) ( _4 b 6 )

5.3.2 Maticové opericie

Ako priklad uvedieme len st¢in matic. Ak ho zadame tak, ako sme zvyk-
nuti z inych programov, do¢kadme sa nasledujtceho prekvapenia:

(%i33) AxB;
‘fullmap’ found arguments with incompatible structure.
-- an error. Quitting. To debug this try debugmode(true);

Operator * sa totiZ pouZiva na tzv. zloZkové nasobenie dvoch matic rov-
nakého rozmeru m X n, ked' sa operacia nasobenia vykona postupne pre
vietky prvky na odpovedticich poziciach.4’ Znakom nésobenia je v SPA
MAXIMA bodka .:

(%134) A.B;

o 9 —2b—u -9
(%ho34) (a—16 4b —2a 3a+24>

(%1i35) AxA;

(%035) matrix([1,4],[a"2,16])

(%i36) A.A;

(%036) matrix([1-2a,-10], [5a,16-2a])

5.3.3 Maticové funkcie

Medzi zdkladné maticové funkcie patria: determinant, hodnost’(anglicky
rank), transponovanie a inverzna matica:

(%i37) C:matrix([a,b]l,[c,d]);

40y MATLABe sa na takéto ,,zlozkové” nasobenie matic pouziva ,bodkovy” operator
A.*B.
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0 a b
(%037 ( ¢ b )

(%i38) determinant(C);
(%038) axd-b*c

(%i39) rank(A);

(%039) 2

(%140) transpose(A);

(%040) matrix([1,a],[-2,4])
(%i41) inverse(C);

d b
(thod1) ( R )
T ad—bc ad—bc

Dalej sa vyuZiva charakteristicky polyném §tvorcovej matice A, defi-
novany ako determinant matice A —r - I, kde 7 je premennd charakteri-
stického polynému a I je jednotkové matica (anglicky identity matrix).

(%142) charpoly(A, r), expand;
(%042) r~2-5xr+2%a+d

(%i43) I:ident(2);

(%043) matrix([1,0],[0,1])
(%144) determinant (A-r*I);
(%044) (1-r)*(4-r)+2%a

(%145) ratsimp(%);

(%045) r~2-5¥r+2%a+d

Vidime, Ze sme dostali rovnaky vysledok.
Vlastné hodnoty a vlastné vektory (anglicky eigenvalues a eigenvec-
tors) symbolickej matice vypocitame nasledujicim spdsobom:

(%146) eigenvalues(A);

(%o46)

V9-8a-5+/9-8a+5
2 ! 2

, [1,1]]

(%147) eigenvectors(4);
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(%047)
_\/9—8a—5 V9 —8a+5
2 ! 2

1] vV9—-8a+3
’ ’ _f

’

{1 \/9—811—3} {1
N

Funkcia eigenvalues vréti dva zoznamy. Prvy obsahuje vlastné hodnoty
matice a druhy ich nasobnosti. Na prvy pohlad zbadame, ze funkcia
eigenvectors vrati zoznam, obsahujuci vlastné ¢isla, ich nasobnosti a
vlastné vektory matice. V pripade n&sobnych vlastnych ¢isel sa pocet
vlastnych vektorov méze zmensit*

(%i48) eigenvectors(matrix([3,0],[0,3]1));
(%o048) [[[3]1,([21]1,[1,01,[0,11]

(%149) eigenvectors(matrix([3,-2],[0,3]1));
(%049) [[[3],[21]1,[1,0]1]

V obidvoch pripadoch méa matica dvojndsobnt vlastnid hodnotu 3, ale
v druhom pripade méd len jeden vlastny vektor.

5.4 Riesenielinedrnych anelinedrnych (algebrickych) rov-
nic a sustav

V niekolkych nasledujtcich oddieloch popieme stru¢ne moznosti riege-
nia stistav rovnic. V prostredi WXMAXIMA tieto moznosti méZeme skiimat’
pouZitim podpoloZiek menu poloZky Equations, zobrazenej na nasledu-
jucom obrazku 18.

+ wxMaxima 0.7.0a [ unsaved ]
Fe Edt Maxima | Equations Algebra Calcukss Simg

[z = | & F:.Sfl Solve ...

Seive numerically ... =
wxMaxima (  Roots of polynomial b
Maxima 5.3 Rootsof polynomial (real)
Solve linear system ...
Solve algebraic system ... (
Distripute Ehminate variable ..,

Using Lisg

LSS

Dedicated  soveODE...

This 3is a Initial value prablem (1) ...
Inklal value problem (2) ...
Boundary valkue probtem ...

Solve ODE with Laplace ...
At value ...

(]

R

provides k

(%11)

Obr. 18: PoloZzka menu Equations

V tejto udebnici sme sa uZ na viacerych miestach stretli s pouZitim
funkcii solve a algsys.
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5.4.1 Funkcia solve

Po zadani prikazu describe (solve) a pouZiti volby
12: solve :Definitions for Equations
sa dozvedame:

Funckia solve (<vjraz>,<x>) rieialgebrickd rovnicu <vyraz>
s nezndmou <x> a vracia zoznam rieSeni tejto rovnice. Ak
<v§raz> nie je rovnica, predpokladé sa rovnica ,<vyraz>=0“.
<x> mdze byt aj funkcia (napriklad ,f(x)“) alebo nejaky
iny (neatomdrny) vyraz s vynimkou stu¢tu alebo stcinu. Ak
<vjraz> obsahuje len jednu premennt, <x> nie je potrebné
zadéavat' <vjraz> moZe byt'raciondlny a modZze obsahovat’ tri-
gonometrické funkcie, exponenty atd. ...

Funkciesolve([<r_1>, ..., <rn>],[<x_1>, ..., <xn>])
rieSi ststavu (linedrnych alebo nelinedrnych) algebrickych
rovnic volanim funkcie linsolve alebo algsys. ...

Zvedavému ¢itatelovi odporicame podrobne sa oboznamit’s iplnym
znenim vypisu prikazu describe(solve).

Nasledujtici priklad svedéi o tom, Ze funkcia solve si poradi aj s dal-
§imi typmi rovnic:

(%i50) solve(sin(x)=1/2);

‘solve’ is using arc-trig functions to get a solution.
Some solutions will be lost.

(%o50) [x=Vpi/6]

V tomto pripade nds SPA MAXIMA upozornil, aby sme sa zamysleli nad
d'al$imi moznymi rieSeniami danej rovnice.

5.4.2 RieSenie ststav linearnych algebrickych rovnic pomocou funk-
cie linsolve

Na rieSenie stistav lineadrnych algebrickych rovnic slazi funkcia l1insolve:

(%151) linsolve([x+y=2, x+y=3], [x,y1);

Inconsistent equations: (2)

—-- an error. Quitting. To debug this try debugmode(true);
(%152) linsolve([x+y=2, 2xx+2xy=4], [x,y]1);

Dependent equations eliminated: (2)

(%052) [x=2-%r1,y=Y%r1]
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Vidime, Ze program MAXIMA si poradil s problematickymi ststavami.
Riesenie symbolickych rovnic je samozrejmostou:

(%i53) linsolve([a*x+y=2, (2-a)*x+axy=41, [x,yl);
2a—-4 6a0—4
(%053)

e va 2T 2ra2

(%i54) subst(-2,a,%i53);

(%054) linsolve([y-2*x=2,4%x-2xy=4], [x,y])

(%i55) subst(-2,a,%053);

Division by 0

-- an error. Quitting. To debug this try debugmode(true);
(%4i56) subst(2,a,%ib3);

(%056) linsolve([y+2%x=2,2%y=4], [x,y])

(%157) subst(2,a,%053);

(%057) [x=0,y=2]

Aj v tomto pripade m6Zeme byt spokojni s rieSenim programu MAXIMA.

5.4.3 Funkcia algsys

Funckia algsys([<r_1>,..., <rm>],[<x.1>, ..., <xn>]) riesi (naj-
mi) stistavy algebrickych rovnic, ktoré maja tvar mnoho¢lenov obsahu-
jacich stéiny réznych mocnin nezndmych.

Aj v tomto pripade je potrebné davat’si pozor, pretoZe vysledok ne-
musibyt’vZdy taky, ako by sme o¢akavali. Napriklad nasledujica ststava
mé nekonetne vela rieSeni, ale MaXiMA vyda len dve z nich:

(%158) algsys([x~2-y~2=0, (x+2)*sin(y)=0], [x,y1);
(4088) [[x=-2,y=2], [x=-2,y=-2]]

Ako pouzivatelia SPA MAXIMA na tirovni zac¢iatoénika mdZeme len hadat),
preco sa program nevenoval ,jasnej” moZnosti sin(y) = 0.

5.4.4 Numerické rieSenie rovnic pomocou funkcie find_root

Priklad 5.39 Ur¢me numerické (priblizné) rieSenie rovnice cos(x) = x.

RieSenie. Ak nalrtneme grafy funkcii y = cos(x) a y = x uvidime,
Ze tieto maju jediny prieselnik, ktory sa nachadza na intervale (0,71/2).
Uréime ho prikazom:

(%159) find_root(cos(x)=x, x, 0, 5pi/2);
(%059) 0.73908513321516

Podmienky pouZitia tejto funkcie si naStudujte samostatne.



6 Statistické funkcie

MAXIMA poskytuje aj najddleZitejsie Statistické funkcie, Zial, v uvedenej
literattre chyba ich systematicky opis. Preto ich uvedieme len strucne.

Zatneme naditanim balika distrib, ktory ndjdete v podprie¢inku
share/contrib/distrib:4!

(%i1l) load(distrib)$
(%o1) .../maxima/5.10.0/share/contrib/distrib/distrib.mac

Na prvé (a teda povrchné) obozndmenie sa s obsahom balika mézeme
pouzit’ prikaz apropos:*?

(%12) apropos(cdf); (%o2) [cdf,cdf_bernoulli,cdf_beta,

cdf _binomial,cdf_cauchy,cdf_chi2,cdf_continuous_uniform,

cdf _discrete_uniform,cdf_exp,cdf_f,cdf_gamma,cdf_geometric,
cdf_gumbel,cdf_hypergeometric,cdf_laplace,cdf_logistic,
cdf_lognormal,cdf_negative_binomial,cdf_normal,cdf_pareto,
cdf _poisson,cdf_rayleigh,cdf_student_t,cdf_weibull]

(%i3) apropos(pdf);

(%03) [pdf,pdf_bernoulli,pdf_beta,pdf_binomial,pdf_cauchy,
pdf_chi2,pdf_continuous_uniform,pdf_discrete_uniform,pdf_exp,
pdf_f,pdf_gamma,pdf_geometric,pdf_gumbel,pdf_hypergeometric,
pdf_laplace,pdf_logistic,pdf_lognormal,pdf_negative_binomial,
pdf_normal ,pdf_pareto,pdf_poisson,pdf_rayleigh,pdf_student_t,
pdf_weibull]

Tedabali¢ek distrib poskytuje distribuéné funkcie (cdf) a funkcie rozde-
lenia pravdepodobnosti alebo jej hustoty (pdf — z anglického probability -
density function) pre vSetky najcastejSie pouzivané rozdelenia.

Pozrime sa, napriklad, na opis distribu¢nej funkcie normélneho roz-
delenia (cdf normal):

(%#i4) describe(cdf_normal)$

-- Function: cdf_normal (<x>,<m>,<s>)

Returns the value at <x> of the distribution function of a
Normal(m,s) random variable, with s>0. This function is

41V podprie¢inkoch share resp. share/contrib najdete daldie uzitoéné baliky, ktoré e3te
len akajt na opis v uvedeych ucebniciach.

42Vieme, e v MATLABe sa distribuéné funkcia (anglicky cumulative density function)
nazyva menocdf.
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defined in terms of Maxima’s built-in error function ‘erf’.
(%i1) load (distrib)$
(%hi2) assume(s>0)$ cdf_normal(x,m,s);

X -m
erf (-——----—- )
sqrt(2) s 1
(%03) e + -
2 2

See also ‘erf’.

Vstupy tejto funkcie st teda Standardné — hodnota x, strednd hodnota m
a smerodajnd odchylka s. Vyskuisajme ju:

(%i5) cdf_normal(3%2,0,2);

erf (—3—)
g A\ 1
(%05) 5 +_2
(%i6) float(%);
(%06) 0.99865010196837

Dostali sme najprv vysledok v tvare chybovej funkcie, v podstate nepou-
ZiteIny. Nastastie v tomto pripade nebol problém ziskat’ jeho numericka
hodnotu a overit’, Ze vysledok je taky, aky sme ocakavali.

Aj ked’ balitek neobsahuje 3pecidlne funkcie na testovanie Statistic-
kych hypotéz, rozhodujtca je predsa len dostupnost’ distribuénych fun-
cii. Tieto mdZeme pouZit’ na uréenie kritickych hodnét pre jednotlivé
testy.



7 Tvorba grafov

V predoslych Castiach sme na dvoch prikladoch ukézali, ako MAXIMA v spolupréci
sexternym programom Gnuplot, vytvori zobrazenie dvoj- a trojrozmernych ploch
(grafov funkcif jednej a dvoch premennych). V knihe The MAXIMA book (Souza,
FATEMAN, MOSES a YAPP, 2004) néjdete d'alsie pekné obrazky, rovnako ako ajinde
—napriklad (STOPKA, 2006) alebo na strénke maxima-gnuplot. Dalej len opiseme
volby prikazu plot.

7.1 Volby prikazov plot

Tento oddiel je tiplne prevzaty z knihy The MAXIMA book (SOUZA, FATEMAN,
MOSES a YAPP, 2004).

MAXIMA definuje zoznam, ktory sa nazyva PLOT_OPTIONS a ktory riadi pod-
statnti Cast’ spravania sa grafickych moZznosti SPA MAXIMA. Existuja dve cesty
nastavenia tychto volieb — jednotlivii volbu méZete nastavit’ globalne pouZitim
prikazu SET_PLOT_OPTION, alebo mdZete volbu zadat’ ako argument prikazu plot.
Ak chcete zistit’ aktualne globélne nastavenia,®3 stadi napisat’ PLOT_OPTIONS; a
vypiSe sa Vam stav systému.

(%i1) PLOT_OPTIONS;

(%o1) [[x, -3, 31, [y, - 3, 31, [t, - 3, 3], [GRID, 30, 30],
[VIEW_DIRECTION, 1, 1, 1], [COLOUR_Z, FALSE], [TRANSFORM_XY,
FALSE], [RUN_VIEWER, TRUE], [PLOT_FORMAT, GNUPLOT],
[GNUPLOT_TERM, DEFAULT], [GNUPLOT_OUT_FILE, FALSE],

[NTICKS, 10], [ADAPT_DEPTH, 10], [GNUPLOT_PM3D, FALSE],
[GNUPLOT_PREAMBLE, ], [GNUPLOT_CURVE_TITLES, [DEFAULT]],
[GNUPLOT_CURVE_STYLES, [with lines 3, with lines 1, with
lines 2, with lines 5, with lines 4, with lines 6, with
lines 711, [GNUPLOT_DEFAULT_TERM_COMMAND, 1,
[GNUPLOT_DUMB_TERM_COMMAND, set term dumb 79 22],
[GNUPLOT_PS_TERM_COMMAND, set size 1.5, 1.5;

set term postscript eps enhanced color solid 24]]

OK, pozrime sa na kaZddu z tychto volieb.

[x, - 3, 3] - toto definuje oblast’ hodnét premennej X. Na globalnu zmenu
pouZite prikaz v tvare SET_PLOT_OPTION([x,-5,51);

[y, - 3, 3] - toto definuje oblast’ hodnét premennej Y. Na globdlnu zmenu
pouZite prikaz v tvare SET_PLOT_OPTION([y,-5,51);

[t, - 3, 3] -t implicitne nastavend premenna v grafoch parametricky zada-
nych funkcii. Na globdlnu zmenu pouZite prikaz v tvare
SET_PLOT.OPTION([t,-5,51);

#Globélne nastavenia st platné len pre préve spusteny rezim programu MAXIMA.
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86 Kapitola 7

[GRID, 30, 30] - volba v pripade 3D grafov riadi pocet bodov pouZitjch na
nakreslenie obrazku. Funkéné hodnoty st pocitané len v ur¢itych bodoch,
v ostatnych sa pouZziva linedrna aproximacia. Na globdlnu zmenu pouZzite
prikaz v tvare
SET_PLOT_OPTION([GRID,40, 35]);

[VIEWDIRECTION, 1, 1, 1] - tato volba sa tyka pripadu, ked’ sa prikaz plot
pouZiva na vystup priamo do postscriptu v 3D (vid' PLOT_FORMAT). Ur-
¢uje, z ktorého bodu sa ,kamera” pozeré na graf funkcie, pozdIz priamky
paralelnej spojnici VIEW DIRECTION a pociatku. V ostatnych prikazoch sa
ignoruje. Na globédlnu zmenu pouZite prikaz v tvare
SET_PLOT_OPTION( [VIEW DIRECTION,1.4,1.4, 1.4]);

[COLOUR_Z, FALSE] - tato volba sa tieZ tyka vystupu do postscriptu - ak je
nastavend na TRUE, zabezpedi jemné farebné tiefiovanie na vystupe.
Tvar je SET_PLOT_OPTION( [COLOUR-Z, TRUE]);

[TRANSFORM XY, FALSE] - volba sa tyka moZnosti vytvdrania grafov v réznych
stradnicovych systémoch, ale nie som si isty, ako to funguje. Tu potrebujem
pomoc.

[RUN_VIEWER, TRUE] - ak si prajete len vystup do stiboru bez spustenia grafic-
kého okna, nastavte ttito volbuna FALSE. Aviak zapamadtajte si, Ze ak budete
potrebovat’ zadat’ nasobné prikazy na vygenerovanie dat, budete zakaz-
dym musiet’ obnovit’ informéciu zo stiboru maxout . PLOT_FORMAT, pretoZe
kazdy novy prikaz plot ju prepiSe. Tvarje SET_PLOT_OPTION( [RUN_VIEWER,
FALSE]) ;

[PLOT_FORMAT, GNUPLOT] - volba urluje program, ktory zobrazi vystup prog-
ramu MAXIMA. Momentalne st moZné nasledujiice volby — GNUPLOT,
OPENMATH, MGNUPLOT, GEOMVIEW a PS. PS je jednoducho priamy
vystup do postscriptového stiboru maxout . ps.

Tvar je SET_PLOT_OPTION( [PLOT_FORMAT, GEOMVIEW]); MGNUPLOT jein-
terface ku GNUPLOTu (dodany s programom MAXIMA), ktory poskytuje
zékladné prostredie GUI, ale je méalo rozvinuté. VSetky tieto programy
st volne dostupné. Geomview je momentéine len pre Unix, dostupny na
http://geomview.sourceforge.net (zdrojiky aj bindrky). Openmath je
stcastou distribticie SPA MAXIMA. Gnuplot je Siroko dostupny, jeho do-
movska stranka je http://www.gnuplot . info a aktudlna verzia na stranke
http://sourceforge.net/projects/gnuplot. MdZe bezat’v obidvoch ope-
racnych systémoch Windows a Linux a momentéalne je implicitne nasta-
veny.

[GNUPLOT_TERM, DEFAULT] - t4to volba sa tyka formatu gnuplot. Nastavuje typ
vystupného terminalu (zariadenia) pre Gnuplot. Volby stt — DEFAULT: oso-
bitné grafické okno, DUMB — vytvori ASCII approximéciu grafu a PS — po-
uzite tito volbu spolotne s GNUPLOT_OUT_FILE ak potrebujete zapisat’ vy-
stup Gnuplotu do postscriptového stiboru namiesto na obrazovku. Tvar je
SET_PLOT_OPTION( [GNUPLOT_TERM, PS]);
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[GNUPLOT_OUT_FILE, FALSE] - tato volba sa tyka formatu gnuplot. PouZiva sa
na nastavenie ndzvu vystupného stboru.
Tvar je SET_PLOT_OPTION( [GNUPLOT_OUT_FILE, "myplot.ps"]);

[NTICKS, 10] - riadi zaciatoény pocet bodov pouZitych pre adaptivnu postup
kreslenia. Tvar je SET_PLOT_OPTION( [NTICKS, 200]);

[ADAPT_DEPTH, 10] -riadi maximéalny pocet deleni pri adaptivnom reZime kres-
lenia. Tvar je SET_PLOT_OPTION( [ADAPT_DEPTH, 5]1);

[GNUPLOT_PM3D, FALSE] - tato volba sa tyka formatu gnuplot. Riadi pouzitie
rezimu PM3D, ktory ma doplnkové 3D &rty. PM3D je sticastou gnuplotu od
verzie 3.7. Tvar je SET_PLOT_OPTION ( [GNUPLOT_PM3D, TRUE]);

[GNUPLOT_PREAMBLE, 1 - tato volba sa tyka formatu gnuplot. Vklada prikazy
Gnuplotu pred nakreslenim grafu. MéZe byt pouZity lubovolny platny
prikaz Gnuplotu. Prikazy musia byt’ oddelené bodko¢iarkou. Mdzu byt’
nastavené ja volby, ktoré nedokaze nastavit’ MAXIMA.

Tvarje SET_PLOT_OPTION ( [GNUPLOT_PREAMBLE, "set log y; set log x"1);

[GNUPLOT_CURVE_TITLES, [DEFAULT]] - tato volba sa tyka formatu gnuplot.
Riadi vypisy zadané v legende grafu. Implicitnd hodnota je DEFAULT. Auto-
maticky pridédva nadzov pre kazdu kreslenti krivku. V pripadoch inych ako
DEFAULT, musi GNUPLOT_CURVE_TITLES obsahovat’ zoznam retazcov. (Na
vypnutie legendy pridajte volbu "set nokey" do GNUPLOT_PREAMBLE.)
Tvar je SET_PLOT_OPTION ( [GNUPLOT_CURVE_TITLES, ["my first
function","my second function"l]);

[GNUPLOT_CURVE_STYLES , [with lines 3, with lines 1, with lines 2, with
lines 5, with lines 4, with lines 6, with lines 7]] - tato volba
sa tyka formatu gnuplot. Je to zoznam retazcov, uréujicich vlastnosti kri-
viek, to znamend farbu, $irku, preruSovanie ¢iar a pod., ktory sa posle do
prikazu Gnuplotu. Na dalsiu informéciu pozri dokumentaciu gnuplotu
pre "plot".

Tvarje SET_PLOT_OPTION ( [GNUPLOT_CURVE_STYLES, ["with lines 7", "with

lines 2"1]1);

[GNUPLOT_DEFAULT_TERM_COMMAND, 1 —této volba sa tyka formatu gnuplot. Je to
prikaz Gnuplotu na nastavenie predvoleného typu terminalu. Implicitna
hodnota je "" — pouZitie implicitného nastavenia Gnuplotu. Tvar je
SET_PLOT_OPTION( [GNUPLOT DEFAULT_TERM_COMMAND, "set term x11"]);

[GNUPLOT_DUMB_TERM_COMMAND, set term dumb 79 22] —tdto volbasa tyka for-
méatu gnuplot. Nastavuje termindl na typ DUMB. Tvar je
SET_PLOT-OPTION( [GNUPLOT_DUMB_TERM_COMMAND, "set term dumb 80 24"]);

[GNUPLOT-PS_TERM_COMMAND, set size 1.5, 1.5; set term
postscript eps enhanced color solid 24] —tatovolba satyka formatu
gnuplot. Je to prikaz Gnuplotu nastavujtci typ termindlu na postscriptovy
terminal. Na podrobnejSiu informaciu sa pozri do dokumentéacie Gnuplotu
pre "set term postscript".



8 Programovanie v SPA MAXIMA

V SPA MAXIMA je moZné pisat’ programy (alebo vlastné funkcie). MA-
XIMA poskytuje Standardné prikazy, akymi st napriklad prikazy cyklu
typu for alebo while. KedZe sa jedna o systém pocitatovej algebry, jeho
moznosti sd $irsie, ako moZnosti programovacich jazykov typu FOR-
TRAN, zameranych skor na numerické vypocty.

Na podrobny opis prvkov programovacieho jazyka SPA MAXIMA ne-
mame dostatok priestoru, navyse tento opis vychddza za rdmec nasej
ulebnice. V knihe (MAXIMA MANUAL, 2005) je tejto problematike veno-
vanych niekolko kapitol.

Uvedieme preto len jeden priklad definovania a pouZitia funkcie,
ktory je uvedeny v priru¢ke The MAXIMA Book (SouZA, FATEMAN, MOSES
a YAPP, 2004).

(%i1) test(x,y):=block([],

if x>y then print(x, "is greater than", y)

else print(x, "is not greater than", y),return(alldone))$
(%12) test(4,3);

4 is greater than 3

(%02) alldone

(%i3) test(3,4);

3 is not greater than 4

(%03) alldone

(%i4) test(y~2+1,-y);

Maxima was unable to evaluate the predicate:

yo2+1i>-y

#0: test(x=y~2+1,y=-y)

-- an error. Quitting. To debug this try debugmode(true);

V knihe The MAXIMA Book (S0UZA, FATEMAN, MOSES a YAPP, 2004) je
vysvetlené, Ze MAXIMA nedokéZe rozhodnit’o platnosti nerovnice, pre-
toZe nema informaciu o type premennej y, ktorad by mohla byt napriklad
maticou. Ak budeme predpokladat; Ze y je kladné, situacia sa zmeni:

(%15) assume(y>0);

(%ho8) [y>0]

(%i6) test(y~2+1,-y);
y~2+1 is greater than -y
(%06) alldone

Sktisme vSak predpokladat’, Ze y je zaporné:
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(%i7) forget(y>0)$

(%18) assume (y<0);

(%o8) [y<0]

(%19) test(y~2+1,-y);

Maxima was unable to evaluate the predicate:

Yy 2+1>-y

#0: test(x=y~2+1,y=-y)

-- an error. Quitting. To debug this try debugmode(true);

Hoci nerovnost’ plati aj pre zaporné y, program MAXIMA nedokazal roz-
hodnut’ Bez dalgieho uvaZovania totiZ po dosadeni do nerovnosti dosta-
neme na obidvoch stranach kladné &islo, z hladiska pohladu programu
MAXIMA zrejme neurcité.



Zaver

Mila citatelka, vaZeny &itatel!

Nastal ¢as na rozlucku. Verim, Ze ste sa pri ¢itani tejto knizky pobavili
aspon tak, ako som sa pobavil ja pri jej pisani. Dufam, Ze Vas moZnosti
systému pocitacovej algebry MAXIMA zaujali a stanete sa jeho pouZiva-
telmi.

Snazil som sa zaroveri ukazat, Ze SPA MAXIMA je vhodny néstroj na
vyuzitie vo vyucbe (najmd) matematickych predmetov, predovsetkym
matematickej analyzy, lineérnej algebry i matematickej Statistiky. D4 sa
pouzit’ aj na vyu¢bu numerickych metéd. Na druhej strane na vyucbu
vymenovanych predmetov s vynimkou matematickej analyzy je mozné a
vhodné pouzit’ iné OPENSOURCE programy — Pylab, Scilab, Octave (KAU-
KIC, 2006; PRIBIS, 2006; BU3A, 2006), R apod.

Vobec som sa nedotkol dalich oblasti pouZitia programu MAXIMA,
medzi nimi napriklad teérie ¢isel, kombinatoriky a inych. Snad’sa do toho
pusti niekto dalsi, komu méZu priniest’ pouZitie SPA MAXIMA v tychto
oblastiach va&si uZitok. Podobne, Zial, zrejme vadSina prikazov programu
MAXIMA, ktoré st dostatoéne popisané napriklad v knihe (MAXIMA MA-
NUAL, 2005), nebola v tejto ucebnici ani spomenuté. Verim, Ze i napriek
tymto nedostatkom bude ucebnica uzito¢nd, ¢itand a pouzivana.
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