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Autobusová linka

Autobusová linka daná postupnost’ou zastávok s0, s1, . . . , sr .

Označme pi jazdnú doba autobusu zo zastávky si−1 k zastávke si .

Ak d je čas odchodu spoja z počiatočnej zastávky s0, odjazd

tohoto spoja zo zastávky si sa vypoč́ıta ako d +
i∑

j=1

pi .

Uvažujme cestujúceho ktorý chce cestovat’ zo zastávky si v čase t.

Jeho ideálny spoj by mal od́ıst’ z počiatočnej zastávky s0 v čase

t −

i∑

j=1

pi = t −∆i ,

kde ∆i =
∑i

j=1 pi je jazdná doba zo zastávky s0 k zastávke si .
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Časové straty na zastávke i medzi spojmi k, k + 1

Označme tk , tk+1 dva po sebe nasledujúce odjazdy zo zastávky s0.
Pre pŕıslušné odjazdy t ik , t

i
k+1 zo zastávky si plat́ı:

t ik = tk +

i∑

j=1

pi = tk +∆i , t ik+1 = tk+1 +

i∑

j=1

pi = tk+1 +∆i

Nech fi (t) je intezita cestujúcich prichádzajúcich na zastávku si .
Ich čakaćı čas w(k , i) v intervale 〈t ik , t

i
k+1〉 je:

w(k , i) =

∫ t ik+1

t ik

fi (t)(t − t ik)dt =

∫ tk+1+∆i

tk+∆i

fi (t)(t − tk −∆i )dt =

=

∫ tk+1

tk

fi (t +∆i)(t − tk −∆i +∆i )dt =

=

∫ tk+1

tk

f 0i (t)(t − tk)dt, (1)

kde f 0i (t) = fi (t +∆i).
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Celkové časové straty cestujúcich

Nech t0 < t1 < · · · < tn sú odchody všetkých spojov linky zo zastávky s0.

f0(t), f1(t), . . . , fr (t) – intenzity cestujúcich na zastávkach s0, s1, . . . , sr ,

w(k , i) – časové straty cestujúcich na zastávke i v intervale 〈t ik , t
i
k+1〉.

Celkové časové straty všetkých cestujúcich za celý deň sú:

W (t0, t1, . . . , tn) =

n−1∑

k=0

r∑

i=0

w(k , i) =

n−1∑

k=0

∫ tk+1

tk

r∑

i=0

f 0i (t)(t − tk)dt =

=

n−1∑

k=0

∫ tk+1

tk

f (t)(t − tk)dt, (2)

kde f (t) =
∑r

i=0 f
0
i (t).

Intenzity f0(t), f1(t), . . . , fn−1(t) možno nahradit’ jedinou fikt́ıvnou
intenzitou cestujúcich cestujúcich z počiatočnej zastávky s0.
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Technologické obmedzenia

Technologické obmdzenia:

t0, tn sú pevne dané

každý spoj i , i = {1, 2, 3, . . . , n − 1} muśı odchádzat’ v danom
časovom intervale 〈ai , bi 〉.

Ciel’ optimalizácie – určit’ odchody t2, t3, . . . tn−1 tak, aby pŕıslušná
celková strata cesdtujúcich W (t0, t1, . . . , tn) bola minimálna.
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Konštantná intentzita f (t)

Najjednoduchš́ı pŕıpad – f (t) je konštantná, t. j. f (t) = f .
V tomto pŕıpade

W = W (t0, t1, . . . , tn) =
n−1∑

k=0

∫ tk+1

tk

f · (t − tk)dt =

=
n−1∑

k=0

∫ tk+1−tk

0
f .t dt =

n−1∑

k=0

f

2
.(tk+1 − tk)

2 =

=
f

2
.

n−1∑

k=0

(tk+1 − tk)
2 (3)
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Konštantná intentzita f (t), reálny pŕıpad

xi – čas odchodu spoja i z počiatočnej zastávky.

Minimize

n−1∑

k=0

(xk+1 − xk)
2 (4)

subject to: x0 = t0 (5)

xn = tn (6)

ai ≤ xi ≤ bi for i = 1, 2, . . . , n − 1 (7)

Zjednodušený zápis. Položme a0 = b0 = t0, an = bn = tn.

Minimize

n−1∑

k=0

(xk+1 − xk)
2 (8)

subject to: ai ≤ xi ≤ bi for i = 0, 1, 2, . . . , n (9)
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Lemma

Nech u, u sú reálne č́ısla, u < v . Nech h(x) je reálna funkcia definovaná
na intervale 〈u, v〉 formulou:

h(x) = (x − u)2 + (v − x)2. (10)

Lemma
Funkcia h(x)

má globálne minimum v bode x =
u + v

2

je rýdzo klesajúca na intervale (u, u+v
2 )

rýdzo rastúca na intervale ( u+v
2 , v)

Prvá derivácia h(x) je h′(x) = 4x − 2(u + v),
druhá derivácia h(x) is h′′(x) = 4.
Plat́ı: h′( u+v

2 ) = 0,
h′(x) < 0 na (u, u+v

2 ),
h′(x) > 0 na ( u+v

2 , v) a h′′( u+v
2 ) > 0.
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Vlastnosti optimálneho riešenia (1)

Veta

Nech x
opt
0 , x

opt
1 , . . . , xoptn je optimálne riešenie problému (4) – (7).

Potom x
opt
0 = t0, x

opt
n = tn a pre x

opt
i , kde 0 < i < n, plat́ı:

Bud’ x
opt
i = ai , alebo x

opt
i = bi , alebo x

opt
i − x

opt
i−1 = x

opt
i+1 − x

opt
i .

Dôkaz sporom.
Predpokladajme x

opt
i ∈ (ai , bi ) (t. j. x

opt
i 6= ai , x

opt
i 6= bi).

Nech x
opt
i − x

opt
i−1 6= x

opt
i+1 − x

opt
i .

V tomto pŕıpade možnoxopti posunút’ smerok k stredu intervaly
〈xopti−1, x

opt
i+1〉 o malú hodnotu ε > 0 a zväčšit’ tak súčet

(xopti − x
opt
i−1)

2 + (xopti+1 − x
opt
i )2

čo ma z dôsledok nárast kriteriálnej funkcie (4).
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Vnútorné a hraničné premenné pŕıpustného riešenia

Defińıcia

Nech x0, x1, . . . , xn je pŕıpustné riešenie problému (4) – (7).

Premenná xi sa volá hraničná premenná, ak xi = ai , or xi = bi .

Premenná xi sa volá vnútorná premenná, ak xi ∈ (ai , bi ).
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Vlastnosti optimálneho riešenia (2)

Veta
Každé optimálne riešenie (4) – (7) je v tvare

xk0 = x0 = t0, x1, . . . , xk1−1
︸ ︷︷ ︸

or empty if k1=1

, xk1 , xk1+1, . . . , xk2−1
︸ ︷︷ ︸

or empty if k2=k1+1

, xk2 , . . . ,

. . . , xki , xki+1, . . . , xki+1−1
︸ ︷︷ ︸

or empty if ki+1=ki+1

, xki+1 , . . . ,

. . . , xkr−1 , xkr−1+1, . . . , xkr−1
︸ ︷︷ ︸

or empty if kr=kr−1+1

, xkr = xn = tn (11)

kde 0 = k0 < k1 < · · · < kr−1 < kr = n, xki je hraničná premenná pre

i = 0, 1, . . . , r , kde vetky ostatné premenné sú vnútorné premenné a ak

ki+1 > ki + 1, potom

xki+j = xki + j .
xki+1 − xki

ki+1 − ki
for j = 1, . . . , (ki+1 − ki − 1) (12)
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Vlastnosti optimálneho riešenia (3)

Každné optimálne riešenie problému (4) – (7) je určené postupnost’ou
xk0 , xk1 , . . . , xkr hraničných premenných –
t.j. takých, kde xk0 = t0, xkr = tn a kde xki = aki alebo xki = bki .

Podmienka 1:

Navyše postupnost’ xk0 , xk1 , . . . , xkr muśı mat’ tú vlastnost’, že ak každý
každý interval 〈xki , xki+1〉 rozdeĺıme na (ki+1 − ki) rovnako vel’kých
intervalov, všetky deliace body týchto intervalov (okrem xki , xki+1) sú
vnútorné.

(a0, b0), (a1, b1), (a2, b2), . . . , (an−1, bn−1), (an, bn)

Máme teda iba konečný počet postupnost́ı zač́ınajúcich a0 = b0,
končiacich prvkom an = bn a z každej dvojice ai , bi obsahujú najviac
jeden prvok.
Takýchto postupnost́ı je 3n−1 (?).
Z týchto ešte vyhod́ıme tie, ktoré nesplňujú podmienku 1.

Z tých, ktoré ostanú, nájdeme optimálnu.
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Riešenie metódami teórie grafov (1)

Nech G = (V ,A, c) je orientovaný hranovoohodnotený graf,
kde V = {a0, b0, a1, b1, . . . , an, bn}, A = A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪ A4, a kde

A1 =
{

(ai , aj ) | i < j , i , j = 0, 1, . . . , n,

ai + k
aj − ai

j − i
∈ 〈ai+k , bi+k〉, ∀k = 1, . . . j − i

}

A2 =
{

(ai , bj ) | i < j , i , j = 0, 1, . . . , n,

ai + k
bj − ai

j − i
∈ 〈ai+k , bi+k〉, ∀k = 1, . . . j − i

}

A3 =
{

(bi , bj ) | i < j , i , j = 0, 1, . . . , n,

ai + k
bj − bi

j − i
∈ 〈ai+k , bi+k〉, ∀k = 1, . . . j − i

}

A4 =
{

(bi , aj ) | i < j , i , j = 0, 1, . . . , n,

ai + k
aj − bi

j − i
∈ 〈ai+k , bi+k〉, ∀k = 1, . . . j − i

}
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Riešenie metódami teórie grafov (2)

a3 a4 a5 a6b3 b4 b5 b6

x3 x4 x5 x6

Usporiadaná dvojica (a3, a6) je hranou množiny A

a3 a4 a5 a6b3 b4 b5 b6

x3 x4 x5

Usporiadaná dvojica (a3, a5) nie je hranou množiny A

a3 a4 a5 a6b3 b4 b5 b6

x3 x4 x5 x6

Usporiadaná dvojica (a3, b5) je hranou množiny A

a3 a4 a5 a6b3 b4 b5 b6

x3 x4 x5 x6

Usporiadaná dvojica (a3, b6) nie je hranou množiny A
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Riešenie metódami teórie grafov (3)

Cena hrany

c(ai , aj) = (j − i)

(
aj − ai

j − i

)2

=
(aj − ai )

2

j − i

c(ai , bj) = (j − i)

(
bj − ai

j − i

)2

=
(bj − ai)

2

j − i

c(bi , bj) = (j − i)

(
bj − bi

j − i

)2

=
(bj − bi )

2

j − i

c(bi , aj) = (j − i)

(
aj − bi

j − i

)2

=
(aj − bi)

2

j − i
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Riešenie metódami teórie grafov (4)

Veta
Nech 0 = k0 < k1 < · · · < kr−1 < kr = n,

nech a0 = vk0 , vk1 , . . . , vkr = bn je postupnost’ vrchlov digrafu G(V ,A, c)
taká, že (vki , vki+1) ∈ A pre každé i = 0, 1, . . . , r − 1.
Nech

µ(a0, bn) = (a0 = vk0 , (vk0 , vk1), vk1 , (vk1 , vk2), . . . , vkr−1 , (vkr−1 , vkr ), vkr = bn)

je a0-bn cesta v digrafe G(V ,A, c) s dĺžkou

c(µ(a0, bn)) =

r−1∑

i=0

c(vki , vki+1).

Potom množina {vk0 , vk1 , . . . , vkr } je množinou hraničných bodov, ktorá

určuje pŕıpustné riešenie problému (4) – (7) s hodnotou kriteriálnej

funkcie c(µ(a0, bn))
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Riešenie metódami teórie grafov (5)

Veta
Majme optimálne riešenie x problému (4) – (7) v tvare

xk0 = x0 = a0, x1, . . . , xk1−1
︸ ︷︷ ︸

or empty if k1=1

, xk1 , xk1+1, . . . , xk2−1
︸ ︷︷ ︸

or empty if k2=k1+1

, xk2 , . . . ,

. . . , xki , xki+1, . . . , xki+1−1
︸ ︷︷ ︸

or empty if ki+1=ki+1

, xki+1 , . . . ,

. . . , xkr−1 , xkr−1+1, . . . , xkr−1
︸ ︷︷ ︸

or empty if kr=kr−1+1

, xkr = xn = bn

kde 0 = k0 < k1 < · · · < kr−1 < kr = n, xki je hraničná premenná pre

i = 0, 1, . . . , r , kde vetky ostatné premenné sú vnútorné premenné a ak

ki+1 > ki + 1, potom xki+j = xki + j .
xki+1 − xki
ki+1 − ki

pre j = 1, . . . , (ki+1 − ki − 1)

Potom

(a0 = xk0 , (xk0 , xk1), xk1 , (xk1 , xk2 ), . . . , xkr−1 , (xkr−1 , xkr ), xkr = bn)

je cestou a0-bn cestou v digrafe G = (V ,A, c) s cenou, ktorá sa rovná hodnote

kriteriálnej funkcie prislúchajúcej riešeniu x.
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Riešenie metódami teórie grafov (6)

Dôsledok

Nájst’ optimálne riešenie problému (4) – (7)
znamená nájst’ najkraťsiu a0-bn cestu v digrafe

G = (V ,A, c).
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Algoritmus

Usporiadajme vrcholy digrafu G podl’a nasledujúcej tabul’ky

a0 b0 a1 b1 a2 b2 . . . . . . . . . . . . an−1 bn−1 an bn
v0 v1 v2 v3 v4 v5 . . . . . . . . . . . . v2n−2 v2n−1 v2n v2n+1

Dostali sme monotónne oč́ıslovanie digrafu G .

Algoritmus na hl’adanie najkratšej v0–v2n+1 ciesty v acyklickom
digrafe G = (V ,A, c).

Krok 1. Pre každý vrchol vi ∈ V prirad’ značky t(vi ), y(vi ).

Polož t(v0) := 0, t(vi ) := ∞ pre všetky i = 1, 1 . . . , 2n + 1.

Polož y(vi ) := 0 pre všetky i = 0, 1 . . . , 2n+ 1.

Krok 2. Postupne pre všetky i = 0, 1, . . . , 2n urob:

Pre všetky vrcholy w ∈ V+(vi ) urob:
Ak t(w) > t(vi ) + c(vi ,w),

potom t(w) := t(vi ) + c(vi ,w), a y(w) := vi .
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Reprezentácia výsledku algoritmu

Potom t(v2n+1) je optimálna hodnota kriteriálnej funkcie problému
(4) – (7) a optimálne riešenie je určené hraničnými bodmi

v2n+1, y(v2n+1), y(y(v2n+1)), . . . , v0.
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Diskrétny pŕıpad, konštantá intenzita cestujúcich

V praktickom pŕıpade stač́ı určit’ odchody spojov s presnost’ou na
celé minúty.
V tomto pŕıpade zostroj́ıme hranovoorientovaný digraf
G = (V ,H, c), ktorého vrcholy sú všetky celé č́ısla v také, že
v ∈ 〈ai , bi 〉 pre niektoré i = 0, 1, . . . , n.

Hranami toho grafu sú všetky usporiadané dvojice (u, v) celých
č́ısel takých, že existuje i také, že u ∈ 〈ai , bi 〉 a v ∈ 〈ai+1, bi+1〉.
Cena hrany (u, v) sa vypoč́ıta ako

c(u, v) = (v − u)2
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Diskrétny pŕıpad, konštantá intenzita cestujúcich (2)

Nech v1, v2, . . . , vN je postupnost’ vrcholov digrafu G usporiadané
podl’a vel’kosti rastúco.

Každému celoč́ıslenému riešeniu problému (4) – (7) prislúcha práve
jedna v1-vN cesta v digrafe G a naopak, každej v1-vN ceste v G

prislúcha jedno celoč́ıselné pŕıpustné riešenie problému (4) – (7),
pričom d́lžka v1-vN cesty sa rovná hodnote kriteriálnej funkcie
pŕıslušného riešenia.

Dôsledok

Nájst’ optimálne celoč́ıselné riešenie problému (4) – (7) znamená

nájst’ najkratšiu v1-vN cestu v digrafe G
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Diskrétny pŕıpad,intenzita cestujúcich f (t)

Ak sa intenzita cestujúcich počas dňa meńı, model (4) – (7)
nevyhovuje.
Celkové časové straty sestujúcich sú

W (t0, t1, . . . , tn) =

n−1∑

k=0

∫ tk+1

tk

f (t)(t − tk)dt.

Matematická formulácia problému minimallizácie časových strát
cesdtujúcich je teda:
Nájst’ celé č́ısla t0, t1, . . . , tn také, že ti ∈ 〈ai , bi 〉, pre ktoré je
W (t0, t1, . . . , tn) minimálne.
V tomto pŕıpade zostroj́ıme hranovoohodnotený digraf
G = (V ,H, c) ako v pŕıpade konštantnej intenzity cestujúcich,
avšak cenu hrany vypoč́ıtame ako

c(u, v) =

∫ v

u
f (t)(t − u)dt.
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Diskrétny pŕıpad,intenzita cestujúcich f (t) (2)

Optimálne riešenie nájdeme ako najkratšiu v1-vN cestu v digrafe G .
Digraf G je acyklický a postupnost’ v1, v2, . . . , vN je jeho
monotónnym usporiadańım.

Na výpočet najkratšej cesty použijeme analogicky algoritmus ako
algoritmus pre reálny pŕıpad s konštantou intenzitou cestujúcich.
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