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5. Elementarne funkcie

Pre spravne zobrazenie, fungovanie tooltipov, 2D a 3D animécii je nevyhnutné siibor otvorit pomocou programu Adobe Reader (zdsuvny modul
Adobe PDF Plug-In webového prehliadac¢a nestacéi)
Kliknutim na text pred ikonou “* ziskate napomoc.
Kliknutim na skratku v modrej liste vpravo hore sa dostanete na prislusny slajd, druhym kliknutim sa dostanete na koniec tohto slajdu.
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@ Elementarne funkcie

© Polyném

© Racionalna lomena funkcia
@ Mocninna funkcia

e Exponencialna funkcia

@ Logaritmicka funkcia

@ Goniometrické funkcie

© Cyklometrické funkcie

© Hyperbolické funkcie

@ Hyperbolometrické funkcie
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01 ZEF REF

Elementarne funkcie — Zakladné elementarne funkcie

Elementarne funkcie maji velky prakticky vyznam. 1

@ Pomocou nich maieme (jednoducho a relativne presne) aproximovaf mnohé zlozité funkCie.

@ Pomocou nich maieme (asporni priblizne) pOpllsaf (prirodné, ekonomické, spolocenské, . ..) Zékonitosti a jaVy.
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01 ZEF REF

Elementarne funkcie — Zakladné elementarne funkcie

Elementarne funkcie maji velky prakticky vyznam. 2

@ Pomocou nich maieme (jednoducho a relativne presne) aproximovaf mnohé zlozité funkCie.

@ Pomocou nich mf)ieme (asporni priblizne) pOpllsaf (prirodné, ekonomické, spolocenské, . ..) Zékonitosti a jaVy.

Zék|adn0u e|ementérn0u funkciou nazyvame kazdid z funkcii

o y = konst., oy =X, o y=¢, o y=Inx,

@ y =sinx, e y = arcsin x, e y = arctg x.
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01 ZEF REF

Elementarne funkcie — Zakladné elementarne funkcie

Elementarne funkcie maji velky prakticky vyznam. 3

@ Pomocou nich maieme (jednoducho a relativne presne) aproximovaf mnohé zlozité funkCie.

@ Pomocou nich mf)ieme (asporni priblizne) pOpllsaf (prirodné, ekonomické, spolocenské, . ..) Zékonitosti a jaVy.

Zakladnou elementarnou funkciou naz

ame kazd( z funkcif

o y = konst., oy =X, o y=¢, o y=Inx,

@ y =sinx, e y = arcsin x, e y = arctg x.

Elementarnou funkciou nazjvame

kazdd fUnkCiU, ktorti dokazeme utvorit zo Zék|adn)llch elementérnych funkcil’ funkcii pomocou operacii:

o séitania, e odditania, e nasobenia, e delenia . e skladania funkcii.
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01 ZEF REF

Elementarne funkcie — Zakladné elementarne funkcie

Elementarne funkcie maji velky prakticky vyznam. 4

@ Pomocou nich maieme (jednoducho a relativne presne) aproximovaf mnohé zlozité funkCie.

@ Pomocou nich mf)ieme (asporni priblizne) pOpllsaf (prirodné, ekonomické, spolocenské, . ..) Zékonitosti a jaVy.

Zakladnou elementarnou funkciou naz

ame kazd( z funkcif

o y = konst., oy =X, o y=¢, o y=Inx,

@ y =sinx, e y = arcsin x, e y = arctg x.

Elementarnou funkciou nazjvame

kazdd fUnkCiU, ktorti dokazeme utvorit zo Zék|adn)llch elementérnych funkcil’ funkcii pomocou operacii:

o séitania, e odditania, e nasobenia, e delenia . e skladania funkcii.
] Zl:lienle lubovolnej elementérnej funkCie na nejakd nenulovii mnozinu je opat elementérna funkcia.

o Elementérne funkcie st napriklad funkcie:

§+§ , atd.

y = 2X, resp. y = 2x, X€(0; 1), resp. Yy =2x2, esp. Y =24 X, resp. y = 25in
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01 ZEF REF

Elementarne funkcie — Rozdelenie elementarnych funkcii

Elementarne funkcie:

o Polyn(')m (racionalna celistva funkcia).

o Raciondlna lomena funkcia (podicl polynémov).

o Mocninna funkcia (, = «, rer).

o Exponencialna funkcia (y = = 2 > o).

o Logaritmicka funkcia.

o Goniometrické funkcie (sinus, kosinus, tangens, kotangens).
o Cyklometrické funkcie (inverzné ku goniometrickym funkeiam).

= s 5
Hyperbohcke funkCIe (sinus hyperbolicky, kosinus hyperbolicky, tangens hyperbolicky, kotangens hyperbolicky).

(]

Hyperb0|0metrlcké funkCie (inverzné ku hyperbolickym funkciam).

[Taktiez vsetky funkcie, ktoré z tychto funkcii dokazeme vytvorit pomocou séitania, odéitania, nasobenia, delenia a skladania funkcii.]
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02 Def Prl Prll

Polyném — Definicia

Polyném (racionalna celistva funkcia) sa nazyva

funkeia T Y = ap + a1X + apx? + - -+ + apx".
@ Cisla g, A1, -+, an€R, an#£0 nazgvame koeficienty polynému.

@ Cislo NE N U {O} nazyvame Stupeﬁ pO|ynému [Specialne, nulové funkcia y = 0 mé stupefi —1.]
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02 Def Prl Prll

Polyném — Definicia

Polyném (racionalna celistva funkcia) sa nazyva

funkeia T Y = ap + a1X + apx? + - -+ + apx".
@ Cisla g, A1, -+, an€R, an#£0 nazgvame koeficienty polynému.

@ Cislo NE N U {O} nazyvame Stupeﬁ pO|ynému [Specialne, nulové funkcia y = 0 mé stupefi —1.]

® Prirodzeny definicng obor D(f) = R.
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02 Def Prl Prll

Polyném — Definicia

Polyném (racionalna celistva funkcia) sa nazyva

funkeia T Y = ap + a1X + apx? + - -+ + apx".
@ Cisla g, A1, -+, an€R, an#£0 nazgvame koeficienty polynému.

@ Cislo NE N U {O} nazyvame Stupeﬁ pO|ynému [Specialne, nulové funkcia y = 0 mé stupefi —1.]

® Prirodzeny definicng obor D(f) = R.

@ Funkcia fl‘lv ne N mé prave 1 komp|exn)//Ch (z mnoziny C) koreﬁov (vrétane redlnych a nasobnosti).

[Ak ma f, komplexny koreil x = « + i3, potom ma aj komplexne zdruzeny korefi X = v — if3.]
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02 Def Prl Prll

Polyném — Definicia

Polyném (racionalna celistva funkcia) sa nazyva

funkeia T Y = ap + a1X + apx? + - -+ + apx".
@ Cisla g, A1, -+, an€R, an#£0 nazgvame koeficienty polynému.

@ Cislo NE N U {O} nazyvame Stupeﬁ pO|ynému [Specialne, nulové funkcia y = 0 mé stupefi —1.]

® Prirodzeny definicng obor D(f) = R.

@ Funkcia fl‘lv ne N mé prave 1 komp|exn)//Ch (z mnoziny C) koreﬁov (vrétane redlnych a nasobnosti).

[Ak ma f, komplexny koreil x = « + i3, potom ma aj komplexne zdruzeny korefi X = v — if3.]

@ Funkcia fn, nGN ma najviac reélnych (z mnoziny R) korenov.

Pre parne I (n = 2k, k€ N) polyném fl‘l nemusi mat reé|ne korene.

[Pre n parne ma f, parny pocet redlnych korefiov (vratane nasobnosti).]

Pre neparne 1 (n = 2k—1, k€ N) mé polyném fn aspon jeden reélny koreﬁ.

[Pre n neparne ma f, neparny pocet redlnych korefiov (vratane nasobnosti).]
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02 Def Prl Prll

Polyném — Definicia

Polyném (racionalna celistva funkcia) sa nazyva

funkeia T Y = ap + a1X + apx? + - -+ + apx".
@ Cisla g, A1, -+, an€R, an#£0 nazgvame koeficienty polynému.

@ Cislo NE N U {O} nazyvame Stupeﬁ pO|ynému [Specialne, nulové funkcia y = 0 mé stupefi —1.]

® Prirodzeny definicng obor D(f) = R.

@ Funkcia fl‘lv ne N mé prave 1 komp|exn)//Ch (z mnoziny C) koreﬁov (vrétane redlnych a nasobnosti).

[Ak ma f, komplexny koreil x = « + i3, potom ma aj komplexne zdruzeny korefi X = v — if3.]
Ve v
@ Funkcia fn, ne N ms najviac realnych (z mnoziny R) korenov.

Pre parne I (n = 2k, k€ N) polyném fl‘l nemusi mat reé|ne korene.

[Pre n parne ma f, parny pocet redlnych korefiov (vratane nasobnosti).]

Pre neparne 1 (n = 2k—1, k€ N) mé polyném fn aspon jeden reélny koreﬁ.

[Pre n neparne ma f, neparny pocet redlnych korefiov (vratane nasobnosti).]

@ Ak ma funkcia fn, n Z 2 realny koren cec R,
potom ju mézeme rozlozit na tvar fn(X) = (X - C) . fnfl(X), kde fnf]_ je nejaky polyném stupna N — 1
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02 Def Prl Prll

Polyném — Priklady

y
fo
a0
0 X
Konstantna funkcia 1

Konétantné funkcia sa nazyva [Pre ag #0 nema f; korene.]

polyném fb: y - aO [Grafom fy je priamka rovnobezna s osou x.|
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02 Def Prl Prll

Polyném — Priklady

Konstantna funkcia Linearna funkcia 2

Konétantné funkcia sa nazyva [Pre ag #0 nema f; korene.]

polyném fb: y - aO [Grafom fy je priamka rovnobezna s osou x.|

Lineél’na funkCia sa nazyva [Pre a; #0 ma fi jeden reélny koref ¢ :7]

polyném fl _y = a]_X + aO [Pre a3 = 0 je funkcia f; konStantna. Grafom f je priamka so smernicou a; = tg ¢.]
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02 Def Prl Prll

Polyném — Priklady

y y % y| /6 Yl /6
fo
= a0 20 a0
0 X 0 X 0 X 0 X
‘ nema korene € dvojnasobny korefi €1 €2 2 rdzne korene
Konstantna funkcia Linearna funkcia Kvadraticka funkcia Kvadraticka funkcia Kvadraticka funkcia 3

Konétantné funkcia sa nazyva [Pre ag #0 nema f; korene.]

polyném fb: y - aO [Grafom fy je priamka rovnobezna s osou x.|

Lineél’na funkCia sa nazyva [Pre a; #0 ma fi jeden reélny korefi ¢ :7]

polyném fl _y = a]_X + aO [Pre a3 = 0 je funkcia f; konstantna. Grafom f je priamka so smernicou a; = tg ¢.]

KVad ratické funkcia sa nazyva [> ma 0, 1 (dvojnasobny) alebo 2 (rézne) realne korene.]

polyném fz: _y = 32X2 + 31X + ao, 32 #0 [Grafom f, je parabola, pricom jej os je rovnobezna s osou y.]
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02 Def Prl Prll

Polyném — Priklady

y y % y| /6 Yl /6
fo
= a0 20 a0
0 X 0 X 0 X 0 X
‘ nema korene € dvojnasobny korefi €1 €2 2 rdzne korene
Konstantna funkcia Linearna funkcia Kvadraticka funkcia Kvadraticka funkcia Kvadraticka funkcia 4

Konétantné funkcia sa nazyva [Pre ag #0 nema f; korene.]

polyném fb: y - aO [Grafom fy je priamka rovnobezna s osou x.|

Lineél’na funkCia sa nazyva [Pre a; #0 ma fi jeden reélny korefi ¢ :7]

polyném fl _y = a]_X + aO [Pre a3 = 0 je funkcia f; konstantna. Grafom f je priamka so smernicou a; = tg ¢.]

KVad ratické funkcia sa nazyva [> ma 0, 1 (dvojnasobny) alebo 2 (rézne) realne korene.]

polyném fz: _y = 32X2 + 31X + ao, 32 #0 [Grafom f, je parabola, pricom jej os je rovnobezna s osou y.]

Kubicka funkcia sa nazva

polyném f:’,: y e a3X3 + 32X2 + 31X + ao, 33#0
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02

Polyném — Priklady

o Grafom jewv. parabola stupna n.

parabola, n =2 N Yio
parabola stupna 4 X2
parabola stupna 6
1
X
1 2

parabola stupna 5
parabola stupna 3
priamka, n=1

Def Prl Prll

Funkci

o f mis 1 koref pe c€(—00;0)

¢ € (—o0;0) Y
c=-1,00 2
1
X
-2 —il 2
f
1 koreft 1, 205569
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02 Def Prl Prli

Polyném — Priklady

Funkcia f(X) =

o Grafom jc . parabola stupna n. o f mis 1 koref pe c€(—00;0)
@ X = O je jediny koreﬁ fn.

o f mi?2 korene pre c=0

parabola, n =2 N Yio
parabola stupna 4 X
parabola stupna 6

parabola stupna 5
parabola stupna 3

2 korene  —1,000000 (dvojnasobny koreri) 1,000000

priamka, n=1
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02 Def Prl Prli

Polyném — Priklady

Funkcia f(X)

o Grafom jc . parabola stupna n. o f mis 1 koref pe c€(—00;0)
o X = 0 jejeding koren f,.
Je ey n o f mi?2 korene pre C = 0
n je parne. =
, .32
o fy i parna, j klesajica n: (—00;0), o f m: 3 korene pe c€(0; 35).
je rastlica na (0; 00), H(f,) = (0; c0). . ,
cEN(0iEs)
c= 1,00 2
1
parabola, n =2 N Yio
parabola stupna 4 x?2 f X
parabola stupna 6 -2 -1 1 2
1
-1
X
=2 =i 0 1 2 »
-1
(—00;0) (0;00) 3 korene —1,618034 0,000000 0,618034
-2
J J
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02 Def Prl Prli

Polyném — Priklady

Funkcia f(X

o Grafom jc . parabola stupna n. o f mis 1 koref pe c€(—00;0)

0 X = 0 jejeding koren f,.
Je ey n o fmé2korene preC:OaC:%.
.32
-

n je parne. =
o fp je parna, i klesajiica na (—00; 0), o f ms 3 korene pe c€(0
je rastlica na (0; 00), H(f,) = (0; c0).
n je neparne. =
o f, je neparna, j rastica,

c~ 1185185 2

1
(—00; 0) 712 A X
1 -2 -1 0 1 2
1 -1
X
2 -1 0 1 2 -2
parabola stupfia 5 -1 (0; >0) 2 korene  —1, 666667 0, 333333 (dvojnssobny koreit)
parabola stupna 3 | CE———
priamka, n =1 5 53[5 -2
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02 Def Prl Prli

Polyném — Priklady

Funkcia f(X)

o Grafom i« parabola stupia n. o f mi 1 korel pe c€(—00;0) U (32; 00).
o X = 0 jejeding koren f,,.
Je ey n o f mi?2 korene pre C = 0.c= gg
n je parne. =
o fy je parna, i klesajica n (—o0; 0), o f ns 3 korene o c€(0; 53).
je rastlica na (0; 00), H(f,) = (0; c0).
ce(Bi) 4
n je neparne. = . 2
o fy e neparna, i rastica, H(f,) = R. N,
parabola, n =2 N Yio
parabola stupna 4 x?2 X
parabola stupria 6 - -1 0 1 2
1
-1
X
1 2 ,
parabola stupna 5 1 koreli  —1,839287
parabola stupna 3
priamka, n=1
v v
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02 Def Prl Prli

Polyném — Priklady

Funkcia f(X)

o Grafom jc . parabola stupna n. o f mis 1l korei pe c€(—00;0) U
@ X = O je jediny koreﬁ fn.

(35 00)-

OfmaZkorenepreC—O C—gg
n je parne. =
o fp je parna, i klesajiica na (—00; 0),
je rastica na (0; 00), H(f,;) = (0; 00).
c € (—o0; 0)
n je neparne. = c——175 2
o fy e neparna, i rastica, H(f,) = R.

o f ms 3 korene e c€(0; 32).

parabola, n =2 N Yio
parabola stupna 4 X2 X
parabola stupria 6 -2 -1 0 1 2
1
-1
X
1 2 /\ )
f

parabola stupna 5
parabola stupna 3
priamka, n=1

1 korent 1,324012

B
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03 Def Pr

Racionalna lomena funkcia — Definicia

Racionalna lomena funkcia sa nazjva

nian £1y = B0 = taucacdand [Pl dvoch polynémov £ a ]
@ Cisla g, d1, ---,adn€E R, = 750 sti koeficienty polynému fn. [Citatel zlomku.]
@ Cisla bo, bl, ey, bm € R, bm 750 sti koeficienty polynému fm. [Menovatel zlomku.]
o ¢sla nmeN U {0} sil stupne polynémov. frp, .
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03 Def Pr

Racionalna lomena funkcia — Definicia

Racionalna lomena funkcia sa nazjva

nian £1y = B0 = taucacdand [Pl dvoch polynémov £ a ]
@ Cisla g, d1, ---,adn€E R, = 750 sti koeficienty polynému fn. [Citatel zlomku.]
@ Cisla bo, bl, ey, bm € R, bm 750 sti koeficienty polynému fm. [Menovatel zlomku.]
o ¢sla nmeN U {0} sil stupne polynémov. frp, .

@ Prirodzeny defini¢ny obor D(f) — R - {CG R, pre ktoré fm(C) = 0}

[Aby mala funkcia f zmysel, musi byt menovatel f;, nenulovy, t. j. musime vylaéit korene fp,.]
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03 Def Pr

Racionalna lomena funkcia — Definicia

Racionalna lomena funkcia sa nazjva

s Fry = () agtaixtapx®+otanx”
midn s Y = fm(x) = botaixtapx2+-+bmxm*

[Podiel dvoch polynémov f,, a fp.]

@ Cisla dg, d1, .., dn € R, dp # 0 s koeficienty polynému fn. [Citatel zlomku.]
@ Cisla bo, b]_, ey bm € R, bm # 0 st koeficienty polynému fm [Menovatel zlomku.]
@ Cisla hym € N U {0} s stupne polynémov fn, fm

@ Prirodzeny defini¢ny obor D(f) — R - {CG R, pre ktoré fm(C) = 0}

[Aby mala funkcia f zmysel, musi byt menovatel f;, nenulovy, t. j. musime vylaéit korene fp,.]

@ Funkcia f ma rovnaké korene ako polyném fn (¢itatel).
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03 Def Pr

Racionalna lomena funkcia — Definicia

Racionalna lomena funkcia

L fry = M) agtaixdapx®tetanx” . ,
funkcia T . _y — fm(X) — b0+31X+32X2+---+b X" [Podiel dvoch polynémov f,, a fp.]
'm

[Citatel zlomku.]

@ Cisla ao, dl, ...,dn € R, dp #0 s koeficienty polynému fn.
@ Cisla bo, b]_, ey bm € R, bm #O st koeficienty polynému fm [Menovatel zlomku.]

@ Cisla n,m€ N U {0} s stupne polynémov fn, fm
V.

@ Prirodzeny defini¢ny obor D(f) — R - {CG R, pre ktoré fm(C) = 0}

[Aby mala funkcia f zmysel, musi byt menovatel f;, nenulovy, t. j. musime vylaéit korene fp,.]

@ Funkcia f ma rovnaké korene ako polyném fn (¢itatel).

@ Ak fm: y = bO! bo;ﬁo (by=by="--=byp=0), potom f je p0|yném (racionalna celistva funkcia).

[Polyném je $pecidlnym pripadom racionélnej lomenej funkcie.]
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03 Def Pr

Racionalna lomena funkcia — Definicia

Racionalna lomena funkcia sa nazjva

nian £1y = B0 = taucacdand [Pl dvoch polynémov £ a ]
@ Cisla g, d1, ---,adn€E R, = 750 sti koeficienty polynému fn. [Citatel zlomku.]
@ Cisla bo, bl, ey, bm € R, bm 750 sti koeficienty polynému fm. [Menovatel zlomku.]
o ¢sla nmeN U {0} sil stupne polynémov. frp, .

@ Prirodzeny defini¢ny obor D(f) — R - {CG R, pre ktoré fm(C) = 0}

[Aby mala funkcia f zmysel, musi byt menovatel f;, nenulovy, t. j. musime vylaéit korene fp,.]
@ Funkcia f ma rovnaké korene ako polyném fn (¢itatel).

@ Ak fm: y = bO! bo;ﬁo (by=by="--=byp=0), potom f je p0|yném (racionalna celistva funkcia).
[Polyném je $pecidlnym pripadom racionélnej lomenej funkcie.]
@ Pre N < M safunkeia [ nazyva rydza racionalna lomena.

@ Pre N Z M méseme funkeiu [ rozlozit na sUCet polynému (stupiia n—m)
afunkcie rydzej raciondlnej lomene;.
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03 Def Pr

Racionalna lomena funkcia — Priklad

Funkcia fn y =x "= %, ne N, XER_ {0}
"] Grafom je tzv. hyperb0|a stu pﬁa n+1 [Graf funkcie f1: y = % nazyvame hyperbola.]

y % y
2 2
1 1

—2 —1
0 1 2 =X -2 -1 0 1 2 X
=1 =1
hyperbola stupria 5 hyperbola stupria 6
) hyperbola stupria 3 hyperbola stupria 4 D)
n neparne hyperbola, n=1 hyperbola stupfia 2 n parne
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03 Def Pr

Racionalna lomena funkcia — Priklad

1

Funkcia fn: y =x "= S N, X e R - {0}

X

"] Grafom je tzv. hyperb0|a Stupﬁa n+1 [Graf funkcie f1: y = % nazyvame hyperbola.]

@ I'p nema korene (nulové body).

y 1|y
2
2 2
1 1
—2 —1
0 1 2 X -2 -1 0 1 2 X
=1 =1
hyperbola stupria 5 hyperbola stupria 6
) hyperbola stupria 3 hyperbola stupria 4 D)
n neparne hyperbola, n=1 hyperbola stupfia 2 n parne
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03 Def Pr
Racionalna lomena funkcia — Priklad

1

Funkcia fn: y =x "= S N, X e R - {0}

X

"] Grafom je tzv. hyperb0|a Stupﬁa n+1 [Graf funkcie f1: y = % nazyvame hyperbola.]

@ I'p nema korene (nulové body).

n je neparne. = o fp i neparna, klesa . (—o0;0), klesd na (0; 00), H(f,) = R — {0}.

y
2
(=00;0)
901
—2 —il
0 1 2 X
(0;00)
—_—
=i

hyperbola stupria 5

hyperbola stupria 3

n neparne hyperbola, n=1
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03 Def Pr

Racionalna lomena funkcia — Priklad

Funkcia fn: y =x "= ne N X € R {0}

an

"] Grafom je tzv. hyperb0|a Stupﬁa n+1 [Graf funkcie f1: y = % nazyvame hyperbola.]

@ I'p nema korene (nulové body).
n je neparne. = o fp i neparna, klesa . (—o0;0), klesd na (0; 00), H(f,) = R — {0}.

nje parne.” = o fp je parna, rastie na (—00;0), klesa . (0; 00), H(f,) = (0; 00).

1|y
2
2
1
-2 =1 0 1 2 *
(=09;0) (0; 00)
=1
hyperbola stupria 6
hyperbola stupria 4 )
hyperbola stupfia 2 n parne
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03 Def Pr

Racionalna lomena funkcia — Priklad

Funkcia fn: y =x "= ne N X € R {0}

an

"] Grafom je tzv. hyperb0|a Stupﬁa n+1 [Graf funkcie f1: y = % nazyvame hyperbola.]

@ I'p nema korene (nulové body).
n je neparne. = o fp i neparna, klesa . (—o0;0), klesd na (0; 00), H(f,) = R — {0}.

nje parne.” = o fp je parna, rastie na (—00;0), klesa . (0; 00), H(f,) = (0; 00).

y 1|y
2
2 2
1 1
—2 —1
0 1 2 X -2 -1 0 1 2 X
=1 =1
hyperbola stupria 5 hyperbola stupria 6
) hyperbola stupria 3 hyperbola stupria 4 D)
n neparne hyperbola, n=1 hyperbola stupfia 2 n parne
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04

Mocninna funkcia — Definicia

Mocninna (mocninova) funkcia s nazyva

. — r P “ q .
funkcia f y = X', kde I € R [Premenna x je v zaklade mocniny. Exponent r sa nemeni.]
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04

Mocninna funkcia — Definicia

Mocninna (mocninova) funkcia s nazyva

. — r P “ q .
funkcia f y = X', kde I € R [Premenna x je v zaklade mocniny. Exponent r sa nemeni.]

] rEZ r = O = o f: y == ]., prirodzeny D(f) - R [Konstantna funkcia.]

o r¢Z.
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04

Mocninna funkcia — Definicia

Mocninna (mocninova) funkcia s nazyva

funkcia f: y = Xr, kde ' € R

[Premenna x je v zdklade mocniny. Exponent r sa nemeni.]

r>0.= o fiy=x"wer=neN, piciewy D(f) =R.
OFEZ. r:O.:>° f:y:]., prirodzeny D(f):R

[Polyném.]

[Konstantna funkcia.]

r > 0 = o f: _y == Xr, prirodzeny D(f) = <0,00), H(f) = <0,00)

o r¢Z.
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04

Mocninna funkcia — Definicia

Mocninna (mocninova) funkcia s nazyva

funkcia f: y = Xr, kde ' € R [Premenna x je v zaklade mocniny. Exponent r sa nemeni.]
r>0.= o f: y = Xn, kde F = NE& N, prirodzeny D(f) = R. [Polyném.]
] rEZ r = O = o f: y - ]., prirodzeny D(f) - R [Konstantna funkcia.]

r < O = o f: y = %, kde —F = NE& N, prirodzeny D(f) - R - {0} [Rectondina

lomena funkcia.]

r > 0 = o f: _y == Xr, prirodzeny D(f) = <0,00), H(f) = <0,00)

o r¢Z.

r < O = o f: y = x" = ];, (—r>0), prirodzeny D(f) = (0,00), H(f) = (0,00)
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04

Mocninna funkcia — Definicia

Mocninna (mocninova) funkcia s nazyva

funkcia f: y = Xr, kde ' € R

[Premenna x je v zdklade mocniny. Exponent r sa nemeni.]

o re’/.

o r¢Z.

r> 0.
r=0.
r <0.

r > 0.

r < 0.

=
=
=

f: y = Xn, kde F = NE& N, prirodzeny D(f) = R. [Polyném.]
f: y = ]-1 prirodzeny D(f) = R. [Konstantna funkcia.]
f: y = iny kde —F = NE N, prirodzeny D(f) =R — {0} [Racionalna

X lomena funkcia.]

f: _y = Xr, prirodzeny D(f) = <O, OO), H(f) = <0, OO)
fie rastlica, je prosta (sj bijektivna).
fﬁl: y = X% = \7)?, X € <0, OO) (tiez mocninna funkcia).

[Napr. inverzna funkcia k f: y = x?, x€ (0;00) mé tvar f~1: y = x2 = \/x, x€(0;00).]
f: y = Xr = % (—r>0), prirodzeny D(f) = (O, OO), H(f) = (O, OO)
fje klesa_]l./]ca, je pl’OSté (aj bijektivna).
1
fﬁl: y = Xr = %, X € (0, OO) (tiez mocninna funkcia).
X7

[Napr. inverzna funkcia k f: y = %, x€(0; 00) ma tvar f~1: y = % x€(0;0).]
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Mocninna funkcia — Priklady

Funkcia fr: y = Xr, r> 0

o ofifots
y
2<>
1<>
Al) =1
0 1 2 X
>mr>n > 1 >1n > > ) <n<mn< 1 <n<n< |
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04

Mocninna funkcia — Priklady

ETINGE fr: y 1 r > 0

X"

Funkcia fr: y = Xr, r> 0
o fr: (0;00) — (0; 00). o fr: (0;00) — (0; 00).
frafrofifnfry
y
2<>
8 B
S S
1<>
fA(x) =%
0 1 I
(0; 00) (0; 00)
>n>n> 1 >npn>n> ) <n<n< 1 <n<n< )
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04

Mocninna funkcia — Priklady

ETINGE fr: y — %, r> 0

Funkcia fr: y = Xr, r> 0
o f;: (0;00) — (0; 00). o f: (0;00) — (0; ).
o f,(1) =1, nulovy bod i £,(0) = 0. o (1) =1, nulovy bod neexistue.
bt
y
2<>
g 7
l<>
flx) =%
0 + + =
(0 00) ' (0; 00) ?
>mr>n > 1 >1n > > ) <n<mn< 1 <n<n< |
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04

Mocninna funkcia — Priklady

ETINGE fr: y — %, r> 0

Funkcia fr: y = Xr, r> 0
o fr: (0;00) — (0; 00). o fr: (0;00) — (0; 00).
o f,(1) =1, nulovy bod i £,(0) = 0. o (1) =1, nulovy bod neexistue.
o f, je rastica, i bijektivna. o f, j klesajlica, j. bijektivna.
bt
y
2<>
8 £
1<>
Alx) =&
0 + + =
(0 00) ' (0; 00) ?
>mr>n > 1 >1n > > ) <n<mn< 1 <n<n< |
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Mocninna funkcia — Priklady

Funkcia fr: y = Xr, r> 0 Funkcia fr: y = %, r> 0
o fr: (0;00) — (0; 00). o fr: (0;00) — (0; 00).
o f,(1) =1, nulovy bod i £,(0) = 0. o (1) =1, nulovy bod neexistue.
o f, je rastica, i bijektivna. o f, j klesajlica, j. bijektivna.
1 —
o f, 1y =x7:(0;00) — (0; ). o f, 1:yzx%: (0; 00) — (0; 00).
fro o fi(x) = x frofrfifafr,
y
fo 21
7 g 3
1<>
filx) =3
2 0 # X
(0 00) ' (0; 00) ?
>mr>n > 1 >1n > > ) <n<mn< 1 <n<n< |
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05 Def Pr

Exponencialna funkcia — Definicia

Exponencialna funkcia sa nazjva

. X
funkcia f y = a", kde @ € R, a > O [Premenna x je v exponente mocniny. Zaklad a sa nemeni.]

@ ¢ilo A nazpvame zaklad exponencialnej funkcie.
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05 Def Pr

Exponencialna funkcia — Definicia

Exponencialna funkcia sa nazjva

. X
funkcia f y = a", kde @ € R, a > O [Premenna x je v exponente mocniny. Zaklad a sa nemeni.]

@ ¢ilo A nazpvame zaklad exponencialnej funkcie.

ea=1=o f:y:1.
@ a # 1. —> @ Prirodzeny D(f) E R, H(f) = (0, OO), f je prosté (aj bijektivna).

beerb@frcatel.fri.uniza.sk https:/ /frcatel.fri.uniza.sk /users/beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
https://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

05 Def Pr

Exponencialna funkcia — Definicia

Exponencialna funkcia sa nazjva

. X
funkcia f y = a", kde @ € R, a > O [Premenna x je v exponente mocniny. Zaklad a sa nemeni.]

@ ¢ilo A nazpvame zaklad exponencialnej funkcie.

ea=1=o f:y:1.
@ a # 1. —> @ Prirodzeny D(f) E R, H(f) = (0, OO), f je prosté (aj bijektivna).
o re a€(0;1) e f klesajiica.” o pe a€(1;00) ke f rastiica.

o Graf funkcie f nazvame €xponencidlna krivka (exponenciala).

@ Kazda eXpOnenCiéIa prechadza bodmi [0, ].] a []_, a] [T.j.a%=1a'=a]
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05 Def Pr

Exponencialna funkcia — Definicia

Exponencialna funkcia sa nazjva

. X
funkcia f y = a", kde @ € R, a > O [Premenna x je v exponente mocniny. Zaklad a sa nemeni.]

@ ¢ilo A nazpvame zaklad exponencialnej funkcie.

ea=1=o f:y:1.
@ a # 1. —> @ Prirodzeny D(f) E R, H(f) = (0, OO), f je prosté (aj bijektivna).
o re a€(0;1) e f klesajiica.” o pe a€(1;00) ke f rastiica.

o Graf funkcie f nazvame €xponencidlna krivka (exponenciala).

@ Kazda eXpOnenCiéIa prechadza bodmi [0, ].] a []_, a] [T.j.a%=1a'=a]

o Grafy ket y = a* sy = a % = aix si OSOVO SUMerné podiaosi y.

[Pre vietky a > 0 plati a= (=¥ = % .. (%)7¥ =)™ =a]
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05 Def Pr

Exponencialna funkcia — Definicia

Exponencialna funkcia sa nazjva

. X
funkcia f y = a", kde @ € R, a > O [Premenna x je v exponente mocniny. Zaklad a sa nemeni.]

@ ¢ilo A nazpvame zaklad exponencialnej funkcie.

ea=1=o f:y:1.
@ a # 1. —> @ Prirodzeny D(f) E R, H(f) = (0, OO), f je prosté (aj bijektivna).
o re a€(0;1) e f klesajiica.” o pe a€(1;00) ke f rastiica.

o Graf funkcie f nazvame €xponencidlna krivka (exponenciala).

Kazda eXpOnenCiéIa prechadza bodmi [0, ].] a []_, a] [T.j.a%=1a'=a]

(]

Grafy funkciit y = 3% s y = a X = aix si OSOVO SUMErné podra osi .

(4

[Pre vietky a > 0 plati a= (=¥ = % .. (%)7¥ =)™ =a]

o f: y - eX = eXpX je najdéleiltejéla zo vsetkych exponencialnych funkcii.

v/
@ Zakladom funkcie y — eX je iracionélne &islo € (e ~ 2,718 281828 459), ktoré nazyvame EUIerOVO C|S|0.
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05

Exponencialna funkcia — Priklad

Funkcia fa ' X € R, kde aE(O, OO)

fi
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05

Exponencialna funkcia — Priklad

Funkcia fa: y — ax, X € R, kde 36(0, OO)

ea=1 = o f12 y = 1: R— {1} [Konstantna funkcia.]

o a#1l = o f;: R— (0;00), f; i bijektivna, i rydzo monotdnna,
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05

Exponencialna funkcia — Priklad

Funkcia fa: y — ax, X € R, kde 36(0, OO)

ea=1 = o f12 y = 1: R— {1} [Konstantna funkcia.]
o a#1l = o f;: R— (0;00), f; i bijektivna, ;. rydzo monoténna,
f2(0) =1, f3(1) = a, i rastica pe @ > 1 . klesajica pe a < 1.
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05

Exponencialna funkcia — Priklad

Funkcia fa: ax, S R, kde 36(0, OO)

ea=1 = o f12 y = 1: R— {1} [Konstantna funkcia.]
o a#1l = o f;: R— (0;00), f; i bijektivna, ;. rydzo monoténna,
f2(0) =1, f3(1) = a, i rastica pe @ > 1 . klesajica pe a < 1.

o Grafy funkeii f: y = @ a f,—1: y = a~* sa osovo stimerné podia osi ¥/,
.. pre vietky X € R plati f—1(—x) = (a_l)_x = a* = fo(x). [a€(0;1). & a~Le(L;00)]

/

[-1¢]

[x2i 251

fi
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06 Def Prl VI Prll

Logaritmicka funkcia — Definicia

Logaritmicka funkcia sa nazyva

funkcia f: y = |OgaX, kde € R, a> O, a # 1. [y =log,x. & x=2a"]
@ ¢ilo A nazpvame zaklad logaritmickej funkcie.

@ Cislo Y = |OgaX pre XE(O, OO), ac R, a> 0, a # 1 také, ze X = ay (existuje jediné)
nazvame logaritmus ¢isla x so zakladom a (pri zaklade a).
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06 Def Prl VI Prll

Logaritmicka funkcia — Definicia

Logaritmicka funkcia sa nazyva

funkcia f: y = |OgaX, kde € R, a> O, a # 1. [y =log,x. & x=2a"]
@ ¢ilo A nazpvame zaklad logaritmickej funkcie.

@ Cislo Y = |OgaX pre XE(O, OO), ac R, a> 0, a # 1 také, ze X = ay (existuje jediné)
nazvame logaritmus ¢isla x so zakladom a (pri zaklade a).

@ Prirodzeny D(f) = (0; OO), H(f) = (0; OO), i Prosta (s bijektivna).
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06 Def Prl VI Prll

Logaritmicka funkcia — Definicia

Logaritmicka funkcia sa nazyva
funkcia f: y = |OgaX, kde € R, a> O, a # 1. [y =log,x. & x=2a"]
@ ¢ilo A nazpvame zaklad logaritmickej funkcie.

@ Cislo Y = |OgaX pre XE(O, OO), ac R, a> 0, a # 1 také, ze X = ay (existuje jediné)
nazvame logaritmus ¢isla x so zakladom a (pri zaklade a).

Prirodzeny/ D(f) = (0; OO), H(f) = (0; OO), i Prosta (s bijektivna).

pre a€(0;1) je f klesajlica. o rre a€(1;00) i f rastica.

o Graf funkce f nazyvame logaritmicka krivka.

@ Kazda |0garltmlcké krivka prechadza bodmi [1, O] a [a, 1] =13 =3t ] log,1 =0, log,a=1]

beerb@frcatel.fri.uniza.sk https:/ /frcatel.fri.uniza.sk /users/beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
https://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb
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Logaritmicka funkcia — Definicia

Logaritmicka funkcia sa nazyva

funkcia f: y = |OgaX, kde € R, a> O, a # 1. ly =log,x. & x = 2"]
@ ¢ilo A nazpvame zaklad logaritmickej funkcie.

@ Cislo Y = |OgaX pre XE(O, OO), ac R, a> 0, a # [ ay (existuje jediné)
nazvame logaritmus ¢isla x so zakladom a (pri zaklade a).

o prirodzeny D(f) = (0; 00), H(f) = (0; 00), f je prosta (s bijektina)
o pe a€(0;1) i f klesajiica. o re a€(1;00) je f rastica.
o Graf funkce f nazyvame logaritmicka krivka.

@ Kazda |0garltmlcké krivka prechadza bodmi [1, O] a [a, 1] =13 =3t ] log,1 =0, log,a=1]

o Grafy funkii y = log,x 2 y = log,—1 x = log1 X si 0sovo simerné podra osi X.
a
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Logaritmicka funkcia — Definicia

Logaritmicka funkcia sa nazyva
funkcia f: y = |OgaX, kde € R, a> O, a # 1. [y =log,x. & x=2a"]
@ ¢ilo A nazpvame zaklad logaritmickej funkcie.

@ Cislo Y = |OgaX pre XE(O, OO), ac R, a> 0, a # 1 také, ze X = ay (existuje jediné)
nazvame logaritmus ¢isla x so zakladom a (pri zaklade a).

o prirodzeny D(f) = (0; 00), H(f) = (0; 00), f je prosta (a bijektina).

o pe a€(0;1) i f klesajiica. o re a€(1;00) je f rastica.

o Graf funkce f nazyvame logaritmicka krivka.

o kaxds logaritmicka krivka prechadza bodmi [1; 0] a [a; ].]. [® =1a' = atjlog,1 =0, log,a=1]

o Grafy funkii y = log,x 2 y = log,—1 x = log1 X si 0sovo simerné podra osi X.
a

o Logarltmus pri zéklade 10 nazyvame dekadlck}l/, oznacenie _y — |0g10X — |Og X.

] Logarltmus pri zéklade € nazyvame prirodzen}//, oznacenie y = |Oge = |n X.

[Prirodzeny logaritmus sa aj po anglicky znaéi In x. Casto (najma v pocitacovych programoch) sa pouziva log x.]
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06 Def Prl VI Prll

Logaritmicka funkcia — Priklad

Funkcia fa: = |0gaX, XE(O, OO), kde 36(0, OO), = # 1
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06 Def Prl VI Prll

Logaritmicka funkcia — Priklad

Funkcia fa: y = |0gaX, XE(O, OO), kde 36(0, OO), = # 1

o f3: (0;00) — R je bijektivna, i rydzo monoténna,
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06 Def Prl VI Prll

Logaritmicka funkcia — Priklad

Funkcia fa: = |0gaX, XE(O, OO), kde 36(0, OO), = # 1
o f3: (0;00) — R je bijektivna, i rydzo monoténna,

f2(1) =0, fa(a) = 1, je rastiica pe @ > 1% klesajlca pe a < 1.
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06 Def Prl VI Prll

Logaritmicka funkcia — Priklad

Funkcia . = |0gaX, XE(O, OO), kde 36(0, OO), = # 1

o f3: (0;00) — R je bijektivna, i rydzo monoténna,

f2(1) =0, fa(a) = 1, je rastiica pe @ > 1% klesajlca pe a < 1.

o Grafy funkeir fo1 y = log, x 2 f-1: y = log,—1 x = log1 x si 0sovo stimerné podra osi X,

a
t.j. fa(X) — |OgaX = |0g371 X = _fafl(X) pre X > 0 [y=—log,-ix. & x=(a 1) =a". & y=log,x]

1 \x; —log,-1 x]

y far

log, x
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06 Def Prl VI Prll

Logaritmicka funkcia — Vlastnosti

Zaklad @ € (O, OO), a 7é ]., premenné X,X1,X2 € (O, OO), gisla F € R, ne N. Potom plati:

X
o log, x1 + log, xo = log, (x1x2). o log,x1 — log,x = log, 3.
o log,x" =r-log, x.

o log, x = 28X s b€ (0;00), b# 1.

|0gb 3 Pre vse
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06 Def Prl VI Prll

Logaritmicka funkcia — Vlastnosti

Zaklad @ € (O, OO), a 7é ]., premenné X,X1,X2 € (O, OO), gisla F € R, ne N. Potom plati:

X
o log, x1 + log, xo = log, (x1x2). o log,x1 — log,x = log, 3.
1
o log,x" =r-log, x. Specine 10g, ¥/x = log, xn = * log,, x.
|
] |OgaX e Iggil;); pre vsetky bE(O, OO), b # ]. Speciélne |OgaX = I|:7>a<
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06 Def Prl VI Prll

Logaritmicka funkcia — Vlastnosti

Zaklad @ € (O, OO), a 7é ]., premenné X,X1,X2 € (O, OO), gisla F € R, ne N. Potom plati:

X
o log, x1 + log, xo = log, (x1x2). o log,x1 — log,x = log, 3.
1
o log,x" =r-log, x. Specine 10g, ¥/x = log, xn = * log,, x.

o log,x = logp, x & b€ (0;00), b # 1. Speciaine log, x = InX

|0gb3 pre vse Ina"

Funkcie 11 y = log, x, x€(0;00) 2 g y = 3%, xER, e a€(0;00), a # 1.

o funkce f1 y = 10g, X a g: ¥y = a* s navzajom inverzné. [Rovnaky zéklad a € (0; 00), a # 1]
o Grafy funkcii f a g si OSOVO Sljmerné podla priamky y = X.
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06 Def Prl VI Prll

Logaritmicka funkcia — Vlastnosti

Zaklad @ € (O, OO), a 7é ]., premenné X,X1,X2 € (O, OO), gisla F € R, ne N. Potom plati:

X
o log, x1 + log, xo = log, (x1x2). o log,x1 — log,x = log, 3.
1
o log,x" =r-log, x. Specine 10g, ¥/x = log, xn = * log,, x.

o log,x = logp, x & b€ (0;00), b # 1. Speciaine log, x = InX

|0gb3 pre vse Ina"

Funkcie 11 y = log, x, x€(0;00) 2 g y = 3%, xER, e a€(0;00), a # 1.

o funkce f1 y = 10g, X a g: ¥y = a* s navzajom inverzné. [Rovnaky zéklad a € (0; 00), a # 1]
o Grafy funkcii f a g si OSOVO Sljmerné podla priamky y = X.

o XER. = o x =f(g(x)) = f(a*) =log,a*, i x=log,a" s xER.
o x€(0;00). = o x = g(f(x)) = g(log, x) = %8> «; x = al°8* .. x > 0.
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06 Def Prl VI Prll

Logaritmicka funkcia — Vlastnosti

Zaklad @ € (O, OO), a 7é ]., premenné X,X1,X2 € (O, OO), gisla F € R, ne N. Potom plati:

X
o log, x1 + log, xo = log, (x1x2). o log,x1 — log,x = log, 3.
1
o log,x" =r-log, x. Specine 10g, ¥/x = log, xn = * log,, x.
|
] |OgaX e Iggil;); pre vsetky bE(O, OO), b # ]. Speciélne |OgaX = I|:7>a<

Funkcie 11 y = log, x, x€(0;00) 2 g y = 3%, xER, e a€(0;00), a # 1.

o funkce f1 y = 10g, X a g: ¥y = a* s navzajom inverzné. [Rovnaky zéklad a € (0; 00), a # 1]
o Grafy funkcii f a g si OSOVO Sljmerné podla priamky y = X.

o XER. = o x =f(g(x)) = f(a*) =log,a*, i x=log,a" s xER.
o x€(0;00). = o x = g(f(x)) = g(log, x) = %8> «; x = al°8* .. x > 0.

r _— alnx"
Specialne plati: @ X' — €

— el"ll"IX pre X > 0, I‘ER
0o ¥ =€ —exna  xcR ac(0;00), a# 1.

"] S(X)h(x) = e|nS(X)h(X) = eh(X).lnS(X) pre funkcie S,h, pricom S(X) > O, h(X)ER
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06 Def Prl VI Prll

Logaritmicka funkcia — Priklad

f:y=log,x, x€(0;00) . g1y =a", xER, picom zs12d AE (

@ Funkcie y — |Oga X a y — aX st navzajom inVeané, t. j. ich grafy sa OSOVO SL’]merné podla priamky _y = X.

aX .y
[u:v]
[a;1
N

y=x
a€(1;00) log, x
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06 Def Prl VI Prll

Logaritmicka funkcia — Priklad

f:y=log,x, x€(0;00) . g1y =a", xER, picom zs12d AE (

@ Funkcie y — |Oga X a y — aX st navzajom inVeané, t. j. ich grafy sa OSOVO SL’]merné podla priamky _y = X.
ax Y 4
Y 10
[uiv]
[a;1 %
1
i
NG
5)
1
2
17 5 10 2
2
y=x y=x
ae(1;00) log, x logg 5 x
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06 Def Prl VI Prll

Logaritmicka funkcia — Priklad

f:y=log,x, x€(0;00) . g1y =a", xER, picom zs12d AE (

@ Funkcie y — |Oga X a y — aX st navzajom inVeané, t. j. ich grafy sa OSOVO SL’]merné podla priamky _y = X.
ax Y 4 2%
v

v 10

(YRS

log, x

y=x y=x
a€(1;00) log, x log 5 x
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06 Def Prl VI Prll

Logaritmicka funkcia — Priklad

Funkcie 11y = log, x, x€(0;00) a g1 y = 3%, XER, pricom zakad a€ (0; 00), a # 1.

@ Funkcie y — |Oga X a y — aX st navzajom inVeané, t. j. ich grafy sa OSOVO SL’]merné podla priamky _y = X.

aX Y 4 ex [ ox
v
[u;v]
[a;1
1
1
TNGwal

log, x
Inx
N2 ¢ 5 10 X
y=x y=x
ae(1;00) log, x logg 5 x
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06 Def Prl VI Prll

Logaritmicka funkcia — Priklad

Funkcie 11y = log, x, x€(0;00) a g1 y = 3%, XER, pricom zakad a€ (0; 00), a # 1.

@ Funkcie y — |Oga X a y — aX st navzajom inVeané, t. j. ich grafy sa OSOVO SL’]merné podla priamky _y = X.
ax b4 4 ex [ ox
v

v 10

(YRS

y=x
a€(1;00) log, x
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06 Def Prl VI Prll

Logaritmicka funkcia — Priklad

Funkcie 11y = log, x, x€(0;00) a g1 y = 3%, XER, pricom zakad a€ (0; 00), a # 1.

@ Funkcie y — |Oga X a y — aX st navzajom inVeané, t. j. ich grafy sa OSOVO SL’]merné podla priamky _y = X.
ax b4 4 ex [ ox
v

[uiv]

(YRS

log, x

y=x
a€(1;00) log, x
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07 Def VII VIII SinCos SinCos| SinCosll SVz Vz TgCotg PVz

Goniometrické funkcie — Definicie

zakiadne goniometrické (trigonometrické) funkcie si

e sinus, e kosinus, e tangens . o kotangens.
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07 Def VII VIII SinCos SinCos| SinCosll SVz Vz TgCotg PVz

Goniometrické funkcie — Definicie

Zakladné EONIO

e sinus, e kosinus, e tangens . o kotangens.

L . 2 . . . - ” 2 S z
Definuji sa v rovine R pomocou jednotkovej kruznice k so stredom v pociatku 0 kartezidnskeho stiradnicového systému

@ Oznacéme body 0 = [O, 0], ..I = [1, O], K = [0, 1], kruznicu k (stred 0, polomer r = 1).
@ Bodu X € R priradme Orientovan),/ uhol JOA, kde bod A = [U, V] € k

@ Cislo X wyjadruje velkost uhla JOA v oblikovej MIENe v jednotkach radiany.

[Pre x > 0 je uhol orientovany kladne (proti smeru ot4ania hodinovych ruéiciek), pre x < 0 je uhol orientovany ziporne.]

y
K

>

L A
v

X
X 1

0 u J X
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07 Def VII VIII SinCos SinCos| SinCosll SVz Vz TgCotg PVz

Goniometrické funkcie — Definicie

Zakladné EONIO

e sinus, e kosinus, e tangens . o kotangens.

L . 2 . . . - ” 2 S z
Definuji sa v rovine R pomocou jednotkovej kruznice k so stredom v pociatku 0 kartezidnskeho stiradnicového systému

@ Oznacéme body 0 = [O, 0], ..I = [1, O], K = [0, 1], kruznicu k (stred 0, polomer r = 1).
@ Bodu X € R priradme Orientovan),/ uhol JOA, kde bod A = [U, V] € k

@ Cislo X wyjadruje velkost uhla JOA v oblikovej MIENe v jednotkach radiany.

[Pre x > 0 je uhol orientovany kladne (proti smeru ot4ania hodinovych ruéiciek), pre x < 0 je uhol orientovany ziporne.]

Pre vsetky x € R definujeme: o A = [cosx; ]. y
K

] sa nazyva kOSInus X. v

0
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07 Def VII VIIlI SinCos SinCos| SinCosll SVz Vz TgCotg PVz

Goniometrické funkcie — Definicie

e sinus, e kosinus, e tangens . o kotangens.

L . 2 . . . - ” 2 Yz z
Definuji sa v rovine R pomocou jednotkovej kruznice k so stredom v pociatku 0 kartezidnskeho stiradnicového systému

@ Oznacéme body 0 = [O, 0], ..I = [1, O], K = [0, 1], kruznicu k (stred 0, polomer r = 1).
@ Bodu X € R priradme Orientovan),/ uhol JOA, kde bod A = [U, V] € k

@ Cislo X wyjadruje velkost uhla JOA v oblikovej MIENe v jednotkach radiany.

[Pre x > 0 je uhol orientovany kladne (proti smeru ot4ania hodinovych ruéiciek), pre x < 0 je uhol orientovany ziporne.]

Pre vsetky x € R definujeme: o A = [cos x; sin x]. y
oV = ’AAX’ = SinX sa nazyva S|/nUS X. K

] sa nazyva kosl’n us X. v

0
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07 Def VII VIII SinCos SinCos| SinCosll SVz Vz TgCotg PVz

Goniometrické funkcie — Definicie

Zakladné EONIO

e sinus, e kosinus, e tangens . o kotangens.

L . 2 . . . - ” 2 S z
Definuji sa v rovine R pomocou jednotkovej kruznice k so stredom v pociatku 0 kartezidnskeho stiradnicového systému

@ Oznacéme body 0 = [O, 0], ..I = [1, O], K = [0, 1], kruznicu k (stred 0, polomer r = 1).
@ Bodu X € R priradme Orientovan),/ uhol JOA, kde bod A = [U, V] € k

@ Cislo X wyjadruje velkost uhla JOA v oblikovej MIENe v jednotkach radiany.

[Pre x > 0 je uhol orientovany kladne (proti smeru ot4ania hodinovych ruéiciek), pre x < 0 je uhol orientovany ziporne.]

Pre vsetky x € R definujeme: o A= [cosx;sinx]. o T = [1;tgx]. y T
oV = ’AAX’ = SinX sa nazyva S|/nUS X. K
] sa nazyva kosl’n us X. v
. tgx
sSin X
o tgx = 2% = | TJ| pre COSX#0 sanazva tangens x.
[Trojuholniky 0JT, 0A,A st podobné. = tgx = \gj;“ = =171
0 J X
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07 Def VII VIII SinCos SinCos| SinCosll SVz Vz TgCotg PVz

Goniometrické funkcie — Definicie

Zakladné EONIO

e sinus, e kosinus, e tangens . o kotangens.
Definuji sa v rovine R? pomocou jednotkovej kruznice k so stredom v podiatku O kartezianskeho stiradnicového systému
@ Oznacéme body 0 = [O, 0], ..I = [1, O], K = [0, 1], kruznicu k (stred 0, polomer r = 1).
@ Bodu X € R priradme Orientovan),/ uhol JOA, kde bod A = [U, V] € k

@ Cislo X wyjadruje velkost uhla JOA v oblikovej MIENe v jednotkach radiany.

[Pre x > 0 je uhol orientovany kladne (proti smeru ot4ania hodinovych ruéiciek), pre x < 0 je uhol orientovany ziporne.]

Pre vsetky x € R definujeme: o A= [cosx;sinx]. o T =[l;tgx]. @ K = [cotgx;1]. y T
oV = ’AAX’ :SinX sa nazyva S|/nUS X. K
] sa nazyva kosl’n us X. v
. tg x
sin
o tgx = 2% = | TJ| pre COSX#0 sanaziva tangens
[Trojuholniky 0JT, 0ALA sl podobné. = tgx = ‘Gﬁ:“ = LJ |TJ|.]
_ Cosx __
o cotgx = % = |CK]| pre Sin X #0 sanaziva kotangens x. — >

[Trojuholniky CKO, 0ALA si podobné. = cotgx = “0 A ‘gﬂ =|CK|]
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Goniometrické funkcie — Definicie

e sinus, e kosinus, e tangens . o kotangens.
Definuji sa v rovine R? pomocou jednotkovej kruznice k so stredom v podiatku O kartezianskeho stiradnicového systému
@ Oznacéme body 0 = [O, 0], ..I = [1, O], K = [0, 1], kruznicu k (stred 0, polomer r = 1).
@ Bodu X € R priradme Orientovan),/ uhol JOA, kde bod A = [U, V] € k

@ Cislo X wyjadruje velkost uhla JOA v oblikovej MIENe v jednotkach radiany.

[Pre x > 0 je uhol orientovany kladne (proti smeru ot4ania hodinovych ruéiciek), pre x < 0 je uhol orientovany ziporne.]

Pre vsetky x € R definujeme: o A= [cosx;sinx]. o T =[l;tgx]. @ K = [cotgx;1]. y T
oV = ’AAX’ :SinX sa nazyva S|/nUS X. K
] sa nazyva kosl’n us X. v
. tg x
sin
o tgx = 2% = | TJ| pre COSX#0 sanaziva tangens
[Trojuholniky 0JT, 0ALA sl podobné. = tgx = ‘Gﬁ:“ = LJ |TJ|.]
_ Cosx __
o cotgx = % = |CK]| pre Sin X #0 sanaziva kotangens x. —1 >

[Trojuholniky CKO, 0ALA si podobné. = cotgx = “0 A ‘gﬂ =|CK|]

beerb@frcatel.fri.uniza.sk https:/ /frcatel.fri.uniza.sk /users/beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
https://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

07 Def VIl VIII SinCos SinCosl SinCosll SVz Vz TgCotg PVz

Goniometrické funkcie — Vlastnosti

vyznam funk

] ObVOd kruznice k (stred 0, polomer r = 1) je 27T [Ludolfovo ¢&islo 7 = 3,141 592 653 590 je iracionalne.]
y
1
=1 0 i *
=l
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Goniometrické funkcie — Vlastnosti

sinx = |AAx

] ObVOd kruznice k (stred 0, polomer r = 1) je 27T [Ludolfovo ¢&islo 7 = 3,141 592 653 590 je iracionalne.]

(] Vel'kOSt' oblika od J po J je 271- (v kladnom zmysle), resp. *277- (v zdpornom zmysle).

[Velkost oblika od J po J je aj =2n7, n€ N pri viacnasobnom (n-nasobnom) otoceni oblika okolo kruznice k.]

y
1
J
=1 0 iy ~
=1
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Goniometrické funkcie — Vlastnosti

vyznam funk

] ObVOd kruznice k (stred 0, polomer r = 1) je 27T [Ludolfovo ¢&islo 7 = 3,141 592 653 590 je iracionalne.]

(] Vel'kOSt' oblika od J po J je 271- (v kladnom zmysle), resp. *277- (v zdpornom zmysle).

[Velkost oblika od J po J je aj =2n7, n€ N pri viacnasobnom (n-nasobnom) otoceni oblika okolo kruznice k.]

] Vel‘kosf_ obliika od J po K je % (v kladnom zmysle), resp. g - 27T — —377‘- (v zdpornom zmysle).

X<

beerb@frcatel.fri.uniza.sk https:/ /frcatel.fri.uniza.sk /users/beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
https://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

07 Def VIl VIII SinCos SinCosl SinCosll SVz Vz TgCotg PVz

Goniometrické funkcie — Vlastnosti

] ObVOd kruznice k (stred 0, polomer r = 1) je 27T [Ludolfovo ¢&islo 7 = 3,141 592 653 590 je iracionalne.]
q '
(] VelkOSt oblika od J po J je 271- (v kladnom zmysle), resp. *277- (v zdpornom zmysle).
[Velkost oblika od J po J je aj =2n7, n€ N pri viacnasobnom (n-nasobnom) otoceni oblika okolo kruznice k.]
y s s 3
] Ve|k05t' obliika od J po K je ) (v kladnom zmysle), resp. 2 27T — — (v zdpornom zmysle).
A=| ;sinx], T = [1;tgx], C = [cotg x; 1]
y T y
K_ cotg x C C cotg x K
1 X
tg x
sin x sin x
£ J &
=1 0 i * =1 i *
tg x
=l -1 ‘A -1
x€(0; %) x€(5:m) T xe(m i)
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Goniometrické funkcie — Vlastnosti

y vyznam funk

] ObVOd kruznice k (stred 0, polomer r = 1) je 27T [Ludolfovo ¢&islo 7 = 3,141 592 653 590 je iracionalne.]

(] Vel'kOSt' oblika od J po J je 271- (v kladnom zmysle), resp. *277- (v zdpornom zmysle).

[Velkost oblika od J po J je aj =2n7, n€ N pri viacnasobnom (n-nasobnom) otoceni oblika okolo kruznice k.]

y s s 3
] Ve|k03t' obliika od J po K je ) (v kladnom zmysle), resp. 2 27T — — (v zdpornom zmysle).
B2
@ A=] isinx], T = [1;tgx], C = [cotg x; 1] @ Pre vietky X € R plati SIN“ X -+ =1.
[Pre A # [£1;0], A # [0; £=1] tvoria sin x, cos x odvesny pravouhlého trojuholnika s preponou [0A| = 1.]
y T y y T
K_ cotg x C C cotg x K cotg x C C cotg x
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Goniometrické funkcie — Vlastnosti

Def VII

VI

SinCos SinCos|

SinCosll SVz Vz TgCotg PVz

] ObVOd kruznice k (stred 0, polomer r = 1) je 27T

[Ludolfovo ¢&islo 7 = 3,141 592 653 590 je iracionalne.]

(] Vel'kOSt' oblika od J po J je 271- (v kladnom zmysle), resp. *277- (v zdpornom zmysle).

[Velkost oblika od J po J je aj =2n7, n€ N pri viacnasobnom (n-nasobnom) otoceni oblika okolo kruznice k.]

] Vel‘kosf_ obliika od J po K je % (v kladnom zmysle), resp. g - 27T — —377‘- (v zdpornom zmysle).

@ A=|

;sinx], T = [1;tgx], C = [cotg x; 1]

[Pre A # [

1;0], A # [0;

® Previetky X € R plart SN X +

="

+1] tvoria sin x, cos x odvesny pravouhlého trojuholnika s preponou |0A| = 1.]

@ Goniometrické funkcie maji v bodoch X a X:I:2n7T pre vietky X € R pre rovnaké hodnoty.

y y y y
K_ cotg x C T C cotg x K cotg x C T C cotg x K
1 1| x
tg x tg x
g sin x J sin x N J J
=1 0 i * =1 X 1}/
tg x
-1 -1 w1
x€(0; %) x€(5:m) T xe(mi
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Goniometrické funkcie — Vlastnosti

[¢]
@ Na meranie UthV (v rovine) sa niekedy pouzivaji aj Stupne, oznacenie . 1
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Goniometrické funkcie — Vlastnosti

[¢]
@ Na meranie UthV (v rovine) sa niekedy pouzivaji aj Stupne, oznacenie . 2

) 10 sa deli na 60 minljt, i f ].O = 60/ (] 1/ sa deli na 60 Sekljnd, & Jk 1, = 60//.
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Goniometrické funkcie — Vlastnosti

@ Na meranie UthV (v rovine) sa niekedy pouzivaji aj stu pne, oznacenie O. 3
) 10 sa deli na 60 minljt, i f ].O = 60/ (] 1/ sa deli na 60 Sekljnd, & Jk 1, = 60//.

[e]
] X — 1800 = % [Prevod ° rad} e X — 180 X = % 5 [Prevo(l rad *}a}

%~ 120°, =3 ~—90° —%~—60° 0~0° §~30° % ~45° 5~60° %‘~120“ m~180° 2w ~360° 37~ 540° |
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Goniometrické funkcie — Vlastnosti

@ Na meranie UhIOV (v rovine) sa niekedy pouzivaju aj stu pne, oznacenie O. 4
) 10 sa deli na 60 minljt, i f 10 = 60/ (] 1/ sa deli na 60 Sekljnd, & Jk 1, = 60//.

180 180x©
] X — 1800 = % [Prevod ° rad} e X — X = TX 5 [Prevo(l rad —° }

20 120°, ~F~—90% — T ~—60° 0~0° T ~30° 5~45‘ T~60°, 2 ~120°, 7~ 180°, 21 ~360°, 37 ~540°, ... ]

Argumenty goniometrickych funkeiisi vzay v radianoch anie v stupnoch °.

y
sinx= 0
= +6,283185
tgx= 0
cotg x neexistuje

y =sinx: R — (-1;1)

IV.a I. kvadrant
x = 2w + 2kw, ke Z

y =tgx: Rf{g+k7r,k€Z} - R

y =cotgx: R—{km, keZ} - R

Qe
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Goniometrické funkcie — Sinus, kosinus

o D(f) = R.
o H(f) = (—1;1).

"] Graf nazyvame anusoida.

[NIE]

A —F _MO 2 7\/
=1

y
1
N - Mnx * s
2mX
v

Funkcia f: _y = COS X.
o D(f) = R.
o H(f) = (—1;1).

o Graf nazpvame kosinusoida.

[Funkcia kosinus.]
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Def VII VIII SinCos SinCos| SinCosll SVz Vz TgCotg PVz

Goniometrické funkcie — Sinus, kosinus

D(f) = R.
H(f) = (—1;1).

"] Graf nazyvame anusoida.

f je neparna.

[NIE]

A —F _MO 2 7\/
=1

y
1
TN Mnx 4
2mX
v

Funkcia f: _y = COS X.

[Funkcia kosinus.]
D(f) = R.
H(f) = (-1;1).

o Graf nazpvame kosinusoida.

©

f i parna.
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Goniometrické funkcie — Sinus, kosinus

[Funkcia kosinus.]

o H(f) = (~1:1). o H(f) = (~1:1).
o Graf nazvame sinusoida. o Graf nazpvame kosinusoida.
o f j. neparna. o f j parna.
] f je pel’iodické, primitivna periéda je p = 27T o f je periOdiCké, primitivna periéda je p — 27T

y y

1 1
_z sinx 3 — _n 'st 37‘
‘ D - 7 b

/27r ,%ﬂ —7 0 z Uﬂ'x —27 _3m 0 %\/ 2w X

-1 21 =1 2r

y
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Goniometrické funkcie — Sinus, kosinus

o D(f)=R. o D(f)=R.
o H(f)=(-1;1). o H(f)=(-1;1).
o Graf nazvame sinusoida. o Graf nazpvame kosinusoida.
o f j. neparna. o f j parna.
] f je pel’iodické, primitivna periéda je p = 27T o f je periOdiCké, primitivna periéda je p — 27T
o f rastie na <—§ + 2km; 5 + 2kTy, o f rastie na (m + 2k; 27w + 2kTr),
keZ. keZ.
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Goniometrické funkcie — Sinus, kosinus

o D(f)=R. o D(f)=R.

o H(f)=(-1;1). o H(f)=(-1;1).

o Graf nazvame sinusoida. o Graf nazpvame kosinusoida.

o f j. neparna. o f j parna.

] f je pel’iodické, primitivna periéda je p = 27T o f je periOdiCké, primitivna periéda je p — 27T
o f rastie na <—§ + 2km; 5 + 2kTy, o f rastie na (m + 2k; 27w + 2kTr),

klesé na (Z + 2km; 3% + 2kr), ke Z. klesd na (0 + 2km; m + 2km), ke Z.
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Goniometrické funkcie — Sinus, kosinus

o D(f)=R. o D(f)=R.
o H(f)=(-1;1). o H(f)=(-1;1).
o Graf nazvame sinusoida. o Graf nazpvame kosinusoida.
o f j. neparna. o f j parna.
] f je pel’iodické, primitivna periéda je p = 27T o f je periOdiCké, primitivna periéda je p — 27T
o f rastie na <—§ + 2km; 5 + 2kTy, o f rastie na (m + 2k; 27w + 2kTr),
klesé na (Z + 2km; 3% + 2kr), ke Z. klesd na (0 + 2km; m + 2km), ke Z.
o Korene <« 0 + k7, ke Z. ° Korenesag—i—kﬂ,keZ.
y
1

/\ -5 N 4 ’\ = /W” 7r 37”/°\
/27r _3r -7 0 =z 7\/77)( -2 ,}\/ 1\‘/ 2 X
D] 2 2

-1 21 =1 2r
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Goniometrické funkcie — Sinus a kosinus (dodlezité hodnoty)

Pre vietky X € R plati [Délezité hodnoty funkcii sinus a kosinus v |. kvadrante.]
y
1+ .
sin X
X
0 0 ™ COS X
2
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Goniometrické funkcie — Sinus a kosinus (dodlezité hodnoty)

Pre vietky X € R plati [Délezité hodnoty funkcii sinus a kosinus v |. kvadrante.]
. x y
e sin0 = 0. e cos5 =0. 1
sin x
X
0 0 ™ COS X
2
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Goniometrické funkcie — Sinus a kosinus (dodlezité hodnoty)

Pre véetky X € R plati: [Délezité hodnoty funkcii sinus a kosinus v I. kvadrante.]
. x y
e sin0 = 0. e cos5 =0. o
1 1 sin x
T | T _ 1
°S|n€—2. °C053—2.
1 +
2
X
0 0 T T ™ COS X
6 3 2
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Goniometrické funkcie — Sinus a kosinus (dodlezité hodnoty)

Pre véetky X € R plati: [Délezité hodnoty funkcii sinus a kosinus v I. kvadrante.]
. x y
e sin0 = 0. ecosy =0 1
1 1 sin x
s T __ 1
°S|n€—§ OCOS§—2 @0
T V2 T _ V2
OSIn4—2 OCOS4—2
X
0 + L
0 % g COos X
1 _V2V2 _ V2
27 V2 T2
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Goniometrické funkcie — Sinus a kosinus (dodlezité hodnoty)

Pre véetky X € R plati: [Délezité hodnoty funkcii sinus a kosinus v I. kvadrante.]
. x y
e sin0 = 0. e cos5 =0. o
1 1 V3l sin x
int — = r _ 1 2
°S|n6—2. °C053—2.
inT — ¥2 T _ V2
°S|n4—2. OCOS4—2.
T V3 T _ V3
OS|n3—2. 0C0$6—2. X
0 0 T T ™ COS X
6 3 2
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Goniometrické funkcie — Sinus a kosinus (dodlezité hodnoty)

Pre vietky X € R plati [Délezité hodnoty funkcii sinus a kosinus v |. kvadrante.]
e sin0=0 e coss =0 g
- 2 1- :
1 1 sin X
in T — 1 T _ 2
°S|n€—2. OCOS3—2.
inT — ¥2 T _ V2
@ SIn 4= o - @ COS 4= o -
T V3 T _ V3
@ SIn 3= 5 - @ COS 6 — 2 - . X
. ~
osinf =1. e cos0=1. 0 7
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Goniometrické funkcie — Sinus a kosinus (dodlezité hodnoty)

Pre véetky X € R plati: [Délezité hodnoty funkcii sinus a kosinus v I. kvadrante.]
. x y
e sin0 = 0. e cos5 =0. |
1 1 /3 sin x
T | T _ 1 %
°S|n6—2. °C053—2. %
inT — ¥2 T _ V2 1
@ SIn 4= o - @ COS 4= o - 2
T V3 T _ V3
@ SIn 3= 5 - @ COS 6 — 2 - X
o sing = i3 7 X
V3=V22-1 V3=
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Goniometrické funkcie — Sinus a kosinus (dodlezité hodnoty)

nus a kosinus.]

Pre vietky X € R plati

[Funkcia sinus je neparna, t. j. sinx = —sin(—x) asinxe(—1;1).]

[Funkcia kosinus je parna, t. j. cosx = cos(—x) a cosx € (—1;1).]

COs x

sin x

w
3
|

[NE)
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Pre vietky X € R plati

Goniometrické funkcie — Sinus a kosinus (dodlezité hodnoty)

[Délezité hodnoty funkcii sinus a kosinus.]
[Funkcia sinus je neparna, t. j. sinx = —sin(—x) asinxe(—1;1).] [Funkcia kosinus je parna, t. j. cosx = cos(—x) a cosx € (—1;1).]
0 — T I | T _ /2 s /3 T
e sin0 = 0. o sing = 3. esiny =%. esing=%. esiny=1L1
e cos0=1. ocos%:§ ocos%ZT2 ocos%:% e cos 5 =0.

COs X
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Goniometrické funkcie — Sinus a kosinus (dodlezité hodnoty)

Pre vietky X € R plati

[Délezité hodnoty funkcii sinus a kosinus.]
[Funkcia sinus je neparna, t. j. sinx = —sin(—x) asinxe(—1;1).]

[Funkcia kosinus je parna, t. j. cosx = cos(—x) a cosx € (—1;1).]
e sin0 = 0.

osinZ =1

1 T _ /2 s /3 T
6 5 e sin 7 = 5= o siny = 5. oS|n2—1.
_ T _ V3 T _ V2 1 T
@ cos0=1. ® COSg = 5 ° COS7 =5 ° COS3 = 5. ocosz—O.
o sin(x +m) =sin(x —7m) = —sinx
T y T T
e sin (x—m) 1 sin (x+) COS X
/
0 g X+ TW X
~ sin x
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Goniometrické funkcie — Sinus a kosinus (dodlezité hodnoty)

Pre vietky X € R plati

[Délezité hodnoty funkcii sinus a kosinus.]
[Funkcia sinus je neparna, t. j. sinx = —sin(—x) asinxe(—1;1).] [Funkcia kosinus je parna, t. j. cosx = cos(—x) a cosx € (—1;1).]
0 — T I | o V2 s /3 T
e sin0 = 0. o sing = 3. esiny =%. esing=%. esiny=1L1
— ™ 3 T _ V2 1 T
e cos0=1. ® COS ¢ 5. @ C0S7 =% eCOS3 =3. e cos5 =0.
e cos(x + m) = cos (x — ) = — cos x.
T y T T
., /v\

ﬁTx

cos (x+)
AP NN /|

AN ‘ ‘ /

A377f = 5N\ X—T 0 2 £ X+m X

v
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Pre vietky X € R plati

Def VII VIII SinCos SinCos| SinCosll SVz Vz TgCotg PVz

Goniometrické funkcie — Sinus a kosinus (dodlezité hodnoty)

[Délezité hodnoty funkcii sinus a kosinus.]
[Funkcia sinus je neparna, t. j. sinx = —sin(—x) asinxe(—1;1).] [Funkcia kosinus je parna, t. j. cosx = cos(—x) a cosx € (—1;1).]
0 — T I | o V2 s /3 T
e sin0 = 0. °sing =3 esiny =%. esing=%. esiny=1L1
- T _ V3 T _ V2 T _ 1 T
e cos0 =1. @ COSE =75. @COSy=%. 0COS7 =3 e cos5 =0.
o sin(x +m) =sin(x —7m) = —sinx. e cos(x + m) = cos (x — ) = — cos x.
. TN
e sin(x 4 %) = cosx.
Y| cos0 sin 3
sin x 1 cos x
E05EY sin (x+73)
,37“ % 0 X
-1
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Goniometrické funkcie — Sinus a kosinus (dodlezité hodnoty)

Pre vietky X € R plati

[Délezité hodnoty funkcii sinus a kosinus.]
[Funkcia sinus je neparna, t. j. sinx = —sin(—x) asinxe(—1;1).] [Funkcia kosinus je parna, t. j. cosx = cos(—x) a cosx € (—1;1).]
0 — T I | o V2 T _ V3 T
e sin0 = 0. o sing = 3. @ sin 7 5. esing =% o siny =1
— T _ V3 T _ V2 T _ 1 T _
e cos0=1. @ COSE =75. @COSy=%. 0COS7 =3 e cos5 =0.
o sin(x +m) =sin(x —7m) = —sinx. e cos(x + m) = cos (x — ) = — cos x.
e cos(x — 5) =sinx.
Y| cos0 sin 3
sin x 1 ) cos x
cos(x—7%) sin x
i - 3 0 x-Z
-1
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Goniometrické funkcie — Sinus a kosinus (dodlezité hodnoty)

Pre vietky X € R plati

[Délezité hodnoty funkcii sinus a kosinus.]
[Funkcia sinus je neparna, t. j. sinx = —sin(—x) asinxe(—1;1).] [Funkcia kosinus je parna, t. j. cosx = cos(—x) a cosx € (—1;1).]
0 — T I | o V2 s /3 T
e sin0 =0. o sing = 3. e sinz = %= o sing =% o siny =1
— T _ V3 T _ V2 T _ 1 T _
@ cos0=1. @ COSE =75. @COSy=%. eCOS7 =3 ocosz—O.
o sin(x +m) =sin(x —7m) = —sinx. e cos(x + m) = cos (x — ) = — cos x.
- 7T . 7'( — -
e sin(x 4 %) = cosx. e cos(x — 5) =sinx.
H s —_
e sin(x — %) = —cosx.
y
sin x 1 sin(x—1) cos x
e g 0
—1.
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Goniometrické funkcie — Sinus a kosinus (dodlezité hodnoty)

Pre vietky X € R plati

[Délezité hodnoty funkcii sinus a kosinus.]
[Funkcia sinus je neparna, t. j. sinx = —sin(—x) asinxe(—1;1).] [Funkcia kosinus je parna, t. j. cosx = cos(—x) a cosx € (—1;1).]
0 — T I | o V2 s /3 T
e sin0 =0. o sing = 3. e sinz = %= o sing =% o siny =1
_ T _ V3 T _ V2 1 T
e cos0=1. @ COSE =75. @COSy=%. 0COS7 =3 ocosz—O.
o sin(x +m) =sin(x —7m) = —sinx. e cos(x + m) = cos (x — ) = — cos x.
- 7T . 7'( — -
e sin(x 4 %) = cosx. e cos(x — 5) =sinx.
_— .
e cos(x+ 5) = —sinx.
y
sin x 1 cos x
cos (x+75)
AN /
7 d 0«3 3 : o
— sin x
-1
v
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Goniometrické funkcie — Sinus a kosinus (dodlezité hodnoty)

Pre vietky X € R plati

hodnoty funkcii sinusa kosinus.’]

[Funkcia sinus je neparna, t. j. sinx = —sin(—x) asinxe(—1;1).] [Funkcia kosinus je parna, t. j. cosx = cos(—x) a cosx € (—1;1).]
0 — T I | o V2 s /3 T
e sin0 =0. o sing = 3. e sinz = %= o sing =% o siny =1
— T _ V3 T V2 T _ 1 T _
@ cos0=1. @ COSp =5. ecCosy = ° COS3 = 5. ocosz—O.
o sin(x +m) =sin(x —7m) = —sinx. e cos(x + m) = cos (x — ) = — cos x.
- 7T . 7'( — -
e sin(x 4 %) = cosx. e cos(x — 5) =sinx.
. —— — .
e sin(x — %) = —cosx. e cos(x+ 5) = —sinx.

ox
o
Wl
g
olf!

ol
ENE
wix
N
5
o
g
wfF
@
3
wlf
~
5
—
o
]
Y
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Goniometrické funkcie — Suctové vzorce

Pre vietky X, Y e R platf [Zakladné stétové vzorce.]
o sin(x+y)=sinx-cosy+cosx-siny,

o sin(x —y)=sinx-cosy —cosx -siny,
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Goniometrické funkcie — Suctové vzorce

Pre vSetky X,y e R platf

[Z4kladné stictové vzorce.]
o sin(x+y)=sinx-cosy+cosx-siny,
o sin(x —y)=sinx-cosy —cosx -siny,
@ cos(x +y)=cosx-cosy —sinx-siny,

@ cos(x —y)=cosx-cosy+sinx-siny,
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Goniometrické funkcie — Suctové vzorce

Pre vSetky X,y e R platf

[Zakladné stétové vzorce.]

o sin(x+y)=sinx-cosy+cosx-siny,  secisne Sin (x +

7)= cosx.

@ sin(x —y) =sinx-cosy —cosx-siny,  spedsne Sin (X — 5) = — oS X.

@ Cos(x+y) =cosx-cosy —sinx-siny,  secsne COS(X 4 5) = —sinx.
@ Cos(x —y) =cosx-cosy +sinx-siny,  secsne COS(X — 5) = sinx. |
[Z kazdého z tychto vzorcov mézeme odvodit vietky ostatné stictové \/zorcc.])
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Goniometrické funkcie — Suctové vzorce

Pre vietky X, Y e R platf [Zakladné stétové vzorce.]

o sin(x+y)=sinx-cosy+cosx-siny,  secisne Sin (x +

7)= cosx.
@ sin(x —y) =sinx-cosy —cosx-siny,  spedsne Sin (X — 5) = — oS X.
@ Cos(x+y) =cosx-cosy —sinx-siny,  secsne COS(X 4 5) = —sinx.
@ Cos(x —y) =cosx-cosy +sinx-siny,  secsne COS(X — 5) = sinx.

[Z kazdého z tychto vzorcov mézeme odvodit vietky ostatné sii¢tové vzorce.]
v

Pre vietky X € R plati:

[Vzorce pre dvojnasobné uhly.]
@ sin2x = 2sin x - COS X, tpecizine SIN X = 2sin g - Cos %

@ Cos2x = cos? x — sin? x, $pecidine COS X = COS2 % — sin? %
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Goniometrické funkcie — Suctové vzorce

Pre vSetky X,y e R platf

[Zakladné stétové vzorce.]

o sin(x+y)=sinx-cosy+cosx-siny,  secisne Sin (x +

7)= cosx.
@ sin(x —y) =sinx-cosy —cosx-siny,  spedsne Sin (X — 5) = — oS X.
@ Cos(x+y) =cosx-cosy —sinx-siny,  secsne COS(X 4 5) = —sinx.
@ Cos(x —y) =cosx-cosy +sinx-siny,  secsne COS(X — 5) = sinx.

[Z kazdého z tychto vzorcov mézeme odvodit vietky ostatné sii¢tové vzorce.]
v

Pre vietky X € R plati:

[Vzorce pre dvojnasobné uhly.]
@ sin2x = 2sin x - COS X, tpecizine SIN X = 2sin g - Cos %

@ Cos2x = cos? x — sin? x, $pecidine COS X = COS2 % — sin? %

Pre vietky X € R plati:

[Vzorce pre poloviéné uhly.]

] Sln2X — 71_(:;52)(, Specialne S|n2§ = 71_COSX.
] C052X — 71—"_635 2X, Specialne C052 % — 71—"_(:205)(.
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Goniometrické funkcie — Suctové vzorce

Pre vietky X, Y & R plati

o sinx +siny = 2sin X2 . cos 23, o cosx +cosy = 2cos*F¥ - cos XY,
oS|nx—smy—2cosXJ2”’ sin 5. ocosx—cosy:—2sin%-sin%.
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Goniometrické funkcie — Suctové vzorce

Pre vSetky X,y e R platf

o sinx +siny = 2sin X2 . cos 23, o cosx +cosy = 2cos*F¥ - cos XY,
o sinx —siny = 2cos *¥ - sin X5, o Cosx — cosy = —2sin *EX . sin XX
v
o Sinx-cosy = s'”(Xﬂ’);s'”(X_y). @ COSX-Cosy = =2 (X+y)J2rC°S (x=y)
e cosx-siny = S'"(Xﬂ’)gs'"(x_y). o sinx-siny = _COS(X+y)2+C°S (x=y),

A
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Goniometrické funkcie — Suctové vzorce

Pre vSetky X,y e R platf

xty x—y — xty x—y
e sinx + siny = 2sin =5 - cos 5. @ COSX +COsy = 2c0s-5~ - COS 5",

Xty Xty y

e sinx —siny = 2cos *5¥ - sin %X, @ COSX — Cosy = —2sin =5~ - sin =

Pre vietky X y € R plati

X
|
|
x
|
\

o sinx-cosy = sin (x+y)—£—sm (X—y). o COSX - COSy = cos (x—i—y)—;cos (X—y).
sin (x+y)—sin (x—y) . . — cos (x+y)+cos (x—y)

@ COSX -Siny . @ sinx-siny =

o sin (x + y) - sin (x — y) = sin? x — sin? y = cos? y — cos? x.

o cos (x +y) - cos(x — y) = cos?® x — sin? y = cos? y — sin? x.

A\
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Goniometrické funkcie — Tangens, kotangens

Funkcia f: Vi tg X. [Funkcia tangens.] Funkcia f: y = Cotg X. [Funkcia kotangens.]
o D(f) =R —{Z +kmkeZ}. o D(f) = R— {0+ km,keZ}.
o H(f) =R. o Graf nazpvame tangenta. | o H(f) = R. o Graf nazyvame kotangenta.

=N W<

[SIE]

tg x Y | |cotg x
3
2
W 1 r w
/ F |\ ; ¥
/277 _3m 7 0 T 27X
2 -1

Eus —2m —m
=1
) =2
-3 -3

(SIE]
o
ol
B
N
N

5
X
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Goniometrické funkcie — Tangens, kotangens

Funkcia f: Vi tg X. [Funkcia tangens.] Funkcia f: y = Cotg X. [Funkcia kotangens.]
o D(f) =R —{Z +kmkeZ}. o D(f) = R— {0+ km,keZ}.
o H(f) =R. o Graf nazpvame tangenta. | o H(f) = R. o Graf nazyvame kotangenta.
o f j. neparna. o f j neparna.
Y| tgx Y | |cotg x
3 3
2 2
1 3r 1 ™ 3r
/ 2 2 2 Z
fom g o5 S0 2 Srm o —2r — 0 7r 2%
2 —1 2 —1
=2 =2
-3 -3
v v
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Goniometrické funkcie — Tangens, kotangens

Funkcia f: Vi tg X. [Funkcia tangens.] Funkcia f: y = Cotg X. [Funkcia kotangens.]
— ™ —
o D(f) =R —{Z +kmkeZ}. o D(f) = R— {0+ km,keZ}.
o H(f) =R. o Graf nazpvame tangenta. | o H(f) = R. o Graf nazyvame kotangenta.
o f j. neparna. o f j neparna.
] f je periodické, primitivna periéda p = T. o f je periOdiCké, primitivna periéda p = T.
Y| tgx Y | |cotg x
3 3
2 2
1 3r 1 3r
2 \ 2 2
fo xS0 5w o —or — 2%
2 2 i 7 2
=2
_ -3
v v
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Goniometrické funkcie — Tangens, kotangens

Funkcia f: Vi tg X. [Funkcia tangens.] Funkcia f: y = Cotg X. [Funkcia kotangens.]
o D(f) =R —{Z +kmkeZ}. D(f) = R— {0+ kr ke Z}.
o H(f) =R. o Graf nazjame tangenta. H(f) = R. o Graf nazpame kotangenta.

f i neparna. f je neparna.

(]

f je periOdiCké, primitivna periéda p = T.

f klesé na (04 km; m + k7)), ke Z.

f je periodické, primitivna periéda p = T.

f rastie o (—75 + km; 5 + km), ke Z.

©
©

Y| tgx Y | |cotg x
3 3
2 2
1 3r _x 1 s 3n
2 2 2 2
for _m Zr 1z 0.3 /7 g S —2r — 0 i 2%
=2 =2
-3 -3
v v
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Goniometrické funkcie — Tangens, kotangens

Funkcia f: Vi tg X. [Funkcia tangens.] Funkcia f: y = Cotg X. [Funkcia kotangens.]

o D(f) = R—{% + kmkeZ}. o D(f)=R— {0+ kmkeZ}.
o H(f) =R. o Graf nazpvame tangenta. | o H(f) = R. o Graf nazyvame kotangenta.
o f j. neparna. o f j neparna.

] f je periodické, primitivna periéda p = T. f je periOdiCké, primitivna periéda p = T.
o f rastie na(—75 + km; 5 + km), ke Z. f klesé na (04 km; m + k7)), ke Z.

o Korene <« 0+ km, ke Z. ° Korenesu’%—kkw,kEZ.

Y| tgx Y | |cotg x
3
2
1 / 3r 3r
& _ 3m
/[277 _B8x fm 3 -2 —m 0 s 2w X
2 1 -1
-2 -2
-3 -3
y

(]

(]

= N W

I3
NI
€

ol
o
ol
B
N
N
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o7 Def VII VIII SinCos SinCos| SinCosll SVz Vz TgCotg PVz

Goniometrické funkcie — Tangens, kotangens

Funkcia f: Vi tg X. [Funkcia tangens.] Funkcia f: y = Cotg X. [Funkcia kotangens.]

° D(f):R—{%—&—kw,keZ}. ° D(f):R—{0+k7r,k€Z}.
o H(f) =R. o Graf nazpvame tangenta. | o H(f) = R. o Graf nazyvame kotangenta.
o f j. neparna. o f j neparna.
] f je periodické, primitivna periéda p = T. o f je periOdiCké, primitivna periéda p = T.
o f rastie na(—75 + km; 5 + km), ke Z. o f klesd na (0 + km; ™+ km), ke Z.
o Korene <« 0+ km, ke Z. ° Korenesu’%—kkw,kEZ.
Y| tgx Y | |cotg x
3 3
2 3
1 E _ 3
/ 2
/[27r & fr 2 04 1 r m fonX 27X
-2
-3
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07 Def VII VIIlI SinCos SinCos| SinCosll SVz Vz TgCotg PVz

Goniometrické funkcie — Prevodové vzorce

Pre vietky X,y & R (pokial st prislusné vyrazy definované) platf: [St&tové vzorce pre tangens a kotangens.]
_ tgx+tgy __ cotg x-cotg y—1
°tg (X + y) T l-tgxtgy” ° cotg (X + )/) " cotgytcotgx -
_y) — texztgy _ ) — Cotgx-cotgy+1
o tg(x —¥) = Tiigxtay- o cotg (X —y) = "Gty —cotgx -
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07 Def VII VIIlI SinCos SinCos| SinCosll SVz Vz TgCotg PVz

Goniometrické funkcie — Prevodové vzorce

Pre vietky X,y & R (pokial st prislusné vyrazy definované) platf: [St&tové vzorce pre tangens a kotangens.]
_ tgx+tgy __ cotg x-cotg y—1
°tg (X + y) T l-tgxtgy” ° cotg (X + )/) " cotgytcotgx -
_y) — texztgy _ ) — Cotgx-cotgy+1
o tg(x —¥) = Tiigxtay- o cotg (X —y) = "Gty —cotgx -

2tgx D _
1-tg2x ~ cotgx—tgx" e cotg 2X =

cotg?x—1 __ cotgx—tgx
2cotgx 2 :

o tg2x =
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07

Def VII VIIlI SinCos SinCos| SinCosll SVz
Goniometrické funkcie — Prevodové vzorce

Vz TgCotg PVz

Pre vietky X,y e R (pokial st prislusné vyrazy definov.

o tg(x +y) = [EEtEY

[Stétové vzorce pre tangens a kotangens.]
__ cotg x-cotg y—1
l1-tgxtgy" ° cotg (X + y) " cotgy-+tcotgx -
_ _ _tex—tgy . __ cotg x-cotg y+1
o tg (X y) T l+tgxtgy” - ey (X y) ~ cotgy—cotgx °
_ 2tgx 2 _ cotg’?x—1 _ cotgx—tgx
°1tg 2x = 1-tgZx ~ cotgx—tgx" o cotg 2x = 2cotgx 2 :
y
Pre vietky X € R, X # kg, k € Z platf Pre vetky X € (O, g) platf:
o tgx-cotgx = 5 - oo = L. o 0 <sinx < x < tgx. )
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07

Def VII VIIlI SinCos SinCos| SinCosll SVz
Goniometrické funkcie — Prevodové vzorce

Vz TgCotg PVz

Pre vietky X,y e R (pokial st prislusné vyrazy definované) plati:

o tg(x +y) = [EEtEY

[Stétové vzorce pre tangens a kotangens.]
1-tgxtgy"” O COtg (X + y) = cgéfgx)'/c—:f:ié;l .
o tg(x—y) = FESEL o cotg (x —y) = FESEELT
o tg2x = 2B — 2o o cotg2x — PExI _ stextex,
V.
Pre vietky X € R, X 75 kg, ke Z piai Pre vietky X € (0; g) plati
otgx-cotgx:g‘sf{-‘;‘i’s;{:l. o 0 <sinx < x < tgx. )
Pre véetky X € (0; g [Oproti . kvadrantu sa v prisluénych vztahoch v 1., 11I."a IV. kvadrante I@a znamienka.]
@ sinx
@ COS X
o tgx = L

cotg x

y
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07

Def VII VIIlI SinCos SinCos| SinCosll SVz
Goniometrické funkcie — Prevodové vzorce

Vz TgCotg PVz

Pre vietky X,y e R (pokial st prislusné vyrazy definované) plati:

o tg(x +y) = [EEtEY

[Stétové vzorce pre tangens a kotangens.]
1-tgxtgy"” O COtg (X + y) = cgéfgx)'/c—:f:ié;l .
o tg(x—y) = {5EL o cotg (x —y) = TENCELT.
o tg2x = 25 — 2 o cotg 2x = AL — siertex
V.
Pre vietky X € R, X 75 kg, ke Z piai Pre vietky X € (0; g) plati
otgx-cotgx:g‘sf{-‘;‘i’s;{:l. o 0 <sinx < x < tgx. )
Pre vietky X € (0; g [Oproti I. kvadrantu sa v prislugnych vztahoch v I1.,111.7a IV. kvadrante If§ia znamienka.]
@ sin x
@ COS X =+/1—sin®x
o tg X — 1 — sinf(
cotg x \/m )
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07

Def VII VIIlI SinCos SinCos| SinCosll SVz
Goniometrické funkcie — Prevodové vzorce

Vz TgCotg PVz

Pre vietky X,y e R (pokial st prislusné vyrazy definované) plati:

o tg(x +y) = [EEtEY

[Stétové vzorce pre tangens a kotangens.]
__ cotg x-cotg y—1
l1-tgxtgy" ° cotg (X + y) " cotgy-+tcotgx -
_ _ _tex—tgy . __ cotg x-cotg y+1
o tg(x —¥) = Tiigxtay- o cotg (X —y) = "Gty —cotgx -
_ 2tgx 2 _ cotg’?x—1 _ cotgx—tgx
°tg 2x = 1-tg2x ~ cotgx—tgx" o cotg 2x = 2cotgx 2 .
V.
Pre vietky X € R, X # kg, k € Z platf Pre vetky X € (O, g) platf:
__ sinx  cosx __ :
o tgx-cotgx = 22 - 5on = L. e 0 <sinx < x < tgx. )
Pre vietky X € (0, g [Oproti I. kvadrantu sa v prislusnych vztahoch v II.,11l."a IV. kvadrante li§ia znamienka.]
o sinx = v/ 1—cos? x
@ COS X = 1—sin®x
o tgx = 1 _ sin x _ V/1—cos? x
cotgx T\ /1_qin2x - cosx
y
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07

Def VII VIIlI SinCos SinCos| SinCosll SVz

Vz TgCotg PVz
Goniometrické funkcie — Prevodové vzorce

Pre vietky X,y e R (pokial st prislusné vyrazy definované) plati:

[Stétové vzorce pre tangens a kotangens.]

o tg (x +y) = fEer

= et o cotg(x+y)= %_
telx—y) = o cotg (x y) = g
°1g 2x = littgg;x o cotgx2—tgx' o cotg 2x = cgt(;gjt;;l = cotgx2—tgx'
V.
Pre vietky X € R, X7é kg, ke Z piai Pre vietky X € (0; g) plati
otgx-cotgx:i”sf(-g‘i’lf)’::l o 0 <sinx < x < tgx. )
Pre véetky X € (O;

2

@ sinx = +/1—cos? x —tex
\ 1+tg2 x
@ COSX 1—sin? x =1
V 1+tg2 x
o th —_ 1 sin x

v 1—cos? x

cotgx T\ /1_qin2x = €os X
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07

Def VII VIIlI SinCos SinCos| SinCosll SVz

Vz TgCotg PVz
Goniometrické funkcie — Prevodové vzorce

Pre vietky X,y e R (pokial st prislusné vyrazy definované) plati:

[Stétové vzorce pre tangens a kotangens.]

o tg (x +y) = fEer

= et o cotg(x+y)= %_
telx—y) = o cotg (x y) = g
°1g 2x = littgg;x o cotgx2—tgx' o cotg 2x = cgt(;gjt;;l = cotgx2—tgx'
V.
Pre vietky X € R, X7é kg, ke Z piai Pre vietky X € (0; g) plati
otgx-cotgx:i”sf(-g‘i’lf)’::l o 0 <sinx < x < tgx. )
Pre véetky X € (O;

2

. tg x 1
@ SIn X = \/1—C052X —— = .
\ 1+tg2 x 1-+cotg? x
-2 _ 1 _ cotg x
@ COSX 1—sinc x = —F— = .
V 1+tg2 x 1+cotg? x
o th —_ 1 — sin x _

v 1—cos? x

cotg x /1—sin2 x - €os X
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08 Def ArcsinArccos ArctgArccotg

Cyklometrické funkcie — Definicie

] KU gon|ometr|ck}llm funkcidm neexistuj inVeané funkcie, pretoze nie su prOSté 1

Cyklometrické funkcie s

e arkussinus
e arkuskosinus
o arkustangens

o arkuskotangens

y y y| tex y | |cotg x
1 sin x
_z T
2 2 X
o 7 X COS X (U
-1 T \
7 0 %\_/X 0 T X
-1
sinus kosinus tangens kotangens

beerb@frcatel.fri.uniza.sk https:/ /frcatel.fri.uniza.sk /users/beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
https://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

08 Def ArcsinArccos ArctgArccotg

Cyklometrické funkcie — Definicie

] KU gon|ometr|ck}llm funkcidm neexistuj inVeané funkcie, pretoze nie su prOSté 2

@ Musime ich ZUZIt na vhodné intervaly tak, aby ziZenia boli prOSte.

Cyklomet”cké funkCie st inVeané ku goniometrickym funkcidam (k vhodnym ziizeniam)

] arkUSSI,nus [Inverzna k y = sin x,
] arkUSkOanus [Inverzna k y = cos x
] arkustangens [Inverzna k y = tg x,
(] arkuskotangens [Inverzna k y = cotg x,
y y y|tex ¥ | |cotg x
1 sin x
T _r
2 2 X

ol

X /k’\cosx 0 =
-1 ™

sinus kosinus tangens kotangens
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08 Def ArcsinArccos ArctgArccotg

Cyklometrické funkcie — Definicie

] KU gon|ometr|ck}llm funkcidm neexistuj inVeané funkcie, pretoze nie su prOSté 3

@ Musime ich ZUZIt na vhodné intervaly tak, aby ziZenia boli prOSte.

[Sinus na (— %; %) kosihus na (0; 7}, tangens na (7%; , kotangens na (0; 7).]

[SE

Cyklomet”cké funkCie st inVeané ku goniometrickym funkcidam (k vhodnym ziizeniam)

) arkUSSI'nus [Inverznd k y =sinx, x€(=%: 5) = (=1;1)]
] arkUSkOanUS [Inverznd k y = cosx, x € (0; m) — (—1;1).]
o arkustangens lInverzn k y = tgx, x € (— Z; Z) — R]
o arkuskotangens [Inverzna k y = cotgx, x € (0; w) — R]

y y y| tex ¥ ||cote x

1 sin x

T _r
2 2 X

ol

0 7 = 1'\cosx 0
-1 77

@ %\< x 0 T X
-1

sinus kosinus tangens kotangens
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08 Def ArcsinArccos ArctgArccotg

Cyklometrické funkcie — Definicie

] KU gon|ometr|ck}llm funkcidm neexistuj inVeané funkcie, pretoze nie su prOSté 4

@ Musime ich ZUZIt na vhodné intervaly tak, aby ziZenia boli proste

[Sinus na (—7-; %), kosinus na (0; 7), tangens na (— 5

[SE
=
o
S
5
>

m
)
)
5
o
3

Cyklomet”cké funkCie st inVeané ku goniometrickym funkcidam (k vhodnym ziizeniam)

) arkUSSI,nus Yy = arcsin x: <—]., ].> — <—%, %) [Inverznd k y =sinx, x€(=%: 5) = (=1;1)]

] arkuSkOanUS Yy = arccos x: <— > <0 > [Inverznd k y = cosx, x € (0; m) — (—1;1).]
) [Inverznd k y = tgx, x€(—5; 5) = R]

o arkustangens y = arctgx: R — (— % g
o arkuskotangens y = arccotgx: R — (0;

[Inverzna k y = cotgx, x € (0; w) — R]

y y y th/ y \cotgx
z arcsin x s @ &
2 ; 2
sin x
. 1 — N i arctg x \
2 2 2 X 2
1
-1 0135 X cos X 0o 7 arccotg x
-~ -1 T
_z -1 01 1\. X _z W Z T X
2 2 2 2
-1
>r—t—m
sinus a arkussinus kosinus a tangens a arkustangens kotangens a arkuskotangens
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08 Def ArcsinArccos ArctgArccotg

Cyklometrické funkcie — Arkussinus, arkuskosinus

Funkcia f: y = arccos Xx. [Funkcia arkuskosinus.]

H(f) = (0; ).

Funkcia f: Vi arCSin X. [Funkcia arkussinus.]
o D(f)=(~1;1). o H(f)=(-55). | o D(f)=(-1;1). o

arcsin x

) | 2 N\arccos x
-1 0 1 X

-1 0 1 X

[N

|
I3
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08 Def ArcsinArccos ArctgArccotg

Cyklometrické funkcie — Arkussinus, arkuskosinus

Funkcia f: Vi arCSin X. [Funkcia arkussinus.] Funkcia f: y = arccos Xx. [Funkcia arkuskosinus.]
— . — T. T — . — -

o D(f) = (~1;1). o H(f)=(-Z:5).| o D(f)=(-1;1). o H(f)=(0;).
] f je nepérna. ] f je rastﬂca o f nie je neparna ani parna. o f je klesa_]ljca

y y

a T
T arcsin x
It
» Al 2 \arccos x
—1 0 1 2
_z 1 o 1 X
2
y V.
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08 Def ArcsinArccos ArctgArccotg

Cyklometrické funkcie — Arkussinus, arkuskosinus

Funkcia f: Vi arCSin X. [Funkcia arkussinus.] f: y = arccos Xx. [Funkcia arkuskosinus.]
o D(f)=(-1,1). o H(f)=(-7:5). o D(f)=(-1;1). e H(f)=(0;m).

] fje nepérna. ] fje rastﬂca o f nie je neparna ani parna. o fje klesa_]ljca

e arcsin(—1) = —7. o arcsinl = 7. e arccos(—1) =m. e arccosl =0.

y y

. arcsin x I
zll

) | 2 N\arccos x
-1 0 1 X
. 1 Jo 1 x
2
y y
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08 Def ArcsinArccos ArctgArccotg

Cyklometrické funkcie — Arkussinus, arkuskosinus

Funkcia f: Vi arCSin X. [Funkcia arkussinus.] Funkcia f: y = arccos Xx. [Funkcia arkuskosinus.]
— . — T. T — . — -
o D(f) = (—1;1). o H(f)=(-55). | o D(f)=(-1;1). o H(f)=(0;m).
] fje nepérna. ] fje rastﬂca o f nie je neparna ani parna. o fje klesa_]ljca
e arcsin(—1) = —7. o arcsinl = 7. e arccos(—1) =m. e arccosl =0.
) Koreﬁ (nulovy bod) je 0 [aresin 0 = 0.] (] Koreﬁ (nulovy bod) je 1. [arccos 1 = 0.]
y
a T
T arcsin x
; \
) | 2 \arccos x
—1 0 1 2
. 1 Jo 1 x
2
y V.
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08 Def ArcsinArccos ArctgArccotg

Cyklometrické funkcie — Arkussinus, arkuskosinus

Funkcia f: Vi arCSin X. [Funkcia arkussinus.] el y = arccos Xx. [Funkcia arkuskosinus.]
— . — T. T — . — -
o D(f) = (—1;1). o H(f)=(-55). | o D(f)=(-1;1). o H(f)=(0;m).
] f je nepérna. ] f je rastﬂca o f nie je neparna ani parna. o f je klesa_]ljca
e arcsin(—1) = —7. o arcsinl = 7. e arccos(—1) =m. e arccosl =0.
) Koreﬁ (nulovy bod) je 0 [aresin 0 = 0.] (] Koreﬁ (nulovy bod) je 1. [arccos 1 = 0.]
y y
s T
x| arcsin x
2 sin X
1+
*% ) || 2 \arccos x
ol 0 13 x ! COS X
74 | m
lz | 0 1 %\' X
14
y V.
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08 Def ArcsinArccos ArctgArccotg

Cyklometrické funkcie — Arkussinus, arkuskosinus

Funkcia f: Vi arCSin X. [Funkcia arkussinus.] Funkcia f: y = arccos Xx. [Funkcia arkuskosinus.]
— . — T. T — . — -
o D(f) = (—1;1). o H(f)=(-55). | o D(f)=(-1;1). o H(f)=(0;m).
] f je nepérna. ] f je rastﬂca o f nie je neparna ani parna. o f je klesa_]ljca
e arcsin(—1) = —7. o arcsinl = 7. e arccos(—1) =m. e arccosl =0.
) Koreﬁ (nulovy bod) je 0 [aresin 0 = 0.] (] Koreﬁ (nulovy bod) je 1. [arccos 1 = 0.]
y y
s T
x| arcsin x
2 sin X
1+
*% ) || 2 \arccos x
ol 0 13 x ! COS X
-7 1 | m
lz | 0 1 %\' X
14
y V.

@ arcsin x + arccos x = 5
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08 Def ArcsinArccos  ArctgArccotg

Cyklometrické funkcie — Arkustangens, arkuskotangens

Funkcia f: y = arCth [Funkcia arkustangens.] Funkcia f: y = arCCOtg X. [Funkcia arkuskotangens.]
o D(f) = R. o H(f)=(-Z:2).| o D(f)=R. o H(f) = (0; 7).

y Yy
)
s
2
arctg x
s
X 2
0 w
_r 0 X
2
4
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08 Def ArcsinArccos  ArctgArccotg

Cyklometrické funkcie — Arkustangens, arkuskotangens

Funkcia f: y = arCth [Funkcia arkustangens.] Funkcia f: y = arCCOtg X. [Funkcia arkuskotangens.]
o D(f) = R. o H(f)=(-Z:2).| o D(f)=R. o H(f) = (0; 7).

] fje nepérna. ] fje rastﬂca o f nie je neparna ani parna. o fje klesa_]ljca

y Yy
Tt
ac b
2
r arctg x
s
\ X 2
0 w
_x 0 X
2
y
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08 Def ArcsinArccos  ArctgArccotg

Cyklometrické funkcie — Arkustangens, arkuskotangens

Funkcia f: y = arCth [Funkcia arkustangens.] Funkcia f: y = arCCOtg X. [Funkcia arkuskotangens.]
o D(f) = R. o H(f)=(-Z:2).| o D(f)=R. o H(f) = (0; 7).
] fje nepérna. ] fje rastﬂca o f nie je neparna ani parna. o fje klesa_]ljca
n _ 7 o _m o o q o
°X£Toof(x)_ Z. oXIergof(x)—z. oxﬂrroof(x)—w. oXIer;of(x)—O.
y Yy
7t
% L

arctg x \
fia
X 2
0 arccotg x

0 X

[SIE]
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08 Def ArcsinArccos  ArctgArccotg

Cyklometrické funkcie — Arkustangens, arkuskotangens

Funkcia f: y = arCth [Funkcia arkustangens.] Funkcia f: y = arCCOtg X. [Funkcia arkuskot:
— _ T. T — — .
o D(f) = R. o H(f)=(-Z:2).| o D(f)=R. o H(f) = (0; 7).
] fje nepérna. ] fje rastﬂca o f nie je neparna ani parna. o fje klesa_]ljca
o lim f(x)=-%. 0 lim f(x)=73. o |lim f(x)=m o lim f(x)=0.
X—+—00 ( ) 2 X—+00 ( ) 2 X—+—00 ( ) X—+00 ( )
o Koreh (nulovy bod) je 0 [arctg 0 = 0.] () Korene (nulové body) neexistujd
y Yy
7t

.
2
arctg x
s
X 2
0 w

0 X

[SIE]
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08

Cyklometrické funkcie — Arkustangens, arkuskotangens

Def ArcsinArccos  ArctgArccotg

[Funkcia arkuskot

Funkcia f: y - arCth
o D(f) = R.
o f j. neparna.

o lim f(x)=—

X——00

o Koren (nulovy bod) je

|
Lol

[SIE]

= o N

[Funkcia arkustangens.]

o H(f)= (—g; g)
o f j rastlca.

i —
° Xlergo f(x)=73.
[arctg 0 = 0.]

tg x

arctg x
X

o
IERE

[SIE]

Funkcia f: y — arCCOtg X.

o D(f) = R.
o f nie je neparna ani parna.

° Xﬂrpoo f(x)=m.

o H(f)=(0;m).
o f j klesajlca.

° xhanclo f(x)=0.

o Korene (nulové body) neexistujd

arccotg x
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08 Def ArcsinArccos  ArctgArccotg

Cyklometrické funkcie — Arkustangens, arkuskotangens

Funkcia f: Vi arCth [Funkcia arkustangens.] el y = arCCOtg
o D(f) = R. o H(f)=(~%:%).| o D(f)=R. o H(f) = (0;).
] f je nepérna. ] f je rastﬂca o f nie je neparna ani parna. o f je klesa_]ljca
Q _ . _ T , . q .
°X£Toof(x)_ Z. oXIergof(x)— 5 oxﬂrpoof(x)—w. oXIer;of(x)—O.
o Koreh (nulovy bod) je 0 [arctg 0 = 0.] () Korene (nulové body) neexistujd
y| tgx %

arctg x
X

NS
) /

|
Lol

o
TS

arccotg x

|
(SIE]
o
)
5
x

v £

Pre vetky X E R plati

_ T
e arctg x + arccotgx = 7.
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09 SinhCosh TghCotgh Vzl VzIl Vzlll VzIV

Hyperbolické funkcie — Sinus a kosinus

] Hyperbohcké funkCie (sinus, kosinus, tangens a kotangens hyperbolicky) maji podobné vlastnosti 1
a platia pre ne podobné vztahy ako pre gonlometrlcké funkcie.

anus hyperbohck}ll sa nazyva KOSI'nus hyperbohck}ll sa nazyva

funkcia f: y = SinhX — % funkcia f: y = COShX = 7ex_|_2e*x.
o D) = o H(f)=R. o D(f) =R. o H(f) = (1;00).
3 y sinh x
2 y
cosh x
1
= 2
-3 -2 -1 0 1 2 3
-2 3 2 -1 Jo 1 2 3x
_3 -1
o’ J
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09 SinhCosh TghCotgh Vzl VzIl Vzlll VzIV

Hyperbolické funkcie — Sinus a kosinus

] Hyperbohcké funkCie (sinus, kosinus, tangens a kotangens hyperbolicky) maji podobné vlastnosti 2
a platia pre ne podobné vztahy ako pre gonlometrlcké funkcie.

anus hyperbohck}ll sa nazyva KOSI'nus hyperbohck}ll sa nazyva

funkcia f: y = SinhX — % funkcia f: y = COShX = 7ex_|_2e*x.
o f je neparna. o f j parna.
3 y sinh x
z y
cosh x
1
X 2
3 2 -1 /o1 2 3
-2 -3 =2 =i 0 1 2 3x
_3 -1
< J
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09 SinhCosh TghCotgh Vzl VzIl Vzlll VzIV

Hyperbolické funkcie — Sinus a kosinus

] Hyperbohcké funkCie (sinus, kosinus, tangens a kotangens hyperbolicky) maji podobné vlastnosti 3
a platia pre ne podobné vztahy ako pre gonlometrlcké funkcie.

anus hyperbohck}ll sa nazyva KOSI'nus hyperbohck}ll sa nazyva

funkcia f: y = SlnhX == % funkcia f: y = COShX == %
o D(f)=R. o H(f)=R. o D(f)=R. o H(f)=(1;).
o f je neparna. o f j rastlca. o f j parna.
o f klesd na (—00;0), rastie na (0; 00).
3 y sinh x
2 y
cosh x
1
x 2
3 2 -1 /o 1 2 3
-2 3 2 -1 Jo 1 2 3x
_3 -1
V. y
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09 SinhCosh TghCotgh Vzl VzIl Vzlll VzIV

Hyperbolické funkcie — Sinus a kosinus

] Hyperbohcké funkCie (sinus, kosinus, tangens a kotangens hyperbolicky) maji podobné vlastnosti 4
a platia pre ne podobné vztahy ako pre gonlometrlcké funkcie.

anus hyperbohck}ll sa nazyva KOSI'nus hyperbohck}ll sa nazyva

. X_a—X TP
funkcia f: y — SlnhX — % funkcia f: y — COShX — %
o D(f) = R. o H(f)=R. o D(f) = R. o H(f) = (1;00).
o f j neparna. o f j rastlca. o f j parna.
o Koren (nulovy bod) je 0. [sinh0 = 0.] o f klesi na (—OO, 0>, rastie na <O, OO)
3 y sinh x
o Korene (nulové body) neexistujd.
2 y
. 3 cosh x
X 2
-3 -2 -1 0 1 2 3
Z4q ]
=2 -3 2 -1 [o 1 2 3x
_3 =1
y y
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09 SinhCosh TghCotgh VzI| Vzll Vzlll VzIV

Hyperbolické funkcie — Tangens a kotangens

Tangens hyperbohck)ll sa nazyva Kotangens hyperbohck}ll sa nazyva

funkcia T2 y = tghx = SIAX — Zi;g:i fnkcia F: y = cotghx = SShx — ete 7
o D(f)=R. o H(f)=(-1;1). o D(f)=R—{0}. o H(f)=R—(-1;1).
y
3
y
2 3
-3 -2 -1 1 B ? cotgh
01 2 3 x 1 il
o) 3 2 -1
, 01 2 3 x
- -1
-3 5
-3
y V.
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09

SinhCosh TghCotgh VzI| Vzll Vzlll VzIV

Hyperbolické funkcie — Tangens a kotangens

Tangens hyperbohck)ll sa nazyva

funkcia f: y = tghX — sinhx _ eX—e X

coshx ~— eXde—Xx"
o D(f)=R. o H(f)=(-1;1).
o f j neparna.

tgh x

3 X

KOtangenS hyperbOth}I/ sa nazyva

eXfe—X
eX_e—Xx"*

coshx __
sinh x

o D(f)=R—{0}. o H(f)=R—(—1;1).

o f j neparna.

funkeia T2 y = cotgh x =

y
3
2
cotgh x
1
-3 -2 -1
01 2 3 X
-1
-2
-3
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09

SinhCosh TghCotgh VzI| Vzll Vzlll VzIV

Hyperbolické funkcie — Tangens a kotangens

Tangens hyperbohck)ll sa nazyva

. _ il  eX—eX
funkeia Ty = tghx = ig;hi - :X-I-:*X'

o D(f) = R. o H(f) = (-1;1).

o f j neparna.

o f j rastdca.

tgh x

3 X

KOtangenS hyperbOth}I/ sa nazyva

eXte X
eX _ef)( .

coshx __
sinh x

o D(f)=R—{0}. o H(f)=R—(-1;1).
o f j neparna.
o f klesd na (—00;0), klesa na (0; 00).

funkeia T2 y = cotgh x =

y
3
2
cotgh x
1
-3 -2 -1
01 2 3 X
—1
-2
-3
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09 SinhCosh TghCotgh VzI| Vzll Vzlll VzIV

Hyperbolické funkcie — Tangens a kotangens

Tangens hyperbohck)ll sa nazyva Kotangens hyperbohck}ll sa nazyva

funkcia T2 y = tghx = SIAX — Zi;g:i fnkcia F: y = cotghx = SShx — ete 7
o D(f) = R. o H(F) = (=1:1). | o D(F)=R—{0}. o H(f)=R—(—11).
o f j neparna. o f j rastdca. o f j neparna.
o Koren (nulovy bod) je 0. [tgh0 = 0] o f klesi na (—OO, 0), klesa na (0’ oo)
y
3 (] Korene (nulové body) neexistuja.
y
2 3
1
tgh 2
-3 -2 -1 i cotgh x
01 2 3 X 1
o) 3 2 -1
01 2 3 X
-3
y y
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09 SinhCosh TghCotgh VzIl Vzll Vzlll VzIV

Hyperbolické funkcie — Sictové vzorce

Pre véetky X € R plati: [Z&kladné vzorce.]

e sinh x + cosh x = e*. @ sinh x — coshx = —e™*.
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09 SinhCosh TghCotgh VzIl Vzll Vzlll VzIV

Hyperbolické funkcie — Sictové vzorce

Pre véetky X € R plati: [Z&kladné vzorce.]
o sinh x + cosh x = &%, o sinh x — cosh x = —e™*.

2 SR L : : _ X —X __
o cosh® x — sinh“ x = (cosh x + sinh x) - (cosh x —sinhx) = e*-e™ = 1.

Body so stradnicami (cosh x; sinh x) lezia na hyperbole 2 xc=1
Y YF Yy
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09 SinhCosh TghCotgh Vzl VzIl VzIll VzIV

Hyperbolické funkcie — Sictové vzorce

Pre vietky X € R plati [Zakladné vzorce.]

e sinh x + cosh x = e*. @ sinh x — coshx = —e™*.

o cosh? x — sinh? x = (cosh x + sinh x) - (cosh x — sinhx) = eX -e™* = 1.

[Body so stiradnicami (cosh x; sinh x) lezia na hyperbole y? — x?> = 1]

Pre vietky X, Y € R plati [Zakladné stic¢tové vzorce (vid goniometrické funkcie).]

o sinh (x 4 y) = sinh x - cosh y + cosh x - sinh y.

e sinh (x — y) = sinh x - cosh y — cosh x - sinh y.
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09 SinhCosh TghCotgh Vzl VzIl VzIll VzIV

Hyperbolické funkcie — Sictové vzorce

Pre vietky X € R plati [Zakladné vzorce.]

e sinh x + cosh x = e*. @ sinh x — coshx = —e™*.

o cosh? x — sinh? x = (cosh x + sinh x) - (cosh x — sinhx) = eX -e™* = 1.

[Body so stradnicami (cosh x; sinh x) leZia na hyperbole y2 2

Pre vsetky X,_y € R plati

[Zakladné stic¢tové vzorce (vid goniometrické funkcie).]

o sinh (x 4 y) = sinh x - cosh y + cosh x - sinh y.
e sinh (x — y) = sinh x - cosh y — cosh x - sinh y.
o cosh (x + y) = cosh x - cosh y + sinh x - sinh y.
e cosh (x + y) = cosh x - cosh y — sinh x - sinh y.
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09 SinhCosh TghCotgh Vzl VzIl VzIll VzIV

Hyperbolické funkcie — Sictové vzorce

Pre vietky X € R plati [Zakladné vzorce.]
@ sinh x + cosh x = e*. @ sinhx — coshx = —e™*.
2 k2 2 ; —eX . e X —
o cosh® x — sinh“ x = (cosh x + sinh x) - (cosh x —sinhx) = e*-e™ = 1.
[Body so siiradnicami (cosh x; sinh x) lezia na hyperbole y? — x? = 1.])
Pre vsetky X,_y € R plati

[Zakladné stic¢tové vzorce (vid goniometrické funkcie).]

o sinh (x 4 y) = sinh x - cosh y + cosh x - sinh y.
e sinh (x — y) = sinh x - cosh y — cosh x - sinh y.
o cosh (x + y) = cosh x - cosh y + sinh x - sinh y.

)
e cosh (x + y) = cosh x - cosh y — sinh x - sinh y.

v
Pre vietky X € R plati

[Dvojnésobné a poloviéné argumenty (vid goniometrické funkcie).]

e sinh 2x = 2sinh x cosh x. o sinh?x = %

o cosh2x = sinh? x + cosh? x. o cosh’x = %

beerb@frcatel.fri.uniza.sk

https:/ /frcatel.fri.uniza.sk /users/beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
https://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

09 SinhCosh TghCotgh VzI Vzll Vzlll

Hyperbolické funkcie — Sictové vzorce

Pre vietky X, Y & R plati

[Vid goniometrické funkcie.]

o sinh x + sinh y = 2sinh 5% - cosh 5.
o sinhx — sinhy = 2 cosh ¥ - sinh X,
e cosh x + cosh y = 2 cosh % - cosh 5.

— — inh Xt¥ . sinh X=X
e cosh x — coshy = 2sinh =% - sinh =5*.
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09 SinhCosh TghCotgh Vzl Vzll VzIlIl VzIV

Hyperbolické funkcie — Sictové vzorce

Pre vietky X, Y ER platf [Vid goniometrické funkcie.]

e sinh x + sinhy = 2sinh % - cosh %=X,
o sinhx — sinhy = 2 cosh ¥ - sinh X,
e cosh x + cosh y = 2 cosh % - cosh 5.

— — inh Xt¥ . sinh X=X
e cosh x — coshy = 2sinh =% - sinh =5*.

Pre vietky X,_y € R plati’ [Vid goniometrické funkcie.]

o sinh (x 4+ y) + sinh (x — y) = 2sinh x - cosh y.
o sinh (x 4+ y) —sinh (x — y) = 2cosh x - sinh y.

o cosh (x + y) + cosh (x — y) = 2 cosh x - cosh y.

o cosh (x + y) — cosh (x — y) = 2sinh x - sinh y.
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09 SinhCosh TghCotgh VzI Vzll Vzlll VzIV

Hyperbolické funkcie — Sictové vzorce

Pre vietky X, Y ER platf [Vid goniometrické funkcie.]

o sinh (x 4 y) - sinh (x — y) = sinh? x — sinh? y = cosh? x — cosh? y..

o cosh (x + y) - cosh (x — y) = cosh? x 4 cosh? y — 1 = sinh? y + sinh? x + 1.
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09 SinhCosh TghCotgh Vzl VzIl Vzlll VzIV

Hyperbolické funkcie — Sictové vzorce

Pre vietky X, Y ER platf [Vid goniometrické funkcie.]
o sinh (x 4 y) - sinh (x — y) = sinh? x — sinh? y = cosh? x — cosh? y..

o cosh (x + y) - cosh (x — y) = cosh? x 4 cosh? y — 1 = sinh? y + sinh? x + 1.

V.

Pre vietky X € R, X #O plati:

__ sinhx  coshx __
o tghx - cotghx = coshx sinhx 1

4
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09 SinhCosh TghCotgh Vzl VzIl Vzlll VzIV

Hyperbolické funkcie — Sictové vzorce

Pre vietky X, Y ER platf [Vid goniometrické funkcie.]
o sinh (x 4 y) - sinh (x — y) = sinh? x — sinh? y = cosh? x — cosh? y..

o cosh (x + y) - cosh (x — y) = cosh? x 4 cosh? y — 1 = sinh? y + sinh? x + 1.

V.

Pre vietky X € R, X #O plati:

__ sinhx  coshx __
o tghx - cotghx = coshx sinhx 1

Pre vietky X,_y € R p|at|' [Sti¢tové vzorce pre tangens a kotangens hyperbolické (vid' goniometrické funkcie).]
_ tghx+tghy _ 14-cotgh x-cotgh y
O tgh (X + Y) ~ 1+tghx-tghy” C COtgh (X + y) ~  cotgh x+cotghy *
- _ tghx—tghy - _ 1—cotgh x-cotghy
O tgh (X y) ~ 1-tghxtghy" C COtgh (X )/) ~  cotghx—cotghy -
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09 SinhCosh TghCotgh Vzl VzIl Vzlll VzIV

Hyperbolické funkcie — Sictové vzorce

Pre vietky X, Y ER platf [Vid goniometrické funkcie.]
o sinh (x 4 y) - sinh (x — y) = sinh? x — sinh? y = cosh? x — cosh? y..

o cosh (x + y) - cosh (x — y) = cosh? x 4 cosh? y — 1 = sinh? y + sinh? x + 1.

V.

Pre vietky X € R, X #O plati:

__ sinhx  coshx __
o tghx - cotghx = coshx sinhx 1

Pre vietky X,_y € R p|at|' [Sti¢tové vzorce pre tangens a kotangens hyperbolické (vid' goniometrické funkcie).]
_ tghx+tghy _ 14-cotgh x-cotgh y
O tgh (X + Y) ~ 1+tghx-tghy” C COtgh (X + y) ~  cotgh x+cotghy *
- _ tghx—tghy - _ 1—cotgh x-cotghy
O tgh (X y) ~ 1-tghxtghy" C COtgh (X )/) ~  cotghx—cotghy -

,
Pre vietky X,_y € R p|at|: [Sti¢tové vzorce pre dvojnasobné argumenty (vid goniometrické funkcie).]

2tghx 2

14cotgh? x __ cotgh x+tgh x
1+tgh’x — cotgh x+tghx* 2 :

O tgh 2x = 2cotghx

e cotg2x =
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09 SinhCosh TghCotgh VzI VzIl Vzlll VzIV

Hyperbolické funkcie — Sictové vzorce

Pre véetky X € R, ne N plati:

o (cosh x = sinh x)" = cosh nx =+ sinh nx.

[Moivreov vzorec pre komplexné &isla: o Pre vietky x € R, n€ N plati (cosx =+ isinx)" = cos nx =& isin nx.]
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09 SinhCosh TghCotgh Vzl VzlIl VzIIl VzIV

Hyperbolické funkcie — Sictové vzorce

Pre vietky X € R, ne N plat: [Moivreov vzorec pre hyperbolické funkcie.]

o (cosh x = sinh x)" = cosh nx =+ sinh nx.

[Moivreov vzorec pre komplexné &isla: o Pre vietky x € R, n€ N plati (cosx =+ isinx)" = cos nx =& isin nx.]

Pre vietky X € (0, OO) plati: [Hyperbolické funkcie (vid goniometrické funkcie).]
e sinhx
e cosh x
_ 1
O tgh S = cotgh x
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09 SinhCosh TghCotgh Vzl VzlIl VzIIl VzIV

Hyperbolické funkcie — Sictové vzorce

Pre vietky X € R, ne N plat: [Moivreov vzorec pre hyperbolické funkcie.]

o (cosh x = sinh x)" = cosh nx =+ sinh nx.

[Moivreov vzorec pre komplexné &isla: o Pre vietky x € R, n€ N plati (cosx =+ isinx)" = cos nx =& isin nx.]

Pre vietky X € (0, OO) plati: [Hyperbolické funkcie (vid goniometrické funkcie).]

e sinh x
e cosh x = v/sinh? x+1

o tghx =

1 _ sinh x
cotgh x \/sinh2 x+1
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09 SinhCosh TghCotgh Vzl VzlIl VzIIl VzIV

Hyperbolické funkcie — Sictové vzorce

Pre vietky X € R, ne N plat: [Moivreov vzorec pre hyperbolické funkcie.]

o (cosh x = sinh x)" = cosh nx =+ sinh nx.

[Moivreov vzorec pre komplexné &isla: o Pre vietky x € R, n€ N plati (cosx =+ isinx)" = cos nx =& isin nx.]

Pre vietky X € (0, OO) plati: [Hyperbolické funkcie (vid goniometrické funkcie).]

e sinh x = \/cosh2x—1

e cosh x = v/sinh? x+1
sinh x _ \/cosh2x71

o tghx =

1
cotgh x ™ \/sinh2 il _ cosh x
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09 SinhCosh TghCotgh Vzl VzlIl VzIIl VzIV

Hyperbolické funkcie — Sictové vzorce

Pre vietky X € R, ne N plat: [Moivreov vzorec pre hyperbolické funkcie.]

o (cosh x = sinh x)" = cosh nx =+ sinh nx.

[Moivreov vzorec pre komplexné &isla: o Pre vietky x € R, n€ N plati (cosx =+ isinx)" = cos nx =& isin nx.]

Pre vietky X € (0, OO) plati: [Hyperbolické funkcie (vid goniometrické funkcie).]

@ sinh x — Vcosh?x—1" = _tghx
v/ 1—tgh? x

e cosh x = v/sinh? x+1 =1
\/1—tgh? x
sinh x _ \/cosh2x71

_ 1
o tghx = cotghx™ \/sinh2 i1 - cosh x
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09 SinhCosh TghCotgh Vzl VzlIl VzIIl VzIV

Hyperbolické funkcie — Sictové vzorce

Pre vietky X € R, ne N plat: [Moivreov vzorec pre hyperbolické funkcie.]

o (cosh x = sinh x)" = cosh nx =+ sinh nx.

[Moivreov vzorec pre komplexné &isla: o Pre vietky x € R, n€ N plati (cosx =+ isinx)" = cos nx =& isin nx.]

Pre vietky X € (0, OO) plati: [Hyperbolické funkcie (vid goniometrické funkcie).]

e sinh x = veosh?x—1" = __tehx — 1

v/ 1—tgh? x 4/ cotgh? x—1"
e cosh x = V/sinh® x+1 =1 = _ _ cotghx
\/1—tgh? x +\/cotgh? x—1

sinh x _ \/cosh2x71

_ 1
o tghx = cotghx™ \/sinh2 i1 - cosh x
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09 SinhCosh TghCotgh Vzl VzlIl VzIIl VzIV

Hyperbolické funkcie — Sictové vzorce

Pre vietky X € R, ne N plat: [Moivreov vzorec pre hyperbolické funkcie.]

o (cosh x = sinh x)" = cosh nx =+ sinh nx.

[Moivreov vzorec pre komplexné &isla: o Pre vietky x € R, n€ N plati (cosx =+ isinx)" = cos nx =& isin nx.]

Pre vietky X € (0, OO) plati: [Hyperbolické funkcie (vid goniometrické funkcie).]

e sinh x :\/COSh2X—1 :& :é
v/ 1—tgh? x +\/cotgh? x—1
1 _ cotgh x

e cosh x = V/sinh® x+1 sS=—_ 5
\/1—tgh? x +\/cotgh? x—1
sinh x _ \/cosh2x71

1
o tghx = = =
cotgh x \/sinh2 x+1 cosh x
v
. T
Pre vietky X € (0, j) plati [Goniometrické funkcie.]
i — _ tg x _ 1
o sinx =V1-cos?x = = .
V/1+tg? x v/14cotg? x
_ A2 _ 1 _ cotg x
® COS X = V1-—sin“x = = .
\/lthg2 X \/IJrcotg2 X
otex—=_L1_ — _sinx — V1-cos?x
gX = cotgx T /1 sin?x - cosx °
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10 ArgsinhArgcosh ArgtghArgcotgh

Hyperbolometrické funkcie — Argument sin . cos hyperbolické

. s . o o
] Hyperb0|0metrlckyml funkCIamI (argument sinusu hyperbolického, argument kosinusu hyperbolického, argument 1
tangensu hyperbolického a argument kotangensu hyperbolického) nazyvame INVEFZNE funkcie ku funkcidm hypel’bohckym
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10 ArgsinhArgcosh ArgtghArgcotgh

Hyperbolometrické funkcie — Argument sin . cos hyperbolické

. s . o o
] Hyperb0|0metrlckyml funkCIamI (argument sinusu hyperbolického, argument kosinusu hyperbolického, argument 2
tangensu hyperbolického a argument kotangensu hyperbolického) nazyvame inVeane funkcie ku funkciam hypel’bohckym

Argument sinusu hyperbolického Argument kosinusu hyperbolického

sa nazyva funkcia sa nazyva funkcia
f:y =argsinhx =In (x + vVx2 + 1). f:y = argcoshx = In (x + vx? — 1).
o D(f)=R. o H(f)=R. o D(f)=(1;00). o H(f) = (0; ).
3 ¥ 6 y
2 5
argsinh x
1 4
-3 -2 -1 X
01 2 3 3
-1 2 argcosh x
) 1
- ) 01 2 3 4 5 6 |
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10 ArgsinhArgcosh ArgtghArgcotgh

Hyperbolometrické funkcie — Argument sin . cos hyperbolické

. s . o o
] Hyperb0|0metrlckyml funkCIamI (argument sinusu hyperbolického, argument kosinusu hyperbolického, argument 3
tangensu hyperbolického a argument kotangensu hyperbolického) nazyvame inVeane funkcie ku funkciam hypel’bohckym

Argument sinusu hyperbolického Argument kosinusu hyperbolického

sa nazyva funkcia sa nazyva funkcia
f:y =argsinhx =In (x + vVx2 + 1). f:y = argcoshx = In (x + vx? — 1).

o f j neparna.

31" 61
2 5
argsinh x
1 4
-3 -2 -1 X
01 2 3 3
_1 2 argcosh x
—2 1
-3 X
01 2 3 4 5 6
y y
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10 ArgsinhArgcosh ArgtghArgcotgh

Hyperbolometrické funkcie — Argument sin . cos hyperbolické

. s . o o
] Hyperb0|0metrlckyml funkCIamI (argument sinusu hyperbolického, argument kosinusu hyperbolického, argument 4
tangensu hyperbolického a argument kotangensu hyperbolického) nazyvame inVeane funkcie ku funkciam hypel’bohckym

Argument sinusu hyperbolického Argument kosinusu hyperbolického

sa nazyva funkcia sa nazyva funkcia
f:y =argsinhx =In(x +vx2+1). f:y = argcoshx = In (x + vx? — 1).
o D(f) = R. o H(f) =R. o D(f) = (1;00). o H(f) = (0; ).
o f j neparna. o f j rastiica. o f j rastica.
3tY 617
2 5
argsinh x
1 4
-3 -2 -1 X
01 2 3 3
_1 2 argcosh x
-2 1
-3 ) 01 2 3 4 5 6 )
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10 ArgsinhArgcosh ArgtghArgcotgh

Hyperbolometrické funkcie — Argument sin . cos hyperbolické

. s . o o
] Hyperb0|0metrlckyml funkCIamI (argument sinusu hyperbolického, argument kosinusu hyperbolického, argument 5
tangensu hyperbolického a argument kotangensu hyperbolického) nazyvame inVeane funkcie ku funkciam hypel’bohckym

Argument sinusu hyperbolického Argument kosinusu hyperbolického

sa nazyva funkcia sa nazyva funkcia
f:y =argsinhx =In(x +vx2+1). f:y = argcoshx = In (x + vx? — 1).
o D(f) = R. o H(f) = R. o D(f) = (1;00). o H(f) = (0;00).
o f j neparna. o f j rastiica. o f j rastica.
] Koreﬁ (nulovy bod) je 0 [argsinh 0 = 0.] o Koreﬁ (nulovy bod) je 1 [argcosh1 = 0.]
31" 61
2 5
argsinh x
1 4
-3 -2 -1 X
01 2 3 3
=1 2 argcosh x
—2 1
X
-3 01 2 3 4 5 6
y y
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10 ArgsinhArgcosh ArgtghArgcotgh

Hyperbolometrické funkcie — Argument sin . cos hyperbolické

. s . o o
] Hyperb0|0metrlckyml funkCIamI (argument sinusu hyperbolického, argument kosinusu hyperbolického, argument 6
tangensu hyperbolického a argument kotangensu hyperbolického) nazyvame inVeane funkcie ku funkciam hypel’bohckym

Argument sinusu hyperbolického Argument kosinusu hyperbolického

sa nazyva funkcia sa nazyva funkcia
f:y =argsinhx =In(x +vx2+1). f:y = argcoshx = In (x + vx? — 1).
o D(f) = R. o H(f) = R. o D(f) = (1;00). o H(f) = (0;00).
o f j neparna. o f j rastiica. o f j rastica.
] Koreﬁ (nulovy bod) je 0 [argsinh 0 = 0.] o Koreﬁ (nulovy bod) je 1 [argcosh1 = 0.]
3 Y sinhx 6 Y cosh x
2 5
argsinh x
1 4
-3 -2 -1 X
01 2 3 3
_1 2 argcosh x
—2 1
X
-3 01 2 3 4 5 6
v V.
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10

ArgsinhArgcosh  ArgtghArgcotgh

Hyperbolometrické funkcie — Argument tg . cotg hyperbolické

Argument tangensu hyperbolického

Argument kotangensu hyperbolického

sa nazyva funkcia

f: y—argtghx—%l

+

o D(F) = (-L;1). o H(F) =

Y |argtgh x

3 gtg!

2

1

3 2 1

01 2 3X
-1
-2
-3

sa nazyva funkcia

f: y = argcotgh x = %I fi
o D(f)=R—(-1;1). e H(f)=R—{0}.
}3: argcotgh x
2
1
-3 -2 -1
01 2 3X
-1
-2
-3
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10

ArgsinhArgcosh  ArgtghArgcotgh

Hyperbolometrické funkcie — Argument tg . cotg hyperbolické

Argument tangensu hyperbolického

Argument kotangensu hyperbolického

sa nazyva funkcia

f: y—argtghx—%l

+

o D(F) = (-L;1). o H(F) =

o f je neparna.

Y |argtgh x
3 gtg!

-3 -2 -1

sa nazyva funkcia
f: y = argcotgh x = %I
o D(f)=R—(-1;1). o

o f je neparna.

|‘
==

(f)=R—{0}.

y argcotgh x
B
2
1
-3 -2 -1
01 2 3x
-1
-2
-3
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10

ArgsinhArgcosh  ArgtghArgcotgh

Hyperbolometrické funkcie — Argument tg . cotg hyperbolické

Argument tangensu hyperbolického

Argument kotangensu hyperbolického

sa nazyva funkcia

f: y—argtghx—%l

+

o D(F) = (-L;1). o H(F) =

o f je neparna.

o f j rastica.

Y |argtgh x
3 gtg!

-3 -2 -1

sa nazyva funkcia
f: y = argcotgh x = %I
o D(f)=R—(-1;1). o

o f je neparna.

|‘
==

(f)=R—{0}.

o f klesd na (—oo; —1), klesd w (1; 00).

y argcotgh x
B
2
1
-3 -2 -1
01 2 3x
-1
-2
-3
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10 ArgsinhArgcosh  ArgtghArgcotgh

Hyperbolometrické funkcie — Argument tg . cotg hyperbolické

Argument tangensu hyperbolického Argument kotangensu hyperbolického

sa nazyva funkcia sa nazyva funkcia
f: y—argtghx—%l i‘ f:y:argcotghx—%l fi
o D(f)=(-1;1). H(f) = o D(f)=R—(-1;1). e H(f)=R—{0}.
o f je neparna. o f je neparna.
o f j rastica. o f klesd na (—oo; —1), klesd w (1; 00).
o Koren (nulovy bod) je 0. [aretgh0/= 0] o Korene (nulové body) neexistuji.
3 Y |argtghx }3: argcotgh x
2 2
1 1
-3 -2 1 -3 -2 -1
01 2 3x 01 2 3x
-1 -1
-2 -2
-3 -3
v v
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10

ArgsinhArgcosh

ArgtghArgcotgh

Hyperbolometrické funkcie — Argument tg . cotg hyperbolické

sa nazyva funkcia

f: y—argtghx—%l
o D(f) =

(—1;1).

o f je neparna.

o f j rastica.

+

H(F) = R

sa nazyva funkcia

f: y = argcotgh x =

o D(f)=R—(—1;1).

R

Argument tangensu hyperbolického Argument kotangensu hyperbolického

o H(f)=R—{0}.

o f je neparna.

o f klesd na (—o0; —

1), klesa na (1; 00).

] Koreﬁ (nulovy bod) je 0 [argtgh0 = 0] ] Korene (nulové body) neexistuja.

Y |argtgh x y argcotgh x
3 e 3
2 2

cotgh
1 : 1 £
-3 -2 -1 tgh x -3 -2 -1

01 2 3X 01 2 3X

—1 —1

-2 -2

-3 -3

y
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ArgsinhArgcosh  ArgtghArgcotgh

Koniec 5. Casti

Dakujem za pozornost.
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