Matematicka analyza 2024/2025
Pisomka ¢islo 01 — Zaklady realnych funkcii

V teste (a nasledne na skuske) sa moézu vyskytnat taktiez priklady prepo&itané na prednaske a na cviceniach, pripadné doméce ulohy a priklady
uverejnené v prezentaciach z prednasok. Priklady st vzorové, to znamena, Zze v teste mdézu byt v pozmenenom tvare.

A. Zakladné pojmy a zakladné vlastnosti funkcii. MnoZiny a ich zadkladné vlastnosti (mohutnost, ohraniéenost,
extrémy, ap.). Operacie s nekoneénom. Otvorené, uzavreté mnoziny, intervaly a okolia.

1. Priamo a pomocou matematickej indukcie dokézte pre vSetky n € N rovnost:
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2. Kedysi existovali v Ceskoslovensku mince s hodnotou 3 Ké&s a 5 Kés. Predstavme si, ze mame vrece plné trojkordin a vrece
plné patkoran (v neobmedzenom mnozstve). Dokéazte, Zze kazda suma vicsia ako 8 K& sa da zaplatit iba pomocou tychto
minci. Plati to aj v pripade, Ze mame iba 10 ks minci v hodnote 3 Kés a vrece plné patkorun? Plati to aj v pripade, Ze mame
iba 10 ks minci v hodnote 5 K& a vrece plné trojkorin? Aky je najmensi pocet minci jednej hodnoty, ktory nam postaci na
nékup T'ubovol'nej hodnoty.

3. Napiste aspon 6 prvkov, najdite infimum, suprémum, minimum, maximum a vSetky hromadné body mnoziny:
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321_6,77,6]\7,77,;&2}, 221_3,71,6]\7}7 SztG,HGZ,n#Q}, 221_3,TLGZ}7 22f3,neQ, n# 5}. [Svoje tvrdenie zdévodnite!]

4. Urcte pocet prvkov, vypiste ich a najdite vSetky hromadné body mnoziny:
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{sin w,neN}, {cos w,neN}, {sin w,neN}, {cos w,neN}.
[Piste, presné hodnoty a nie ich priblizenia. Zname hodnoty vypiste v ich zauZzivanom tvare, napr. sin £, sin 5 = ? nie iba sin %, resp. 0, 866.]

B. Ciselné postupnosti a ich zakladné vlastnosti. Konvergencia a divergencia, limita.

(Naspamit!) Dolezité limity. (Naspamit!)
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5. VypiSte prvych niekol'ko ¢lenov (aspon 6), uréte mnozinu hromadnych hodnoét, lim inf, lim sup a lim postupnosti:
{sin @}?fzu {cos @}fﬁ:l, {sin (nJrT?)ff}gLo:l’ {cos @}?:1-
|Piste, presné hodnoty a nie ich pribliZenia. Zndme hodnoty vypiste v ich zauZivanom tvare, napr. sin 5, s8in § = %, nie iba sin %, resp. 0, 866.]
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6. Uvedte priklady postupnosti {a,} -, —, {bn} o, >, resp. {an}oo ==, {bn}oo, =~
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7. Vypocitajte limity: lim {/3"+1, lim /3" —1, lim /4" +3", lim <{/4™ — 3".
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8. Na obrazku pred prikladom je znazorneny postup konstrukcie lomenej éiary (¢ast Kochovej vlocky — vid obrazok za
prikladom), ktora vznikne z tsecky AB. Kazd4 jednotliva tsecka sa postupne rozdeli na tri rovnaké ¢asti, pricom stredna

Cast sa zvacsi na dvojnasobok (dve strany rovnostranného trojuholnika). Tento proces sa opakuje do nekone¢na. Vypocitajte
dizku lomenej &ary, ak |[AB| = 1.
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9. Vypoditajte [Plati a®>—b> = (a—b)(a+b), a—b = (vVa—vb)(va+vb), a®—b> = (a—b)(a®+ab+b3), a—b = (Fa— Ib)(Va2+ Vab+ Vb?)):

4an34+5nt4+6n2+3 4n?—2n3%-3 3n24+4n>45n+6-3" —3n%44n3+5n—6-3" 3 Ym+4Yn—2

nh_?;o pr s e S e e nh_,ngo 3n+4n3—2.37 ,};H;O 3nt4nd42.37F1 nli};om’
. 5 6 4 . . . q

B s M e e A Vv AR Vi AR e e
fim oy Jm [V =T-va=T), lm VP tn - v 42, Dim [Vt tn-ntd], lim (2]
Tim (22177 g [FEERDVL him [2]M dim [0 m [ lm GRS
R m Gl 00y [22Y7 lm (2], lm (2]
Jim Vo lim i, lm AR lm CSREGRRRhm O lm E lm o

[Niekedy je vhodna substiticia, napr. pre n — oo plati tiez m = /n — oo, m = n® — co.]


http://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb/skusky/2024.2025/domaca_uloha_01.pdf

C. Ciselné rady ich zakladné vlastnosti. Konvergencia a divergencia, zakladné kritéria konvergencie, sucet radu.
Rady s nezapornymi ¢lenmi.

(Naspamit!) Dolezité rady. (Naspamét!)
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Matematicky strom rastie nasledovnym spésobom: za prvy rok pozasadeni semienka narastie jeho kmen o 1 m
nahor. Dalsf rok sa koniec kmeha rozvetvi na 2 konare a tieto narasta na 2 /3 dlzky predoglého kmeiia. Toto sa
opakuje a kazdy novy rok sa existujice konare rozvetvia na 2 asti a narastu na 2/3 dizky predoslého konara
(vid obrazok, kde st znazornené 3 roky). Vy¢islite, akt selkovi dlzku maju kazdy rok konare, ktoré pribudnii.

Opét si vezmime Matematicky strom, ktory rastie tentoraz nasledovnym spdsobom: Za prvy rok po zasadeni
semiacka narastie jeho kmeni o 1m dohora. Dalsi rok sa koniec kmeiia rozvetvi na 3 konére a ticto narastt
na 1/4 dizky predoslého kmena. Toto sa opakuje a kazdy novy rok sa existujice konare rozvetvia na 3 Gasti
a narasti na 1/4 dlzky predoglého konara (vid obrazok, kde st znazornené 3 roky). Vyéislite, aku celkovi
dlzku maja kazdy rok konére, ktoré pribudna. Vypocitajte aj celkovi dlzku kmefa s konarmi v zéavislosti od
veku stromu v rokoch.

VysSetrite konvergenciu radu:
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VySetrite relativnu a absolitnu konvergenciu radu: Y. &2 i Z G 1) Vs Z (\});;1’ y &
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Vypocitajte sucet radu:
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V banke zvic8a arocia raz za rok. V tom pripade, ak klient ulozi A pehazi na 1 rok s arokom p percent, na konci roka ma
A(1 4+ 0.01p) penazi. Pokial sa banka rozhodne prilakat klientov, méze ponikat drocenie 2 krat za rok, avSak s poloviénym
trokom p/2. Kol'ko peniazi bude mat na konci roka klient v takomto pripade?

Pokracujeme a predstavime si este StedrejSiu banku, ktora aroci, trikrat za rok s tretinovym trokom, pripadne n krat za rok
s urokom p/n. Kol'ko bude mat klient pehazi v takychto pripadoch? Rastie zisk klienta ak sa podet uroceni roéne zvysuje?
Ak ano, rastie zisk neobmedzene? Ak nie, k ¢omu sa hodnota zisku bliZi, ak by sme pocet troceni n neobmedzene zvysovali
a upravovali drok na p/n?

V Petriho miske je kolénia buniek. Bunky sa rozmnozuji a to takym spésobom, Ze kazdt hodinu pribudne v miske polovica
buniek. Cize ak je na zaciatku 20 buniek, po hodine ich bude 30 a po dalsej hodine ich bude 45, atd. Biologovia chcu rast
udrzat na uzde a preto na konci kazdej druhej hodiny Petriho misku oZziaria UV svetlom a pritom zahynie 50 % aktualneho
poctu buniek. Ako sa bude vyvijat pocet buniek kazda hodinu pri takomto procese? Bude ich poéet celkovo stupat, ¢i
klesat? Ak biologovia zvys$ia intenzitu lampy, vedia usmrtit va&si podiel buniek, nielen 50 %. Kol'ko percent musia usmrtit na
konci kazdej druhej hodiny tak, aby pocet buniek ani nenarastal ani sa nezmensoval?

Vytvorime fraktalovy trojuholnik (tzv. Sierpinského trojuholnik) podla obrazku (zobrazené prvé 4 kroky) nasledovnym
sposobom: V trojuholniku spojime stredy stran a tym ho rozdelime na $tyri zhodné trojuholniky. Vnatorny trojuholnik
zafarbime a so zvy$nymi troma trojuholnikmi urobime opét to, ¢o s povodnym trojuholnikom. Tento proces opakujeme do
nekone¢na. Vieme, %e povodny trojuholnik mé obsah plochy 2cm?. Aké je plocha vietkych zafarbenych trojuholnikov?

v %

Vytvorime fraktalovy Stvorec (tzv. Sierpinského koberec) podla obrazku (zobrazené prvé 4 kroky) nasledovnym sposobom:
Stvorec rozdelime na 9 rovnakych Stvorcov a vnuatorny z nich zafarbime inou farbou. Kazdy zo zostavajucich 6smych
Stvorcov rozdelime na 9 rovnakych $tvorcov a vnutorny z tychto Stvorcov zafarbime inou farbou. Tento proces opakujeme do
nekoneéna. Vieme, Ze péovodny Stvorec ma obsah plochy 1cm?. Aka je plocha vSetkych zafarbenych dtvorcov?




