Analiza matematyczna
wspomagana programem wxMaxima

Summer School Open Source

Innovative Open Source courses for Computer Science

Rudolf Blasko
2021

Funded by
the European Union







Spis tresci

Wprowadzenie do wxMaxima . . . . . .. ... oo 4
Podstawowe komendy . . . . . .. ..o o 5
Praca z liczbami i podstawowymi statymi . . . . . ... ... ... ... .. 6
Zadania i funkcje . . . .. oL 7
Praca z wyrazeniami . . . . . .. ..o oL oo 8
Granice i pochodzenie . . . . . . . ... .. 10
Wykresy funkeji . . . . . ..o 12
Ciagiiszeregl . . . . . . . . . . e 14

Clagi . . o v 16

Szereg liczbowy . . . . . .. 20
Szeregi o wyrazach dodatnich . . . . ... ... .. L0000 24
Zbieznosé¢ bezwzgledna, wzgledna i szereg naprzemienny . . . . . . . . . .. 26

Funkcje . . . . . . 27
Funkcje elementarne . . . . . . ... oL oL Lo 32

Granica funkcji . . . . . oL Lo 42
Wtasciwosci asymptotyczne . . . . . . ..o oo 49

Ciaglosé funkcji . . . . . . . o oo 50

Pochodna funkcji rzeczywistej . . . . . . . . ... 55

Funkcje rézniczkowe i pochodne wyzszego rzedu . . . . . . . . . ... ... ... 63

Aplikacje do wyprowadzania funkeji . . . . .. ..o o oL 67

Przebieg funkcji. . . . . . o oL 75
Badanie przebiegu funkeji . . . . .. ..o oo 78

Bibliografia . . . . . ... 83



beerb@frcatel.fri.uniza.sk 4 Calculus suported by wxMaxima

Wprowadzenie do wxMaxima

wxMaxima to interfejs dialogowy dla systemu algebry komputerowej Maxima. wxMaxima
oferuje menu i okna dialogowe dla typowych komend, autouzupelniania, osadzone wykresy
i proste animacje. wxMaxima jest rozpowszechniany na licencji GPL. Maxima jest jednym
z programéw Open Source z otwartym kodem zrédlowym. Program mozna skompilowaé
w roznych systemach operacyjnych, w tym Windows, GNU/Linux i MacOS X. Wstepnie
skompilowany program dla Linux i Windows jest dostepny bezptatnie na stronie Source-
Forge https://sourceforge.net/projects/maxima/files/. Po uruchomieniu srodowi-
ska wxMaxima na gorze ekranu pojawi sie okno menu. Ponizej menu znajduje sie miejsce,
w ktérym mozemy wpisywaé komendy i gdzie pojawiaja sie wyjscia.

(%il) First input line.
(%01) First output line.
(%i2) Second input line.
(%02) Second output line.

Komendy wpisujemy w osobnych liniach (liniach wej$ciowych), zapewnione jest ich wy-
konanie naciskajac jednoczesnie Shift a Enter lub klikajac w menu ikona ® (Send the
current cell to maxima). Linie wej$ciowe sa oznaczone jako (%il), a linie wyj$ciowe jako
(%o01). Numery linii wejsciowej i odpowiadajacej linii wyj$ciowe] sa identyczne i na pod-
stawie tej liczby mozemy odwotaé sie do tresci tych wierszy.

(%i1) solve (0=x+2,x);
(%01) [z = —2]

(%i2)  %it;

(%02) solve(0 =z + 2,x)
(%i3)  %hot;

(%03) [z = —2]

Komendy sa wykonywane w nowych oddzielnych liniach (liniach wyjsciowych). Komendy
w liniach wej$ciowych moga by¢ zakoniczone symbolem ; (ktére system uzupelni automa-
tycznie) lub symbol $, ktory blokuje wyswietlanie odpowiedniego wyjscia. Mozemy wpisac
wiecej komend w linii wejsciowej, ale musimy je rozdzieli¢ symbole ; lub $. Mozemy réw-
niez ustrukturyzowaé komenda w wielu liniach wej$ciowych.

(%i1) a:2;b:3;solve(a*x+b*x~2=0,x)
(a) 2
(b) 3
(%ol) [z=—%,z=0]
(%i2) a:2$ b:3$ solve(a*x+b*x72=0,x);
(%02) [z=—%,z=0]
(%i3) a:2%
b:3%
solve (a*x+b*x~2=0,x) ;
(%03) [z=—%,z=0]
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Wyjscie mozemy zapisaé¢ w réznych ksztattach, a nastepnie wykorzystaé¢ go w innych pro-
gramach (I4TEX, edytor rownan MSWord, ...). Wyjscie (%03) z poprzedniego okna mo-
zemy:

e kopia (Crl C a Crl V), ewent. kopiuj jako tekst (moze by¢ uzywany np. w edytorze
rownaii MSWord): x=-2/3, x=0,

o skopiuj jako BTEX \ [x=-\frac{2}{3}\operatorname{, }x=0\],
e kopiuj jako MathML, obraz, RTF, SVG...

Srodowisko wxMaxima posiada dobrze zaprojektowana pomoc uzytkownika, ktora mozna
znalez¢ w menu Help Pomoc mozna réwniez otworzy¢, naciskajac klawisz F1. Mozesz réw-
niez znalez¢ instrukcje na stronie internetowej https://maxima.sourceforge.io/docs/
manual/maxima_369.html.

Komendy podstawowe

Komenda apropos mozemy znalez¢ doktadna nazwe komendy, uzywajac czesci jego nazwy.

(%il) apropos("plot")
(%o1) [barsplot,boxplot,contour plot,get plot option,gnuplot,. . .

Komenda describe drukuje opis wprowadzonego komendy.

(%i1) describe(plot2d);
- - Function: plot2d
plot2d (<expr><, <range_xz><, <options><)
plot2d (<expr <>=<expr <>, <range xz><, <range y><, <options><)

(%01) true

Wyrazenia sa wprowadzane przy uzyciu zwyklych znakoéw operacji, sesji i funkcji. Ar-
gumenty funkcji i komend znajduja sie w nawiasach, symbol mnozenia* nalezy wpisac!
Potegowanie wpisuje sie¢ znakiem ~ lub pare *x*.

Symbol : shuzy do przypisania wartosci po prawej stronie wyrazenia po lewej stronie.

(%il) a:2$ b:3$ solve(a*x+b*x~2=0,x);
(%ol) [z=—%,z=0]

W menu View a podmenu Display equations mozemy zmieni¢ wyswietl linie wyj$ciowe
do ksztaltow in 2D,as 1D ASCII lubas ASCII Art. Domy$lny ekran to in 2D. Mo-
zesz takze zmieni¢ ustawienia wyjsciowe za pomoca komendy set_display. Ustawienie
ksztaltu in 2D ma argument none.

(%il) x/sqrt(x~2+1);set_display(’none)$
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(%o01) \/:274»1 /* in 2D x/

Uzyj argumentu ascii w poleceniu set_display, aby zmieni¢ dane wyjsciowe na forme
as 1D ASCII i uzyj argumentu xml, aby zmienié¢ forme na as ASCII Art.

(%i1) x/sqrt(x~2+1);set_display(’ascii)$
(%01) x/sqrt(z? 4+ 1) /* as 1D ASCII =*/
(%i2) x/sqrt(x~2+1);set_display(’xml)$

(%02) =-----mmmam- /* as ASCII Art */

Komenda kill mozemy usuna¢ z pamieci zmienne ze wszystkimi ich przypisaniami i wia-
Sciwosci.

(%i1) kill(a,b) /* removes all bindings from the arguments a,b */
(%i2) kill(all) /* removes all items on all infolists */

Praca z liczbami i podstawowymi stalymi

Maxima moze pracowac z liczbami rzeczywistymi zapisanymi w formie numerycznej lub
symbolicznej. Sposob zapisu liczb rzeczywistych mozna ustawi¢ w menu Numeric za
pomoca przelacznika Numeric Output miedzy wyswietlaczem numerycznym a symbo-
licznym. Tutaj mozemy réowniez wybra¢ metode i dokladno$é¢ wys$wietlania numerycz-
nego. Ustawienie zmiennej numer okresla sposéb wys$wietlania. Domy$lnie wyswietlanych
jest 16 cyfr (w tym kropka dziesietna). Dokladnos¢ wyswietlania jest okreslona przez
zmienna fpproc i wplywa na wyswietlacz za pomoca bfloat. Wyjscie float zawsze
wyswietla to samo. Mozemy zwiekszaé¢ lub zmniejsza¢ doktadnosé praktycznie w nieskoni-
czonosé. Mozemy to zmieni¢ globalnie i lokalnie tylko dla jednej zmiennej lub komendy.

(%il) log(2);

(%01) log(2)

(%i2) log(2),numer;

(%02) 0.6931471805599453

(%i3) float(log(2));

(%03) 0.6931471805599453

(%i4) bfloat(log(2));

(%04) 6.931471805599453b— 1

(%i5) 1log(2),bfloat;

(%05) 6.931471805599453b— 1

(%i6) bfloat(log(2)) ,fpprec=34;

(%06) 6.931471805599453094172321214581766b— 1
(%i6) bfloat(log(2)),fpprec=134;

(%06) 6.9314718055994530941723212145(78digits]102057068573368552023575813b— 1
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Stale numeryczne e, 7, i (jednostka urojona) maja przedrostek %, czyli %e, %pi, %i. Doty-
czy to rowniez stalych, ktore sa czescig lub wynikiem obliczen. Maja tez przedrostek %.

Maxima ma predefiniowane stale inf, minf dla rzeczywistej nieskonczonej oo, —oo a stala
infinity dla zespolonej nieskoriczonosci.

Stale logiczne true a false reprezentuja prawde i nieprawde.

(%i1)  %pi; %i; %e;
(%01) ™ %i %e
(%i2) minf; inf;
(%02) —oo0 oo

(%i3) infinity;
(%03) infinity

W tym kursie nie zajmujemy sie liczbami zespolonymi, wiec wspomnimy tylko o tym,
jak sa wyswietlane. Domy$lnie liczby zespolone sg wprowadzane w formie algebraicznej
(rectform). Mozna je przekonwertowaé do postaci trygonometrycznej (wyktadniczej) za
pomoca komendy polarform.

(%i1) z:1+%1i;

(z) i+1

(%i2) polarform(z)+rectform(z);
(%02) VZeT +i+1

Przypisania i funkcje

Operator : uzywamy do przypisywania wartosci lub wyrazen do zmiennych. Definiujemy
funkcje za pomoca przypisania :=.

(%i1)  £(x):=x"2+2*%x+3;

(%01) f(z) :=a?+2xx+3

(%i6) £(x);£(y)sE(x+1);£(-2)5£(1);
(%02) 22 +2xx+3

(%03) y?>+2%y+3

(%04) (x+1)>+2x(x+1)+3

(%05) 3

(%06) 6

Maxima zawiera znacznie wiecej funkcji niz standardowe jezyki programowania. Sa to nie
tylko same rzeczywiste funkcje, ale takze rozne funkcje ich obstugi. Podstawowe funkcje
obejmuja sign(x), abs(x), floor(x) (dolna czes¢ catkowita z) round(x) (zaokraglone
x do najblizszej liczby caltkowitej), truncate(x) (usuwa wszystkie cyfry po przecinku),
ceiling(x) (gbrna czesé catkowita x).

(%i2) £(x):=sign(x)$ print (£(-3.2),£(0),f(3.2))$%
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neg zero pos

(%i4) £(x):=abs(x)$ print (£(-3.2),£(0),£(3.2))$
3.2 0 3.2

(%i6) f£(x):=floor(x)$ print(£(-3.6),£(-3.2),£(-1),£(0),£(1),£(3.2),f(3.6))$
-4 —-4-10133

(%i8) f£(x):=round(x)$ print(£(-3.6),£(-3.2),£(-1),£(0),£(1),£(3.2),£(3.6))$
-4 -3-10134

(%i10) £ (x):=truncate(x)$ print(£(-3.6),£f(-3.2),£f(-1),£(0),£(1),£(3.2),£(3.6))$
-3 -3-10133

(%i12) £(x):=ceiling(x)$ print (£(-3.6),£(-3.2),£(-1),£(0),£(1),£(3.2),£(3.6))$
-3 -3-10144

Do sformatowania raportu uzyliSmy komenda print.

(%i3) a:2$ b:log(2),numer$ print("Logarithm of a number",a," is ",log(a),"=",b)$
Logarithm of a number 2 is log (2) = 0.6931471805599453

Maxima zawiera wiele funkcji elementarnych. Sa na przyklad exp(x)=Ye~x, log(x), funk-
cje trygonometryczne sin(x), cos(x), tan(x), cot(x) i ich funkcje odwrotne asin(x),
acos(x), atan(x), acot (x), funkcje hiperboliczne sinh(x), cosh(x), tanh(x), coth(x)
i ich funkcje odwrotne asinh(x), acosh(x), atanh(x), acoth(x) itd.

Maxima zawiera réwniez wiele funkcji, ktore je wspieraja. Czes¢ z nich nie jest zaimple-
mentowana bezposrednio w srodowisku wxMaxima, ale w zewnetrznych bibliotekach zwane
pakietami. Pakiety te sa tadowane do systemu za pomoca komenda load. Jako przyktad
pokazemy pakietspangl do wspomagania pracy z funkcjami trygonometrycznymi.

(%i2) print(tan(%pi/8) ,ratsimp(tan(%pi/8)),trigsimp(tan(%pi/8)))$

sin (%)
cos (%)

tan (%) tan (%)
(%i3) load(spangl);
(%03) ../share/trigonometry/spangl.mac
(%i4) tan(%pi/8);

(%04) V2 —1

Praca z wyrazeniami

Operacje i obliczenia Maxima odbywaja si¢ w srodowisku, w ktérym system zaktada waz-
noé¢ okreslonych warunkéw. Mozemy zmieni¢ te warunki. Wiele razy musimy zmienié
warunki tylko lokalnie dla konkretnego obliczenia bez aby zmieni¢ ustawienia globalne. W
tym celu Maxima ma bardzo wydajna komenda ev, ktora pozwala zdefiniowaé okreslone
srodowisko w ramach jednej komendy.

Po wpisaniu komendy ev(a,bl,b2,...,bn) wyrazenie a jest obliczane jesli spelnione
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sa warunki b1,b2 ... ,bn. Warunkami tymi moga by¢ réwnania, przypisania, funkcje,
przetaczniki (ustawienia logiczne). Ponizej znajduje sie przyklad rozwiazania réwnania
kwadratowego za pomoca komendy solve. Zmienne a, b, ¢ po wykonaniu komendy ev
nie maja przypisanych wartosci.

(%i1) ev(solve(a*x~2+b*x+c=0,x),a:2,b:-1,c=-3);
(%ol) [z =3, z=—1]

(%i2) solve(a*x~2+b*x+c=0,x);

Vb2 —4actb b2 —dac—b
(%02) [x:— 2, = 5 ]

Maxima oferuje kilka komend do uproszczenia i edycji roznych wyrazen. Podstawowe
funkcje znajdziesz w menu Simplify. Za pomoca komendy ratsimp a trigsimp juz
sie spotkaliSémy i podczas dostosowywania wartoscitan (%pi/8) nie przyniosty pozadanego
efektu.

Maxima oferuje z poleceniem komenfy example przyktady poszczeg6lnych komend. Rzué-
my okiem na kilka przyktadéw oferowanych przez example (ratsimp).

(%i2) £(x):=b*(a/b-x)+b*x+a$ print (£(x),"?",ratsimp(£(x)))$
be+b(% —z)+a ? 2a

(%i3) ratsimp(a+i/a);

(%o3) 221

(%i4) ev(x~(a+l/a),ratsimp);

(%04) z°+&

(%i5) ev(x~(a+1l/a),ratsimpexpons);

a?+41

(%05) =z~ a

Funkcja expand mnozy odpowiednie elementy w wyrazeniu. Funkcja factor przeciwnie,
rozklada wyrazenie. Funkcja gfactor robi to na polu liczb zespolonych.

(%i1)  £(x):=(x+1)*(x"2-4)*(x"2+4)$

(%i3) ratsimp (£f(x));expand(£f(x));

(%02) z° +z* — 16z — 16

(%03) z° +z* — 16z — 16

(%i6) factor (f(x));gfactor (f(x));factor (100);
(%04) (z —2)(z + 1)(z + 2)(z® +4)

(%05) (z—2)(z+1)(z+2)(xz —2%1i)(z + 2%1)

(%06) 2252

Rozkladamy wymierng funkcje wielomianowa na cze$ciowe utamki za pomoca komendy
partfrac.

(%il) partfrac((x+1)/(x~2-2%x+1),x);
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(%o1) 745 + 25

Mozemy podstawié¢ wyrazenia uzywajac komend subst(a,b,c) a ratsubst(a,b,c). Wy-
razenie a zostanie zastapione przez b i nastepnie podstawione w wyrazeniu c.

Uzywajac komendy subst musi byé¢ b najprostsza czesé (atom) lub pelne podwyrazenie
wyrazenia c. W tym przykladzie nie ma podwyrazenia x+y kompletne (brak z). Komenda
ratsubst modyfikuje réwniez wynikowe wyrazenie.

(%i2) subst(x+y,a,a"2+b"2);ratsubst(x+y,a,a~2+b"2);
(%ol) (y + )% 4+ b°

(%02) y? + 2zy + 22 + b2

(%i4) subst(a,x+y,x+y+z);ratsubst(a,x+y,x+y+z);
(%03) z+y+=x

(%04) z+a

Granice i pochodzenie

W menu Calulus znajdujemy funkcje do rozwiazywania podstawowych probleméw ana-
lizy matematycznej (granice, pochodna, calkowanie, sumy szeregow, rozklad funkcji na
wielomian Taylora. .. ).

Limity obliczamy za pomoca komendy limit. Ostatni parametr okresla kierunek granic
jednostronnych, ma wartoéci plus lub minus i jest opcjonalny. Jesli nie zostanie okreslony,
Maxima oblicza limit jako zlozony. Komendy limit (f(x),x,a), limit (f(x),x,a,plus)
obliczamy granice lim f(z), lim f(x).

r—a rx—at

(%i4) limit(1/x,x,0);
limit(1/x,x,0,plus);
limit (1/x,x,0,minus);
limit(1/x,t,0);

(%01) infinity
(%02) oo

(%03) —oo
(%04) L

Jesli przed komenda uzyjemy apostrofu >, komenda nie zostanie wykonana, tylko zostanie
wys$wietlona.

(%i2) 1imit (((1-n)/(1+3*n))~(1+4%*n),n,inf);
>1limit (((1-n)/(1+3%n))~(1+4%*n),n,inf);

(%01) 0

. —n \4n+1
(%02) nh_{%o (31'n,+n1) r
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Pochodne oblicza sie za pomocg komendy diff. Parametr okreslajacy kolejnosé wypro-
wadzania jest opcjonalny.

(%i4) £(x):=2*%x"4-3*x+sin(x);

print ("f’=",diff (f(x),x),"=",diff (f£(x),x,1))$
print ("f’°=",diff (diff (£f(x),x),x),"=",diff (£f(x),x,2),"=",diff(f(x),x,1,x,1))$
print ("£-(10)=",diff (f(x),x,10),"=",diff (£(x),x,1,x,9))$

(%ol) f(z) := 2z* — 3z + sin(z)
f = cos(z) + 8z% — 3 = cos(z) + 82> — 3
" = 24x? — sin(z) = 2422 — sin(z) = 2422 — sin(z)
f-(10) = —sin(z) = — sin(x)

Pochodne czastkowe obliczamy za pomoca tego samego komendy.

(%i3) g(x,y):=x"3*xy~2-1;

print ("g’_x=",diff(g(x,y),x),", resp. g’_y=",diff(g(x,y),y,1))$

print ("g’’_(xx)=",diff(g(x,y),x,2),", resp. g’’_(yx)=",diff(g(x,y),y,1,x,1))$
(%0l) g(x,y):=x"3*y~2-1

’ _ 2. 2 ’ _ 3

g _x =3x"y”,resp. g _y = 2x°y

g''_(zz) = 6zy*, resp. g''_(yz) = 6y

Obliczamy wielomian Taylora n-tego stopnia za pomoca komendy taylor. Mozesz znalezé
to komenda Calculus menu a podmenu Pobierz serig.... Wielomian Taylora funkcji f
stopieit » w §rodku c obliczamy za pomoca komendy taylor (f(x),x,c,n). Jego wspol-
czynniki uzyskuje sie za pomoca komendy coeff. Uzycie tego komendy zalezy od komendy
taylor.

(%il) ti1:taylor(sin(x),x,0,5); t2:taylor(sin(x),x,-1,5);
3 5
1) -+ Es+---

sin Ed 2 cos x 3 sin T 4 os T 5
(t2)  —sin(1) + cos(1)(z + 1) 4 S2DetD" _ cosletD) _ sin((erD) | cos(etl)’ 4 ...

(%i3) print(coeff(sin(x),x,5)," and ",coeff(tl,x,5)," and ",coeff(t2,x,5))$

1 cos(1)
0 and 135 and 55

Wielomian Taylora jest znowu wielomianem, tylko ze jest wyrazony w innej postaci. Prak-
tycznie tylko uklad wspoélrzednych, w ktorym wyrazamy wielomian, zmienia sie. Poczatek
systemu przesuwa sie z punktu 0 do punktu —1.

W ponizszym przykladzie obliczany jest wielomian Taylora danego wielomianu innym
sposobem. Komenda taylor daje trzy punkty na koniec, nawet jesli rozwdj jest zamkniety.

(%i1) £(x):=2*%x"5-x"4-3*x"3-x+1;

(%01) f(x) =22 —a* + (=3)z® -z + 1

(%i2) tpl:taylor (f(x),x,-1,5);

(tp1) 24+ 4(x+1) =17z + 1)%2 +21(x +1)® — 11(z + 1)* + 2(z +1)° + - - -
(%i4) ratsimp(tpl);expand(tpl);

(%03) 2x® —az* —32% —z 41

(%04) 225 —z* — 323 —z+1
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(%i6) tpx:ratsubst(t,x+1,f(x));subst(x+1l,t,tpx);

(tpx)  2t5 — 11t* 42143 — 17¢% + 4t + 2

(tp2) 2(z+1)° —11(z+ )*+21(x +1)2 —17(z + 1) + 4(z + 1) + 2
(%i7) tpl-tp2;

(%07) O+

Wykresy funkcji
Wykres funkcji mozna wykresli¢ na kilka sposob6éw. Najproéciej jest wybra¢ w menu Plot
podmenu Plot 2d.... Jesli wybierzemy Format=gnuplot, funkcja jest wykonywana przez
komenda plot2d za pomoca programu Open Source Gnuplot do nowego okna. Gnuplot
jest automatycznie instalowany razem z Maxima.

(%i1) plot2d([sin(x),cos(x)],[x,-%pi,2*%pil,[y,-1.2,1.2],[plot_format, gnuplot])$

Jesli wybierzemy Format=wxmaxima, Maxima wykresli wykres za pomoca komendy plot2d
do nowego okna. Obraz mozemy zapisaé¢ tylko w postskrypcie.

(%i1) plot2d([sin(x),cos(x)],[x,-%pi,2*%pil,[y,-1.2,1.2],[plot_format, xmaximal)$

Jesli wybierzemy Format=inline, Maxima rysuje wykres za pomoca komendy wxplot2d
do swojego srodowiska.

(%i1) wxplot2d([sin(x),cos(x)],[x,-%pi,2*%pil,[y,-1.2,1.2]1)8$


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk

Calculus suported by wxMaxima 13 beerb@frcatel.fri.uniza.sk

1 -

cmu);7z
\

05 \ / ]

(%o1) *

Komendy plot2d a wxplot2d maja te sama skladnie, a maja znacznie wiecej parametrow.
Parametry mozna znalezé np. za pomoca komendy describe(plot2d).

Do drukowania wykresow funkcji lepiej jest uzyé komenda wxdraw2d lub draw2d, ktore
nalezy skierowa¢ na wyjécie Gnuplot. Te komendy maja nieco inng sktadnie niz wxplot2d,
plot2d. Parametry drukowania sa prostsze i bardziej przejrzyste. Wykreslana funkcja
musi znajdowaé sie w poleceniu explicit, parametric lub implicit.

(%i1) wxdraw2d(xaxis=true,yaxis=true,xrange=[0,2*%pil,yrange=[-1.2,1.2],
color=blue,explicit ((sin(x)),x,0,2%%pi),
color=red,explicit ((cos(x)),x,0,2x%pi))$

/~

y
/
/
/
/
/
I I
5 6

(%i1) draw2d(xaxis=true,yaxis=true,xrange=[0,2*%pil,yrange=[-1.2,1.2],

0 1

\\
\
\
I -
2 3

(%01)

color=blue,explicit ((sin(x)),x,0,2*%pi),
color=red, explicit ((cos(x)),x,0,2*%pi))$

W podobny sposob wykreslamy parametryczna krzywa lub funkcje.
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(%il)

draw2d (xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-%pi,%pil,yrange=[-1.2,1.2],
color=blue,explicit ((sin(x)),x,-%pi,%pi),

color=red,nticks=300,parametric(cos(t),sin(t),t,0,2*%pi))$

Ciagi i szeregi

Na przyklad mozesz tworzy¢ ciagi w Maximie za pomoca komendy makelist lub z wyra-
zeniami cyklufor - do.

Komenda makelist tworzy liste, ktéra mozemy wyswietlié jako calo$é i wedtug wyrazow.

(%i2)
(s1)
(s2)
(%id)
(%03)
(%04)

S1:makelist (2*n~2-1,n,1,10);S2:makelist (2*n~2-1,n,2,10,2);
[1,7,17,31,49,71,97,127,161, 199

[7,31,71,127,199

S1[1];sS1[10];

1

199

Ulozone pary sa ujete w nawiasy kwadratowe i moga byé wyswietlane jako punkty na
plaszczyznie. W ponizszym przyktadzie sekwencja jest réwniez generowana z jej wzorcami,
a nastepnie wykreslana za pomoca komendy draw2d.

(%i1)
(s1)
(%i?)

S1:makelist ([n, (2*n-1)/(n+1)],n,1,10);
[[1,1/2],[2,1],[3,5/4],[4,7/5],[5,3/2],[6,11/7],[7,13/8],[8,5/3], [9, 17/10], [10, 19/11]]
draw2d (grid=true, xaxis=true,yaxis=true,xrange=[0,11],yrange=[-0.5,2.5],
color=blue,explicit ((2*n-1)/(n+1),n,0.5,10.5),
point_type=7,color=red,points(S1))$

25

e
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Za pomocg komendy for - do wymienimy kilka wyrazéw ciggu {2n2 — 1};021.

(%i1) (for n:1 thru 12 do (a_n: 2*n~2-1, print(a_n)) )$
1
7
17
31
49
71
97
127
161
199
241
287

Ladny przyktad uzycia for - do jest ciagiem Fibonacciego.

(%i3) a0:0% al1:1$ (for i:1 thru 12 do (an:al+a0, print(an), al:a0, aO:an))$

144

Sume skoriczona i nieskoriczong obliczamy za pomoca komendy sum.

(%i1) sum(2*n~2-1,n,1,8);
(%ol) 400

Za pomoca tego komendy Maxima moze obliczy¢ dokladna sume pewnej nieskoiiczonej
serii. Sume szeregu mozna wprowadzi¢ w menu Calculus a podmenu Calculate Sum....

(%i2) sum(1/k~2,k,1,inf),simpsum; sum(1/k~2,k,1,inf);

(%ol) =2
(%02) 3 ()

e

S
Il

1

Szeregi liczbowe z poprzedniego przyktadu mozna przedstawié graficznie w nastepujacy
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sposob.

(%i1) a(n):=1/n"2$ rec:makelist(rectangle([i-1,0],[i,a(i)]),i,1,10)8$
draw2d (grid=true,xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-1,11],yrange=[-0.2,1.2],
border=true,color=black,fill_color=red,rec,

color=blue,explicit(a(n),n,0,11))$

Ciagi
Ciag (liczb rzeczywistych) to kazdy ciag {an},-;, ktorych wyrazami sa liczby rzeczy-
wiste a, € R (tzn. funkcja N — R).

o Przypisanie jawne (wyrazenie ogblne) wyraza a,, jako funkcja zmiennej n.

o Whpis cykliczny pierwszego wyraza i wpis a,, przy uzyciu poprzednich wyrazow.

{antpoy ={2n—1}2, = {1,3,5,...}.
o Wpis wyrazny a, =2n — 1, neN.

o Wejscie rekurencyjne a1 =1, apy1 = an + 2, n€N.

(%i3) a(n):=2*n-1$ S:makelist(a(n),n,1,7);
()  [1,3,5,7,9,11,13]
(%i4) an:1$ (for n:1 thru 7 do (print(an),an:an+2))$

oo .

Ciag {an}n:1 nazywa sie:
o Ograniczony od dotlu, jesli a € R istnieje tak, ze a < a,, dotyczy wszystkich ne N.
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o Ograniczony od goéry, jedli a€ R istnieje tak, ze a,, < a dotyczy wszystkich ne N.
e Ograniczony, jesli jest ograniczony od dotu i od gory.
Ciag {a,},> | nazywa sie:
e Nieograniczony od dotlu, jesli nie jest ograniczony od dohu.
o Nieograniczony z gory, jesli nie jest ograniczony z gory.

e Nieograniczony, jesli nie jest ograniczony,
czyli nie jest ograniczony od dotu ani nie jest ograniczony od gory.

a A | alfa all n H | éta é|l v N | ny n| 7 7 | tau t
B B | beta bl v © | théta thi & = | ksi (xi) x| v Y | ypsilon y
v I' | gama g| ¢ I | iota i| o O | omikron o || ¢ ® | fi f
0 A | delta d | K K | kappa k| II | pi p |l x X | chi ch
e E | epsilon e | AN A |lambda 1| p P | 16 r| Y ¥ | psi ps
¢ Z | dzéta dz | p M | mi m || o ¥ | sigma s || w Q | omega 06

Ciag {a,},. | nazywa si¢ monotoniczny:
e Rosnacy, jedli a,, < ay41 dotyczy wszystkich ne N. L .
. Lo . Silnie monotoniczny.
e Malejacy, jesli a,, > a,+1 dotyczy wszystkich ne N.
o Niemalejacy jedli a,, < a,41 dotyczy wszystkich ne N.
e Nierosnacy jesli a, > a,41 dotyczy wszystkich ne N.

e Stacjonarny (stalty), jesli a,, = a dotyczy wszystkich n€ N.

{k,},2_, to rosnacy ciag liczb naturalnych.

= {ag, },., nazywa sie podciag z {a,} ;.

{an}2, = {2n — 1322, = {1,3,5,7,9,11,13,...}.

n=1
Podciagi to m.in.
o {ap, }or ={aon}tro, ={as,a4,a6,...} ={3,7,11,...} = {dn — 1}, |.
o {2n—1}7 . o {2n—1}>7,. e {101,109,235,637,...}.

(%i2) a(n):=2*n-1$ makelist(a(n),n,1,7);
(%02) [1,3,5,7,9,11, 13]

(%i3) makelist(a(2*n),n,1,7);

(%03) [3,7,11,15,19, 23, 27]

(%i4) makelist(a(2*n),n,2,7);

(%o4) [7,11,15,19,23,27]
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(%i5) print(a(51),a(55),a(118),a(319))$
101 109 235 637

a€R* = RU {+o0} nazywa si¢ wartosé (punkt) skupienia ciagu {a,} -,
jesli dla kazdego otoczenia O(a) istnieje nieskoriczona liczba wyrazow a, € O(a).

Kazdy ciag {a,l} _, ma co najmniej jedng warto$¢ skupienia.

Niech symbol F oznacza zbiér wszystkich wartosci skupienia ciagu {an}ooz

e supFE = hm 1SUp @y, Nazywa si¢ limes superior (gorna granica) {a,},. ;.

e inf E = lim inf a,, nazywa sie¢ limes inferior (dolna granica) {a, }

n—oo n=

o inf F=supF = hm a, (F m4 jediny prvok) nazywa sie granica {a,, } -

n=1"

e limsup a,, hm 1nf an zawsze istniejg.
n—oo

e lim a, moze nie istnie¢. Jesli istnieje granica, to jest jedyna.
n—r oo

o lim a, = a€R (istnieje skoriczona).
n—o0

= {an},., zbiega sie do liczby a, {an},, zbiega sie,
. oznaczenie {an } o, —>.
oznaczenie {a,} ., — a. {an}l
o lim a, = too (istnieje nieskonczona).
n—oo

= {a,},., rozbiega sie do +oo,

i biega sie
oznaczenie {ay,}o , — Foo0. {an},Z, roz )
{anknz oznaczenie {a, },., 7.

o lim a, nie istnieje. = {a,} _, oscyluje.
n—00 o

{an},2; —. = o {a,},., jest ograniczona.

o Ostateczna liczba wyrazow nie wptywa na zbieznosé, ew. rozbieznosé ciaggu.

2 3(pn—1 -2 1 —2
oy oAm "( +n ) _ iy n4nT? 040
o Jim 5 = lim S = i A = 56 -0
o lim 272 = lim ©n20 )y n=2n 000 _ o
n—oo 2+n n—oo n2(1+n71) n—oo 1+n71 1+0 ’
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(%i1) a(n):=(n~2+n)/(n"3-2)$ Sa:makelist([n,a(n)],n,1,15)$
b(n):=(n~3-2)/(n"2+n)$ Sb:makelist ([n,b(n)],n,1,15)$
print ("limit a(n)=",limit(a(n),n,inf)," 1limit b(n)=",limit(b(n),n,inf))$
draw2d (grid=true, xaxis=true,yaxis=true,xrange=[0,16],yrange=[-2.5,10],
color=green,explicit(a(n),n,1,16) ,point_type=7,color=red,points(Sa),
label (["a(n)=(n"2+n)/(n"3-2)",10,a(10)+1]),
color=green,explicit(b(n),n,1,16) ,point_type=7,color=blue,points(Sb),
label (["b(n)=(n"3-2)/(n"2+n)",10,6]1))$
(%01) limita(n) =0 limitb(n) = oo
3 * - bm)=(n*-2)f(n?+n)
. 4_ .8 . t1—n"1) . 2 . 1—n—t 1-0
o lim 252" = lim %07 ) — Jim n2. lim 10 =00 10 = 0. 1 = 0.
n—yoo MtN noyoo PP (14071 n—00 n—yoo 1H+n~* 1+0
. n’4n _ 1 n?(14+n"1) : 14n—~ _ 140 __
o lim 55 = hm Safige=sy = Im 5= =15=1
o0 =00 = o oo przed g > 0.
: _ lim n® = lim 1 =1. = o 1 przed ¢q=0.
° nlgIolo ni = n— 00 n—00 P q
i — 1 1 _ _
7111—>Irolo =T = =0.= 0 przed ¢ <0 (—¢>0).
g n— oo
Ciag geometryczny
q" — o0. = o oo przed g > 1.
" =1"=1. = o 1 przed ¢g=1.
° nlgl;o " =< ¢ —0. = o 0 przed ¢e(0;1).
" =q¢*=1,q" =¥ = -1 = o # przed ¢ = —1.
" =¢** = 00, ¢" = - —c0. = e P przed g < —1.

o Liczba e nazywa sie liczba Eulera. Jego warto$é wynosi okoto 2, 718 281 827.
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an >0, neEN. = o lim a, = lim aZ—Il (jesli istnieja granice).

n—oo n—oo
{ 0 przed a <1,

> . . — *. N —
ap, > 0,neN, lim /a, =acR". = o lim a, oo przed a > 1.

n—roo n—roo

0 przed a<1,

0, n€N, lim “* =geR*. = li :{
anp >0, nelN, m — ac e lim ap, 0o przed a > 1.

n—oo n n—oo
Wazne granice.
onlingo{l/ﬁzlprea>0. onlgrgo{i/ﬁzl.
o lim ¥/n!= . olim:—izo.
n— o0 n—oo
o lim (1 + %)" =e. o lim (1 + %)n = e® przed beR.
n—o00 n—0o0
onll)n;on(\/é—l)zl. onll)n;on(\/ﬁ—l)zlnaprzeda>0.

Szereg liczbowy

Szeregi liczbowe sa $cisle powigzane z ciggami i uogdlniaja pojecie dodatki do nieskonczonej
liczby dodatkow. Proste przyklady to ulamki i liczby okresowe.

{a,},2, to ciag.

o0
= > ap=a1+az+ - +a,+- - nazywa sie (nieskonczony liczbowy) szereg.
n=1

Niektore zasady odnoszace sie do zliczania skonczonego nie dotycza serii nieskoiiczo-
nych. Nie dotyczy m.in. lacznosé:
(1) :{ 1-H+1-)+1-1)+--=04+04+0+---=0,

14+ (-14+4D)4+(-1+D+- =1+040+---=1.

o0

n=1

(%i1) a(n):=(-1)"(n+1)$ rec:makelist(rectangle([i-1,0],[i,a(i)]),i,1,11)$
draw2d (grid=true, xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-.5,10.5] ,yrange=[-1.2,1.2],

border=true,color=black,fill_color=red,rec)$
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o0
> ap to szereg liczbowy.
n=1

k
@ S, =Y a;=a;+as+ -+ ar, k€ N nazywa sie k-ta czeSciowa suma szeregu
i=1
0o
.
n=1
> )
@ TR = Y. Ak = aky1 + ag+2 + a3 + - - nazywa si¢ k-ta reszta ) a,.
1=k+1 n=1

(oo} oo x
o {sk}r_; = {sn}, ., nazywa si¢ ciag sum czesciowych szeregu ) a,,.

n=1

oo
n=

oo
Relacja miedzy > a, a ciagu {s,}

n=1

1 jest wzajemnie unikalna.

o0
Dla {s,},—, a > a, dotyczy:
n=1

@ S =aj. @ a; = S1 = S1 — 8o, gdzie sg = 0.
@ So = a1 + az = 81 + as. @ A = S — S71.
@ S3 = a1 + az + az = S + as. @ a3 = S3 — So.
e Sp,=a1+as+ - --+ap_1+a, =Sp—1+ an. ® p =8, —Spn_1, NEN.
o0 o0
Suma szeregu | a, nazywa sie lim s, = s€ R* (jedli istnieje), oznaczenie Y a, = s.
n=1 n—00 n=1
o lim s, = s€R (istnieje skoniczona).
n—oo 0o
= . . > a, zbiega sie
= Y a, zbiega si¢ do sumy s, e )
n=1 = 0o
o0 o0 .
oznaczenie Y ap, — S, €W. Y, ap = S. ozhaczeie nz_:l n :
n=1 n=1 B
o lim s, = £oo (istnieje nieskoriczona).
n—oo
oo
= > a, rozbiega sie do +oo,
n=1 oo
00 o0 1 1
. a, rozbiega sie
oznaczenie Y. a, — o0, ew. Y a, = Fo0. nzz:l ’
n=1 n=1 . 00
e lim s, nie istnieje. oznaczenie »_ an 7.
n—00 n=1
o)
= > a, oscyluje (nie ma sumy).

n=1
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Szereg harmoniczny

o0
1 _ 1,1 ,.1,1 _
E—1+§+§+Z+g+"'foo-

n=1

(%i1) a(n):=1/n$ rec:makelist(rectangle([i-1,0],[i,a(i)]),i,1,11)$
draw2d (grid=true, xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-.5,10.5],yrange=[-.2,1.2],
color=green,explicit(a(n),n,.5,11),

border=true,color=black,fill_color=1light_red,rec)$

Szereg geometryczny

o0
21 " l=14q+¢+- = %_q dla wszystkich g€ (—1;1).
n—=
0o 1 n_q grlo1
Bt =gt = (g i = e = O
n=
li_>m q;:f = Oq":ll = 00. = e 00 przed g > 1.
n oo
lim n = oco. = e 00 przed g = 1.
n—oo
R i‘é g1 nh_}rrolo qqfll = ﬁ = liq. = o 1%[1 przed g€ (—1;1).
n=1
“lims, | CLFIolHI-T4 = o3 przed ¢g=—1.
n—oo qZkil_l _oo—l
T = oI = przed n = 2k.
2k+1q_17l il = o 7 przed g < —1.
1 T = Olo_f = oo przed n = 2k + 1.
q q

(%i4) sq(q):=sum(q-n,n,1,inf)$

sq(1/2) ,simpsum; sq(1/3),simpsum; sq(-1/2),simpsum; sq(2),simpsum;
(%i1)
(%i2)
(%13)

(%i4)  sum: sum is divergent.

| = =

Wl
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W ponizszym przykltadzie po prostu zmient warto$é g na poczatku.

(%il) q:0.8% a(n,q):=q"n$ peca:makelist([i,a(i,q)],i,1,11)$
reca:makelist (rectangle ([i-1,0],[i,a(i,q)]1),i,1,11)$
draw2d (grid=true, xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-.5,10.5],yrange=[-4,4],
border=true,color=black,fill_color=1light_red,reca,
label ([concat ("gq=",string(q)),3,3.5]), color=blue,explicit(a(n,q),n,1,11),
point_type=7,color=blue,points(peca))$

4 4 4
=08 a1 9-12
3 3 3

Warunek konieczny zbiezno$ci szeregéw

o0
> ay, jest zbiezny. = e lim a, =0.
n=1 n—oo

NgE

o0
ap, jest zbiezny. = Y a, = lim s, = s€R.
n=1 — 00

3
Il
N

= lim a, = lim (s, — $p—1) = lim s, — lim 8,1 =s—s=0.
n— oo n—oo n— o0 n—oo

Niewazny lim a, =0. = e Y. a, #— (oscyluje lub rozchodzi sie do +o00).

n—r oo n=1

o Ostateczna liczba wyrazow nie wpltywa na zbieznosé, ew. rozbieznosé szeregow.

o Ostateczna liczba wyrazéow wplywa na sume szeregu.
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Szeregi o wyrazach dodatnich

o0
e Y ap z wyrazami nieujemnymi (a,, > 0, n€ N) zawsze ma sume.
n=1

o0 o0
0<a,<b,,neN. = 00< > a,< > b, <0
n=1 n=1
Kryterium Poréwnawcze
o [e’e)
0<a, <b,,neN. = o > b, —>. = e Y, a, —.
n=1 n=1

o0 o0
e > a, —>00. = e Yy b, — o0

n=1 n=1
Forma graniczna
o0 o0
0<a, <b,,neN, lim 7= € (0;00). = o > b, —. S e Y a, —.
n—oo “n n=1 n=1
° ap —> 00. & o Y b, — o0.
n=1 n=1

(%i1) a:[2.5,4,2,1,1,1.4,1.2,1,1,0.6,0.5]$ pa:makelist([i,alil],i,1,11)$
ra:makelist (rectangle ([i-1,0],[i,al[i]]),i,1,11)$
b:[3.0,4,3,2,1,1.5,1.3,1,1,0.9,0.7]$ pb:makelist ([i,b[i]],i,1,11)$
rb:makelist (rectangle ([i-1,0],[i,b[i]1]),i,1,11)$
draw2d (grid=true, xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-.5,10.5],yrange=[-.5,5],
border=true,color=black,fill_color=1light_blue,
rb,color=black,fill_color=1light_pink,ra,
point_type=7,color=red,points(pa),point_type=7,color=blue,points(pb),
color=red,label(["a(n)",.5,2.7]),color=blue,label (["b(n)",.5,3.2]1))%$

b(n)
a(n)

O T
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Kryterium udzialu d’Alemberta
o
an>0,neN. = o 2 <g<1,¢e(0;1),neN. = o Y a, —.
" n=1

o0
= e Y. a, — .

o 1<%l neN.
" n=1
Forma graniczna
a o]
an,>0,neN, lim =2 =p. = eop<l. = o > ap —
n— o0 " n=1
o0
ep>1. = o Y a, — o
n=1
o0

Dla p = 1 nie mozemy zdecydowaé o zbieznosci lub rozbieznosci szeregu > ay,.
n=1

Kryterium Root Cauchy’ego
ap >0,neEN. = o /a,<qg<1l,qe(0;1),neN. = o > a, —
n=1

o0
e 1< wa,,neN. = o Y, a, — 0.
n=1

Forma graniczna
oo
ap >0,neN, lim a,=p. = ep<l. = o > a, —
g n=1

n—o0
[ee]

ep>1. = o > a, — .

n=1

o0
Dla p = 1 nie mozemy zdecydowaé o zbieznosci lub rozbieznosci szeregu > a,
n=1

. a"tt ol g a _ a __
° nhm gl ar = nhm TS = 0<1. .
= o ) %+ prea>0.
1 n/a™ — 1 a = 4 — n=1
° nhm P nhm i 0<1.
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lim @AD" al o (D g (1 + l)n =e>1. = i 2 00
o = o = n = . o . nl .
=

nooo (@D nv n—00 n— 0o

(%i4) an(n):=n"n/n!'$ limit(an(n),n,inf,plus);
limit (an(n+1)/an(n),n,inf ,plus);
limit ((an(n))~(1/n),n,inf ,plus);

(%02) oo

(%03) e

(%08) e

(%19) an(n,a):=a"n/n!$ a:2$ limit(an(n,a),n,inf,plus);
limit (an(n+1,a)/an(n,a),n,inf ,plus);
limit ((an(n,a))~(1/n),n,inf ,plus);

(%i7) ©

(%08) 0

(%09) 0

Zbieznos¢ bezwzgledna, wzgledna i szereg naprzemienny

> ay, to ciag liczbowy.
n=1

oo o0
o > |an] —. = > a, jest zbiezny bezwzglednie (absolutnie), oznaczenie
no:ol n=1
S an 2.
n=1
o0 o0
e > ap, —, Y. |lap| — oo.
n=1 n=1
o0 oo
= Y a,jest zbiezny wzglednie (nieabsolutnie), oznaczenie Y a, —.
n=1 n=1
o0

o0
an >+ (zbiega sie absolutnie). = o > a, — (zbiega si¢).
1

n= n=1

kryterium Leibniza

an >0,neN, {a,},-, je nerastica. 0o

. = o -1)"*ta, —.
lim a, = 0. HZ::I (=1) "
n—oo

(%i1) a(n):=(-1)"(n+1)/n$ pa:makelist([i,a(i)],i,1,21)$
ra:makelist (rectangle ([i-1,0],[i,a(i)]),i,1,21)8$
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draw2d (grid=true,xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-.5,20.5],yrange=[-.7,1.2],
color=blue,explicit(abs(a(n)),n,.5,21),explicit(-abs(a(n)),n,.5,21),
border=true,color=black,fill_color=1light_red,ra,

label (["a(n)=(-1)"{(n+1)}/n",10,.9]1),

point_type=6,color=blue,points (abs(pa)),point_type=7,color=blue,points(pa))$

am=()"V/n

o) n n
Szereg anharmoniczny Y # :1—%+%—i+---+$+~-~iﬂn2.

n=1

Funkcje

Funkcja y = f(z), x€ D(f), czyli f: D(f) — H(f).
o Zbior {[z;y] € R* z€D(f), y = f(z)} nazywa si¢ wykres funkcji f.
o Funkcja zmiennej rzeczywistej, jesli dziedzina D(f) C R.
o Funkcja rzeczywista, jezeli zbior wartosci przeciwdziedzina H(f) C R.
Funkcja y = f(z), © € A nazywa sie:

o Iniekcja (réznowartosciowa), jesli f(xz1) # f(x2) dotyczy wszystkich x1,24 € A,
x1F# T2, czyli réwnosé f(x1) = f(x2) implikuje rownosé x1 = xs.

e Suriekcja (funkcja ,,na”), jesli f(A) = B,
czyli dla kazdego y € B istnieje x € A, ze y = f(x).
o Bijekcja (wzajemnie jednoznaczng), jesli jest iniektywna i suriektywna.
Sposoby okreslania funkcji y = f(z), z€ D(f):
o Explicytnie za pomoca wzoréw, czyli analitycznie y = f(z), x € D(f).

o Parametrycznie réwnania x = (t), y = ¥(t), teJ, J C R, gdzie p,¢: J — R.
Parametr ¢t ma znaczenie pomocnicze.

o Implicytnie réwnanie F(z,y) = 0, gdzie F: R?> — R oraz warunki dla [z;y].

Jesli chcemy wyswietli¢ funkcje okreslong domyslnie w Maximie, musimy zaladowaé bi-
blioteka implicit_plot.
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(%i1)
(%o01)
(%i2)

(%i2)

load (implicit_plot);
../share/contrib/implicit_plot.lisp
implicit_plot(x~2+y~2-1, [x,-1,1], [y,-1,11)$
implicit plot is now obsolete. Using plot2d instead:
plot2d (y~2+x~2-1 = 0, [x,-1,1]1, [y,-1,11)
plot2d(x~2+y~2-1=0, [x,-1,1], [y,-1,11)$ /* is correct */

Funkcja f: y = |z|, x € R mozna wpisa¢ np:
e Explicytnie: y =V, ew. y = max{—z,x}.
e Parametrycznie: x =t, y = [t| tER, ew. xr=1t,y =Vt teR.
o Implicytnie: y?—22=0,y>0, ew. y—|z]=0.

(%i1) load(implicit_plot)$

(%i2) draw2d(xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-2,2],yrange=[-.2,2],
color=blue,explicit (abs(x),x,-2,2),label (["y=abs(x)",-.75,1.3]1),
color=red,explicit(sqrt(1-x-2),x,-1,1),label(["y=sqrt(1-x~2)",0,1.1]),
color=black,label (["Explicit",-1,1.75]1))$%

(%i3) draw2d(xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-2,2],yrange=[-.2,2],
color=blue,parametric(t,abs(t),t,-2,2),label (["x=t, y=abs(t)",-.7,1.3]),
color=red,nticks=100, parametric(cos(t),sin(t),t,0,%pi),
label (["x=cos(t), y=sin(t)",0,1.1]),
color=black,label (["Parametric",-1,1.75]1))$

(%i4) draw2d(xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-2,2],yrange=[-.2,2],

color=blue, implicit(y~2-x-2,x,-2,2,y,0,2),label(["y~2-x"2=0, y>=0",-.65,1.3]),
color=red,implicit(x~2+y~2-1,x,-1,1,y,0,1),label (["x~2+y~2=1, y>=0",0,1.1]),
color=black,label (["Implicit",-1,1.75]))$

Parametric

Bxplck Impiicit /
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y = f(z), x € D(f) nazywa sie na zbiorze A C D(f):

e Ograniczona od dolu, jedli a € R rowniez istnieje, ze a < f(z) dotyczy wszystkich
xeA.

o Ograniczona od gory, jesli a € R rowniez istnieje, ze f(z) < a dotyczy wszystkich
reA.

jesli a € R rowniez istnieje,
o Ograniczona, jesli sa ograniczone na dole i na gorze zbioru A,
czyli jesli istnieja a1, as € R takie, ze a; < f(x) < ag dotyczy wszystkich z € A.
y = f(x), x€ D(f) nazywa si¢ na zbiorze A C D(f):
e Nieograniczona od dolu, jesli nie jest ograniczona od dotu na zbiorze A.
o Nieograniczona od goéry, jesli nie jest ograniczona od gory na zbiorze A.

o Nieograniczona, jesli nie jest ograniczona na zbiorze A,
czyli jest nieograniczona od dotu lub nie jest ograniczona od gory.

e ACD(f), A# D(f). = Wtlasciwosé lokalna.
o A=D(f). = Wilasciwos¢ globalna w calosci D(f).
Stowa w zbiore D(f) sa zwykle pomijane.

y = [fx), e D(f), AC D(f):
° lggf(li) =inf {f(x);x€ A} = inf f(A) nazywa si¢ infimum [ na zbiorze A.

° sup f(z) =sup{f(x);x€ A} = sup f(A) nazywa sie supremum [ na A.

o inf f(x) = inf {f(z); € D(f)} nazywa sie infimum f.
o sup f(z) =sup{f(x);x€D(f)} nazywa si¢ supremum |.

fry=2*>+1,2€R.
o f jest ograniczona od dotu, nie ograniczona od géry, nie ograniczona.
Minimum (globalne) f to 1, ma ja w punkcie = 0, maksimum nie istnieje.
o [ jest ograniczona na przedziale (—1;2).
Lokalne minimum funkcji f w przedziale (—1;2) wynosi 1 i ma ja w punkcie z = 0,
lokalne maksimum nie istnieje, lokalne supremum to 5.

y=[f(z), zeD(f), AC D(f), o€ A:
o f(xog) = min f(A) = min{f(x);x € A} nazywa si¢ minimum f na zbiorze A.
fao) {

minimum, jesli f(zo) < f(x) dotyczy wszystkich x € A.
wlasciwe minimum, jesli f(zo) < f(z) dotyczy wszystkich x € A, x # xg.
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o f(xzg) = max f(A) = max{f(x);x € A} nazywa sie maksimum [ na zbiorze A.

f(xo) {

maksimum, jesli f(zo) > f(z) dotyczy wszystkich x € A.

wlasciwe maksimum, jesli f(z¢) > f(z) dotyczy wszystkich z € A, x # xo.

o Minimum i maksimum to ekstrema.

o Wlasciwe minimum i wlasciwe maksimum to wlasciwe ekstrema.

e A=D(f). = A=D(f). = Ekstrema nazywaja si¢c globalna (absolutna).
e AC D(f), A# D(f). = Ekstrema nazywa si¢ lokalna (na zbiorze A).

Wystarczy zbadaé ekstrema lokalne w pewnym otoczeniu O(xo) C D(f).

y = f(x), x€ D(f) nazywa si¢ na zbiorze A C D(f) monotoniczna:
o Rosngca, jesli f(z1) < f(z2)
dotyczy wszystkich x1,x0€ A, 1 < x2.
Malejaca, jesli f(z1) > f(z2)
dotyczy wszystkich x1,z0 € A, 21 < 5.

Wtlasciwe monotoniczna.

o Niemalejaca, jesli f(z1) < f(x2) dotyczy wszystkich x1,20 € A, 21 < z5.

Nierosnaca, jesli f(x1) > f(x2) dotyczy wszystkich a1, z9 € A, 21 < 5.

Stacjonarna (stala), jesli f(z1) = f(x2) dotyczy wszystkich z1,22€ A, x1 < x2,
czyli f(z1) = ¢, gdzie c€ R.

-/

1 T2 w3 T 1 w2 w3 T T1T2 T3 T4 T 1 T2 T3 x4 T 1 w2 w3 T

L N

Wykresy funkcji rosnacej, malejacej, nie malejacej, nierosnacej i stalej

y = f(x), x€ D(f) nazywa sie:

o Parzysta, if —x€ D(f), f(x) = f(—=z) dotyczy wszystkich z € D(f).

o Nieparzysta, if —x € D(f), f(z) = —f(—=z) dotyczy wszystkich x € D(f).
y = f(x), x€ D(f) nazywa sie:

o Okresowa, jedli istnieje p€ R, p#0, ze x + p€ D(f), x —pe D(f), f(z) = f(x +p) =
f(z — p) dotyczy wszystkich x € D(f).

Liczba p nazywa sie okres.
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Najmniejszy p > 0 (jesli istnieje) nazywa sie okres podstawowy (zasadniczy).

Kazda catkowita wielokrotnos$é okresu jest rowniez okresem.

Wystarczy zbadaé funkcje na przedziale dlugosci p (przedzial okresowosci).

okre< p

ANWARNA RN TN}

Wykresy funkcji parzystej, nieparzystej i okresowej

y = f(x), xeD(f), I C D(f) to przedzial, f nazywa sie na przedziale I:
o Wypukla, jesli f(z) < r(z) dotyczy wszystkich x,z1,20€1, 21 < x < z5.
e Scisle wypuktla, jesli f(z) < r(x) dotyczy wszystkich x,z1, 22 €1, 21 < x < ».
o Wklesta, jesli f(z) > r(x) dotyczy wszystkich x,z1,22€1, 21 < & < x3.
o Scisle wklesta, jesli f(x) > r(z) dotyczy wszystkich z, 1,20 €1, 11 < < 2.

Linia prosta y = r(x) taczy punkty [z1; f(x1)] a [x2; f(z2)].

o [ jest wypukla na przedziale I C D(f).
< o f(pr1+qz2) < pf(z1)+qf(22) dla wszystkich 21, 22€1, pe(0;1), ¢ =1—p.

o [ jest wklesta na przedziale I C D(f).
< o f(pr1+qua) > pf(x1) + qf(x2) dla wszystkich x1, 22 €1, pe(0;1), g =1—p.

Y xg; fx Y xo; fz
F(ws) [z f(z2)] F(ws) [zo; f(z2)]
f(z)
r(z) r(z)
f(x) [xy; f(z1)]
flan) far)
T1 T T2 r 1 T T2 £

Funkcja wypukta i wklesta

y = f(x), x€ D(f), punkt xg € D(f) nazywa sie:

e Punkt przegiecia [, jesli istnieje otoczenie O(z() takie, ze



mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk

beerb@frcatel.fri.uniza.sk 32 Calculus suported by wxMaxima

w O~ (zg) to f ostro wypukla, w O (z) to f ostro wklesta,
ew. w O~ (z9) to f ostro wklesta, w OF(xg) to f ostro wypukta.
e Miejsce zerowe funkcji f, jesli f(zo) = 0.
y = f(x), 2€D(f), A C D(f).

e y = h(x), z € A nazywa sie restrykcja (zawezenie) funkcji [ do zbioru A, ozna-
czenie h = f|4.

y=f(x), zeD(f), y = g(z), veD(g), H(f) C D(g).

o y = F(z) =g[f(z)], z€ D(f) nazywa sie funkcja zlozona [ a g.
f nazywa sie funkcja wewnetrzna, g nazywa sie funkcja zewnetrzna.

y = f(x), 2 D(f) = H(f), czyliy = f(x): D(f) = H(f).

o x=g(y): H(f) — D(f) takie, Ze [y;a] € g & [z5y] € f, cayliz = g(y) & y = f(),
nazywa sie funkcja odwrotna do f, oznaczenie g = f~1.

f: D(f) — H(f) jest bijekcja. = e Istnieje f~1: H(f) — D(f) i ma zastosowanie:
e 7! je bijekcia. o flf 1 (y)] =y dla wszystkich ye H(f) = D(f~1).
o (fFHt=r o fYf(x)] = x dla wszystkich x€ D(f) = H(f™1).

Funkcje elementarne
Funkcje elementarne maja duze znaczenie praktyczne. Moga by¢ uzyte do opisu (przynaj-
mniej w przyblizeniu) wielu praw i zjawisk naturalnych i spotecznych.

Funkcja elementarna nazywa sie kazda utworzong funkcja za pomocs operacji dodawa-
nia, odejmowania, mnozenia, dzielenia i skladania funkcji:

o y=c (stala), e y=z, o y=e€®, o y=Inz, o y=sinz, e y=arcsinz, e y=arctgx.

Wielomian (suma algebraiczna) stopnia n nazywa sie
fn: y=ao+ a1z + ax? + -+ a,a™, agp,ai,...,a, € R, ne N U{0}, a, #0.

o Liczby ag,ay,...,a, sa nazywane wspolczynniki. Dziedzina D(f,) = R.
o fo: y = ag, ag#0 nazywa sie funkcja stala.
o f1: y=ag+ arz, a1 #0 nazywa sie funkcja liniowa.

o fo: y=ag+arx + axx?, ay#0 nazywa sie funkcja kwadratowa.

(%il) draw2d(grid=true,xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-1.5,1.5],yrange=[-2,2],
color=green,explicit(x,x,-1.5,1.5),label (["y=x",.2,1.75]),
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color=red,explicit(x~2,x,-1.5,1.5),label (["y=x"2",.2,1.5]),
color=blue,explicit(x~3,x,-1.5,1.5),label (["y=x~3",.2,1.25]),
color=orange ,explicit(x~4,x,-1.5,1.5),label (["y=x"4",.2,1]1),
color=brown,point_type=7,points ([[-1,-1],[-1,1]1,[1,1]11))$

Funkcja wymierna nazywa sie

oy — In(®) _ aotaiztasa®+tanz” _
fry= fm(x) = botarztagz?+-Fbma™? n,meN —{0}.

o fn, fm sa wielomianami stopni n i m, ag,as,...,a, €R, by, b1,...,b €R.

(%i1) draw2d(grid=true,xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-1.5,1.5],yrange=[-2,2],
color=green,explicit(1/x,x,-1.5,1.5),label (["y=1/x",.2,1.75]),
color=red,explicit(1/x"2,x,-1.5,1.5),label (["y=1/x"2",.2,1.5]),
color=blue,explicit(1/x"3,x,-1.5,1.5),label (["y=1/x"3",.2,1.25]),
color=orange ,explicit(1/x"4,x,-1.5,1.5),label (["y=1/x"4",.2,1]),
color=brown,point_type=7,points([[-1,-1]1,[-1,1]1,[1,111))$

Funkcja potegowa nazywa sie
fry=a2",reR, r#0.

o Dlar=neN to f: y=z" wielomian.
eDlar=-neZ tofiry=a""= xin funkcja wymierna.

eDlar#0to fl:y=a'/".
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o Dla r >0, f jest rosnaca, D(f) = (0;0).
e Dlar <0, f jest malejaca, D(f) = (0;00).

r>1/ 7>0 Y v=1 r<0
21 2
y =z
r<1
1 1 r>—1
r < —1
0 1 2 T 0 2 X

Funkcja f: y=2" przed r >0ar <0

(%il)

(%i2)

draw2d (grid=true, xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-.5,1.5],yrange=[-.5,2],
color=blue,explicit(x~2.3,x,0,1.5),label (["y=x~{2.3}",.2,1.75]),
color=red,explicit(x~1.5,x,0,1.5),label (["y=x~{1.5}",.2,1.55]),
color=green,explicit(x,x,-0,1.5),label (["y=x",.2,1.35]),

color=orange ,explicit(x~.8,x,0,1.5),label (["y=x"{0.8}",.2,1.15]),
color=violet ,explicit(x~.4,x,0,1.5),label (["y=x~{0.4}",.2,11),
color=brown,point_type=7,points ([[0,0],[1,111))$

draw2d (grid=true, xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-.5,3],yrange=[-.5,3],
color=blue,explicit(x~-2.3,x,0,3),label (["y=x~{-2.3}",.2,.95]),
color=red,explicit(x~-1.5,x,0,3),label (["y=x"{-1.5}",.2,.75]),
color=green,explicit(x~-1,x,-0,3),label (["y=x"{-1}",.2,.55]),
color=orange ,explicit(x~-.8,x,0,3),label (["y=x~{-0.8}",.2,.35]),
color=violet ,explicit(x~-.4,x,0,3),label (["y=x"{-0.4}",.2,.15]),
color=brown,point_type=7,points ([[1,1]11))$

2 3

Funkcja wykladnicza o podstawie a > 0 nazywa sie
fry=a", zER.

o Najwazniejsze to f: y = expx = €* (funkcja eksponencjalna) na podstawie e (liczba
Eulera).

e Dlaa=1, f: y=1% =1 jest stala (wielomian).
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o Dla a€(0;1), f jest maleja, dla a€(1;00), f jest rosnaca.

o Wykres przechodzi przez punkty [0;1] i [1;a].

o Wykresy funkcji y = a”®, y = a™* sg symetryczne wzdtuz osi y.

L Y Y

&< 4 a>1 2\ a>1

3 1 R H
o1 x
a=1 0 2 3 4 5 6 7

-1
\ 72

—4-3-2-1 (01 2 3 4 x a<1

Funkcie f: y = a®, a > 0 (po lewej) a f: y =log, z, a > 0, a#1 (po prawej)

Funkcja wyktadnicza exp(x)=%e~x oraz funkcja logarytmicznalog(x) (logarytm natu-

ralny)

sg o podstawie e. Jesli chcemy obliczy¢ inny logarytm, np. log, x, musimy uzy¢

budowa logy z = Inx/1In 2.

exp(x)+he~x;exp(1);

2% %e”

% e

log(x);log(2);1log(%e);

log()

log(2)

1
log_2(x):=log(x)/log(2);log_2(2);

log_2(z) := i‘;i((;;
1

funkcja logarytmiczna o podstawie a > 0, a# 1 nazywa sie

f:y=1log, x, x€(0;00).

o f jest odwrotnoscig funkcji wykladniczej y = a®, x € R o tej samej podstawie a > 0,
a#1.

e Dla 2€(0;00), a > 0, a#1 ma zastosowanie f: y =log, x < x = aV.

ea>0a#l. = {

z = a8« przed z > 0,

x =log, a” przed z€R.

e Dla a€(0;1), f jest maleja, dla a€ (1;00), f jest rosnaca.

o Wykres przechodzi przez punkty [1;0] i [a;1].
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o Wykresy funkcji y = log, z, y = log,—1  sa symetryczne wzdluz osi z.
Liczbe log,  nazywamy logarytm liczby = na podstawie a.
o a =10. = Logarytm dziesietny liczby x, oznaczenie log x.

e a =e. = Logarytm naturalny liczby x, oznaczenie In .

Funkcje trygonometryczne sa nazywane:

e Sinus y=sinz = |AA,], r€R.
e Kosinus y=cosz = |0A,|, r€R.
e Tangens y=tgr =302 —|TJ|, zcR- {%+k7r; k:EZ}.

cos T

o Kotangens y=cotge = <% = |CK|, x€ R — {km;, ke Z}.

sinx

(% v v
K cotgx K cotg x cotgx K
7./ C -
A
tgx
sinx |T .
u AL cosz “..| cosx Az J

o] cosz A, g 1 1 O u

sin g sin @ |2,
tgx

A A

T
-1 ee(3) -1 we(m) 1] ae(-5:0)

Definiowanie funkcji sin z, cosz, tgx, cotgz

Funkcje trygonometryczne sg definiowane na okregu wysrodkowanym na poczatku uktadu
wspoélrzednych o promieniu 1.

o Liczba 7 nazywa sie liczba Ludolfa. Jego warto$é¢ wynosi okolo 3,141592654.
e Okrag o promieniu r = 1 ma obwod 27.
fry=sinz, D(f) =R, H(f) = (-1;1).

o f jest nieparzysta, f jest okresowa z okresem podstawowym 27.

o Miejsca zerowe funkcji f sa km, k€ Z.

fry=cosz, D(f)=R, H(f) = (-1;1).

o f jest parzysta, f jest okresowa z okresem podstawowym 27.

o Miejsca zerowe funkcji f sg 5 + km, k€ Z.

W programie Maxima funkcje trygonometryczne maja posta¢ sin(x), cos(x), tan(x),
cot(x). Argumenty funkcji trygonometrycznych nalezy wprowadza¢ w radianach. Jesli
chcemy uzyé stopnie, musimy najpierw dokonaé¢ konwersji na radiany.
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Funkcje f: y = sinz (po lewej) a f: y = cosx (po prawej)

(%i3) tangrad(x):=tan(x/180%%pi);tangrad(22.5);ratsimp(tangrad(22.5));
(%01) tangrad(z) := tan (55 7)
(%02) tan (0.1257)
rat : replaced 0.125 by 1/8 = 0.125
(%03) tan (%)

Mozemy uzywaé¢ komend, aby uproscié¢ prace z funkcjami trygonometrycznymi trigsimp,
trigexpand, trigreduce, trigrat i pakiety atrigl, ntrig a spangl, ktore zawieraja do-
datkowe wsparcie dla pracy z funkcjami trygonometrycznymi. Musimy zatadowaé pakiety
do systemu za pomoca komendy load.

(%i1) tan(%pi/4);tan(%pi/6);tan(%pi/8);
(%03) 1 % tan (%)

(%i4) ratsimp(tan(%pi/8));

(%04) tan (%)

(%i5) trigsimp(tan(%pi/8));

(%o5) 2ig)

(%i6) load(spangl);
(%06) "../share/trigonometry/spangl.mac"
(%i7) tan(%pi/8);

(%07) V2 -1

Wzory redukcyjne dla sinusa i kosinusa
z,y€R. = o sin(r+y)=sinz-cosy+ cosx -siny.

e cos(z+ty)=cosz-cosyFsinz-siny.

re€R. = e sin2x = 2sinx-cosz. ° sinzm:%.
e cos2zr = cos?x — sin? . o cos?p = 1fcos2z,

2
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fry=tgz, D(f)=R— {5 +km keZ}, H(f) = R.
o f jest nieparzysta, f jest okresowa z okresem podstawowym 7.

o Miejsca zerowe funkcji f sa km, k€ Z.
fry=cotgz, D(f)=R—{km; keZ}, H(f) = R.
o f jest nieparzysta, f jest okresowa z okresem podstawowym .

o Miejsca zerowe funkcji f sa 5 + km, k€ Z.

Y Y
3 3
2 2
1 1 s 3m
- s / - 2 2
S IVE VIS Ve =N R\ | g v

Funkcje f: y = tgx (po lewej) a f: y = cotgx (po prawej)

Funkcje cyklometryczne (arkfunkcje) sa odwrotne do funkcji trygonometrycz-

nych:
e Arcus sinus y=arcsinz:  (—1;1) = (3; %)
e Arcus kosinus y = arccosx: (—1;1) — (0;7).

e Arcus tangens y = arctgz: R — (_g
T

Nie ma funkcji odwrotnych do funkcji trygonometrycznych, poniewaz nie sa one iniek-
tywne. Nalezy je odpowiednio zawezié.

y = arcsinz, D(f) = (-1;1), H(f) = (5; ).
o f rosnie, f jest nieparzysta.
y = arccosz, D(f) = (=1;1), H(f) = (0; ).
o [ maleja.
Te funkcje maja w programie Maxima posta¢ asin(x), acos(x), atan(x), acot (x).

W tym miejscu mozemy wspomnie¢ o funkcji atan2(x,y) zdefiniowane przez arctg %

(%i2) asin(1);acos(1);
(%02) % 0

(%i4) atan2(2,4);atan(1/2);
(%04) atan(L) atan(3)
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****** arcsin x

S

sinx

[

arccos
COS T T

Funkcje y = arcsinx, y = arccosx, y = arctg x, y = arccotgx

Yy tgx
™
arccotg x
s jus
2 arctg x 2
5 /0% FT —r-F 0 5\ "°
_n
2
Y| cotgx

reR. =

xe(—1;1). = e arcsinz + arccosxz = %

e arctgx + arccotgx =

PR
s
PR

Wzory redukcyjne dla funkcji cyklometrycznych

y =arctgz, D(f) =R, H(f) = (-3;3).
o f rosnie, f jest nieparzysta.

y = arccotgx, D(f) = R, H(f) = (0; 7).

o f spada.
Y ) Y Y
4 4 4 4
3 3 3 3
2 2 2 2
1
z x 1 x 1 x
01 2 o 1 2 01 2 o 1 2
-1
y = sinhz y = coshzx y =tghx y = cotghx

Funkcje hiperboliczne sinh z, cosh z, tgh x Acotgh x


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk

beerb@frcatel.fri.uniza.sk 40 Calculus suported by wxMaxima

Funkcje hiperboliczne sg nazywane:

x —x 21:71

e Sinus hiperboliczny y=sinhr = =~ =57 R— R

o Kosinus hiperboliczny y = coshz = £+~ = '32;(;1: R — (1;00).

e Tangens hiperboliczny
y=cotghg = sithe — e —c 7. p_, (—1;1).

cosh x er e~ T
o Kotangens hiperboliczny
y =cotghz = <shz — & +e 2. (R_10}) - (R—(—1;1)).

sinh z T —e~®

Funkcje hiperboliczne majg podobne wtasciwosci jak funkcje trygonometryczne, dlatego
maja podobne nazwy.

fry=sinhoe = =" D(f) =R, H(f) = R.
o f jest nieparzysta, f rosnie.
fiy=cosha = <= D(f) = R, H(f) = (1;00).

o f jest parzysta, f malejaca do (—o0;0), f rosnaca do (0;00).

Wzory redukcyjne dla sinusa hiperbolicznego i kosinusa hiperbolicznego
z,y€R. = e sinh (x +y) = sinh z cosh y & cosh x sinh y.

e cosh (z £ y) = coshz coshy + sinh z sinh y.

re€R. = e sinh2x = 2sinhx coshz, o cosh 2z = cosh? x + sinh?® z.
° SiIlh2 T = coshQQ.’l:—l’ ° COShQ T = (:<>s}122:1:+1 )
: - +x L2 inh?2
o sinhx 4+ coshx = £ e**, e cosh”z —sinh“xz = 1.

Wzér Moivre’a

x€R,neEN. = o (coshzx +£sinhz)” = coshnzx £ sinhna.

x

fry=tghe =S, D(f) = R, H(f) = (-1;1).

o f jest nieparzysta, f rosnie.
fiy=cotghz = SEE=, D(f) = R— {0}, H(f) = (—o0; —1) U (1;00).
o [ jest nieparzysta, f malejaca do (—o0;0), f malejaca do (0;00).

Funkcje hiperboliczne to sinh(x), cosh(x), tanh(x), coth(x) a ich odwrotne funkcje
polowe to asinh(x), acosh(x), atanh(x), acoth(x).
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Funkcje polowe (area) sa odwrotne do funkcji hiperbolicznych:

e Area sinus hiperboliczny
y=arsinhz =In (z + V22 +1): R— R.
e Area kosinus hiperboliczny
y =arcoshz =In (z + Va2 —1): (1;00) — (0;00).

e Area tangens hiperboliczny

y:artghx:%lnif—i: (-1;1) = R.

e Area kotangens hiperboliczny
y = arcotghz=3InZt: (R—(-1;1)) - (R—{0}).

r—1

fry=arsinhz =In (z + Va2 +1), D(f) =R, H(f) = R.
o f jest nieparzysta, f rosnie.

[ y=arcoshz =In (z + Va2 — 1), D(f) = (1;00), H(f) = (0;00).

o f rosnie.
Yy sinh x Yy Yy arcotgh z
3 4 3 I 3
artgh x
2 . 3 2 2 k cotgh z
1 arsinh x 4 1 1
3 X
01 2 3 4 9 0 12 o1 2 3 42
tghx
1 arcosh x
ol 1234z

Funkcje y = arsinh z, y = arcoshx, y = artgh x, y = arcotgh x

fiy=artghx = %ln }f—i, D(f)=(-11), H(f) = R.
o f jest nieparzysta, f rosnie.

[+ y=arcotghe=3In 2 D(f) = (—o0;—1) U (1;00), H(f) = R—{0}.
o f jest nieparzysta, f malejaca do (—oo; —1), f malejaca do (1;00).

(%i4) sinh(x);cosh(0);tanh(0);coth(1l),numer;

(%o01) sinh (x)

(%02) 1

(%03) 0

(%04) 1.313035285499331

(%i8) asinh(x);acosh(1);atanh(0);acoth(1.3),numer;
(%05) asinh(x)

(%06) 0

(%07) 0

(%08) 1.01844096363052
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Granica funkcji

Podczas badania funkcji konieczne jest scharakteryzowanie jej lokalnych wlasciwosci w
roznych odstepach czasu i w poblizu réznych waznych punktéw. Funkcja f nie musi by¢
definiowana w punkcie, wokét ktoérego ja badamy.

a€ R* = RU{+o0} nazywa si¢ punkt skupienia zbioru A C R,
jesli dla kazdego otoczenia O(a) istnieje punkt z € O(a) taki, ze x € A, x # a.

/ ma granice réwng b€ R* w punkcie a € R*, oznaczenie lim f(z) = b jesli:
r—a

e a jest punktem skupienia zbioru D(f).
o Dla kazdego ciagu {z,},—, C D(f), zn#a, {zn},; — a
dotyczy {f(zn)},—q — .

Drugi warunek mozna zapisa¢ w postaci:

o 2, €D(f), zn#a, lim z, =a. = lim f(z,)=0>.
n—oo

n—0o0

Ta definicja nazywa sie Heineho.

R a€R. = Granica w skonczonosci a.
@ ac . . . . L.
a = 0. = Granica w nieskoriczonosci a.
o lim f(z) =b. . .
r—a be R* beR. = Wilasciwa granica.
° 0E . . .. .
b=+x. = Niewlasciwg granica.

Granica lim f(z) = b moze by¢ scharakteryzowana przez otoczenia O(a) i O(b).
T—a

a,be R*, lim f(z) =b. &

r—ra

e Dla kazdego otoczenia O(b) istnieje otoczenie O(a),

{ e a je hromadnym bodom mnoZiny D(f).
ze dla wszystkich z € O(a), x#a dotyczy f(z) € O(b).

Drugi warunek mozna zapisaé¢ w postaci:
o Dla kazdego otoczenia O(b) istnieje otoczenie O(a) takie, ze f(O(a)—{a}) C O(b).
Jesli korzystamy z promieni otoczenia, drugi warunek mozemy zapisa¢ w postaci:

o Dla kazdego otoczenia O, (b) istnieje otoczenie Os(a), ze dla wszystkich x € Os(a),z#a
dotyczy f(z) € O.(b).
Szczegoblnie dotyczy:

o lim f(z) =0, a,beR.

r—a
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< Ve>030>0VeeD(f): 0< |z—a|l <d. = |f(x)-Db| <e.
o lim f(z)=0,beR.
r—Foo
& Ve>03eRVreD(f): d <z, ew. 2 <d. = |f(z)—b|l <e.

° 1i_r>n f(z) = £o0, a€R.
& VeeR 30 >0VxeD(f): 0<|xz—a| <d. = e < f(x), ew. f(z) <e.

° EI:E (x) = to0.
& VeeRIVERVzeD(f): d <z, ew. x <d. = e < f(x), ew. f(x) <e.

acR*, liin f(x)=beR. =

o Istnieje otoczenie O(a), w ktérym f jest ograniczona.

Ponizsze stwierdzenia przedstawiaja podstawowe wlasciwosci granic funkcji.

a€ R* jest punktem skupienia zbioru D(f) a D(g). }
f(z) = g(x) dla wszystkich 2 € O(a), x#a.
o Istnieje lim f(z). < Istnieje lim g(z).
Tr—ra Tr—ra

o lim f(z) = lim g(x), jesli istnieja.
r—a r—ra

a€ R* jest punktem skupienia zbioru D(f)AD(g). }
f(z) < g(x) dla wszystkich € O(a), x#a.

o lim f(z) < lim g(x), jesli istnieja.
Tr—a r—a

o Jesli zmienimy zalozenie na f(z) < g(z) dla wszystkich z€O(a), z #a.

= Wyrazenie lim f(x) < lim g(z) nie ulega zmianie.
r—a Tr—a

a€ R* jest punktem skupienia zbioru D(f), D(g)AD(h).
h(z) < f(x) < g(z) dla wszystkich z € O(a), z#a. =

Istnieja lim h(z) = lim g(x) = be R*.

o Istnieje lim f(z) = 0.
T—ra
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lim
Tr—ro0

sinz __ 0

(%i1) limit(sin(x)/x,x,inf);

(%01) 0
oo to punkt zbiorezy dziedziny funkcji y = *2-=.
Dla x € R dotyczy —1 <sinz < 1. = Dla x > 0 dotyczy _;: < Sigr < %
= 0= lim 1< lim 2 < Jim 1 =0, = lim 22 =,
T—00 T—00 T—00 =00

(%i1)

f(x):=sin(x)/x$ for i:1 thru 10 do (x:100"

100 —0.005063656411097588

10000 —3.056143888882521 - 10~°

1000000 —3.499935021712929 - 10~

100000000 9.31639027109726 - 10~°

10000000000 —4.875060250875107 - 10~ 11
1000000000000 —6.112387023768895 - 10~ 13
100000000000000 —2.094083074964523 - 10~ 1°
10000000000000000 7.796880066069787 - 10~ 17
1000000000000000000 —9.929693207404051 - 10~ 0
100000000000000000000 —6.452512852657808 - 10~ 21

i, print(x,"

", ev(f(x),numer)))$

(%01)

lim S0 — ]
z—0 *
(%i1) 1limit(sin(x)/x,x,0);

1

Niech f(z) = 22 zeD(f) = (-

NI

x

Dla wszystkich = € D(f):

sin x

: g) —{0}, punkt 0 jest punktem skupienia zbioru D(f).

. sin x T cose _ _ 1
O0<z. = O<sinz <z <tge. = S, <55 < 3= N 1
. = 1< = —.
" 1 N ::)r;:;:‘ - sinz sinx cos T
z<0. = tgr<z<sinz <0. = - =gr> 2 > 28
= 1=I1lm1l< lim =% < lim -=1. = lim =% =1.
r—0 —0 sinx —0 Ccos ™ x—0 sinx
(%il) f£(x):=sin(x)/x$

for i:-1 thru -10 step -1 do (x:1/i, print(x,"

print ("Limit")$
for i:10 thru 1 step -1 do (x:1/i, print(x,
—1 0.8414709848078965

",ev(f(x),numer)))$

",ev(f(x),numer)))$
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0.958851077208406
0.9815840903884566
0.9896158370180917
0.9933466539753061
0.9953767961604901
0.9966021085458455
0.9973978670818215
0.9979436565895768
—15 0.9983341664682815
Limit

- 0.9983341664682815
0.9979436565895768
0.9973978670818215
0.9966021085458455
0.9953767961604901
0.9933466539753061
0.9896158370180917
0.9815840903884566
0.958851077208406
0.8414709848078965

. Oli= 00]i= <= 0= = = Lol = Nl

o
ol

0l ol s Ol O 11 00l o= |,

Granica funkcji zlozonej

y=f(x),y=gz), H(f) C D(g).
a,b,ce R*, lim f(x) =b, lim g(u) = c.

e u—b = o lim g(f(x)) = lim g(u) = c.
{f(T) #b dla wszystkich € O(a) — {a}, wa u=b

ew. g(b) =c.

o Przy obliczaniu lim ¢(f) wpisujemy u = f(z). = Substytucja v = f(z).

T—ra

T—ra

lim f(z),z > a,z=h+a = o lim f(x)=lim f(h+a), h — 0.
T—a h—0

a,b,ce R*, reR, lim f(z) =0, lim g(x) = c¢. = (Jesli terminy maja sens.)
T—ra T—ra

o lim |£(x)] = |lim f(x)| = [b]. o lm (f(x) £ g(x)) = lim f(2) lim g(x) = bc.

o limrf(x) =rlim f(x) =rb. e lim (f(x) g

T—a

T—ra T—a

@) = lim, £(=) - Jm o(a) = be.

lim f(:
o lim 4t =-—L =1 o lim L&) — 7‘"gl“j(r) =2t
z—a 9(2) Jim g(z) c’ r—a 9(T) Jim g(z) c’

Jedli jedno z pojeé nie ma sensu, niekoniecznie oznacza to brak limitu. Musimy obliczy¢
limit w inny sposob.

y = f(x), x€ D(f), bod a € R, oznaczaja:
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o f7(z) = f(@)|p(r)n(~ocia) = [(@){zeD(f), 2<a} ZWeZenie funkcja w lewo.
o fT(x) = f(=)|p(f)n(asee) = F(T){zeD(f), a<a} ZWezenie funkcja w prawo.

Granica lewostronna i granica prawostronna funkcji f w punkcie a € R sg nazy-

wane:

o lim f(z)= lim f~(z) = lim [fID(H)n(=o0ia) ()]

T—a

o lim f(x)= wl_1)121+ f(z) = lim [f|D(f)m(a;oo)(9U)]-

z—a™t T—a

} Granice jednostronne.

acER, beR". =

o lim f(z)=b. & o lim f(x)= lim f(x)=0.

r—a r—a~ z—a™t

o lim f(z) nazywa sie granica obustronna.

T—a

(%i3) 1imit(1/x,x,0,minus);
limit (1/x,x,0);
limit (1/x,x,0,plus);
(%01) —o0
(%02) infinity /* Complex inf */
(%03) oo

Y Y
b2 lim_ f(z) = b
b lim f(z) = b o
Tr—ra
b1 lim f(z)=b
J— ]l f T—a
a x — a x
Granice obustronne i jednostronne
Wazne granice.
o lim #2% — Jjmj L =1 lim 2T — Jjy L =1,
r—0 T 70 Sinz z—0 z 250 arcsinx
. i . o/ : 1_ 5 a/r —
° IILH;O az = $hﬁrgo ¢a =1 przed a > 0. wlbrrgox ml;rgo Yr=1.
. é T _ b . l T —
° wlg{.lo (1+m) = e’ przed be R. mlggo (1—&—9:) e.
o lim =L = Ina przed a > 0. lim €= = lne = 1.
z—0 z—0 ¥
o lim m(a% —1) =Ina przed a > 0. lim x(e% —1) =1.
T—00 T—>00
) a ocoprzed a€(0;1), g€R, . - 0 przed a€(0;1), g€R,
ohm%:{ hm“—q:{
z—00 @ 0 przed a€(1;00), ¢€R. z—ro0 * ooprzed a € (1;00), g€ R.
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(%i2) limit(x*(%e~(1/x)-1),x,0); limit(x*(%e~(1/x)-1),x,inf);
(%01) wund /* undefined */
(%02) 1
r—2 : r—2 : 1
ohm‘iZhIrlizhmi—i:l.
P T2 —=3z+2 po (x—2)(z—1) pn T—1 2—1
Ba420~1 _ ; 3z42:~' z _ 32242 _ 3.042 _ 1
° }IE}J atdr 1T ilg}) atdz Tz *}Clglo @214 0+4 2
° hmw;w_hmw:hmw 1_2-1_ 1
) 22z s w(x—=2) Tso T 2 2°

(%i3) limit ((x-2)/(x"2-3%x+2),x,2);
limit ((3*xx+2x1/x)/(x+4*1/x),%,0);
limit ((x72-3*%x+2)/(x72-2%x),x,2);
(%03) 1% %
o lim —2% — — lim z-(V14+z+/1—x) — lim z-(V14+z+V/1—2)
z—0 V1+z V1 T z—0 (VItz—v1—z)(Vitz+v1-z) z—0 (1+z)=(1-2z)
— lim z-(v/I+z+v1—7) — lim Vite+yi—z _ V/I4+0++v/1-0 _ 141 _ 1
z—0 2z x—0 2 2
. 1—+/1 (1—v1—2z)-(1+y1—2) _ 1-(1—=z) . z
o lim ——= = lim = lim = lim —~A—
z—0 z—0 z-(14+v1-x) z—0 e+VaZ—zd T 50 Vet —ad
. . 1 _1
= lim - = lim vl v Rl S
o lim ¥zi-l+va?+l _ 1y <\/@+\/Lﬁ'l): lim (\/17—2+\/1 2)
Z—00 z z—00 x z £—00 x
:\/1—§+\/1+§:\/1—0+\/1+0:1+1=2.
(%i3) 1limit (x/(sqrt(1+x)-sqrt(1-x)),x,0);
limit ((1-sqrt(1-x))/x,x,0);
limit ((\sqrt(x~2-1)+sqrt(x~2+1))/x,x,inf);
(%03) 1 % 2
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Subst. x = 22 . 12 . 4_q
lim YZ-1 — = lim YZ = lim %
° rz—1 Va—1 z—=1, z—1 z—1 4\/Z12*1 z—1 z3—1
i GmDCERHR ) s 2Pl 14144l _ 4
= ;L)Hi D) (2241 ;1_% 224241 11+l 3"
. 522 1 . 1 5 0 5
o lim (-2 —|—2m)zhm + lim 2= = — +2"=—=-4+1=6.
T—00 (93271 Froo 17272 T—00 1—oco—? 1-0
o lim zws = lim e™*™* = lim ew+=% = lim e® =e® przed a €R.
z—0t z—0t z—0t z—0t
(%i3) limit ((x~(1/3)-1)/(x~(1/4)-1) ,x,1);
limit (6*%x~2/(x~2-1)+2"(1/x),x,inf);
limit(x~(a/log(x)),x,0,plus);
(%03) 4 6 e
Jesli uzyjemy substytucje x = z'?, mozemy uproécié¢ pierwsza granice.
(%i2) £(x):=(x~(1/3)-1)/(x"~(1/4)-1)$ g(z):=subst(z"12,x,£f(x))$
’limit (g(z),z,1); limit(g(z),z,1);
(%01) hmlﬁ; /* z is positive, z=|z| */
z—1 2z z
(%02) %
W ostatnim przykladzie obliczyliémy granice wyrazenia 0° — tzw niejasne wyrazenie.
Wyrazenia nieokreslone (obliczane przez granice) obejmuja:
@ 00—00, @ too-0, e %, ° %, ° %’O, %, 0 00, o 0% o 17 o (+o00).
o lim z(ln(z+2)—Inz) = lim z-In %2 = lim In(1+ 2)* =Ine? =2.
Tr—r 00 Tr—r 00 Tr—r o0
Subst. z =tz 2 1 .
lim —2%— = = lim —F— =3~ lim ————
° p0 In (1+tx) 20, 20 20 In(1+2) t 250 3 In(1+2)
=1.1im 1 _l.L:l.,:l rete R, t#0.
matar  t me t1T %P tF
3z+1—1 21
: 3z—=2\T _ 1; 3x4+1-3\" 3 — _ [Subst.z=3z+1] _ . z—=3\ 3
o lim (359)" = lim (%57°) =[] = dim (522)
z—1 1
lim [(1—2)7]% =[e3]" =e 1 =1
Jim [(1=2)7] [e™] :
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(%i3) limit (x*(log(x+2)-log(x)),x,inf);
limit (x/log (1+t*x),x,0);
limit (((3%x-2)/(3*x+1))"x,x,inf);
(%o1) 2 L et

Wtasciwosci asymptotyczne
Podczas badania funkcji f wazne jest, aby zbadaé¢ jej wlasciwosci w niewtasciwych punk-
tach:

o Dla z — +o0.

e V otoczeniu O(a), a € R, ktorego dotyczy lim f(x) = oo lub lim f(x) = +oo.
r—a~

z—at

y=f(z), zeD(f), acR.

o Linia prosta x = a nazywa sie asymptota pionowa wykresu f,
jesli lim f(x) = +oo lub lim+ f(x) = £o00 (przynajmniej jedna z granic jest
r—a~— Tr—ra

niewlasciwa).
Y . Y T=a Y Y
I \ f
T T
0 a \ 0 x 0 a \ 0 a T
! !
T =a T =a xr=a

Przyklady asymptoty pionowej

o Linia prosta y = kz + ¢ nazywa sic asymptota (ukosna) wykresu f,
jesli lim [f(x) — (kx+q)] =01lub lim [f(z) — (kz + q)] = 0.
x —0o0 T o0

Jesli k = 0 (nachylenie linii), asymptota nazywa si¢ pozioma.

Linia prosta y = kx + ¢ jest asympta funkcji y = f(z), z€ D(f).

< o Istnieja rzeczywiste granice lim @ =keR, lim [f(x)—kz]=q€ER.

rz—t+oo T z—+oo

o y = kx 4 ¢ to asymptota. = lim [f(z) — (kx +q)] = 0.

Tr—r00

lim L@t — g (L) 9y —0, = o lim {2 =

T—00 z—00 z T—00
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Y f(z+h) T Y
flx+h)— f(x) .
f(@) Y B
h
q
? A " —_— V y=4a
0 T+ h
y=kx+q 0 r—a T

Asymptota z nachylenie o (po lewej), asymptoty y = ¢, © = a (po prawej)

lim [f(z) — (kz +q)] = lim [(f(z) —kz) —q] =0 = o lim [f(z)—kz] =¢.

T—r00
L @) : ol
ozgriloo = _keR’thfoo[f(x) kx] = ¢€R.
= o lim [f(z) = (kz +¢)] = lim [f(z) —kz] = lim ¢=¢—q¢=0.

(%o1)
(%08)
(%09)

(%110) £(x):=(2%x~2+x+1)/(8%x); km:1limit (f(x)/x,x,minf)$ kp:limit (£(x)/x,x,inf)$

qm:limit (f(x)-km*x,x,minf)$ gp:limit (f(x)-kp*x,x,inf)$

dm(x) :=km*x+qm$ dp(x):=kp*x+qp$ dm(x);dp(x);

draw2d (grid=true,xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-5,5],yrange=[-4,4],
color=blue,explicit (f(x),x,-8,0),explicit(f(x),x,0,8),
color=red,parametric(0,t,t,-5,5),

explicit(dm(x),x,-8,8),explicit(dp(x),x,-8,8))$
_ 2z24ax+41
= 8z

00— 0of= e

Ciaglosé funkc

i

Scisle zwigzane z pojeciem granicy funkcji f w punkcie a jest pojecie cigglosci f w punk-
cie a. Ciaglosé¢ funkeji jest rowniez problemem lokalnym w otoczeniach O(a).
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f jest ciagla w punkcie a€ D(f) jezeli:
o Dla kazdego ciagu {z,},—, C D(f), {zn},—; — a
dotyczy {f(zn)}nzy — fla).

Warunek mozna zapisa¢ w postaci:
o ,€D(f), nlgrgomn =a = nh_)rrgo f(zn) = f(a).
Ta definicja nazywa sie Heineho.
Punkt a € D(f) moze by¢ tylko skupienia zbioru lub izolowany:
o a€ D(f) jest izolowanym punktem. = Istnieje pojedynczy {z,} -, = {a} —, — a.

> lim f(r,) = lim f(a) = f(a)

a€ D(f) jest izolowanym punktem. = o f jest ciagla w a.

e a € D(f) jest punktem skupienia zbioru. = Definicja jest identyczna z definicja
granicy f w punkcie a.

a€ D(f) jest punktem skupienia zbioru D(f). =
o [ jest ciaglta w punkcie a. < o lim f(z) = f(a).

T—a

Ciaglos¢ funkcji w punkcie a € D(f) mozna scharakteryzowaé¢ przez otoczenia O(a) a

O(f(a)).

f jest ciagta w punkcie a€ D(f). <

e Dla kazdego otoczenia O(f(a)) istnieje otoczenie O(a) tak,
ze f(x) € O(f(a)) dotyczy wszystkich z€O(a).

Warunek mozemy zapisa¢ w postaci:
Dla kazdego otoczenia O(f(a)) istnieje otoczenie O(a) takie, ze f(O(a)) C O(f(a)).
Jesli korzystamy z promieni otoczenia, drugi warunek mozemy zapisa¢ w postaci:

e Dla kazdego otoczenia O.(f(a)) istnieje otoczenie Og(a), ze dla wszystkich x € Os(a)
dotyczy f(z) € O:(f(a)).
o Ve>038>0VzeD(f): |z—al <d. = |f(x)—f(a)| <e.
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Yy Yy Tn a
f@) = fz1) == flan) = o f(an) = f(a)
° =T s
f(a) fla) r
/\f f(za) ]
( f(z1) ‘ ] b
x | La x
a T LiT5Ty, T X3ILo
Aa=x1 =+ =Tp="-" Tn —a

Ciagltosé funkeji f w punkcie izolowanym (po lewej) i w punkcie skupienia zbioru (po pra-

wej)

Funkcja f nazywa si¢ nieciagla w punkcie a € D(f), jesli nie jest ciagta w punkcie a:

o Istnieje {zn},"; C D(f), {wn},ly — a wiee, ze {f(zn)}nl, #— f(a),
czyli istnieje ILm f(xn)# f(a) lub nie istnieje liﬂm f(zy).

o [ jest ciagta w a€ D(f). = o a nazywa sie punkt cigglosci f.
o [ jest niecigglta w punkcie a€ D(f). = e a nazywa si¢ punkt niecigglosci f.

f moze by¢ nieciagla tylko w punkcie skupienia zbioru D(f).
= Rozszerzymy pojecie punktu nieciggtosci na wszystkie punkty dziedziny D(f).

y = f(x), x€D(f), a jest punktem skupienia zbioru D(f).
@ a jest usuwalnym punktem niecigglosci funkcji f,
jesli istnieje mhg}l f(z)eR, zhgfz flx)#f(a).
o Usuwamy nieciaglo$¢ w punkcie a, jesli zdefiniujemy f(a) = ilg}l f(x).
e a jest punktem nieusuwalnym niecigglosci I. rodzaju funkcji f,
jesli istnieja ml_l)r;l_ f(z)€R, $1_1>I£1+ f(z)€R, wl_lgl_ f(ﬂ?);éxl_l>121+ f(x).

o Liczba ¢ = lim+ f(xz) — lim f(x) nazywa sie skok funkcji f w punkcie a.
r—a r—a—

e a jest punktem nieusuwalnym nieciaglosci II. rodzaju funkcji f,
jesli przynajmniej jedna z granic lim f(z), lim f(z) nie istnieje lub jest nieskon-
z—a~ z—at
czona.
o Jesli ktorakolwiek z granic jest nieskoriczona, méwimy oniecigglosci asympto-

tycznej.


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk

Calculus suported by wxMaxima 53 beerb@frcatel.fri.uniza.sk

) f(a)

a xT a xT a x

Nieciagltos¢ usuwalna, nieusuwalna I. i II. rodzaju

f, g sa ciagte w punkcie a€ D(f) N D(g), r€R. =

o |fl, fE£yg [, fg sad ciagte w punkcie a.

o g(a)#£0. = ch, L sy ciagle w punkcie a.

Ciaglos¢ funkcji zlozonej

f jest ciagta w punkcie a € D(f).
g jest ciagla w punkcie b = f(a)€ D(g). } = o F = g(f) jest ciagla w punkcie a.
H(f) c D(g).

aeD(f)ND(g)ND(h), O(a) to otoczenie.
g, h sa ciaglte w punkcie a.

h(a) = f(a) = g(a).
h(z) < f(x) < g(x) dla wszystkich x € O(a).

= o [ jest ciagla w punkcie a.

y = f(x), ze D(f), punkt a€ D(f), oznaczmy:

o fo(x) = f(@)|p(f)n(—ocia) = f(T){zeD(f), v<a} zWezZenie funkcja w lewo.

o fi(x) = f(2)lp(f)ntaec) = f(@)|{weD(f), a<a} zWezenie funkcja w prawo.
Funkcja y = f(z), € D(f) nazywa sie w punkcie a€ D(f):

e ciggla lewostronnie, jesli w punkcie a jest ciagla spojita funkcja f, .

e ciggla prawostronnie, jesli w punkcie a jest ciagta spojita funkcja f.F. }

Ciaglos$é jednostronna.
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f jest ciagta w punkcie a € D(f). <
o [ jest ciagly lewostronnie i ciagla prawostronnie w a.

Lokalne rozgraniczenie

f jest ciagta w punkcie a € D(f). = e Istnieje otoczenie O(a), w ktorym [ jest
ograniczona.

y = f(x), x€ D(f), zbior A C D(f).
o f nazywa si¢ ciggla na zbiorze A, jesli jest ciagta w kazdym punkcie a € A.

Ciaglos¢ f na zbiorze a C D(f) nie nastepuje granica f do a.

o f: y=—, xE€R jest ciagla w przedziale (0; 1), ale nie ogranicza sie do (0;1).

Cauchy w miejscu zerowym
f jest ciagta na (a;b).

f(a) - f(b) <0 } = o Istnieje c€(a;b) taki, ze f(c) =0.

f jest ciagla na przedziale I C R. =
o f(I) to przedzial.

o Funkcja odwrotna f~! (jesli istnieje) jest ciagta na f(I).

f jest ciagla w przedziale I C R.
o I to przedzial zamkniety. = o f(I) jest przedzialem domknietym.

o I nie jest przedziatem zamknietym. = o f(I) moze byé¢ przedziatem roznych typow.

NACNA LT

of f(r) = O f(1) = (0;00) 0] (1) = (0;00) of s=@1)?®

~

Przedzial wyswietlania I = (0; co) przez ciagla funkcje f
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Funkcja ciagta moze wyswietla¢ I = (—m;7) w roznych przedziatach:
® Yy =cosu: (—m;m) = (—1;1). o y=sinz: (—mm)— (—1;1).
o y=1: (- 7r,7r)%{1} oy =2 (—m;7) = (—1;1).
°y=1tg3: (=m;m) — oy:|tg%: (—m;7) = (0;00).
oyz—ffﬂ—l. (—=m; ) = (0;00). oy:—ﬁfﬂ: (—m;m) = (1; 00).
Yy Yo y y z
cos T |..sinx y=1 |
ﬁ’\ x =7 ! x 1 x ' z
—T 0 ™ 0 ™ —T 0 ™ —7 0 I
1 f 1 -1 A — ]
fr() = (-1 1) f2(I) = (=1;1) fs(1) = {1} faD) = (=1 1)
Wyswietlanie przedziatu I = (—m; m) za pomoca funkcji ciaglej
y Yy
|te 5|
) N\
0 T _r 0 T
~1 -1
fs(I) =R fe(I) = (0; 00) Jr(I) = (=2;00)

Wyswietlanie przedzialu I = (—m; 7) za pomocy funkcji cigglej

Pochodna funkcji rzeczywistej

Dwa problemy doprowadzily do wprowadzenia derywacji funkcji (ponizsze przyktady).

Punkt porusza sie wzdluz linii prostej, jego ruch w czasie t opisuje funkcja y = s(t).
o W cuzasie ty jest w punkcie Py, w czasie t jest w punkcie P.
o W przedziale czasowym (tg;t) pokonuje $ciezke s(t) — s(to).
o co ) s(D)—s(to)
= o Srednia predkosé v(t) = =5
o Dla t — ty otrzymujemy natychmiastowa predkosé¢ punktu w czasie #.

tot, t—to

= o Natychmiastowa predkosé v(ty) = tlir? B(t) = lim 2M=sCo)
St
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Py

s(to) sty w(t) = W=

s(t)—s(to)

(=)ee)
Zadanie predkosci

Funkcja y = f(z), x IND(f) jest ciagla.
o Punkty P = [z¢; f(20)], Q = [xo+Az; f(zo+Ax)] lezy na wykresie f.

o Linia prosta P ma nachylenie tga = f@otaz)—f(zo)

Az
e Styczna do f w punkcie P ma postaé dp: y — f(z) = tgp - Az,
gdzie tg o = %(;U) je jej nachylenie.

e Q= P. = PQ—dp, Ax =0, a— ¢, f(xg+ Az) = f(xg). = tga — tgo.

= o Nachylenie styczny funkcji tgp = lim tga = Alim0 W.
a—rp Tr—r

f(x)

9/ Zo x

T—x0

Q26

Zadanie stycznej

f ma w punkciex, € D(f) pochodna, oznaczenie f'(z), ewent. y'(xzo) jesli:

f(z)—f(z0) _ {thsh h=x— .’1'0]

o istnieje granica f'(zo) = lim —= = R ’lllir%)

Tr—xTo

Flzoth) = f(zo)
. .

o f'(xzp)€R. = Pochodna f'(xg) jest wlasciwa (skonczona).

o f'(zg) £ 00. = Pochodna f'(x¢) jest niewlasciwa (nieskonczona).
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Oznaczenie wprowadzone przez G. W. Leibniza jest czesto uzywane:

o [l(wo) =) = dr(ag),  ew. o y(z0) = W) = dy(a).

— dax dx

f'(zo) € R (jest skoniczona). = e f jest ciagla w punkcie zg.

o Ciaglosé funkeji f w punkeie 2y nie gwarantuje istnienia f'(zq).

Funkcja f: y = |z| jest ciagla w punkcie 2o = 0.

lim+ =1
o Nie istnieje f/(0) = lim £&=FO) _ jjpy 2210l _ pjpy lol ] =70
z—0 z—0 z—0 7T z—0 T lim =% = —1.
z—0t+ F

Wyznacz styczna do polokregu y = v/9 — 22 w punkcie 2.

(%i8) f£(x):=sqrt(9-x~2)$ pomer(a,b):=(f(b)-£f(a))/(b-a)$
sek(x,a,b):=pomer(a,b)*(x-a)+f(a)$
Sek:makelist (explicit(sek(x,2,-.15+.25%i),x,-3,3),1i,1,20)$
f1(x):=diff (£(x),x,1)$ dotyk(x):=f(2)+subst(2,x,f1(x))*x(x-2)$
print ("Secant y=dotyk(x)=",dotyk(x)," in point 2 have a blue color")$
draw2d (grid=true, xaxis=true,color=blue,explicit (f(x),x,-3,3),
color=red,Sek,color=blue,explicit(dotyk(x),x,-3,3),
point_type=7,color=brown,points([[2,£(2)]]),
color=blue,label (["f(x)=sqrt(9-x~2)",-1,2]),
label (["dotyk(x)",-1.5,6]),label ([concat ("dotyk(x)=",string(dotyk(x))),0,101))$
Secant y = dotyk(z) = /5 — 2(“67\/_32) in point 2 have a blue color

dotyk(x)=sart(5)-(2*(x-2) )/sart(5)

T fomsated)

o f(z0) € R. = f'(x0) to nachylenie stycznej do wykresu f w punkcie zg.
Styczna ma posta¢ y = f(xg) + f'(x0)(x — zg).
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o f'(xp) = *o0, f jest ciagle w punkcie zg.
= x = xg jest asymptota pionowa do wykresu f w punkcie x.

Y n ypn d Yy d
d f
f(zo) f(=o)
f(=0) K
f/ A f x
g x o xT _ o
f'(z0) =0 f'(z0) € R, f'(x0) #0 f'(z0) = o0

Styczna i normalna do funkcji f w punkcie xg

Obliczamy i upraszczamy pochodna funkeji f(z) = In (z + vz + 1).

(%i1) f£(x):=log(x+sqrt(x~2+1));
(%01)  f(x) :=log (x + Va2 + 1)
(%i3)  £1(x):=diff (£(x),x);f1(x);

(%02) fl(z) := %f(l)

+1
(%03) Mzl
Vaz2+1+a

(%i4) ratsimp (£1(x));

Va2
%od) —YItifr
(22 zVz2+14+224+1

Obliczylismy pochodna f/(z), ale nie moglismy jej odpowiednio uproscié. Uzyj komenda
subst.

(%i5) fp:subst(a,sqrt(x~2+1),£f1(x));

P
a+1

z+a

(fp)

(%i6) ratsimp (£fp);

(%06)

Q=

(%i7) subst(sqrt(x~2+1),a,ratsimp(fp));

RO

f ma w punkcie zp € D(f) pochodng lewostronna [’ (xg), jezeli:
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o Istnieje f’ (z0) = lim U h]irg7 7f(z°+h]37f(w0).

fx)—f(zo) __ {Subsh h=x—x
T—T

r—xo

f1(x20) € R (jest skoniczona). = e f jest ciagla lewostronna w punkcie x.

f ma w punkcie 2o € D(f) pochodna prawostronna [’ (z), jezeli:

.. ’ T f(z)—f(xo) __ [Subst. h=a—20] _ 1. f(zo+h)—f(x0)
o Istnieje f+($0) B mgrfa T—x0 [ T — a9, h %0} o h&%ﬂ h ’

fi(x0) ER (jest skonczona). = e f jest ciggla prawostronna w punkcie x.

Pochodne f (zq), f (o) nazywaja si¢ jednostronnie i przedstawiaja graficznie prawa
stycznu, ew. lewa stycznu do wykresu f. Pochodna f’(xg) nazywa si¢ obustronna.

I (z0), fi.(x0) € R (sa skoiiczone, nie musza by¢ rowne). = e f jest ciagta w
punkcie xg.

Istnieje f'(z0). < e Istnieja f~ (zo), fi(zo) i fL(w0) = fi(20).

Obustronne styczny

Ponizsza konstrukcja oblicza i rysuje styczna do wykresu funkcji f w punkcie c.

(%i6) c:2$ £(x):=x"2/6+sin(x)$
f1(x):=diff (£(x),x,1)$ dotyk(x):=f(c)+subst(c,x,f1(x))*(x-c)$
print ("Secant y=dotyk(x)=",dotyk(x)," in point",c)$
draw2d (grid=true , xaxis=true,xrange=[-4,4],yrange=[-4,4],
color=blue,explicit (f(x),x,-4,4),

color=red,explicit (dotyk(x),x,c-2,c+2),

point_type=7,color=brown,points([[c,f(c)]]),
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color=blue,title=concat ("f(x)=",string(f(x))),
label ([concat ("c=",string(c),", dotyk(x)=",string(dotyk(x))),0,3.75]))$
Secant y = dotyk(z) = (cos(2) + 2/3) * (z — 2) + sin(2) + 2/3 in point 2

(x)=sin(x)}+2/6 f(x)=1.5%sin(x)+x

4 =2, QoK) =(cos(2) 7213 D) rsin(2) 213 N =1, A0y =(L5%cos(D) +1)*(x+ D)L 5%k L
3P\ 3 // T

\ y
2f N\ 2 /

\ e /
N Pz
[ \\
N

-1
-2
-3
4 4

y=f(z), xeD(f), A C {xoeD(f); f'(x0) jest skoriczona}, AF#0.
o Funkcja g: y = f/(x), x € A nazywa sie pochodna funkcji f na zbiorze A,

oznaczenie f, vy, ew. %, %.

e Pochodna f w punkcie zg € D(f) to f'(xq), czyli liczba lub +cc.
e Pochodna f na zbiorze A C D(f) jest funkcja y = f'(z), z € A.

f ma pochodna skoriczona f’ na zbiorze A C D(f). = o f jest ciaglta na A.

fry=a™ z€R, neN, xg€D(f).

n__.n . n—1 n—2 n—1 _
o f'(zg) = lim =20 — lim (" += ot 4y )(z—z0)
r—xo TTTO T—To T—To
= lim (2" ' 2" 2wg+ - daf ) =al b Pag + - b = nap
Tr—xo

fry=¢e", rER.

. erth_ . e (el —1 _
o [e7) = lim €= — Jim €T — v fip €21 — o7 ] = e

h—0 h—0 h—0

W praktycznym obliczaniu instrumentéw pochodnych stosujemy rézne formuty i reguty.
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f', ¢ istnieja na A#£), ce R. =
o (cf), (fxg), (fg) istnieja na A, ( ) istnieja na A; = {z € A; g(x)#0}.
Ponadto:
o (cf)(z) =cf'(x). o (f£9)(x)=f'(x)£d (x).
o (f9)(x) = f'(2)g(x) + f(@)g (@), o [§]'(r) = HRQr ),

Krotko piszemy poprzednie formuty:

o (cf) =cf'. o (fxg)=fxg. o (fg)=fg+fd. o (5)’ — fla=fg'

[ry= %, x€R— {1}, linia prosta p: y =2 — .
e Styczne do wykresu f rownolegle do psa dy: y= —z, dy: y=4 — .

Styczna d: y = f(zo) + f'(x0) - (x — x9) w punkcie zg ma nachylenie f’(zo).

Linia prosta p ma nachylenie —1. = f’(z¢) = —1.
! (z—1)—x(1— 11—
° f( )_ (z 1) = L (ill)gl 0 = a(czjl)ig - (:E 1)2, rzeR — {1}
o f(wo) = (w0:11)2 =-1. = (rp—1)2=1. = z¢=0alebo 9 = 2.

Dwa punkty styku D = [xo; f(xo)] i dwie styczne d:
e D1 =[0;0],d;: y=0—(z—0) = —=z.
e D1 =[2;2],dy:y=2—(x—2)=4—ux.

Pochodna funkcji odwrotnej

f jest ciagla i wlasciwe monotoniczna na przedziale I C R.

xg €I jest punkt wewnetrzny. =
f(x0) #0 jest skoriczone.

o Funkcja odwrotna f~! ma pochodna w punkcie yo = f(x¢) i dotyczy

[f~1 (o) = f’(lzo)

_ 1
zo=/"*(yo) - P o))

o [F 1Y (yn) = lim IS M) s

T — To }

Yy—y0 Y—Yo z=f"1y) |y — v
T—x0 _
= Hm o5= s = T M = e} = PO
z—x()

Mozemy po prostu napisac:
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_ o _ df 'y _ da _

cTNW = = ey v o TRl =E=d = o

f:y=¢€" xR jest ciagla i rosnaca, f'(x) = e*#£0 przed z € R.

2 =Iny dla ye(0;00).

o [y =[f'(y) = ¢

1 1 _ 1
[efn]/_efn_

ahy — y

pre y € (0;00).
fry=sinz, € (—%;%) jest ciagla i rosnaca, H(f) = (—1;1).
f'(x) =cosz =+/1—sin’z > 0dlaze (-%:%).
o [arcsiny] = [

1 _ 1 1
sinz]’ ~ cosx

— 1
\/lfsin2 T \/1—[sin arcsin y]?

= \/11—3,2’ ye(—1;1).

Pochodna funkcji ztozonej

u= f(z), y=g(u), H(f) C D(g).
20 €D(f), up = f(xo)-

= o [g(f(x0)))
f'(x0), g'(uo) sa skoriczone.

=g'(f(z0)) - f'(z0)

Mozemy po prostu napisac:

o Fl(z) =[9(N)'(z) = ¢'(u) - f'(=),

dF(z) _ dy _ dy  du _ dg(w)  df(z)
cw. o dzm_ﬁ_diZdiz_ ?:h? da:l'
o [sin (sinz)]’ = cos (sinx) - [sinz]) = cos (sinz) - cosz, x € R.
o [sin (sin (sinx))]" = cos (sin (sinz)) - [sin (sinz)]’

= cos (sin (sinz)) - cos (sinx) - [sin ]’ = cos (sin (sinz)) - cos (sinx) - cosz, z € R.

o [a%] = [elne"] = [e“na]/ =e*me.[zlna) =a” Ina, z€ER, a >0, a#1.
° [wa]/ _ [elnx“]l _ [ealnm]' _

e?m® [glnz]) =29 ¢ =az°"', 2 >0, acR.
e B s e e
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o Wyrazenie [In f(zg)]’ = J;I((;”é’)) nazywa si¢ pochodna logarytmiczna f w punkcie .

1/ (x0) istnieje.

Pochodna logarytmiczna
f(xo) > 0 dla xge D(f).

} = o f'(z0) = f(xo) - [In f(z0)]".

Pochodne podstawowych funkcji elementarnych

Formula Waznosé Formula Waznoéé

[c] = zER, ceER [z] = zER

[z"]) = na" ! zER, neEN [2%] = az*~ 1, z>0,a€R

[e”] = e®, T€R @] =a”lna z€R, a>0
na] =1, x>0 log, z] = ——, x>0,a>0, a#1
In|zf) =1, x#0 log, |z])] = ——, x#0,a>0, a#1
[sinz]” = cosz, rER [cosx] = —sinx, rER

[tgz) = 5 x#w, keZ | [cotga] = — 5, r#km, keZ
[arcsin ] \/1177, e(-1;1) [arccos ] = 11790 €(-1;1)

[arctg z]’ ﬁ reER [arccotg x])’ = Hjﬁ zER

[sinh z]" = cosh r€ER [coshz]" = sinh z, rER

[tgha] = ——, TER [cotgha] = — —l— x#£0

[arsinh ] ;Jr , TER [arcosh x]" = \/;771, x>1

[artgh 2]’ = L, e(-1;1) larcotgh z]’ = 1=, reR—(—1;1)

Dla potrzeb praktycznych konieczne jest zapamietanie tych wzorcow.

Funkcje rézniczkowe i pochodne wyzszego rzedu

Crzesto musimy aproksymowaé¢ dana funkcje f (w przyblizeniu wymieni¢) inna, prost-

sza funkcja g tak, ze ich réznica byla jak najmniejsza |f(x)

jemyprzyblizenie lokalne w jakims$ otoczeniu O(zg), xo € D(f).

y = f(z), x€ D(f), punkt xo € D(f), istnieje skoniczona f’(xq).

- g(z)|.

Zwykle potrzebu-

o Rozniczka funkcji f w punkcie xg, oznaczenie df(xg, z—x0), ew. df(zo, h)
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jest funkcja liniowa df (zo, z—x0) = f'(x0) - (x—20), TER.
Substytucja h = x—x¢. = e df(xo,x—x0) =df(zo,h) = f'(x0) - h, hER.
f jest zré6znicowana:
o w punkcie zy€ D(f), jesli istnieje df(zo, h), czyli istnieje skoriczona f'(zg).

e na zbiorze A C D(f), jesli df(xo, h) istnieje dla wszystkich z € A.

/i y=uxz, x€R, punkt 0 €R, f'(x9) = 1.
o df(xo,h) = f'(x9)-h=1-h=h, h€ R, oznaczenie de. = o df(xg,h) = du.

fry=f(z), x€R, punkt g € R, f'(x0) jest skoriczona.
o df(xo,h) = f'(x0) - h = f'(x0) - dz, h€ R, oznaczenie d f(x0).
= o df(zo,h) = df(w) = f'(wo) dz, f'(wg) = LA ew. ' =9L.

dx dx

O najlepszym lokalnym przyblizeniu liniowym
f jest rozniczkowalna w punkcie xg € D(f).
h: y= f(xo) + c(x — x0), cER, c# f'(x0). =
g: y = f(zo) + f'(z0)(z — 20).
o Istnieje otoczenie O(x) takie, ze dla wszystkich x € O(xg), 2 #x0
dotyczy |f(z) — g(z)| <|f(x) — h(z)|.

1,06 ~ 1,01. Doktadnie /1,06 = 10097588, btad obliczeniowy < 0,00025.
Rozwiazanie.

Oznaczaja f(z) = Jx, x>0, xo = 1.
e f(a) = [V = Ja SO = d a5 0, f(wo) = (D) =
Niech O(1) istnieje tak, ze 1,06 € O(1).
= o Yr=[f@@)~ f()+ (1) (x-1) =1+ = Sg=t = =,
= o 1,06 = f(1,06) ~ 10> = 86 — 1 01,

e Przyblizenie f w otoczeniu O(xg) przy uzyciu stycznej w punkcie xg

g: y = f(zo) + f'(z0)(x — x0) = f(20), ¥EO(20)
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jest najlepszym ze wszystkich przyblizen f przy uzyciu funkcji liniowej (linia prosta).

(%i8) c:1.06% £(x):=x"(1/6)$
s:1$ f1(x):=diff(£(x),x,1)$ p(x):=f(s)+subst(s,x,f1(x))*(x-s)$ p(x);
h(c):=print("c=",c," c~(1/6)=",2f(c),"=",float(f(c)),"approx",
subst (c,x,float(p(x))))$ h(c)$

(%06) ZZt +1
c=1.06 /% = f(1.06) = 1.009758794179192 approz 1.01

o Przyblizenie f ma sens tylko dla z w poblizu punktu zg.

(%i18) h(0.9)$ h(1.1)$ h(1.2)$ h(1.5)$ h(2.0)$ h(4.0)$ h(10)$ h(16)$ h(32)$ h(64)$
c=0.9 /% = £(0.9) = 0.9825931938526898 approz 0.9833333333333334
c=11 /% = f(1.1) = 1.016011867773387 approx 1.016666666666667
c=12 /9 = f(1.2) = 1.030853320886445 approx 1.033333333333333
c=15 /%9 = f(1.5) = 1.069913193933663 approx 1.083333333333333
c=20 c/% = f(2.0) = 1.122462048309373 approx 1.166666666666667
c=4.0 /% = f(4.0) = 1.259921049894873 approzx 1.5
c=10 /9 = f£(10) = 1.46779926762207 approx 2.5
c=16 (/9 = f(16) = 1.587401051968199 approz 3.5
c=32 (/9 = f(32) = 1.781797436280679 approz 6.166666666666666
c=64 (/9 = f(64) = 2.0 approz 11.5

/1,06 ~ 1,01. Doktadnie /1,06 = 10097588, btad obliczeniowy < 0,00025.
Inne rozwigzanie.
Oznaczaja f(x) = Vx+ 1, 2 > —1, 9 = 0.

= o P@) = [+ DV = ba+ D)7 = s > 0, Pan) = £1(0) =

Niech O(0) istnieje tak, ze 0,06 € O(0).
S e YE= )% fO)+(0) w =148 = 5
= o /1,06 = f(0,06) ~ 2000 = 86 — 1 01,

(%i8) ¢:0.06% f(x):=(x+1)"(1/6)$
s:08 f1(x):=diff(£f(x),x,1)$ p(x):=f(s)+subst(s,x,f1(x))*(x-s)$ p(x);
h(c):=print("c=",c," c~(1/6)=",2f(c),"=",float (£(c)) ,"approx",
subst (c,x,float(p(x))))$ h(c)$

(%06) & +1
c=0.06 (c+1)*/% = £(1.06) = 1.009758794179192 approz 1.01

y = f(z), x€ D(f) ma pochodna f’ na zbiorze A; C D(f), A1#0.

o f/ = f(l) nazywa si¢ pochodna pierwszego rzedu (pierwsza pochodna) f na
zbiorze Aj.
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o Pochodna f’ (jesli istnieje), czyli [f') = f” = f®) na Ay C Ay, Ay # 0 nazywa sic
pochodna drugiego rzedu (druga pochodna) f na zbiorze A,.

o Pochodna f” (jesli istnieje), czyli [f”]’ = £ = f® na Az C Ay, A3 # () nazywa sic
pochodna trzeciego rzedu (trzecia pochodna) f na zbiorze As.

o Pochodna f” (jesli istnieje), czyli [f"]' = f®*) na Ay C As, Ay # 0 nazywa sie po-
chodna czwartego rzedu (czwarta pochodna) f na zbiorze Ay.

o W ten sposéb kontynuujemy dlan =5,6,7,....

e Pochodna f(»=Y ne N (jesli istnicje), czyli [f*V) = f™ na A, C A,_1, A, #0
nazywa sie pochodna n-tego rzedu (n-ta pochodna) f na zbiorze A,.

e Specjalnie definiujemy f = f(Y’ pochodna zerowego rzedu (pochodna zerowa) f.

™ (24) dla z¢ € A, nazywa sic pochodna n-tego rzedu (n-ta pochodna) f w punk-
cie xg.

(n=1) (N #(n—1), r(n—1)  p(n—1),
™ (z¢) = lim ! (m,)._,f. (@0) — iy £ (z“HL,) ! (o)
T—T0 Tr—To h—0 v

dla xo€eA,, A, C A,_1, nEN.

e Oznacza to, ze funkcja f(»~1) musi by¢ zdefiniowana w jakims otoczeniu O(zo).

Obliczanie (™, n€ N moze by¢ generalnie bardzo pracochlonne, poniewaz musimy zacza¢
od f'.

y=aF z€R, keN.
[F] = kak—L, [2%)" = k(k—1)xF2, [ = k(k—1)(k—2)z*3, ...,
[F]*=D) = k(k—1) -2, [2*]*) = K, [*]+1) =0, ...
e ) = {k(k—l) oo (k=n+1)2* " z€R przed neN, n < k.
0,zeR przed ne N, n > k.

y=sinz, re€R, y =cosz, r€R.

]/I/

[sinz] = cosz, [sinz]” = [cosz] = —sinz, [sinz]” = [cosz|” = — cosz,

" =sinzx, [sin2]® = [cos z]®* = cosz, ...
(=1)ksinz, ve R przed n = 2k, kEN.

(=) cosz, z€R przed n = 2k—1, kEN.

[sin 2] = [cos ]
= o [sin x](”) = [sin az]("+4) — {

(—1)*sinz, r€R przed n = 2k, k€ N.

= o [cos x](") = [cos x]("+4) = {
(—1)kcosx, r€ R przed n = 2k—1, ke N.
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y=e*, x€R. = o [¢*]™ =¢® xR prencN.

Formutla Leibniza

f, g maja pochodne na zbiorze A na zaméwienie n€ N (wlacznie). =

o [fg™ =3 (M) F g = (1) W gO) 4 (M) =D gD .y (m) O gl

4 n/
1=0

Aplikacje do wyprowadzania funkcji

Twierdzenia o wartosci sredniej funkeji (Rolle’a i Lagrange’a) i reguta 'Hospitala naleza
do najczestszych zastosowan wyprowadzania w praktyce.

Warunek konieczny dla istnienia ekstremum lokalnego
ce€ D(f) to punkt wewnetrzny.

f ma ekstremum lokalne w punkcie c. } = o f'(¢c)=0.
1'(c) istnieje.

/ P T T

Q3 ()

Warunek konieczny istnienia ekstremum lokalnego (po lewej) i twierdzenie Rolle’a (po
prawej)
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Rolle
jest ciggla r :b).
f,‘]es c1?€g ana {a;b) = o Istnieje c€(a;b) tak,
fla) = f(b). ()
ey . ze f'(c) = 0.
Istnieje f/'(z)€ R* dla wszystkich x € (a;b).

o c€(a;b) lezy na linii z punktami koricowymi a, b,

dlatego czesto wyrazany jest w postaci ¢ = a + 0(b—a), € (0;1).

Lagrange (rachunek rézniczkowy)
f jest ciagta na (a;b). = o Istnieje c€ (a;b) tak,
Istnieje f/(z)€ R* dla wszystkich x € (a;b). ze f'(c) = w

F(b) — f(a)

b—a

(Ee)

Twierdzenie Lagrange’a

o flle)= 1L = o f(b) ~ f(a) = f(0) - (b~ a).

Oznatme b = a+h, h=b—a, he R. = c=a+0(b—a)=a+60h,0c(0;1).
o f(b)— f(a)=f(a+h)— f(a)=f'(a+06h) -h, heR, 0€(0;1).

Dla wystarczajaco malego h mozemy zatozyé f'(a + 0h) =~ f'(a).
o fla+h)= f(a)+ f'(a+0h) h= f(a)+ f'(a)h = f(a) +df(a,h).

Twierdzenie Rolle’a i Lagrange’a gwarantuje istnienie ¢ € (a;b). Jednak nie mozemy ich
uzy¢ do znalezienia takich punktéw, ani nie mozemy okresli¢ ich liczby.

Wyrazenia nieokreslone typu %, ew. = sa czesto oblicza sig je zgodnie z regula I'Hospital.
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Regula L’Hospital

(< 2) _ he R*.

ioo7 ;gg.q(ﬂ =

ac€R",
{iﬂ%f(')
7 i () = 1 A= 'HOT.
ew. lim f(z) =0, lim g(x) = 0 [rH§)

, istnieje hm

o0 [HE],

Dla wszystkich € O(a), x#a istnieja f/(z), ¢’

(@),
= o Istnieje
lim % = lim f:('/"') =b.

r—a g Tr—a 9 (17)

lim 2=8 — 12,

T2 T2

e O(2) mozna wybra¢ dowolnie, np. O(2)
f’( ) =322, ¢'(x ) =1prexzeR — {2}.
L@) _ iy 322 = 19,

r—2 g() r—2
lim (23 — 8) = lim (z — 2) = 0.

r—2 r—2

o f(x)=12%-8,2€R, g(x) =2 —2, xER.
= R.

(%i9) £(x):=(x"3-8)/(x-2)$
fc(x):=num(£f(x))$ fc(x);
fm(x):=denom(£f(x))$ fm(x);
’limit (£(x),%x,2);
limit (f(x),x,2);
(%o4) z° —8
(%05) = —2

(%06)  lim 2>=8

(%07) 3 lim z?
(%08) 12

(%09) 12

>limit (diff (fc(x),x,1)/diff (fm(x),x,1) ,x,2);

limit(diff (fc(x),x,1)/diff (fm(x),x,1),x,2);

Bez reguty I’'Hospital:

—28 — lim (z—2)(z?4+22+4)
= T—2

— hm(:c +2r+4)=4+4+4=12.
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o) — Jim & = lim 1 =L =0,

o lim % =[rrz]= lim T
Tr—r 00 T Tr—>00 [L] i de el T—00

[

Spelnione sa warunki reguty 1’'Hospital:
=1 [z] =1 pre z€(0;00).

o [Inz] =2,
o lim [lr,l,m,]/ =limi=L=0 o limlnz= lim z= .
500 2] z—o0 ¥ o T—00 T — 00

f(x):=log(x)/x$ fc(x):=num(£f(x))$ fm(x):=denom(f(x))$
limit(diff (fc(x),x,1)/diff (fm(x),x,1),x,2);

(%o4) %

(%i4)

e Bardzo wazne jest zweryfikowanie wszystkich zatozen reguty I'Hospital.

o Waznos¢ zalozenia lim J; /(i) = b € R* jest weryfikowany w sposob ciagly podczas

z—a 9'()
obliczania granicy.

o Odwrotne stwierdzenie nie ma zastosowania.
Istnienie lim £(z) nie implikuje istnienia lim / :(m).
g(x) z—a 9 (@)

r—a
o Regule L’Hospital mozna zastosowaé kilka razy z rzedu:
oo f@) o @) o @) s (@)

M e = v = I ey = = I gmy kN
: r—sinx __ ., I T l—cosxz __ _ 1 0—(—sinxz)
ol = = () = Jig R = () = Ji S

o . 21 o , o . 3 o 1

= lim 5% = [rA§] = lim €2 = 5.

Spelnione sa warunki reguty I’'Hospital:
e Dla O(0) = (—1;1), z€0O(0), x#0 istnieja odpowiednie pochodne i granice.

. T —x . T _ . @ —x
o lim &t = (A=) = lim $=S- = [rH=] = lim S8 =
e —er > z—oo €7 e > r—o0 € T€ T

T—00
Nie mozemy zastosowac¢ reguly L'Hospital.

Reguta L’Hospital moze byé¢ rowniez wykorzystana do obliczenia innych nieokreslonych
wyrazen. Musimy je najpierw przekonwertowaé na typ % lub 2 z odpowiednimi modyfi-

kacjami.

Rodzaj +00-0: e lim [f(z) - g(x)], gdzie liin f(z) = too, li_1>n g(x) =0.

r—a
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o lim [f(2)g(z)] = lim 22

T—a T—a F(z)

= Typ 3 [rmy].

o lim [f(x)g(x)] = lim f@)

Tz—a T—a g(z)

= Typ £ [FHx].

Rodzaj co—oo: e lim [f(z)—g(x)], gdzie ligl f(z) = lim g(z) = £oo.

r—a T—a

o )0 Iy (A58 58] _  f0 o ] = T
Rodzaj oc®: e lim [f(2)]9(*), gdzie lim f(z) = oo, lim g(z) = 0.
r—a r—a r—a
o lim [f()]9(*) = lim e [F@ND — i e9@) I f(@) — e 9] Typ 0 - co.
T—ra Tr—a r—a
Rodzaj 0°: e lim [f(2)]9®), gdzie lim f(z) = lim g(z) = 0.
T—a z—a T—a

o lim [f(2)]9® = lim e @)™ = lim e9(®) I f@) = XL IO - pon 0. (Loo).

r—a r—a r—a
Rodzaj 17°°: e lim [f(2)]9®), gdzie lim f(x) =1, lim g(z) = +oo.
r—a T—a T—a
o lim [f(2)]9®) = lim e [F@)*™) — fim e9(@)In f(2) — oJi, 9(r)Infl@) -y Typ £o0 - 0.
z—a z—a z—a
im Ina'/® im Ll.nz
o lim {z= lim z2'/* = ewLO+l = ewLOJr . eor (=)

z—0t

z—0t

Nie zastosowalismy zasady L’Hospital.

y = f(x), x€ D(f), bod o€ D(f), okolie O(xo) C D(f), n€N.
£ (o) € R,

o wielomian Taylora stopnia n funkcji f ze Srodkiem w punkcie z( jest funkcja

To(x) =

Istnieja skoriczone pochodne f/(zo), f” (o), .- -,

Z f(k)(l’O) (17 z0)*

[ (@o)-(a=a0)® |

(n) (r— n
{ + (o) $$ zo)

= f(xo) + Llzokfe=ro) 4 ) , 2€0().
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Jezeli oznaczymy h = x—1x9, © = z9+h, h€ O(0), to ma postac:

) (20) - . M) (20 A"
To(zo+h) = Zf (0 *f(z0)+f(°) +f(0)h+,+f (z0)-h

n!

, heO(0).
o Wielomian Taylora T),(z) o srodku z¢ = 0 nazywa si¢ wielomian Maclaurina:

n (k) .k ’ . " . (n) "
T(@) = FEOt _ p(g) 4 L0z L@ | SO 0(0).
=0

n!

o Pozostalg czesé wielomianu Taylora (stopnie n) nazywa sie roznica

M+ (&) ()L
L ((2451)1 o)™ ,7€0(xg), Lagrangeov tvar,
f(n+1)(5),(x7x0),(x_£)n

, £ €0(xp), Cauchyho tvar,

gdzie £ = xg + 0(x—1x0), 6€(0;1).
Reszta R, (x) wyraza blad aproksymacji f za pomoca wielomianu Taylora T,,(x):

e Aproksymacja ma charakter lokalny w otoczeniu O(xg).

o Przyblizenie jest najlepsze ze wszystkich przyblizen przy uzyciu wielomianéw stopnia

n.
flo)=VT+a=(x+1)3, ze(-1;00), 20 = 0 = f(0)=1.
o fl(z)=t(x+1)73 :Wﬁ’”_l' = f(0)=13
o f'(z)=-2-2(z+1)"3 :9%/%,33>—1. = fr(0)=-2
o fM(@)==5-(=3) (+1)75 = 727%/&—1)8, x>-1 = f"(0) =g
= o Ty(x) = f(0) + L0 o L1O% | SO g a2y 2 e 00).

1+ 3, x€0(0) z bledem R;(x).
o Vituz~r 1—&—%—%, x€0(0) z bledem Ra(x).
142 -2 452 c0(0) 2 bledem Ry(z).

Obliczamy wielomian Taylora funkcji V22 + 1. Jak wida¢ z wiersza (%i2), reczne pocho-
dzenie jest do$¢ pracochtonne.

(%i1) £(x):=sqrt(x~2+1)$
(%i2) print("f(x)=",f(x),", £’(x)=",diff(£(x),x),",

£f22(x)=",ratsimp (diff (£(x),x,2)),", £2’°(x)=",ratsimp (diff (£(x),x,3)))$

z2 z\/x2
F@) =VaTHT, fo) = A=, @) = 245y 1@ = - ity
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Na przykltad widzimy, ze komenda coeff zalezy od komendy taylor. Wielomian tpl jest
dziewiatym (praktycznie 6smym) stopniem, stad wyjscie komenda coeff (tpl,x,10)) to
liczba 0. Wielomian tp2 to dziesiaty stopien i wyjscie komendy coeff (tp2,x,10)) jest
realne wspolezynnik ¢j9 = 7/256.

(%i3) tpl:taylor (f(x),x,0,9);
2 4 6
(tp1l) 1+%—%+%—128+
(%i4) print("c_3=",coeff (tpl,x,3),",c_4=",coeff (tpl,x,4),",c_10=",coeff(tpl,x,10))$
c 83=0, 674_7*, c 10=0
(%i5) tp2:taylor (f(x),x, O 10);
2 4 6 1
(tp2) 1+ %5 —HF + 45 128 + 723;60 +-
(%i6) print("c_3=",coeff (tp2,x,3),",c_4=",coeff (tp2,x,4),",c_10=",coeff(tp2,x,10))$
_ _ 1 _ 7
c_8=0, c_4_7§, c_10_256

f(x) =Inz, € (0;00), xg = 1. = f(1)=

o fllxy=L=z"1 z>0 = ff(1)=1=0

o f"(z)=— %:—.T , x> 0. = (1) =—-1=—1!

o [(x) =25 =223 2>0. = fr(1)=2-1=2!

° f4)(T) 3.2k =-3.207% z>0. ~ fW(1)=3.2.1=—3

.f Na) = (-DF M k—1)—E+, >0, keN. = fOI(1) = (—1)F 1 (k-1)L.

n

n s — e
= e Th(z)=0+ 3 .f““)(l)l;!(ﬂﬂfl)’“ =y & 1(kl;1)!_($,1)k

k=1 k=1 n (—1)* L (a—1)F
:kzlﬁv zeO(1).

(%i1) taylor (log(x),x,1,10);

. 2 4 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8 . 9 . 10
(%ol) = —1— (1*21) + (Jffsl) _ (1*41) + (f*sl) _ (1*61) + ($*71) _ (1;1) + (1—91) _ (1*1})) 4.

Czasami wygodniej jest wyrazi¢ f(z) = lnx w postaci wielomianu Maclaurina.

o x=t+1. = f(t) =In(t+1), te(—1;00),

3 n—1y n k—1,k
T,(t)=t-L4+£ 2424 . CO Z —D % e 0(0).

(%il) taylor (log(x+1),x,0,10);

2 3 6 9 10
o s B2 L_i ’C_L e’ 28 4 2@ 20,
(%ol) = 2 3 + 6 T 7 g T % 0 T

=
o
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f(z) =e", x€R. = Wielomian Maclaurina stopnia n € N ma postac:

o Th(z) =1+% 44 4 & 4 & . 42— S 2 4cR

n! _
1=0

f(x) =sinz, re R. = Wielomian Maclaurina stopnia n € N ma postac:

k_2k+1 k i,..2i4+1
o Top1(z) = 04 2 40+ =2 4042 + 044 EDe] (=D'a”

(2k+1)! :4_0 @it 1) , TER.

f(z) =cosz, z€ R. = Wielomian Maclaurina stopnia n€ N ma posta¢:

1)k 2k

k LL27.
o Top(x) =140+ 5 +0+4'+0+ +(_(2k)a£ :Z(—l),
i=0

CHIE

rEeR.

(%i1) taylor (exp(x),x,0,10);
L JL 24 28 29 210
(%ol) 1+ + + + %7 + 120 + 720 T 3620 T 0320 T 362880 T 3628800 T
(%i2) taylor(sin(x),x,0,10);
3 5 7 29
(%02) @ — % + {55 — 5640 T 363880 T -
(%i3) taylor(cos(x),x,0,10);

2 4 6 8 210
x . T T
(%03) 1- 2 + 24 720 + 40320 3628800 +-

o Funkcje y = ¢e”, y =sinz, y = cosx moga byé¢ aproksymowane dla kazdego = € R.

o Wymagana doktadno$¢ mozemy osiagnaé poprzez wystarczajace zwiekszenie stopnia n.

f(z) =@ zeR.
Niech g(t) = ¢!, teR, t = 22, = f(x) =) = g(22) = g(t) = ¢".

Dla wielomianu Maclaurina P, (t) funkcji g(t), t > 0
oraz wielomian Maclaurina Ty, (z) funkcji f(z ) x € R dotyczy:

o P(t)=> z ()

i=0 i=0

24 2 4 6
D 2T (),

(%i1) taylor (exp(x~2),x,0,10);

10
(%o1) 1+ 2° +1 +T +§4+f20+

%i3) subst(x~2,t,taylor (exp(t),t,0,5)); subst(x~2,t,taylor(exp(t),t,0,10));

(
(%02) 120+J204+£ +z2 +2?+1
(

% 216 214 212 210 28 26 24
603) 3628800 + 362880 + 40320 + % 5040 + 7 720 + 1 120 + 3 7t Tt o® +1

z2+1
rx+1 °

Na koricu tej sekcji znajdujemy wielomian Maclaurina stopnia 10 funkeji f(z) = In
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(%i1) taylor (log((x~2+1)/(x+1)),x,0,10);

2 3 4 5 6 7 8 9 10
(%ol) —w+ 3=~ — G —H A+ G - F - —H o+
(%i3) tp1(x):= taylor(log(x~2+1),x,0,10) -taylor(log(x+1),x,0,10)$ tpl(x);
2,2 3 4 5 6 8 9 10
(%03) —w+3g% —2% 2t 2B ol ol 22 P am0, ..

(%i6) tp2(x):=ratsimp(subst(x~2,t,taylor(log(t+1),t,0,5))-taylor(log(x+1),x,0,10))$

tp2(x); tpl(x)-tp2(x);
%05 756210 —28029 —31528 —36027 +126025 —5042° —6302% —84023 4378022 — 25202
(%05) 3520

(%06) 0+ - -

Przebieg funkcji

Wazna czescig badania przebiegu funkcji jest wyznaczanie przedziatéw, on ktorej ta funkcja
jest monotoniczna.

I C R jest przedziale, [ jest ciagla na I, dla wszystkich z € I istnieje f'(z)€R. =
stacjonarna. < e f'(z) =0
rosnaca. =
o [ jest w przedziale I { niemalejaca. < e dla wszystkich x € 1.
malejaca. &
~

lli(%I‘()SIlQC?L.

Punkty, w ktorych funkcja ciagla f ma ekstrema lokalne, §cisle zwiazane z interwatami, w
ktorych funkcja ta jest ostro monotoniczna.

Warunek konieczny dla istnienia ekstremum lokalnego
x0€D(f), f(x0) jest ekstremum lokalne. }

(29) = 0.
f/(zo) istnieje. o f'(x0)

o f'(xp) = 0 nie gwarantuje lokalnej ekstremum w punkcie .

o Ekstremum lokalne moze byé réwniez punktem, w ktérym pochodna nie istnieje.
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Wyszukujac ekstrema lokalne funkcji, musimy:
e Zbadaj wszystkie punkty x¢€ D(f) dla ktorych obowiazuje f’(xo) = 0.
e Zbadaj wszystkie punkty zo€ D(f), w ktorych f’(z() nie istnieje.
Dodatkowo, szukajac ekstremow globalnych funkcji, musimy:

e Zbadaj punkty graniczne D(f).

Punkt zg € D(f) nazywamy punkt stacjonarny funkcji f, jesli f'(xz¢) = 0 istnieje.

Warunek wystarczajacy na istnienie ekstremum lokalnego
zo€D(f), f'(zo) = 0. Dla wszystkich x € O(x() istnieje f'(x) a dotyczy:
o f'(x) > 0dlax < x, f'(z) < 0dlaz > xg.
= o f(zo) jest wlasciwe lokalne maksimum.
o ['(z) < 0dlax < x, f(x) >0 dla z > x.
= o f(zo) jest wlasciwe lokalne minimum.
o f'(x) < 0dlax#uxg, ew. f'(x) > 0 dla x#xg.

= o f(zo) nie jest lokalne ekstremum.

x0€D(f), f'(x0) =0, f"(x0)#0 jest skoniczona. =
o [(z9) <0. = o f(xg) jest wlasciwe lokalne maksimum.

o ["(xo) >0. = o f(xg) jest wlasciwe lokalne minimum.

Wazna czedcig badania przebiegu funkcji jest wyznaczanie przedzialéw, on ktérego funkcja
jest wypukta lub wklesta.

I C R jest przedzial, dla wszystkich x €1 istnieje f/'(z)ER. =

wypukla. < o [’ jest na I niemalejaca.

. . §cisle wypukla. < e f’ jest na I rosnaca.

o [ jest w przedziale I L )

wklesta. < e f’ jest na I nierosnaca.
=

scisle wklesta. o f’ jest na I malejaca.
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I C R jest przedzial, dla wszystkich x €I istnieje f”(z)€R. =
§cisle wypukla. < o f”(z) >0
kta. & " >0
e [ je na intervale I Wypu ° f”(x) - dla wszystkich x € 1.
scisle wklesta. < o f"(z) <0
wklesta. < o f(x) <0

Aby zbada¢ wypuklosé i wklestosé funkeji f, musimy:
e Zbadaj wszystkie punkty xo€ D(f) dla ktorych obowiazuje f”(xg) = 0.
e Zbadaj wszystkie punkty zo€ D(f), gdzie f jest ciagla, a f'(xo) nie istnieje.

ToED jest punktem przegiecia funkcji f.
0 (f)J. tp przegie 2 S F(0) = 0.
" (x0) istnieje.

x0€D(f), f'(x0) € R. Dla wszystkich x € O(xg) istnieje f”(z) i dotyczy:

o f(x)>0dlax < xg, f(z) <0dlaz > x.
= e xg jest punktem przegiecia funkcji f.

o f(x) <0dlax < xg, f(x) > 0dlaz > xo.
= e xg jest punktem przegiecia funkcji f.

o f(x) <0dlax#xg, ew. f"(x) >0 dla x#ux.
= e x( nie jest punktem przegiecia funkcji f.

xo€D(f), f"(x0) =0, f"(x9)#0. = e x( jest punktem przegiecia funkcji f.

2o € D(f), ['(x0) = f"(w0) = - = [ D(x) = 0, [ (20)#0, nEN.
n=2k—1, k€ N (nieparzyste). = o f(x0) nie jest lokalne ekstremum.

o f rosnie w punkcie zy dla f(™ (xg) > 0.

o f maleje w punkciev bod zo dla £ (zy) < 0.
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zo€D(f), f'(xo) = f"(x0) = -+ = f"D(wo) = 0, f™)(x0)#0, nEN.
n =2k, ke N (parzyste). = o f(x) jest lokalne ekstremum.

o f(x0) jest whasciwe minimum dla £ (zo) > 0.

o f(z0) jest whasciwe maximum dla f(™ (z) < 0.

zo€D(f), f'(z0) R, f"(x0) =--- = fO VD (29) =0, f™(20)#0, nEN, n > 2.

n =2k+1, k€ N (nieparzyste). = e ¢ jest punktem przegiecia funkeji f.

n =2k, k€N (parzyste). = e f jest scisle wypukta w punkcie zq dla f((xq) > 0.
o f jest Scisle wklesta w punkcie zq dla £ (z0) < 0.

Badanie przebiegu funkcji

Badanie przebiegu funkcji f oznacza wyznaczenie:
o Definicja dziedzina D(f), punkty i przedzialy ciaglosci i nieciaglosci.
o Rownosé, osobliwosé, okresowosé, ewent. inne specjalne funkcje.

o Granice jednostronne w punktach nieciagtosci, w punktach brzegowych oraz w punk-
tach Foo.

e Zero punktow; przedzialty, w ktérych f jest pozytywna i negatywna.

o f’/, punkty stacjonarne, ekstrema lokalne i globalne; przedzialy, w ktérych f roénie,
opada i jest stala.

o f”, punkty przegiecia; przedzialy, na ktorych f jest wypukta i wklesta.
o Asymptoty.
e Zbior wartosci H(f), szkic wykresu funkcji.

Wykres zazwyczaj daje nam najbardziej ilustracyjne wyobrazenie o przebiegu funkcji. W
jego budowie wykorzystujemy wszystkie uzyskane dane. Czesto jednak sa one niewystar-
czajace, dlatego musimy je uzupelnié¢ odpowiednio dobranymi wartosci uzytkowymi.

Przebieg funkeji f(z) = 8(z~2) _ 8216

2 2

(%il) £(x):=(8%*x-16)/x"2;
(%ol) f(z) = 82316
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o D(f) =R~ {0} = (—00;0) U (0;00).

Za pomoca komendy denom (denominator) dowiadujemy sie, kiedy mianownik wynosi zero.

(%i3) fm:denom(f(x));solve(fm=0,x);

(fmen) 2

(%03) [z = 0]

o f nie jest okresowa, f nie jest parzysta, f nie jest nieparzysta.

o [ jest ciagla w przedzialach (—o0;0), (0;00), w punkcie 0 jest nieciagta.

: : 8x—16 . 8 16 8 16
o lim r)= lim 252 = lim (2 —-3)="=-—-22=0-0=0.
r—+o00 f( ) r—+o0o x? r—+oo (I 12) Foo o0
(%i5) 1limit (£(x),x,minf);limit (£(x),x,inf);
(%04) 0
(%05) 0
i im 3(&-2) _ -16 ; o 8(—2) _ —16
o lim f(z)= llm —5~ == =—00, lim f(z)= lim -5~ = =2 = —c0.
z—0— f( ) z—0— @2 o+ ’ z—0t f( ) r—0Tt @ o+

(%i7) 1limit (£(x),x,0,minus);limit (£f(x),x,0,plus);
(%06) —oo
(%07) —oo

o Punkt x = 0 jest nieusuwalnym punktem nieciagtosci II. rodzaju.,
o x = 0 to asymptota pionowa.
o flz)=830=0. & 82—-16=0. & z=2.

Za pomoca komendy num (numerator) dowiadujemy sie, kiedy licznik wynosi zero.

(%19) fcit:num(f(x));solve(fcit=0,x);
(fcit) 8z — 16
(%09) [z = 2]

f(z) <0 przed x € (—o0;0),
e x = 2 to punkt zerowy f. = f(z) < 0 przed x€(0;2),
f(x) > 0 przed z € (2;00).
f(2) =0, f nie jest zdefiniowana w punkcie 2z = 0.
= Funkcja f nie zmienia znaku w przedziatach (—o0;0), (0;2), (2;00).

= Wystarczy wybra¢ dowolny punkt w podanych przedziatach i zweryfikowaé jego war-
tosc.

(%i13) £(2) ;£ (-1)5£(1);£(3);
(%010) 0
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(%o011) —24
(%012) —8
(%013) &

2
° f/(l') _ [893—16]/ _ 8z 7(8;:4716)290 321964&5 32 8J: ,zER, ©#£0.

(%i15) £1(x):=diff (£(x),x,1)$ ratsimp(£f1(x));
(%ol5) — 8232

o flla) =3B =0. & 32-8r=0. & z=4.

x

(%i16) solve (£1(x)=0,x);
(%016) [z = 4]

o [ jest nieciggla w punkcie 0.

(%i18) fimen:denom(ratsimp(f1(x)));solve(fimen=0,x);
(fimen) z°
(%018) [z = 0]

f'(z) <0, f maleje przed x € (—o0;0),
o x = 4 to punkt zerowy f. = f(x) > 0, f rosnie przed z€(0;4),
f(x) <0, f maleje przed z € (4; 00).
f/(4) =0, f nie jest zdefiniowana w z = 0.
= Funkcja f’ nie zmienia znaku w przedziatach (—o0;0), (0;4), (4;00).

= Wystarczy wybra¢ dowolny punkt w podanych przedziatach i zweryfikowaé jego war-
tosc.

(%i22) subst(4,x,£f1(x));subst(-1,x,f1(x));subst(l,x,f1(x));subst(5,x,f1(x));
(%019) 0

(%020) —40

(%021) 24

(

o [ ma lokalne maksimum w punkcie z = 4, a takze globalne maksimum f(4) = 1.

(%i23) £(4);
(%023) 1

o f nie ma lokalnego minimum ani globalnego minimum.
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—8x3— — 2 3 2
o f(z) = [32;3835}’ _ =8 (3;26 8z)3z _ 16w ;69670 _ 162196, TE€R, 2#0.

(%i25) f2(x):=diff (£(x),x,2)$ ratsimp(£f2(x));

(%025) 162796

o f(x) =100 =0, & 160—-96=0. & z=6.

(%i26) solve (£2(x)=0,x);
(%026) [z = 6]

o f” jest nieciagta w punkcie 0.

(%i28) f2men:denom(ratsimp (£2(x)));solve (f2men=0,x);
(£2men) z*
(%028) [z = 0]

f"(z) <0, f jest wklesta przed x € (—o0;0),
e x = 6 to punkt zerowy f”. = f"(z) <0, f jest wklesta przed x € (0;6),
f"(x) > 0, f jest wypukla przed x € (6; 00).
f"(6) =0, f” nie jest zdefiniowana w punkcie z = 0.
= Funkcja f” nie zmienia znaku w przedziatach (—oo;0), (0;6), (6; c0).

= Wystarczy wybra¢ dowolny punkt w podanych przedziatach i zweryfikowaé jego war-
tosc.

(%i32) subst (6,x,£f2(x));subst(-1,x,£f2(x));subst(1,x,£f2(x));subst(7,x,£2(x));
(%029) 0

(%030) —112

(%031) —80

(%032) 535

e Punkt x = 6 jest punktem przegiecia funkcji f.

(%i33) £(6);
(%033) &

o k= lim % — |im 8216 — iy (%_17(33):0_0:0.
rodoo T wmdeo F o modeo HE T } = y=kr+q=0.
¢ q= lim [f(@)—ke]= lm [f(z)-0-2]= lim f(z)=0.

(%i35) km:1limit (£ (x)/x,x,minf);kp:limit (f(x)/x,x,inf);

(km) 0

(kp) O

(%i37) gqm:1limit (£ (x)-km#*x,x,minf);qp:1limit (£(x)-kp*x,x,inf);
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(km) O
(kp) 0

o y = 0 to asymptota pozioma.

o H(f) = (=s0:1).

0)=8(x-2)x"

Local Max

0 4,

Inflex Point

(%i38) draw2d (grid=true,xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-12,12],yrange=[-8,3],
title="f(x)=8(x-2)/x"2",color=blue,explicit(f(x),x,0,4),
color=red,explicit (f(x),x,-12,0),explicit (f(x),x,4,12),
label (["Inflex Point",6,f(6)-.4],["Local Max",4,f(4)+.4]),
color=green,parametric(0,t,t,-8,3),parametric(t,0,t,-12,12),

color=black,point_type=7,points ([[4,£f(4)],[6,£(6)],[2,£(2)]11))$

Wykres funkcji f(z) = %
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