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Funkcia ndhodnej premenne;
Motivacia

Pretoze ndhodna premenna je realnou funkciou a zlozenim dvoch
funkcii ziskame int funkciu, ma zmysel uvazovat o nahodnej
premennej Y = g(X), kde g je nejaka realna funkcia definovana na
R.

Dostavame tak novii ndhodni premenni, ktorej zakony rozdelenia
budeme analyzovat

Typickym prikladom méze byt napr. potreba transformacie
jednotiek merania, pri prechode z jednej krajiny do druhe;j.
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Funkcia ndhodnej premenne;
Priklad - diskrétny pripad

Linearna transformacia nahodnej premenne;j

Nech X je ndhodna premenna so znamou distribuénou funkciou Fx
a definujme novi ndhodnd premennt Y = aX + b, kde a£0a b
st dané konstanty.

Ak je X diskrétna, tak lahko najdeme pravdepodobnostni funkciu
py nahodnej premennej Y:

py(y)=P(Y =y)=P(aX+b=y)

-r(x=237) = (57),

Inak, ak x je pripustna hodnota X, t.j. px(x) # 0, tak
py(y) = px(x), kde y = ax + b.
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Funkcia ndhodnej premenne;
Priklad - spojity pripad

Linearna transformacia nahodnej premennej

Nech X je ndhodna premenna so znamou distribuénou funkciou Fx a definujme
novi ndhodnd premennt Y = aX + b, kde a # 0 a b st dané konstanty.
Ak je X spojita, tak musime transformovat distribuéna funkciu®. Pre a > 0:

Fy(y)=P(Y <y)=P(aX+b<y)

_r(x<228) = (152).
P(Y <y)=P(aX +b<y)
Y

(r2738) 2o (152).

“Hustota nema vyznam ,,pravdepodobnosti*
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Pre a < 0:

Fy(y)




Funkcia ndhodnej premenne;
Priklad - spojity pripad

Linearna transformacia ndhodnej premennej

Nech X je spojitd a ma hustotu fx. Potom Fx je diferencovatelna
a plati fx = F. Potom je aj Fy diferencovatelna a pretoze Y je

tiez spojita, tak plati:

W) = Foly) =g Fx (Y57

1, (y=-by 1 y—b
‘w”<a )‘w&<a '
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Funkcia ndhodnej premenne;

Vysledky teraz zovseobecnime. Najskor sa venujeme pripadu, kedy
je Y invertovatelnou funkciou nadhodnej premennej X.
Veta

Nech X je nahodna premenna s distribuénou funkciou Fx a definujme
nova nahodnd premennt Y = g(X), kde g je injektivna funkcia na
R.

Ak X je diskrétna, tak pravdepodobnostna funkcia py nahodnej pre-
mennej Y je dana vztahom

or(y) = { P (E) sk dEHX)y=£0) g
inak.
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Funkcia ndhodnej premenne;

Vysledky teraz zovseobecnime. Najskor sa venujeme pripadu, kedy
je Y invertovatelnou funkciou nadhodnej premennej X.
Veta

Nech X je nahodna premenna s distribuénou funkciou Fx a definujme
nova nahodnd premennt Y = g(X), kde g je injektivna funkcia na
R.

Ak X je lubovolného typu a g je rastica, tak distribu¢na funkcia Fy
nahodnej premennej Y je dana vztahom

0 ak y < g(x) Vx € H(X)
Fr(y) =94 Fx(g7'(y)) ak3IxeH(X)y=g(x) (1)
1 ak y > g(x) Vx € H(X).
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Funkcia ndhodnej premenne;

Vysledky teraz zovseobecnime. Najskor sa venujeme pripadu, kedy
je Y invertovatelnou funkciou nadhodnej premennej X.
Veta

Nech X je nahodna premenna s distribuénou funkciou Fx a definujme
nova nahodnd premennt Y = g(X), kde g je injektivna funkcia na
R.

Ak X je Tubovolného typu a g je klesajica, tak distribuéna funkcia
Fy nahodnej premennej Y je dana vztahom

0 ak y < g(x) Vx € H(X)
Fy(y) =4 1= lim Fx (g7'(t)) ak 3x € H(X) y = g(x)
1 ak y > g(x) Vx € H(X).

(1)

v
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Funkcia ndhodnej premenne;

Vysledky teraz zovseobecnime. Najskor sa venujeme pripadu, kedy
je Y invertovatelnou funkciou nadhodnej premennej X.
Veta

Nech X je nahodna premenna s distribuénou funkciou Fx a definujme
nova nahodnd premennt Y = g(X), kde g je injektivna funkcia na
R.

Ak X je spojitd a ma hustotu fx, g je diferencovatelna a navyse
injektivna, tak Y ma hustotu fy a plati

fy(y) =

(67 ) [&e7 )| = & 3xe HX) y = g(x)
0 inak.

(1)
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Funkcia ndhodnej premenne;
Priklad

Stvorec binomickej nahodnej premenne;

Nech X je nahodna premenna s binomickym rozdelenim
X ~ Bin (3, %) Polozme Y = X? a uréme jej pravdepodobnostni
funkciu.
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Funkcia ndhodnej premenne;
Priklad

Stvorec binomickej nahodnej premenne;

Nech X je nahodna premenna s binomickym rozdelenim
X ~ Bin (3, %) Polozme Y = X? a uréme jej pravdepodobnostni
funkciu.

Pravdepodobnostni funkciu py zistime z tabulky:

y
px(x) = py(y)

- OO
olW | = | =
W S| N
= O | W
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Funkcia ndhodnej premenne;
Priklad

Stvorec rovnomernej nahodnej premennej

Nech X je nahodna premenna s rovnomernym rozdelenim
X ~ Ro(1,3). Polozme Y = X2 a uréme jej funkciu hustoty.
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Funkcia ndhodnej premenne;
Priklad

Stvorec rovnomernej nahodnej premennej

Nech X je nahodna premenna s rovnomernym rozdelenim
X ~ Ro(1,3). Polozme Y = X2 a uréme jej funkciu hustoty.

Pre hustotu nahodnej premennej X plati

1oy
CR

Funkcia g(X) = X? je pre X kladné injektivna, a tak

Fy(y) =B(Y <y) =P(X* <y) =P(X <\/y) = Fx(\/y)
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Funkcia ndhodnej premenne;
Priklad

Stvorec rovnomernej nahodnej premennej

Nech X je ndhodna premenna s rovhomernym rozdelenim
X ~ Ro(1,3). Polozme Y = X2 a uréme jej funkciu hustoty.

Derivovanim potom dostavame
dF d
fr(y) = Xd(ﬁ) vy
y
a odtial

1 1 _ 1 €(1:9
o= { b= v
i

Rovnaky vysledok by sme dostali aj priamym dosadenim do
posledného vztahu z predchadzajicej vety.
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Generovanie nahodn

Predchadzajica veta poskytuje ndvod na generovanie nahodnych
Cisiel.

Viésina pocitacov disponuje generatorom nahodnych (presnejsie
pseudonahodnych) Eisiel, ktory vsak generuje nahodné hodnoty,
ktoré st rovnomerne rozdelené na intervale (0;1).

Casto ale potrebujeme generovat nahodné &isla s uréitym
rozdelenim, o si vyzaduje transformovanie rovnomerne rozdelene;j
nahodnej premennej na nové hodnoty s pozadovanym rozdelenim.
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Generovanie nahodnych Cisiel

Predpokladajme, ze chceme generovat nadhodné Cisla zodpovedajice
spojitému rozdeleniu s distribuénou funkciou F, kde F je rastica.

Potom F ma rastiicu inverznt funkciu F~1 na (0; 1), ktora
pouzijeme ako transformacni funkciu g.

Ak teda polozime Y = F~1(X), kde X ~ Ro (0,1), tak podla vety
dostavame

Fy(y)=P(Y <y)=P(F}(X) <y) =P(X < F(y)) = F(y).

Posledny krok vyplyva zo skutocnosti, ze pre X ~ Ro(0,1) na
(0; 1) plati P(X < x) = x.
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Generovanie nahodn

Generovanie nahodnych Cisiel s danym rozdelenim

Ak si teda x1,x2,... ndhodné &isla, ktoré si rovnomerne rozdelené
na intervale (0; 1), tak ¢isla y1 = F~1(x1),y2 = F1(x2),... st
nahodné Cisla, ktorych rozdelenie je dané distribu¢nou funkciou F.
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Funkcia ndhodnej premenne;
Priklad

Stvorec nahodnej premennej

Nech X je ndhodna premenna s distribuénou funkciou Fx. Polozme
Y = X2 a uréme jej pravdepodobnostnt funkciu resp. hustotu.
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Funkcia ndhodnej premenne;
Priklad

Stvorec nahodnej premennej

Nech X je ndhodna premenna s distribuénou funkciou Fx. Polozme
Y = X? a uréme jej pravdepodobnostnii funkciu resp. hustotu.

Ak X je diskrétna, dostaneme pravdepodobnostnia funkciu

P (X ==£y) = px(v¥) + px(—¥) y >0
py(y) =P (X?=y) =4 P(X =0)=px(0) Y =0
0 y <
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Funkcia ndhodnej premenne;
Priklad

Stvorec nahodnej premennej

Nech X je nahodna premenna s distribucnou funkciou Fx. Polozme
Y = X? a uréme jej pravdepodobnostni funkciu resp. hustotu.

Ak X je spojita, dostaneme pre distribuénii funkciu Fy
Fy(y) =P (X*<y)

:{ P (7 < X <) = Fx(v/¥) — Fx(—¥) ¥y >0
0 y <0
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Funkcia ndhodnej premenne;
Priklad

Stvorec nahodnej premennej

Nech X je ndhodna premenna s distribu¢nou funkciou Fx. Polozme
Y = X? a uréme jej pravdepodobnostni funkciu resp. hustotu.

Ak X je spojitd a ma hustotu fx, tak derivovanim
predchadzajuceho vysledku dostaneme

fr(y) = Fy(y)

_ ﬁ[fx(ﬁ) +fx(=v¥)] y>0
0 y <0
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Funkcia ndhodnej premennej, vseobecny pripad

Nech X je ndhodna premenna s distribuénou funkciou Fx a definujme
nov( nahodna premenna Y = g(X), kde g je lubovolna funkcia na
R. Oznaéme g~ 1(A) vzor mnoziny A C R pri zobrazeni g, g7 1(A) =
{x: g(x) € A}.

Ak X je diskrétna, tak pravdepodobnostna funkcia py nahodnej pre-
mennej Y je dana vztahom

()

py(y) = { g:xeé"l({y}) px(x) ?nkajx e H(X) y = g(x)

v
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Funkcia ndhodnej premennej, vseobecny pripad

Nech X je ndhodna premenna s distribuénou funkciou Fx a definujme
nov( nahodna premenna Y = g(X), kde g je lubovolna funkcia na
R. Oznaéme g~1(A) vzor mnoziny A C R pri zobrazeni g, g7 1(A) =
{x: g(x) € A}.

Ak X je spojitd a ma hustotu f, a / je interval v R, tak pre g také,
ze {X € g7 1(/)} je udalost plati

P(Yel)= /x:g(x)e/ f(x)dx = /x:xegl(/) f(x)dx. (2)

4
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Funkcia ndhodnej premennej, vseobecny pripad

Nech X je ndhodna premenna s distribuénou funkciou Fx a definujme
nov( nahodna premenna Y = g(X), kde g je lubovolna funkcia na
R. Oznaéme g~ 1(A) vzor mnoziny A C R pri zobrazeni g, g7 1(A) =
{x: g(x) € A}.

Ak X je lubovolného typu, tak distribu¢na funkcia Fy nahodnej
premennej Y je urena rozdelenim X vztahom

Fy(y) =P (X € g7 ((—o0;y))), (2)

pricom g je taka funkcia, ze g~1((—o0;y)) je udalost.

Ales Kozubik



Funkcia ndhodnej premennej, vseobecny pripad

Nech X je ndhodna premenna s distribuénou funkciou Fx a definujme
nov( nahodna premenna Y = g(X), kde g je lubovolna funkcia na
R. Oznaéme g~1(A) vzor mnoziny A C R pri zobrazeni g, g7 1(A) =
{x: g(x) € A}.

Ak X je spojitda a ma hustotu fx, g je diferencovatelna a navyse je
mnozina g 1({y}) pre kazdé y € R nanajvys spocitatelna a g’(x) #
0 na g ({y}), tak Y ma funkciu hustoty fy dani vztahom

fx(x) _
fr(y) = { 2e1iy) gty X € HX)y = g(x)

0 inak. @)
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Funkcia nahodného vektora

Vseobecne je mozné definovat funkciu n-premennych, ktora n-tici
realnych Cisel priradi nejaka hodnotu z R.

Ak funkciu aplikujeme na n-rozmerny nahodny vektor, vysledkom je
nova nahodna premenna.

Ak (Xi,...,X,) je ndhodny vektor, hladame rozdelenie nahodne;j
premennej Y = f(Xi,...,Xy), resp. ndhodného vektora
(Y1, Yn) = (A(X1, .., Xn), o oo (X1, - o, X))
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Funkcia nahodného vektora
Diskrétny pripad

Nech (Xi,...,X,) je diskrétny nahodny vektor s pravdepodobnost-

nou funkciou px(x1,...,xn) a g : R” — R borelovska funkcia?.

Pre pravdepodobnostnt funkciu py(y) nahodnej premennej Y =
g(Xq,..., Xp) plati

Z Z pX X1y ey X ) (3)

(x1,---,xn)€€~(y)

“Teda vzorom borelovskej mnoziny je borelovskd mnozina.
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Funkcia nahodného vektora
Spojity pripad

Nech (Xi,...,X,) je spojity nahodny vektor so zdruzenou hustotou
fx(x1,...,%n) a zdruzenou distribu¢nou funkciou Fx(xi,...,x,) a
nech g : R" — R je borelovska funkcia®. Pre distribuéna funkciu

Fy(y) a hustotu fy(y) nahodnej premennej Y = g(Xi, ..., X,) plati
Fy(y / /fx X1,y Xp)dxy .. (4)
S(y)
_dfyv(y)

kde S(y) = {(x1,...,xn) € R" : g(x1,...,xn) < y}.

“Teda vzorom borelovskej mnoziny je borelovskd mnozina.

v
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Funkcia nahodného vektora
Priklad

Rozdelenie stuc¢tu stradnic bodu

Nech nahodné body (X, Y) st rovnomerne rozdelené v
jednotkovom Stvorci D = {(x,y) : 0 < x < 1,0 <y < 1}. Uréme
rozdelenie pravdepodobnosti ndhodnej premennej Z = X + Y.
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Funkcia nahodného vektora
Priklad

Podla vety mame

Fz2(z)=P(X+Y<2z)= // f(x,y)dxdy = // dxdy.

{x+y<z} {x+y<z}nD

Fz(z) je teda rovna ploche tej €asti Stvorca D, ktora lezi pod
priamkou x + y = z na obrazku 1 resp. 2.
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Funkcia nahodného vektora
Priklad

y '
+ 1 1
\\e
D D
+>< X
-1 0 1x —1 0 1\,
-1 -1
Obr. 1: Oblast {x+y < z} N D ak
z<0. Obr. 2: Oblast {x +y < z} N D ak

z> 0.
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Funkcia nahodného vektora

Priklad

0 z<0
Z2
% 0<z<1
Fz(z)={ 2 B
2(2) 17[7(2_22)1 1<z<?2
1 z>2
a pre hustotu plati
z<0
f(2) = z 0<z<1

2—z 1<z<2
0 z>?2
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Rozdelenie st¢tu nahodnych premennych

Veta (O konvolicii)

Nech X a Y si nezavislé ndhodné premenné nech X ma hustotu

fx a Y ma hustotu fy. Potom nahodna premenna Z = X + Y ma
hustotu

fz(z) = / fx(x)fy(z — x) dx. (6)
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Rozdelenie stu¢tu nahodnych premennych
Dékaz

Vzhladom na nezavislost pre zdruzent funkciu hustoty nahodnych
premennych X a Y plati f(x,y) = fx(x) - fy(y).

Ak na funkciu f(x, y) aplikujeme (4) a nasledne (5), tak dostaneme
tvrdenie vety.

Treba si uvedomit, Ze pre integracni oblast S plati
S={(x,y) ER?: x+y <z}
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Rozdelenie stu¢tu nahodnych premennych
Dékaz

Fz(z)=P(Z<z)=P(X+Y <2z

-/ Z / OO fe(x) - Fr(y) dy dx

[ ([ Ry ex

_ /_Oo fx(x) - Fy(z — x)dx.

Hustotu uréime derivovanim podla z:

_ dFz(2)

fz(2) e dd; /_00 fx(x)-Fy(z—x)dx = /_OO fx(x)-fy(z—x) dx.
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Rozdelenie stu¢tu nahodnych premennych
Priklad

Zadanie

Nech nahodné premenné X a Y si nezavislé a obe maja
exponencialne rozdelenie s parametrom ), teda ich hustota je dana

vztahom
—Ax
F(x) = e x>0
0 x < 0.

Najdime hustotu nadhodnej premennej Z = X + Y.
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Rozdelenie stu¢tu nahodnych premennych
RieSenie

Podla (6) dostavame

/ fx(x)fx(z — x)dx

—/ Ae M \e Mz gy
0

:)\26_/\2/ 1dx
0

= \2e Mz,

To je hustota gama rozdelenia s parametrami 2 a \.
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Stvorec normalneho rozdelenia

Nech nahodna premenna X ma normalne rozdelenie N(0,1), teda
jej hustota ma tvar

X2
= e

- \V2r

Najdime hustotu nahodnej premennej Y = X2.
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Stvorec normalneho rozdelenia
NEENIE

Oznacime distribuénd funkciu ndhodnej premennej Y ako G(y). Je
zrejme, ze G(y) = 0 ak y < 0. Riesime teda pre pripad y > 0.
Dostavame:

G) =P (Y <y) =P (X2 <y) = P(~y§ < X < \/¥)
= O(vy) ~ O(—vy) = 20(v7) - L.

pretoze ®(—x) =1 — P(x).
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Stvorec normalneho rozdelenia
NEENIE

Derivovanim dostavame:

€

! _i _ 1 -3
g(y)ZG(y)—Wso\F Nl

Rozdelenie nahodnej premennej Y sa nazyva \?> rozdelenie s jednym
stupriom volnosti® a oznacuje sa x2(1). Zapisujeme Y ~ x2(1)

2Citame chi-kvadrat rozdelenie.
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Rozdelenie chi-kvadrat

Nech nahodné premenné X;, i = 1,..., n st nezavislé a maja
rozdelenie N(0,1). Ur¢ime rozdelenie ndhodnej premennej
Y:X12+X22+---+X3. UzZ vieme, ze pre n =1 je

() = e
gy—m b

NI

y > 0.

Dalej postupujeme indukciu. Predpokladajme, ze pre sucet n
nahodnych premennych plati

1
217 (3)

Uréime foy1(x).
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Rozdelenie chi-kvadrat

Tak dostavame konvoliciu

for1(z) = /oo . 1 x2 le3 L e 7 dz
o 22-T(3) 2m(z — x)
/Ooe 5.e72.e3.x2 ! (z—x)_zCI
= n Z
0 27 /T T (3)
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Rozdelenie chi-kvadrat

Ak vyuzijeme vlastnost ' (3) = /7 tak mame

i P R (D)
fn+1( ): el P [ (ntl
2% Eer(g) T
_z _n+l
. e 2.7z 2
"o (o)

Indukciou sme teda odvodili funkciu hustoty rozdelenia chi-kvadrat
v zmysle nasledovnej definicie.
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Rozdelenie chi-kvadrat

Definicia (Rozdelenie x2(n), chi-kvadrat s n stuphami vol'nosti)
Hovorime, ze ndhodna premenna X ma rozdelenie chi-kvadrat s n
stupiami volnosti a piseme X ~ x2(n) ak jej hustota ma tvar

0 x<0
. (7)
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Studentovo t-rozdelenie

Nech nahodna premenna X ma rozdelenie N(0,1) a nahodna
premenna Y ma rozdelenie x?(n), a nech nadhodné premenné X a

Y s0 nezavislé. Polozme U = \/g a vysSetrime rozdelenie ndhodne;j

7 X
premennej Z = 7;.

Vieme, Ze Y ma hustotu

Y n_4
e 2y2
fy = —5 , >0
) =25/ @ Y
preto U = 1/% mé hustotu
fulu) nz e_% un1 0
u)= " , u>
T aAr()
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Studentovo t-rozdelenie

Podla predpokladu st ndhodné premenné X a Y nezavislé, preto
ich zdruzena hustota bude stéinom marginalnych hustét.

Vyuzijeme z cviceni odvodeny vztah pre hustotu podielu dvoch
nezavislych ndhodnych premennych

@)= [ ORI

Tak postupne dostavame vysledok.
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Studentovo t-rozdelenie

Va2t T (3)
I NG o
Vi (3) " (n g )
_nr(t) 1
VT (3) (n+ 22)(,,;1)
n+l
— r ( 2 ) —, z cR
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Studentovo t-rozdelenie

Odvodili sme teda hustotu tzv. t-rozdelenia.

Definicia (Studentovo t-rozdelenie)

Hovorime, ze nahodna premennd X sa riadi Studentovym t-
rozdelenim s n stupfiami volnosti, kde n € N, a zapisujeme X ~ t(n)
ak jej hustota pravdepodobnosti ma tvar

—, Xx€R. (8)

()

VT (3) (1+7%) °

f(x) =
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Fisherovo F-rozdelenie

Nech nahodné premenné X; a X; st nezavislé a X; ma rozdelenie
x?(m) a xo ma rozdelenie x?(ny). Polozme

X1

— M
Z_&
n2

a zaujima nas rozdelenie ndhodnej premennej Z.
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Fisherovo F-rozdelenie

Nahodné premenné X; a X> maja hustoty

1 m X
f,(x) = ———x2"te72, x>0,
2 1
ho(y) = ———y3 le s, x>0
()23

Pretoze s nezavislé, ich zdruzena funkcia hustoty ma tvar

1 n X 1 n2 Yy
f; xXy)=\| ———=r x2 le 2 _ 3 le 3
o= (i) (™)

= X2 y%z* e,% e
rz)r(z)2:
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Fisherovo F-rozdelenie

Urcme teraz distribuéni funkciu ndhodne; premenneJ . Plati
X1
Fxl(z):H]J — <z :]P)(Xl <ZX2).
X2 X2
Integrovanim podla x a potom podla y dostavame

1

P (Xl < ZX2)

n+n :
r(%)2 152
2

71
(%)
< x?Lle 3 dx) y%*le*% dy.
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Fisherovo F-rozdelenie

Derivovanim predchadzajuceho integralu podla x a prechodom
derivacie za prvy integral dostavame

1 o0 n z n
fx (z) = ) ) n1+n2/ [(yZ)Tl_le‘y?y y? teidy
X2 rZyr(z)y2=—="Jo
2 2
Z%l_1 X m o m z+1
= ny+ny / y?+?7 eiTydy'
(3)7(3)27 )
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Fisherovo F-rozdelenie

Pripomenme, ze funkcia

(5123
fy)= U2 )" % mega oy
(3 3)

je funkciou hustoty Gama rozdelenia s parametrami a = 3 + 2 a
6 = 5. Preto [~ f(y)dy = 1.Tak dostavame

fx (z) =

X2
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Fisherovo F-rozdelenie

Odtial mame
f2(2) = Fx, (2) = foy s, = by [
1 ny Xa n x, \ N2
X2
np
1)1
nregm (3"
- +
ny I (%) I (%) (%Z N 1) n12n2
2
mom,
T M) n2 n2 z2 1
- ny+n
M) (%) (m+mz) =2
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Fisherovo F-rozdelenie

Po Gprave mdézeme definovat

Definicia (Fisherovo rozdelenie F)

Nahodna premenna X sa riadi Fisherovym F-rozdelenim F(n1, n2) s
n1 a np stupnami volnosti, ak jej hustota pravdepodobnosti ma tvar

_ ny+np

(2)7 2 (1+2x) 7 x>0
f(x) = ny B(3.%) n
0 x<0

Zapisujeme X ~ F(ny, np).
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