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Vytvarajaca funkcia

Definicia (Vytvarajaca funkcia postupnosti)

Nech {ao,a1,...,an,...} je nekoneéna postupnost. Pod vytvaraji-
cou funkciou tejto postupnosti rozumieme mocninovy rad:

G(z)=ao+a1z+axz? + - +apz"+---. (1)

Poznamka

Pozname aj iné typy vytvarajicich funkcii, napr. exponencialna
vytvarajaca funkcia, Dirichletova vytvarajaca funkcia a pod.,
nebudeme sa v3ak nimi zaoberat.
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Vytvarajaca funkcia

Z Taylorovej vety vieme, ze plati

f(2) = F(0) + F(Q)z+ 102 1O 5 100O)

n

Ak je teda f(z) vytvarajaca funkcia nejakej postupnosti {a,}, tak
pre jej Eleny plati

f("(0)

anp =
nl
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Vytvarajaca funkcia

Medzi postupnostami a vytvarajacimi funkciami existuje
korespondencia, ktorii vyznaCujeme obojstrannouo Sipkou:

{ao,al,az,...}<—>ao+312+8222+"'
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Vytvarajaca funkcia

Medzi postupnostami a vytvarajacimi funkciami existuje
korespondencia, ktorii vyznaCujeme obojstrannouo Sipkou:

{ao,al,az,...}<—>ao+312+8222+"'

Ako priklad uvedme

{0,0,0,0,...} «—0+0z4+022+---=0
{1,0,0,0,...} +—= 14024022+ --- =1
{1,2,1,0,...} +—= 14224+ 2240234+ - =142z + 22

Ales Kozubik



Geometricky rad

Pripomenme si, ze pre sicet geometrického radu plati:

1

14z+22+-- = .
1-=z

Tento rad je konvergentny len pre |z| < 1, avak vzhladom na to,
ze hodnoty vytvarajacich funkcii pre konkrétne hodnoty z
vycislujeme len zriedkavo, nebudeme sa podrobne venovat otazkam
konvergencie.
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Geometricky rad

S vyuzitim vzorca pre stucet geometrického radu je mozné najst
tvary vytvarajacich funkcii pre niektoré nekoneéné postupnosti.

Ako priklad uvedme
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Geometricky rad

S vyuzitim vzorca pre stucet geometrického radu je mozné najst
tvary vytvarajacich funkcii pre niektoré nekoneéné postupnosti.

Ako priklad uved me

1
{1,1,1,1,...}<—>1+z+z2+...:1 7
-z
1
1,-1,1,-1,...} «—1— 2_ 34—
{7 ) ) } zZ+z z> + 1+Z’
1
{1,a,8%,8%,.. .} ¢ 1+az+a’2?+ 3323+ .. = :
1-—az
1
1.0,1.0,... Y e 14+ 224041 = ——
{)7)7 } +z2+z" + 1_ 2
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Operacie s vytvarajacimi funkciami
Nasobenie ¢islom

Veta (Pravidlo nasobenia ¢islom)

Ak
{ao, a1, a2, a3,... } +— G(2)
tak
{c-ag,c-a1,c-ar,c-a3,...} +— c-G(2)
Dékaz

{c~a0,c-al,c-az,c-ag,...}<—>c~ao+c-alz+c~agz2+-~-:
=C'(ao+a12+azz2+'--)
=c-G(2).
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Operacie s vytvarajacimi funkciami
Nasobenie islom - ukazka

Uz vieme, ze plati

1
1.0,1.0,... Y e 14+ 244+ ... = —— .
{7777 } +z"+z + 1_22

Vynasobenim vytvarajacej funkcie ¢islom 3 dostavame

3

2 4 _
{3,0,3,0,...} «—3+4+3z°+ 3z +..._ﬁ.
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Operacie s vytvarajacimi funkciami
Scitanie

Veta (Pravidlo scitovania)

Ak
{a0,a1,a2,a3,...} +— G(2),
{bo, b1, b2, b3,...} «— H(z2),
tak
{ap + bo, a1 + b1,a2 + bp,a3 + b3, ... } «— G(2) + H(2).
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Operacie s vytvarajacimi funkciami
Scitanie

Dékaz

{aop + bo,a1 + b1,a2 + bo,a3 + b3, ...} +— Z(an + bp)z",
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Operacie s vytvarajacimi funkciami
Séitanie ukazka

Séitajme vytvarajice funkcie dvoch postupnosti:

{1, 1,1 1, ...} +—

1-z
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Operacie s vytvarajacimi funkciami
Séitanie ukazka

Séitajme vytvarajice funkcie dvoch postupnosti:

{1, 1,1 1, ... } #
{1, -1 ,1 ,-1, ... } <= 13
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Operacie s vytvarajacimi funkciami
Séitanie ukazka

Séitajme vytvarajice funkcie dvoch postupnosti:

{1, 1,1 1, ... } #
{1, -1 ,1 ,-1, ... } <= 13

1 1
{2, 0, 2, 0, ... } +— 1=+13
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Operacie s vytvarajacimi funkciami
Séitanie ukazka

Séitajme vytvarajice funkcie dvoch postupnosti:

{1, 1,1 1, ... } #
{1, -1 ,1 ,-1, ... } <= 13

1 1
{2, 0, 2, 0, ... } +— 1=+13

Inym postupom sme odvodili vytvarajacu funkciu postupnosti
{2,0,2,0,...} Plati

1 1 1+z4+1-2 2

1—z+1—|—z_ (1-2)(1+z2) 1-z%
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Operacie s vytvarajacimi funkciami
Posun doprava

Veta (Pravidlo posunutia vpravo)

Ak
{ag, a1, a2, a3,... } +— G(2),
tak
{0,0,...,0,a0,a1,a2,as3,...} — ZK. G(z).
k—kra
—krat
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Operacie s vytvarajacimi funkciami
Posun doprava

Dokaz
k—krat
I ——
{0,0,...,0,a0,a1,a2,a3,...} «— a0z" + a1 zZ" 1t 4 apzF 2. ..
:Zk(ao+312+8222—|—~-')

= zF. G(2).
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Operacie s vytvarajacimi funkciami
Posunutie doprava - ukazka

Uz vieme, Ze plati

Viykonajme posun doprava doplnenim k nal:

{0,0,...,0,1,1,1,1,... } — ZK 4 L1 L Zk+2
N———
k—krat
:Zk-(1+2—|—22—+—--~)

Ales Kozubik



Operacie s vytvarajacimi funkciami

Derivovanie

Veta (Pravidlo derivovania)

{ag, a1, a2, a3,... } +— G(2),

tak
{al, 2a,3a3,4aq4, ... } — G/(Z).
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Operacie s vytvarajacimi funkciami

Derivovanie

Dékaz

{a1,2ay,3a3,4a4,...} «— a1 +2axz + 33322 + .-
d
:E(ao+alz+agzz+a3z3+---)
= G'(2).
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Operacie s vytvarajacimi funkciami

Derivovanie - ukazka

Vieme, Ze plati
1

1—2z

{1,1,1,1,...} +—

Derivovanim podla z dostavame:

d , d [/ 1
E(l—kz—l—z +'”)_dz<1z>
1

(1-2)
1
(1-2)

142243224423 +... =

{1,2,3,4,...} +—
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Operacie s vytvarajacimi funkciami

Derivovanie - ukazka

Uzitocnost pravidiel si ukazeme na odvodeni vytvarajacej funkcie
postupnosti Stvorcov celych nezapornych Cisel, teda postupnosti
{0,1,4,9,16,...}.
Ak zaéneme s postupnostou
{1,1,1,1,1,...}

a kazdy jej ¢len vynasobime dvakrat jeho indexom, dostaneme
pozadovany vysledok.

Derivacia okrem vynasobenia kazdého prvku svojim indexom posiva
cel postupnost o jedno miesto dolava. Preto budeme derivovanie
kombinovat s posunutim doprava. postupne dostavame vysledok.
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Operacie s vytvarajacimi funkciami

Derivovanie - ukazka

1
(1-2)

{1,1,1,1,1,...} +—
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Operacie s vytvarajacimi funkciami

Derivovanie - ukazka

1

{1,1,1,1,1,...} +— -2
d

1 1
{1,2,3,4,...} dz(1-2) ([1-20
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Operacie s vytvarajacimi funkciami
Derivovanie - ukazka

1
(1-2)
d

{1,1,1,1,1,...} +—

1 1

{1,2,3,4,...} dz(1-2) ([1-20
1 z

0123 ) 2 = oy
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Operacie s vytvarajacimi funkciami

Derivovanie - ukazka

1

(1-2)

(1-2)?
142z

1
{1,1,1,1,1,...}H(1_2)
d 1

(1,2,3,4,...} ST
1

1,2,3,. .. -
{077737 } 2(1_2)2
(1,4,9,16,...} 4z

dz(1-2)2 (1-2)3
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Operacie s vytvarajacimi funkciami

Derivovanie - ukazka

1
{1,1,1,1,1,...}H(1_2)

d 1 1
{1,2,3,4,...} E(l—z)_(l—z)2

1 z
1,2.3,... =

{07 ) 737 } 2(1_2)2 (1_2)2
(1,4,9,16,...} 4z 1+z

dz(1-2)2 (1-2)3

z+1 7+ 72
1,4.90,... =
{0? Y 797 } Z(]. _ 2)3 (1 _2)3
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Vytvarajtca funkcia pravdepodobnosti

Budeme sa venovat ndhodnym premennym, ktoré mézu nadobudat
len celociselné a nezaporné hodnoty.

Definicia (Vytvarajaca funkcia pravdepodobnosti)

Nech X je ndhodna premenna taka, Ze nadobida len nezaporné celo-
Ciselné hodnoty a p(x) = P (X = x) nech je jej pravdepodobnostna
funkcia. Viytvérajicu funkciu pravdepodobnosti Gx(z) nahodnej pre-
mennej definujeme pomocou nekoneéného radu:

Gx(z) = i p(x)2* = E (zx> : (2)
x=0

kde z je komplexné Cislo.
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Vytvarajtca funkcia pravdepodobnosti

Budeme sa venovat ndhodnym premennym, ktoré mézu nadobudat
len celociselné a nezaporné hodnoty.

Definicia (Vytvarajaca funkcia pravdepodobnosti)

Nech X je ndhodna premenna taka, Ze nadobida len nezaporné celo-
Ciselné hodnoty a p(x) = P (X = x) nech je jej pravdepodobnostna
funkcia. Viytvérajicu funkciu pravdepodobnosti Gx(z) nahodnej pre-
mennej definujeme pomocou nekoneéného radu:

Gx(z) = i p(x)2* = E (zx) : (2)
x=0

kde z je komplexné Cislo.

Pretoze plati )7 p(x) = 1, konverguje rad v (2) pre |z| <1, a
jeho sucet je analyticka funkcia, regularna v jednotkovom kruhu.
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Vytvarajtca funkcia pravdepodobnosti

Poznamka

Z definicie vytvarajicej funkcie vyplyva, Ze vytvarajica funkcia
pravdepodobnosti jednoznacne uréuje pravdepodobnostna funkciu
rozdelenia pravdepodobnosti. Plati totiz

(k)
p0) = 6x(0). p= X k=12, @

kde G)(<k)(z) je k-ta derivacia funkcie Gx(z).
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Vytvarajaca funkcia pravdepodobnosti
Priklad

Binomické rozdelenie

Nech X je diskrétna nahodna premenna a jej pravdepodobnostna
funkcia nech je dana vztahom

P(X = k) = (Z),;kq"—k, kde k = 0,1,...,n,

pricom p+ g = 1.
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Vytvarajaca funkcia pravdepodobnosti
Priklad

Podla definicie vytvarajice funkcie pravdepodobnosti mame

G(z) = (0)p°a"2° + (D)p'a" 12" + (3)p*" 222 + ...
©)(@p)°a" + (1) (zp)'q" + (5)(zp)?q" 2 + ...

Posledny vyraz je viak binomickym rozvojom mocniny dvojclena
(g + pz)". Vytvarajica funkcia pravdepodobnosti ma teda tvar

G(z) = (g +p2)".
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Vlastnosti vytvarajacej funkcie pravdepodobnosti

Vyjadrime hodnotu Gx(1).

Postupne dostavame

G(1) = p(0)+p(1)+p(2)+...
= P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)+...
= 1

Plati teda
Gx(1) =1.
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Vlastnosti vytvarajacej funkcie pravdepodobnosti

Vyjadrime hodnotu Gy (1).

Postupne dostavame

G'(z) = p(1)z°+2p(2)z +3p(3)z*
G'(1) = P(X=1)+2P(X 2)+3IP>(X 3+ ...

= 2k -P(X=k)=E(X).

Plati teda

GL(1) = E(X).
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Vlastnosti vytvarajacej funkcie pravdepodobnosti

Vyjadrime hodnotu Gx(1).

Postupne dostavame

G"(z) = 2p(2)2°+3-2p(3)z+4-3p(3)z% +...
G"(1) = 2P(X=2)+3-2P(X =3)+4-3P(X=4)+...
= S k(k—1)-P(X =k)=E(X(X —1)).

Plati

E(X(X -1)=E(X?-X) =E(X?) -E(X).
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Vlastnosti vytvarajacej funkcie pravdepodobnosti

MbéZeme teda pisat

G"(1) + G'(1) - (6'(1))?

Plati teda

E (X(X — 1)) + E(X) — (E(X))?
E(X?) —E(X) +E(X) - (E(X))?
E (X?) - (E(X))®

D(X).
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Vytvarajaca funkcia pravdepodobnosti
Priklad

Binomické rozdelenie - pokracovanie

Nech X je diskrétna nahodna premenna a jej pravdepodobnostna
funkcia nech je dana vztahom

P(X =k)= <Z>pkq”_k, kde k=0,1,...,n,

pricom p+ g = 1.
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Vytvarajaca funkcia pravdepodobnosti
Priklad

Uz sme zistili
G(z) = (g + p2)".

Postupnym derivovanim dostavame

G'(z) = n(q+pz)" 'p= G'(1) = np.

G"(z) = n(n—1)(q + pz)"?p* = G"(1) = n(n — 1)p*.
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Vytvarajaca funkcia pravdepodobnosti
Priklad

Pre charakteristiky binomického rozdelenia dostavame

E(X) = G'(1) = np,

D(X) = 6"(1) + 6'(1) - (6'(1))°
= (n— 1)p* + np — (np)°
= n? p — np —|—np—n2p
= np(1 — p) = npq.
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Momentova vytvarajica funkcia

Definicia (Momentova vytvarajaca funkcia)

Nech pre nahodnd premennt X existuji momenty vsetkych radov.
Potom momentova vytvarajica funkcia Mx(t) nahodnej premenne;
X je definovana ako stredna hodnota funkcie eX, za predpokladu,

ze

Z e™ p(x) < oo resp. / e™ f(x)dx < oo

xeH =G
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Momentova vytvarajica funkcia

Pre diskrétnu ndhodna premenni je teda momentova vytvarajica
funkcia definovana vztahom

Mx(t) =) ™ p(x). (4)

xeH
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Momentova vytvarajica funkcia

Pre diskrétnu ndhodna premenni je teda momentova vytvarajica
funkcia definovana vztahom

Mx(t) =) ™ p(x). (4)

xeH

Pre spojiti ndhodni premenni je teda momentova vytvarajica
funkcia definovana vztahom

Ales Kozubik



Momentova vytvarajica funkcia

Nech pre ndhodni premennii X existuje momentova vytvarajaca fun-
kcia Mx(t). Potom

vi(X) = M(0). (6)
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Momentova vytvarajica funkcia
Dékaz

Vykoname napr. pre diskrétnu nahodna premenni. Pre momentovi
vytvarajicu funkciu plati
= e p(x)

xeH

Derivovanim dostavame

= Z e x - ,D(X),

xeH

— 2 :etX~x2

xeH

Z et .x p(X

xeH
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Momentova vytvarajica funkcia
Dékaz

Pre funkéna hodnotu k-tej derivacie funkcie Mx(t) v bode t =0
dostavame

M) = S e xk o p(x) = S xK - plx) = wi(X),

xeH xeH

odkial vyplyva vztah (6).
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Momentova vytvarajica funkcia
Priklad

Zadanie

Hustota nahodnej premennej X ma tvar

1
f(x) = Ee*|x|, x € R.

Vypocitajme stredn hodnotu a disperziu nahodnej premennej X
pomocou momentovej vytvarajacej funkcie.
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Momentova vytvarajica funkcia
Priklad

T T T

1 2 3 X

Obr. 1: Hustota nahodnej premennej podla zadania.
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Momentova vytvarajica funkcia
Priklad

Po odstraneni absolttnej hodnoty pre funkciu hustoty plati

f(X)Z{

Nahodna premenni je spojita, na vypocet momentovej vytvarajicej
funkcie pouzijeme vztah (5) a sterdnt hodnotu a disperziu potom
urime pomocou (6).

e, x>0
e, x<0

NI NI
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Momentova vytvarajica funkcia
Priklad

0 oo
:%/ etX-ede—&—%/ e™.e X dx
—o0 0

0 1 oo
/ ex(t+1) dX + 7/ e—x(l—t) dX
—o00 2 0
ex(t+1) 70 e—x(1-1)
lim |: ] + 4+ lim |:]
1
2

t+1
1 ea(t+1) e—b(1-1t) 1
lim |— 4+ ——| 4+ = lim -
b—o0o t—1 t—1
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Momentova vytvarajica funkcia
Priklad

Pre derivaciu momentovej vytvarajacej funkcie teda plati

, 1 2
Mx(t) = Ta-ep’ (—2t) = (1_12)27

a podla (6)
E (X) = v1(X) = Mx(0) = 0.
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Momentova vytvarajica funkcia
Priklad

Pre druht derivaciu momentovej vytvarajacej funkcie mame

a podla (6)

Disperziu potom uréime ako

D (X) = va(X) — 3(X) = 2.
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