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Pojem nahodnej premennej

Zhruba povedané, pod nahodnou premennou si mézeme predstavit
zobrazenie X : Q — R, ktoré kazdej elementarnej udalosti priradi
nejakd Ciselnd hodnotu.

Ak je teda w € Q, tak ndhodna premenna mu priradi hodnotu
X(w), ktort nazveme hodnota nahodnej premennej v bode w € Q.

Ku kazdej nahodnej premennej vieme priradit niekol'ko pribuznych
mnozin, zavislych od hodnét, ktoré nahodna premenna nadobuda.
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Pojem nahodnej premennej

Definujeme podmnozinu Ax C Q vyberového priestoru, ktora
obsahuje vietky elementarne javy, ktorym nahodna premenna
priraduje rovnaka hodnotu, teda

Ay ={w € QX(w) =x} =[X =x].

Podobne pre kazdé x € R a pre kazdé pevné a, b € R definujeme
mnoziny

[X < x] {w e QIX(w) < x}.
X >x] = {weQX(w)>x}.
[a<X<b = {weQla<X(w) < b}.
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Definicia nahodnej premennej

Je prirodzené pozadovat, aby sme vedeli vietkym vyssie uvedenym
mnozinam priradit pravdepodobnost t.j. aby uvedené mnoziny boli
nadhodnymi udalostami. Tak dospievame k definicii ndhodnej
premenne;.

Definicia (Nahodna premenna)

Nech (Q,F,P) je pravdepodobnostny priestor. Zobrazenie
X :Q — R nazveme nahodna premenna, ak pre kazdé x € R
plati

{w: X(w) < x} € F.
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Definicia nahodnej premenne;j

Definicia vlastne hovori, ze pre kazdé x € R je vzorom intervalu
(—o0, x) nejaka nahodna udalost A = {w : X(w) < x}, ktora patri
do o-algebry F.

Hodnoty X(w) nazyvame realizaciami nahodnej premennej X.

N&hodné premenné je zvykom oznacovat velkymi pismenami
z konca abecedy (teda X, Y, Z) a ich mozné hodnoty
zodpovedajicimi malymi pismenami x, y, z.
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Definicia nahodnej premenne;j
Priklad

Tento priklad ukazuje savislost medzi nahodnou premennou
a o-algebrou, definovanou na Q.

Zadanie

Uvazujme hod dvomi mincami. Vyberovy priestor prislusny ku
tomuto ndhodnému pokusu obsahuje Styri rovnako pravdepodobné
elementarne udalosti

Q= {(h, h)? (h72)7 (27 h)? (sz)}a

kde h znamena padnutie hlavy a z padnutie znaku. Analyzujme
nahodnd premennia X, ktora kazdému moznému vysledku priradi
pocet padnutych znakov.

Ales Kozubik



Definicia nahodnej premenne;j
Priklad

Nahodna premenna X moze nadobudat tri hodnoty z mnoziny
{0,1,2}. Mézeme jej priradit napr. tieto nahodné udalosti

[X <0] =

X <1] = {(h, h)},

[X <2] ={(h, h),(h,z),(z, h)},

[X < 3] ={(h, h),(h,2),(z, h),(z,2)},
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Definicia nahodnej premenne;j
Priklad

Uz vieme, ze na kazdom vyberovom priestore mézeme definovat
dve elementarne o-algebry.

Prva obsahuje len mnoziny () a £, a vzhladom na tato o-algebru
nie je premenna X nahodnou premennou. (napr. mnozina [X < 1]
nepatri do tejto o-algebry.)

Druhou je systém vsetkych podmnozin vyberového priestoru Q.
Vzhladom na tato o-algebru je ale kazda premenna X nahodnou
premennou.

Pokasime sa teda zostrojit neelementarnu o-algebru tak, aby X
bola nahodnou premennou vzhladom na tato o-algebru.
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Definicia nahodnej premenne;j
Priklad

Systém mnozin [X < 0], [X < 1],[X < 2],[X < 3] je treba
obohatit tak, aby vznikla o-algebra.

Najskér pridame doplnkové udalosti [X < 2] = {(z, )}
a [X <1]° ={(h,z),(z,h),(z,2)}.

Dalej je treba systém doplnit tak, aby bol uzavrety vzhladom na
véetky zjednotenia mnozin v nom obsiahnutych. Je teda treba
pridat mnozinu {(h, h), (z,z)}, ktora je zjednotenim [X < 1]

a {(z,z)}. Vsetky ostatné zjednotenia s uz v systéme obsiahnuté.

Treba eSte pridat doplnkovia udalost {(h, h),(z,z)}¢, €o je mnozina

{(h,2),(z, h)}.
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Definicia nahodnej premenne;j
Priklad

Lahko overime, ze sme ziskali neelementarnu o-algebru.

Pre tato o-algebru plati

F1={0,{(h, 0}, {(z,2)}, {(h, h), (2, 2)}, {(h, 2), (2, h)},
{(h, h), (h,2),(z, )}, {(h,2), (2, h), (z,2)},
{(h, h), (h,z),(z, h),(2,2)}}.
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Definicia nahodnej premenne;j
Priklad

Ak naopak zavedieme neelementarnu o-algebru

Fo :{®7 {(h7 Z), (27 h)}7 {(h7 h)? (27 Z)}a
{(h,h),(h,z),(z,h),(z,2)}}.

Mnozina [X < 1] ani [X < 2] nie je ndhodnou udalostou vzhladom
ku tejto o-algebre.
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Definicia nahodnej premenne;j
Priklad

Inym prikladom nahodnej premennej X méze byt doba ¢akania
klienta na obsluhu, ktora nadobuda hodnoty z uzavretého intervalu
(0, 7).

Nech x je [ubovolné reélne €islo z intervalu (0, T). Pretoze
nahodna premenna X nadobida hodnoty len z (0, T), je interval
(—o0, x) vzorom intervalu (0, x).

To ale znamena, ze mnoziny [X < x| st prvkami o-algebry
generovane] systémom intervalov, teda ide o nahodni premennd.

o-algebru, generovani systémom intervalov nazyvame borelovské
mnoziny.
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Rozdelenie ndhodnych premennych

Ak nahodna premenna nadobida nanajvys spocitatelne vela hodnét,
tak hovorime o diskrétnej ndhodnej premennej.

Ak nahodna premenna nadobida vsetky hodnoty z nejakého (ohra-
niceného aj neohraniceného) intervalu, tak hovorime o spojitej na-
hodnej premenne;.
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Distribu¢na funkcia

Distribu¢nou funkciou ndhodnej premennej X budeme nazyvat fun-
kciu Fx : R — R, ktora je urcena vztahom

Fx(x) =P(X <x), x€eR (1)

Poznamka

Hodnota distribucnej funkcie méa aj svoj vyznam. Fx(x) udava
pravdepodobnost, ze nahodna premenna nadobida hodnoty mensie
ako x.
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Distribu¢na funkcia
Prikald

Zadanie

Nech A je nejakd nahodna udalost, ktora nastava s
pravdepodobnostou P (A) = p a s pravdepodobnostou 1 — p
nenastane. Definujeme ndhodni premenna /4 takto:

[ 1 udalost A nastala
A7) 0 udalost A nenastala
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Distribu¢na funkcia
Prikald

Pre distribuént funkciu tejto ndhodnej premennej plati

0 x <0
Fi,(x)=9 1—p 0<x<1
1 x>1

Zavedeni nadhodni premenna /4 nazyvame indikator ndhodnej
udalosti A.
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Distribu¢na funkcia

Prikald
FIA(X)
/| SEBIE o —
1-p .
0 1 X

Obr. 1: Graf distribu¢nej funkcie Fj,(x) indikatoru nahodnej udalosti /4
z prikladu.
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Distribu¢na funkcia
Prikald

Zadanie

Uvazujme opat ndhodnd premenna X, ktora popisuje dobu ¢akania
zakaznika na obsluhu. Tato nahodna premennd méze nadobudat
hodnoty z uzavretého intervalu (0; T). Pri tom je kazda doba

z tohto intervalu rovnako pravdepodobna.
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Distribu¢na funkcia

Prikald

Pre distribu¢ni funkciu tejto ndhodnej premennej plati

0 x <0
F(x) = ; 0<x<T
1 x>T
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Distribu¢na funkcia
Prikald

Fx(x)

0 T X

Obr. 2: Graf distribu¢nej funkcie Fx(x) doby ¢akania na obsluhu.
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Distribu¢na funkcia
Vlastnosti

Nech X je nahodna premenna a F(x) jej distribu¢na funkcia. Funkcia
F(x) ma tieto vlastnosti:

© Pre kazdé x € R plati 0 < F(x) < 1.
Q limy__ F(x) =0a limy_ o F(x) = 1.
© Pre kazdé dve Cisla a a b také, ze a < b plati:

P(a< X < b) = F(b) — F(a). (2)

@ Funkcia F(x) je neklesajicou funkciou.

© Funkcia F(x) je spojita zlava.
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Vlastnost 1 vyplyva priamo z definicie. Pretoze F(x) je definovana
ako pravdepodobnost, musi byt splnena prislusna nerovnost.

Ales Kozubik



Vlastnost 2 je vysledkom jednoduchych Gprav:

x—|i>TooF(X) = xﬂTooP(X<X) = P® = 0
lm F) = lmB(X<x) = P(@Q) = 1
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Vlastnost 3 dokazeme takto:

F(b)=P(X <b)=P(X <a)+P(a<x < b)=F(a)+P(a< x < b),

odkial uz vyplyva vztah (2).
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Teraz dokazeme vlastnost 4. Predpokladajme, Zze x; < x» potom
nahodna udalost A= {X < x1} je podmnozinou nahodnej udalosti
B ={X < x2} a preto dostavame:

X1<X2:>AQB:>P(A)§P(B)

a teda
P(X <x1) <P(X <x)= F(x1) < F(x),

¢o znamena, ze funkcia F(x) je neklesajaca.
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Dokazeme vlastnost 5. Uvazujme udalosti A; = {x; < X < x}, kde
Xi < Xiy1,1 € N

Potom limitou postupnosti intervalov (x;; x) pre i — oo je bod x, a
teda limitou udalosti A; je udalost nemozna. Preto

0.

lim P(A;) =P < lim A,-> =P(0)

i—00 i—00

Ale
PA)=P(x <X <x)=P(X <x)—P(X < x;) = F(x)—F(x).
Prechodom k limite dostavame

0= F(x) = lim F(x;) = lim F(x) = F(x),

z oho vyplyva spojitost F(x) zlava.
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Spojita ndhodna premenna
Hustota pravdepodobnosti

Definicia

Nahodni premenna X nazyvame spojitou ndhodnou premennou ak
existuje funkcia f, ktorli nazyvame hustota pravdepodobnosti taka,
ze pre jej distribu¢na funkciu plati

Fx) = /_ " f(r)dr. (3)
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Spojita ndhodna premenna

Vlastnosti hustoty pravdepodobnosti

Nech funkcia f je hustota pravdepodobnosti spojitej nahodnej pre-
mennej X a F je jej distribuéna funkcia. Potom plati

f(x) = F'(x) pre kazdé x € R v ktorom je funkcia f spojita.

(4)

}P’(a<X<b):/bf(x)dx. (5)

v
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Spojita ndhodna premenna

Vlastnosti hustoty pravdepodobnosti

Nech funkcia f je hustota pravdepodobnosti spojitej nahodnej pre-
mennej X a F je jej distribuéna funkcia. Potom plati
e o
/ f(x)dx = 1. (4)
—0o0
%)
f(x) > 0 pre kazdé x € R. (5)
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Tvrdenie 1 vyplyva z definicie, derivovanim vztahu (3).

Tvrdenie 2 je len inym zapisom vztahu (2). Staéi si uvedomit, ze

podla (3) je F(b) = [ f(x)dx a F(a) = [°__ f(x)dx a teda

F(b) — F(a) = /_: F(x) dx — /_oo F(x)dx = /ab f(x) dx.
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K dékazu tvrdenia 3 pouzijeme vztah (5), kde polozime a = —occ a
b = oco. Tak dostavame

/00 f(x)dx =P(—o0 < X <o0) =P(Q2) =1.

—0o0
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K doékazu nezapornosti funkcie hustoty si staci uvedomit, ze
podla (4) plati

f(x) je teda limitou nezapornej funkcie a preto je tiez nezaporna.
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Z dokazanej vety vyplyva niekolko jednoduchych geometrickych
interpretacii vlastnosti funkcie hustoty.

1. Graf funkcie hustoty lezi nad osou x alebo na osi x.
2. Pravdepodobnost P (a < X < b) je rovna plosnému obsahu
atvaru ohrani¢eného grafom funkcie hustoty, osi x a zvislymi

priamkami x = a a x = b.

3. Hodnota F(x) distribucnej funkcie v isle x sa rovna plosnému
obsahu plochy vyfarbenej na obrazku 3.

4. Obsah atvaru ohranic¢eného celym grafom funkcie hustoty f
a osou x sa rovna jednej. Vid. obrazok 4.
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f(x) f(x)
F(x) P(—oc0 < X < 00)=1
X X
Obr. 3: Geometricky vyznam Obr. 4: Plocha ohranicena grafom
funkénej hodnoty distribu¢nej funkcie hustoty a osou x.

funkcie.
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Priklad

Zadanie

Distribuéna funkcia spojitej ndhodnej premennej X je dana takto:

0 x <0,
F(x)=1{ c-x> 0<x<2,
1 x> 2.

Uréme koeficient ¢, hustotu pravdepodobnosti a pravdepodobnost
PO< X <1).
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Priklad

Distribu¢na funkcia F(x) musi byt v bode x = 2 spojita. Preto musi
byt splnené

FQ)=c-2>=4c=1.

Odtial vidime, ze plati
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Priklad

Podla (4) plati

0 x <0,
f(x)=F'(x)=¢ 2c-x 0<x<2,
0 x> 2.
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Priklad

Pouzijeme vztah (2). Plati

IP’(O<X<1):F(1)—F(O):%(1—0):%.
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Diskrétna nahodna premenna
Pravdepodobnostna funkcia

Pre diskrétne nadhodné premenné neexistuje funkcia hustoty.
Namiesto toho zavadzame funkciu

p(x) =P(X =x),x € H, (6)

kde H je mnozina hodnét, ktoré nahodna premenna nadobuda.
Zrejme plati

S p(x) = 1. (7)

xeH

Funkciu p(x), pri splneni podmienky (7) nazyvame pravdepodob-
nostna funkcia nahodnej premennej X.
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Diskrétna nahodna premenna
Zadanie a zobrazenie

Na rozdiel od funkcie hustoty ma pravdepodobnostna funkcia svoj
redlny vyznam.

Najcastejsie ju zadavame v tvare tabulky:

Tato tabulka je zakonom rozdelenia pravdepodobnosti a volame ju
tabul'kou rozdelenia pravdepodobnosti.
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Diskrétna nahodna premenna
Zadanie a zobrazenie

Hodnoty z tabul'ky rozdelenia pravdepodobnosti mézeme graficky
znazornit v podobe tzv. polygénu pravdepodobnosti.

+p(x)

0,3 +

P3
0,1+
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Diskrétna nahodna premenna
Zadanie a zobrazenie

Hodnoty z tabulky rozdelenia pravdepodobnosti mézeme graficky
znazornit taktiez ako histogram rozdelenia pravdepodobnosti.

+P(x)
0,3 +
Pa
0,2+ P
B Ps
0,1+
| P1 Pe | .
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Diskrétna nahodna premenna
Vlastnosti pravdepodobnostnej funkcie

Nech X je diskrétna nahodna premenna s pravdepodobnostnou fun-

kciou p(x) a distribuénou funkciou F(x). Potom pre kazdé x € R
plati

o

2]
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Diskrétna nahodna premenna
Priklad

Zadanie

Uvazujme hod dvomi hracimi kockami, ktory ma 36 rovnako
pravdepodobnych vysledkov a nech nahodna premenna X je dana
ako shcéet padnutych bodov na oboch kockach. Uréme
pravdepodobnostni a distribuéni funkciu tejto nahodnej premenne;j.
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Diskrétna nahodna premenna
Priklad

Pravdepodobnostna funkcia je dana tabulkou:

| x [[2|3]4|5]6]|7][8]910]11]12]
) E12 1351215155133 %]
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Diskrétna nahodna premenna
Priklad

Postupnym séitanim hodnét v dolnom riadku dostaneme tabulku
distribuénej funkcie:

| xe (o) | @23) | G4 | @5) | (5:6) | (6:7) |

1 3 6 10 15
F o [ X 2] &£ L]

‘ X € H (7;8) ‘ (8;9) ‘ (9; 10) ‘ (10;11) ‘ (11;12) ‘ (12; o0) ‘
BT E B B
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Diskrétna nahodna premenna
Priklad

Histogram pravdepodobnostnej funkcie

+p(x)

LA L e B B B L B B

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
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Diskrétna nahodna premenna
Priklad

Graf distribuc¢nej funkcie

AP(x)

6 |

6: O—g—

] O @

%; o—a

45 O—a

6 3

] I —

3 3

5 3

] O

2

6: o—=9

éA I —

E Oo—=e
T ‘QT?““V‘ T LA B | T LA L L L L | >
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 %
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Ciselné charakteristiky

Delenie

Cisla, ktoré vyuzivame na ziskanie dalsich informacii o nahodne;j
premennej — ¢iselné charakteristiky rozdelenia. Delime ich na:

a) charakteristiky polohy, vyjadruja isty druh ,stredu” rozdelenia,
okolo ktorého kolisu hodnoty nahodnej premennej. Stredna
hodnota, median, modus.

b) charakteristiky variability, popisuji rozptylenost hodnét okolo
strednej hodnoty. Disperzia, smerodajna odchylka.

c) charakteristiky, ktoré poskytuja dopliujice tdaje o rozptyleni
hodnét okolo strednej hodnoty. Koeficient asymetrie,
koeficient Spicatosti.
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Ciselné charakteristiky

Delenie

Cisla, ktoré vyuzivame na ziskanie dalsich informacii o nahodne;j
premennej — ¢iselné charakteristiky rozdelenia. Delime ich na:

Vypocet charakteristik je zalozeny na momentoch a kvantiloch.
Najfrekventovanejsie charakteristiky st momenty. Delime ich na

a) zaCiatocné,

b) centralne.
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Zaciatocné momenty

Definicia (Zaciatocny moment k-teho radu)

Nech X je diskrétna nadhodna premenna nadobudajica hodnoty x
s pravdepodobnostami p(x), x € H. Potom zaciatocnym momentom
k-teho radu rozumieme hodnotu v (X) definovani vztahom

n(X) = 3" xkp(x), kEN, ®)

xeH

ak rad (8) konverguje absolutne.
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Zaciatocné momenty

Definicia (Zaciatoc¢ny moment k-teho radu)

Nech X je spojita nahodna premenna a f(x) jej hustota pravdepo-
dobnosti. Potom zaciatocnym momentom k-teho radu rozumieme
hodnotu v (X) definovana vztahom

(X)) = / Tk f(x) dx, (9)

—00

ak nevlastny integral v (9) konverguje absolatne.
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Stredna hodnota

Najdélezitejsim zaciato€nym momentom je zaciato€ny moment
prvého radu — stredna hodnota.

Je charakteristikou polohy, popisuje miesto na Ciselnej osi, okolo
ktorého nahodne kolisu hodnoty ndhodnej premennej.

Nazyvame ju tiez ocakdvana hodnota alebo matematicka nadej.

Uréime ju na zaklade defini¢ného vztahu (8) resp. (9) pre k = 1.
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Stredna hodnota

Definicia (Stredna hodnota)

Nech X je diskrétna nahodna premenna nadobudajica hodnoty x
s pravdepodobnostami p(x), x € H. Zaciatoény moment prvého
radu v1(X) nazyvame strednou hodnotou nahodnej premennej X.
Oznacujeme ho E (X) a vyjadrujeme vztahom

E(X)=>_ xp(x). (10)

xeH
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Stredna hodnota

Definicia (Stredna hodnota)

Nech X je spojitd nahodna premenna a f(x) jej hustota pravdepo-
dobnosti. Zaéiatoény moment prvého radu v4(X) nazyvame strednou
hodnotou nahodnej premennej X. Oznacujeme ho E (X) a vyjadru-

jeme vztahom

E(X):/ooxf(x)dx. (11)

—00
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Stredna hodnota
Priklad

Zadanie

Hadzeme kockou. Ak nam padne parne cislo, vyhrame tolko eur,
kolko padne bodov na kocke a v pripade padnutia neparneho cisla
zodpovedajicu sumu stracame. Je pre nas tato hra vyhodna?
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Stredna hodnota
Priklad

Nahodna premenna X nadobida hodnoty moznych vyhier.

Teda x € H={-1,2,-3,4,-5,6}. (Zaporné hodnoty oznacuji
prehru.)

Vsetky vysledky st rovnako pravdepodobné, teda p(x) = % pre
kazdé x € H.

Pravdepodobnostna tabulka:

o= | O
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Stredna hodnota
Priklad

Pravdepodobnostna tabulka:

Stredn hodnotu vypoéitame podla (10)

1 1 1 1 1 1
E(X)=—-1-242-2—-3.-244.-—-5.= .= =0,5.
(X) 6+ 5 6+ 5 6+66 0,5

Pretoze stredna hodnota E (X)=0,5 je kladna, znamena to, ze pri
takejto hre pri dlhodobom hrani na jednej hre v priemere ziskavame
50 centov. Hra je teda pre nas vyhodna.
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Stredna hodnota
Priklad

Zadanie

Autobusy MHD odchadzaju zo zastavky v patmindatovych
intervaloch. Cestujici méze prist na zastavku v [ubovolnom
okamihu. Aka je stredna doba ¢akania na odchod autobusu?
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Stredna hodnota

Priklad

Nahodna premenna X je spojita a jej hustota pravdepodobnosti ma
tvar

x <0,
x € (0;5),
x > b.

f(x) =

O v= O

Podla vztahu (11) pre stredna hodnotu dostavame

51 1[x27°
— - - = — _—2 .
E (X) /0x5dx 5[2] ,5
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Stredna hodnota

Vlastnosti

Nech X je nahodna premenna, a, b, c € R. potom stredna hodnota
nahodnej premennej X ma tieto vlastnosti:

QO E(c)=c,
Q E(cX) = cE(X),
@ E(aX + b) = aE (X) + b.
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Stredna hodnota
Doékaz

Konstantu mézeme povazovat za diskrétnu ndhodni premennd,
ktora nadobudda jedini hodnotu ¢ s pravdepodobnostou rovnou
jednej.

Podla (10) pre stredni hodnotu plati

E(c)=c-1=c.

To dokazuje tvrdenie 1.
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Stredna hodnota
Doékaz

Ak ¢ =0, tak ¢cX = 0 a dostavame pripad 1.

Nech teda ¢ # 0. Potom, ak X je diskrétna ndhodna premenna,tak
podla (10)

E(cX) =) oxp(x)=c) xp(x) = cE(X).

xeH x€EH

Ak X je spojita nahodna premenna, tak podla (11)

IE(CX):/OO ex f(x)dx = c/OO x f(x)dx = cE(X).

—00 —00

To dokazuje tvrdenie 2.
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Stredna hodnota
Doékaz

Nech X je diskrétna ndhodna premenna,tak podla (10)

E(aX +b) =Y (ax+b)p(x) = > axp(x)+_ bp(x (X)+b.

xeH xeH xeH

Ak X je spojitda nahodna premenna, tak podla (11)

o0

E(aX—l—b):/ (ax—l—b)f(x)dx:a/ooXf(x)dx—l—b/oo f(x)dx
= aE (X) + b.

To dokazuje tvrdenie 3.
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Stredna hodnota
Priklad

Priemerna teplota merana v stupioch Celsia je na uréitom mieste
15°C.

Ak teplotu povazujeme za ndhodnt premenna C, plati E (C) = 15.

Prevodovy vztah na teplotu vo Fahrenheitovej stupnici je
F=18-C+32.

Pre priemernt hodnotu vo Fahrenheitovej stupnici dostavame podla
tvrdenia 3 predchadzajicej vety

E(F)=18-E(C)+32=1.8-15+ 32 = 50°F.
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Stredna hodnota

Vlastnosti

Stredna hodnota odchylky nahodnej premennej od jej strednej hod-
noty je rovna nule.
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Stredna hodnota
Doékaz

Vyuzijeme vlastnost 3 z predchadzajicej vety.

Aplikujeme na nahodna premenna X — E (X). Dostavame
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Stredna hodnota
Priklad

Uvazujme nahodnia premenna X, ktorej funkcia hustoty je tvaru

Pretoze integral
1 /OO 1
— x ——dx
T ) 14+x32

je divergentny, strednd hodnota nahodnej premennej X neexistuje.
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Stredna hodnota

Markovova nerovnost

Veta (Markov)

Nech X je nezaporna nahodna premenna so strednou hodnotou p a
nech a je lubovolné kladné éislo. Potom plati

IP’(XZa)<'u

. (12)
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Stredna hodnota

Markovova nerovnost — dékaz

Dokazeme len pre spojitd nahodna premenna s funkciou hustoty
f(x). Plati

,u:/oooxf(x)dx:/oaxf(x)dx+/ooxf(x)dx

a

2/aooxf(x)dxza/aoof(x)dx:aIP’(XZa).

Odtial uz priamo vyplyva tvrdenie vety.
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Stredna hodnota
Priklad

Stredna rychlost vetra pri zemi je na istom mieste 20 km/hod.
Odhadnime pravdepodobnost, Ze rychlost vetra na tomto mieste
prevysi 75 km/hod.
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Stredna hodnota
Priklad

Rychlost vetra je reprezentovana nahodnou premennou X, podla
zadania plati E (X) = 20.

S vyuzitim (12) dostavame

E(X) 20
P (X <2 —0,07.
X>T10)s =57 =75 =0
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Stredna hodnota

Metéda chvostovych pravdepodobnosti

Nech X je nadhodna premenna, ktora nadobida hodnoty 0,1,2,.. ..
Potom plati

E(X):iP(X>n). (13)
n=0

y
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Stredna hodnota
Doékaz

Stadi si uvedomit, ze pre stredni hodnotu nahodnej premennej,
ktora nadobida len hodnoty 0,1,2,... plati

E(X) = p(1)+2p(2) +3p(3) + -
=[p(1) +p(2)+--]+1[p(2) +p(3) +--- ]+
+[p(3) +p(4) +- ]+
=P(X>0)+P(X>1)+P(X>2)+---

:iIP’(X > n).
n=0
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Stredna hodnota
Priklad

Zadanie

Predpokladajme, ze pri hode mincou je pravdepodobnost padnutia

hlavy p a pravdepodobnost padnutia znaku 1 — p. Mincou budeme
hadzat tak dlho, kym sa v sérii neobjavi prva hlava. Kolko hodov do
objavenia prvej hlavy mézeme v priemere ocakavat?
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Stredna hodnota
Priklad

Nech nahodna premenna X oznacuje pocet hodov do padnutia prvej
hlavy. Potom X > n jednoducho znamena, ze pri prvych n hodoch
padol znak. Je teda P(X > n) = (1 — p)". Preto za pomoci (13)

E(X) =S P(X > n):Z(l—p)"zl_(:ll_p) - 11).
n=0 n=0
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Centralne momenty

Definicia (Centralny moment k-teho radu)

Nech X je diskrétna nadhodna premenna nadobudajica hodnoty x
s pravdepodobnostami p(x), x € H. Potom centralnym momentom
k-teho radu rozumieme hodnotu g4 (X) definovania vztahom

u(X) = 3 (x — E(X))*p(x), k €N, (14)

xeH

ak rad (14) konverguje absolutne.
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Centralne momenty

Definicia (Centralny moment k-teho radu)

Nech X je spojita nahodna premenna a f(x) jej hustota pravdepo-
dobnosti. Potom centralnymm momentom k-teho radu rozumieme
hodnotu px(X) definovana vztahom

(X)) = /OO (x —E (X)) f(x)dx, k € N, (15)

—00

ak nevlastny integral v (15) konverguje absolutne.
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Disperzia, rozptyl

Najdolezitejsim centralnym momentom je centralny moment
druhého radu — rozptyl, alebo disperzia.

Je charakteristikou variability, popisuje rozptylenost hodnét
nahodnej premennej, okolo jej strednej hodnoty. Je teda mierou
premenlivosti ndhodnej premenne;.

Ur&ime ju na zaklade definiéného vztahu (14) resp. (15) pre k = 2.
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Rozptyl

Definicia (Disperzia, Rozptyl)

Nech X je diskrétna nahodna premenna nadobudajica hodnoty x
s pravdepodobnostami p(x), x € H. Centralny moment druhého
radu po(X) nazyvame rozptyl alebo disperzia nahodnej premenne;
X. Oznacujeme ho D (X) a vyjadrujeme vztahom

D(X) = 3 (x — E(X) p(x). (16)

xeH
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Rozptyl

Definicia (Disperzia, Rozptyl)

Nech X je spojita nahodna premenna a f(x) jej hustota pravdepo-
dobnosti. Centralny moment druhého radu pi(X) nazyvame rozptyl
alebo disperzia nahodnej premennej X. Oznacujeme ho D (X) a vy-
jadrujeme vztahom

D(X) = / T (x = E (X)) F(x) dx. (17)
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Ak existuju zaCiatocné momenty prvého a druhého radu nahodnej
premennej X, tak plati vztah

D (X) = v2(X) — 14 (X). (18)
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Vetu dokazeme napr. pre spojiti ndhodni premennd.
Podla (17) je

200 =D (X) = [~ (e~ B Fx) b

Upravime integrand a pouzijeme vztahy

Vl(X):/Ooxf(x)dx, 1/2(X):/oo x? f(x) dx.

—00 —0o0
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Dostavame

dx

88

SN
/ x? = 2xE (X) + E (X)?) f(x) dx
I

x* f(x )dx—2E(X)/Ooxf(x)dx+

+ E2(X / f(x

= 1p(X) = 2E(X) - E(X) + E*(X) = 12(X) — v3(X).
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Smerodajna odchylka

Definicia (Smerodajna odchylka)

Druht odmocninu z rozptylu nahodnej premennej X nazyvame sme-
rodajna odchylka alebo stredna kvadraticka odchylka tejto premennej
a oznacujeme ju o(X):

o(X) = /D (X). (19)
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Smerodajna odchylka

Poznamka

Ak méa nahodna premenna X nulova disperziu D (X) = 0, tak plati
P (X =E (X)) = 1. Tato tzv. degenerovana nahodna premenna
nadobida iba jednu hodnotu a ndhodnost sa tak straca.

Poznamka

V pripade, Ze ndhodna premenna X sa meria v nejakych jednotkach
(napr. v metroch), tak rozptyl ma rozmer vo Stvorcoch tychto
jednotiek (napr. v metroch Stvorcovych). Preto sa v praxi pouziva
smerodajna odchylka, ktorej rozmer je v rovnakych jednotkach ako
pévodna nadhodna premenna.
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Rozptyl

Vlastnosti

Veta

Nech X je ndhodna premenna, a, b € R. Potom rozptyl D (X) ma
tieto vlastnosti:

a) D(a)=0,

b) D (aX) = a°D (X),

&) D(a+X) = D(X),
d) D(aX + b) = a°D (X).
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Dokazeme rovno vlastnost 4. Podla (18) a vlastnosti strednej
hodnoty plati:

D (aX + b) = E ((ax + b)?) — [E (aX + b)]?
= E (a°X? + 2abX + b?) — [E (aX + b)]?
= a°E (X?) + 2abE (X) + b* — b* — 2abE (X) — a°E*(X)
= a° [E (X?) - E*(X)] = a°D(X).
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Rozptyl
Priklad

Vratme sa ku prikladu

Hadzeme kockou. Ak nam padne parne cislo, vyhrame tolko eur,
kolko padne bodov na kocke a v pripade padnutia neparneho Eisla
zodpovedajlicu sumu stracame. Je pre nas tato hra vyhodna?
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Rozptyl
Priklad

Nahodna premenna X nadobida hodnoty moznych vyhier.

Teda x € H={-1,2,-3,4,-5,6}. (Zaporné hodnoty oznacuji
prehru.)

Vsetky vysledky st rovnako pravdepodobné, teda p(x) = % pre
kazdé x € H.

Pravdepodobnostna tabulka:

o= | O
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Rozptyl
Priklad

Uz sme zistili, ze

Aka je vsak spolahlivost tspesného vysledku?

K tomu je potrebné analyzovat premenlivost vyhier, teda stanovit
rozptyl nadhodnej premennej X.
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Rozptyl
Priklad

Pravdepodobnostna tabulka:

x |[-1]2]-3]4]-5]6]
el & [81 & 1814 [4]
E (X) = 0.5, teda
D(X)==-[(-1-0,5)%+(2—0,5)%+--- + (6 — 0,5)?]



Rozptyl a stredna hodnota

Priklad

Nech nadhodna premenna sa riadi rozdelenim pravdepodobnosti
s funkciou hustoty

x < 0,
x € (0;5),
x > b.

f(x) =

O g= O

S vyuzitim vlastnosti strednej hodnoty a disperzie treba urcit
@ D(X),
Q E (X +4),
Q@ E(2X2+ X +1),
O D(2X +4).
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Rozptyl a stredna hodnota
Priklad

1. Uz skér sme zistili, ze E (X)=2,5. Podla (17) pre rozptyl
dostavame:
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Rozptyl a stredna hodnota
Priklad

2. Z tretej vlastnosti strednej hodnoty a z poznatku, ze E (X)=2,5
dostavame:

E(X+4)=E(X)+4=25+4=6,5.
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Rozptyl a stredna hodnota
Priklad

3. Podobne z tretej vlastnosti strednej hodnoty mame:

E(2X>+ X +1) =2E (X?) + E(X) + 1.

Treba urcit E (Xz), teda prislusny zaciato€ny moment druhého
radu. Plati

5 3715
1 1[x 25
E(X?) =] =x?dx=-|%| ==
( ) /05X * 5[3] 3

Teda 25 121
E@x?+x+1y:z§+zs+1:7;.
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Rozptyl a stredna hodnota
Priklad

4.V bode 1. sme zistili, ze D (X) = 2.

Podla vlastnosti d) disperzie dostavame

25 25
DX +4)=4-D(X)=4- ;=5
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Rozptyl méze zavadzat

Poznamka

Mbéze sa stat, ze hodnoty ndhodnej premennej st koncentrované
velmi blizko uréitej hodnoty, no napriek tomu je disperzia vel mi
vysoka. To vzbudzuje dojem velkej neistoty v ocakavaniach, aka
hodnotu ndhodna premenna nadobudne.

Nech n je pevné a velké prirodzené cislo. Uvazujme nahodna
premennia X, ktorej pravdepodobnostna funkcia ma hodnoty
p(0)=P(X=0)=1-1ap(n)=P(X =n) =1 Lahko
overime, Ze je E(X)=1a E (X?) = n. Preto D(X) =n—1, ¢o je
pre velké hodnoty n taktiez velké. Avsak P (X =0) ~ 1.

V skuto€nostu tu teda prakticky niet Ziadnej neistoty.
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Standardizacia (normovanie)

Hovorime, ze ndhodna premenna U je normovana alebo standardna
nahodna premenna ak pre nu plati

E(U)=0, D(U)=1.
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Standardizacia (normovanie)

Hovorime, ze ndhodna premenna U je normovana alebo standardna
nahodna premenna ak pre hu plati

E(U)=0, D(U)=1.

Veta
Nech X je ndhodna premenna, pre ktori existuje strednd hodnota
E (X) a disprezia D (X) # 0. Potom ndhodna premenna

_X-E(X)

(%) (20)

U

je normovana nahodna premenna.
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Standardizacia (normovanie)
Dokaz

Vyuzijeme vlastnosti sttrednej hodnoty a disperzie. Plati

(X -EX)) _ 1 -
IE(U)_E< ) >_0(X)E(X E (X))

= o EX) —EM) =0

D(U)=D (X ;(§§X)> _ 021 D(X — E(X))
1

= P =1
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Cebysevova nerovnost

Veta (Cebysev)

Pre kazda nahodna premenni so strednou hodnotou E (X) a disper-
ziou D (X) a pre lubovolné kladné ¢islo k plati

P(X-E(X)| 2 k) < 2, (21)
resp.
IP’(|X]E(X)|<k)21DIE§<. (22)
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Cebysevova nerovnost
Dékaz

Zrejme
P(IX —E(X)| > k) =P ((X —E(X))*> k%)),

a s pouzitim Markovovej nerovnosti (12) na nezaporni nahodnd
premenni (X — E (X))? a pre a = k? dostavame

Druhé tvrdenie vyplyva z prvého, vyuzitim vety o pravdepodobnosti
doplnkovej udalosti.
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Cebysevova nerovnost
Priklad

Zadanie

O nahodnej premennej X vieme, ze jej stredna hodnota E (X)=3 a
jej pociatocny moment druhého radu je E (X2)=13. Odhadnime
pravdepodobnost, ze nahodna premenna nadobudne hodnoty z
intervalu (—2;8).
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Cebysevova nerovnost
Priklad

Stredna hodnota a rozptyl nahodnej premennej X st E (x)=3 a
D (X)=13-9=4.

Chceme urcit pravdepodobnost

P(-2< X <8)=P(|X —E(X)| <5). Podla (22) dostavame

4
P(X-E(X)|<5)>1- =084
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Centralne a zaciato¢né momenty

Nech existuje centralny moment k-teho radu a zaCiatoéné momenty
az do radu k ndhodnej premennej X, k € N. Potom plati

k

w(X) = 3 (=1) (") V(X )ei(X), (23)

. I
i=0

kde 1o(X) = 1.
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Centralne a zaCiato¢né momenty
Dékaz

Tvar centralneho momentu k-teho radu nahodnej premennej X
odvodime pomocou binomickej vety (a+ b)" = >"7 , (7)a'b"".

uX) = E (X —E(X)]) = E (i(l)’ ()eeo- xk—">

i=0

- ' i —i
_ g(_n' (’f)E (B/(x) - x*)

- g(—l)"(ﬁ) X )ei(X).
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Centralne a zaciato¢né momenty

Pre centralne momenty prvych styroch radov mézeme Specialne

pisat
p(X) = 0 (24)
pA(X) = wa(X) - 15(X) (25)
pa(X) = va(X) = 3w X1 (X) + 207 (X) (26)
pa(X) = va(X) = 4u3(X)a(X) 4 60 (X)2(X) — 3uF(X) (27)
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Koeficient asymetrie

Definicia (Koeficient asymetrie)

Podiel centralneho momentu tretieho radu a tretej mocniny smero-
dajnej odchylky nahodnej premennej X sa nazyva koeficient asymet-
rie alebo sikmost rozdelenia. Oznacujeme ho p(X), plati

p3(X) _ ps(X)

A= 053) ~ piey

(28)
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Koeficient asymetrie

Symetrické rozdelenie ma koeficient asymetrie p(X) = 0.(Naopak,
ak p(X) =0, nemusi byt eSte rozdelenie symetrické.)

f(x)

E (X)

Obr. 5: Symetrické rozdelenie pravdepodobnosti, p(X) = 0.
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Koeficient asymetrie

O [lavostrannej asymetrii hovorime, pri rozdeleni pretiahnutejsom
dolava, vtedy p(X) > 0.

f(x)

E(X)
Obr. 5: Lavo sikmé rozdelenie pravdepodobnosti, p(X) > 0.
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Koeficient asymetrie

O pravostrannej asymetrii hovorime, pri rozdeleni pretiahnutejSom
doprava, vtedy p(X) < 0.

f(x)

E(X)
Obr. 5: Pravo sikmé rozdelenie pravdepodobnosti, p(X) < 0.
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Koeficient Spicatosti

Definicia (Koeficient Spicatosti)

Koeficient Spicatosti alebo tiez exces, ktory oznacujeme ako £(X), je
definovany vztahom:

_ Ha(X)
= p(x) -

3, (29)
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Kvantily

Kvantilova funkcia

Definicia (Kvantilova funkcia)

Nech F(x) je distribucna funkcia nahodnej premennej X. Funkciu
F~1 nazyvame kvantilovou funkciou ak:

Fl(p) =inf{x;F(X) > p}, 0<p<L (30)

Hodnoty F~1(p) sa nazyvaja 100p %-né kvantily a oznalujd sa x,.

Poznamka

Ak je distribucna funkcia rasttica a spojita, tak F~ je inverzna
funkcia k F a kvantily sa urcuji zo vztahu F(x,) = p.
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V praxi sa pouzivaju najm3 kvantily spojitych ndhodnych
premennych. Specifickym pripadom kvantilov je median.

Median je kvantilovou charakteristikou, ktora vyjadruje 50%-ny
kvantil.

Median je teda hodnota, ktora rozdeli interval moznych hodnoét
nahodnej premennej na dva rovnako pravdepodobné intervaly.

Pre median, ktory oznacujeme Me plati

P(X<Me):IP>(X>Me):%. (31)
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Me X0,25 X0,5 X0,75 X

Obr. 6: Geometricky vyznam Obr. 7: Geometricky vyznam
medianu. kvantilov.
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Priklad

Nahodna premennad x ma hustotu pravdepodobnosti tvaru

f(X):{o x <0

5e7> x>0

(tzv. exponencialne rozdelenie). Vypocitajme median.
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Priklad

Pre vypocet vyuzijeme vztah (31), zapisany pomocou funkcie
hustoty. Teda

Me o 1
/ f(x)dx = f(x)dx:a

—00 Me

Dostavame tak

Me 1
5/ e X dx ==
0 2
> —5x1Me 1
5 6]y = >
ef5f\/|e :1
2

In2

Me = ”? ~0,139.
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Priklad

f(x)
5
4
3
1 NEX
14
T Me i X

Obr. 8: Median exponencialneho rozdelenia.
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arakteristiky

Definicia (Modus)

Nech X je diskrétna nahodna premenna. Modus Moje jej najpravde-
podobnejsia hodnota, teda pre kazdé x € H plati

p(Mo) > p(x)

| \

Definicia (Modus)

Nech X je spojitd nahodna premenna. Modus Moje hodnota, kde
hustota pravdepodobnosti nadobiida svoje maximum, teda pre kazdé
x € R plati

f(Mo) > f(x)

Ales Kozubik Tedria pravdepodobnosti



Modus

Priklad

Nahodna premenna X ma hustotu pravdepodobnosti:

x <2
(x —2)(4—x) x€(2;4)
x> 4

f(x) =

O pw O

Uréme modus.

Ales Kozubik



Modus
Priklad

Hustota je nenulova iba na intervale (2;4) a je spojita. Modus
moze nadobudnat iba v stacionarnom bode, ktory padne do
intervalu (2;4).

%(6—2x)
36-2x) = 0
3

Overime, ze ide 0 maximum
f'(x)=-1,5 = f"(3)=-1,5<0.

Teda funkcia f ma v bode x = 3 lokalne maximum a teda Mo=3.

Ales Kozubik



Modus

Priklad

0.8 1

0.4

Mo 1 X

Obr. 9: Modus rozdelenia.

Ales Kozubik
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