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Hromadnost nahodnych pokusov

Pri viacnasobnom opakovani ndhodného pokusu sa buda
pravdepodobnejsie ndhodné udalosti vyskytovat Castejsie.
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Hromadnost nahodnych pokusov

Pri viacnasobnom opakovani ndhodného pokusu sa buda
pravdepodobnejsie ndhodné udalosti vyskytovat Castejsie.

Zakladom teérie pravdepodobnosti je preto hromadnost nahodnych

pokusov, t.j. moznost opakovat ich [ubovolne velakrat pri
rovnakych podmienkach.
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Hromadnost nahodnych pokusov

Pri viacnasobnom opakovani ndhodného pokusu sa buda
pravdepodobnejsie ndhodné udalosti vyskytovat Castejsie.

Zakladom teérie pravdepodobnosti je preto hromadnost nahodnych
pokusov, t.j. moznost opakovat ich [ubovolne velakrat pri
rovnakych podmienkach.

V tejto prednaske sa preto venujeme problematike vyskytu
jednotlivych alternativnych vysledkov v sérii opakovani nadhodného

pokusu.
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Rozdelenie opakovanych pokusov

Budeme rozlisovat:

@ Nezavislé opakované pokusy. Pri tychto pokusoch je
vysledok kazdého opakovania nezavisly od vysledku
predchadzajacich opakovani pokusu.
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Rozdelenie opakovanych pokusov

Budeme rozlisovat:

@ Nezavislé opakované pokusy. Pri tychto pokusoch je
vysledok kazdého opakovania nezavisly od vysledku
predchadzajacich opakovani pokusu.

@ Zavislé opakované pokusy. Pri tychto pokusoch sa moze
pravdepodobnost jednotlivych vysledkov menit v zavislosti od
vysledku pokusov predchadzajicich.
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Opakované pokusy

Urnové modely

Zavislé a nezavislé opakované pokusy Casto reprezentujeme
pomocou tzv. urnovych modelov.

Zakladny princip je v tom, Ze vytahujeme gul6cky z urny, ktora
obsahuje urcity pocet gul6cok, z ktorych su niektoré Cierne

a niektoré biele.

Nahodny pokus predstavuje jedno vytiahnutie guldéky z urny.
Pri nezavislych opakovaniach sa gul6¢ka po pozreti farby vrati

naspat do urny. Pri zavislych opakovaniach sa naopak gulécka do
urny nevracia.
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Nezavislé opakované pokusy

Budeme analyzovat také opakovania, pri ktorych sa
pravdepodobnost sledovanych vysledkov nemeni.

Presnejsie, zaujima nas vyskyt nahodnej udalosti A, pricom jej
pravdepodobnost v jednotlivych pokusoch je P (A) = p.
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Nezavislé opakované pokusy

Bernoulliho vzorec

Veta (Bernoulli)

Nech pravdepodobnost nahodnej udalosti A je v kazdom pokuse
P(A) = p. Potom pravdepodobnost P, toho, Ze v sérii n opa-
kovani ndhodného pokusu nastane ndhodna udalost A prave k-krat
(0 < k < n) je rovna

n
Pri = (k) pq" K kde g=1-p. (1)
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Bernoulliho vzorec
Doékaz

Oznaéme A; nahodni udalost, Ze v i-tom pokuse nastane sledovana
udalost A a By nahodni udalost, ze v sérii n opakovani nastala
udalost A prave k-krat. Nahodna udalost By vyjadrime takto:

B = (AinAxn---NANA N---NA)U
UAINA2 N NACI NAL N A NAL L, N - NAL) UL
(ATNASN - NA 1 NAkNA, 1 NA k2N NA) UL ..
cUATNASN . NAS N A k1 N A k2 N NA).
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Bernoulliho vzorec
Doékaz

Podla predpokladov sii opakovania pokusov nezavislé. Preto si
nezavislé aj nahodné udalosti A; a Af.

Preto je pravdepodobnost sucinu takychto udalosti rovna sacinu

pk(]. - p)nfk — pkqnfk'
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Bernoulliho vzorec
Doékaz

Ostava urcit, kolko je takychto moznych sacinov nadhodnych
udalosti vo vyjadreni nahodnej udalosti By.

To je jednoducha kombinatoricka dloha, nakolko ide o pocet
kombinacii k nahodnych udalosti A; vyberanych z celej mnoziny n
nahodnych udalosti A; (zvysnych n — k miest potom obsadime
ndhodnymi udalostami Af). Tych je (Z) Preto

n
P(Bk) = Pok = (k) pkqnk.
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Nezavislé opakované pokusy
Priklad

Zadanie

Automaticky sastruh vyrobi jednu stiastku za 3 minaty, priCom
pravdepodobnost, ze vyrobi nepodarok je 0,05. Ur¢me
pravdepodobnost, ze za hodinu vyrobi:

a) prave dve,
b) nanajvys dve,

nepodarkové suciastky.
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Nezavislé opakované pokusy
Priklad

Najskor urcime, ze ststruh vyrobi za hodinu 6—30 = 20 suciastok.

Tento pocet predstavuje stcasne aj pocet 20 opakovani pokusu.
Podla zadania je pravdepodobnost vyrobenia nepodarku rovna

p=20,05
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Nezavislé opakované pokusy
Priklad

Pre riesenie tlohy a) mame k = 2.
Hl'adana pravdepodobnost uréime podla Bernouilliho vzorca (1).
Tak dostavame vysledok

2

20
P22 = ( ) -(0,05)2 - (0,95)'8 = 0, 1887.
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Nezavislé opakované pokusy
Priklad

Pre urcenie pravdepodobnosti z tlohy b) musime este urcit
pravdepodobnosti Py 1 a Pao 0.

Podl'a Bernouilliho vzorca (1) plati

2
Px1 = (f) -(0,05)! - (0,95)'° = 0, 3774,

20
Pxo = (0) -(0,05)° - (0,95)%° = 0, 3585.

Hladana pravdepodobnost nahodnej udalosti B=,,nanajvys dve z
vyrobenych siciastok st nepodarky” uréime ako sucet

P(B) = P, + P2o,1 + P20 = 0,9246.
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Nezavislé opakované pokusy
Priklad

Zadanie

Pravdepodobnost, Ze Ziarovka vydrzi svietit 1200 hodin je 0,8. Na
schodisti sa nachadza 5 ziaroviek. Aka je pravdepodobnost, ze po
1200 hodinach bude na schodisti svietit aspon jedna ziarovka?
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Nezavislé opakované pokusy
Priklad

Oznaéme ako A ndhodni udalost ,,ziarovka svieti®.

Hladani pravdepodobnost uréime pomocou doplnkovej udalosti
A€=, Ziarovka nesvieti".

Podla zadania je P (A)=0,8, preto P (A°)=0,2.
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Nezavislé opakované pokusy
Priklad

Ak pozadujeme, aby aspon jedna Ziarovka svietila, ide o doplnkovii
udalost k nahodnej udalosti, Ze ziadna ziarovka nesvieti.

Tato pravdepodobnost uréime podla Bernoulliho vzorca (1).
5 (o}
Pao=(5) - (B (AN (P (4" = (0.2

Pravdepodobnost nahodnej udalosti B, Ze aspon jedna Ziarovka
svieti je potom

P(B)=1-Psg=1-(0,2)°> = 0,99968.
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Nezavislé opakované pokusy
Vplyv pravdepodobnosti sledovanej udalosti

Porovnajme si vysledky dvoch sérii nezavislych opakovanych
pokusov, ktoré sa budi odlisovat pravdepodobnostou vyskytu
sledovanej nahodnej udalosti v jednotlivych pokusoch.

Prvou nech je séria opakovani hodu mincou, pri ktorej sledujeme
pravdepodobnostné pomery poctu padnuti hlavy.

Druhou je séria hodov kockou, pricom sledujeme
pravdepodobnostné pomery poctu padnuti Sestky.

Pre urcitost predpokladajme, ze pokusy opakujeme 10-krat.
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Nezavislé opakované pokusy
Vplyv pravdepodobnosti sledovanej udalosti

Pre pravdepodobnosti padnutia k hlav, Kk =0,1,...,10 plati

P10,0 = P10,10 = (10()) - (;) 0- (;) 10: Gg) : <;) 1O~ <;) O: 0,00098,

-t (5) (0 (2 -3 ()2 oo

(5 (33~ (3) (3 (3 00

et () (0 () -(2) () () o

et () (3 (2 () ()2 o
P1os <150> : (;)5 (;)5_ 0, 24609
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Nezavislé opakované pokusy
Vplyv pravdepodobnosti sledovanej udalosti

Pre pravdepodobnosti padnutia k Sestiek, k =0,1,...,10 mame

10

P1o,0 = 100 (é)O(Z) =0,16151, Pio1= 110 ((15)1'(2)90,323017
P12 = 120 (é)z (2)8 =0,29071, Piosz= 130 ((15)3 (g) 7: 0, 15504,
Pio4= 140 . (flj>4. (2)6 =0,05427, Pios= 150 (é)s <%) 5: 0,01302,
Pio6 = 160 . (é)ﬁ. (2)4 =0,00217, Pio7= 170 ((13>7 <2>3: 0, 00025,
Pio,s = 180 (é)8~ <Z>2 =2-10"% Pioo= 190 .((13)9. (2)1:8- 1077

10\ /1\* /5\° e
P10,1o—<10)'(6> (6) =1,65-10""°.
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Nezavislé opakované pokusy
Vplyv pravdepodobnosti sledovanej udalosti

N« N

012345678910 012345678910
Obr.: Graf pravdepodobnosti poctu Obr.: Graf pravdepodobnosti poctu
padnutia hlav pri 10-nasobnom opakovani padnutych Sestiek pri 10-nasobnom
hodu mincou. Pravdepodobnosti si opakovani hodu kockou. Asymetria
symetrické vzhladom na maximalnu pravdepodobnosti vzhladom na
hodnotu. maximalnu hodnotu je tu dobre viditelna.
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Nezavislé opakované pokusy
Najpravdepodobnejsi pocet vyskytov

Vzhladom na predchadzajicu ukazku ma zrejme zmysel klast si
otazku:
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Nezavislé opakované pokusy
Najpravdepodobnejsi pocet vyskytov

Oznacme hladany pocet ako kg a berme do avahy dve susedné
pravdepodobnosti P, x a Py k_1.

Pn,k
Pn,kfl

Prepokladajme, ze je P, x_1 < P,k a teda plati > 1.

Ak jednotlivé pravdepodobnosti rozpiseme podla (1) tak mame:

_ | kon—k
Pok (R)pkqm* _ fn—ryP 4"
Pok—1 (k21)pFtgn=htt 4(k71)!(71!fk+1)7! prigniHt
_ (—k+Dp
gk -
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Nezavislé opakované pokusy
Najpravdepodobnejsi pocet vyskytov

Z poslednej nerovnosti dostavame:

(n—k+1)p > kg,

np — kp+ p > kq,
np +p > kq + kp,
np+p > k.

Ak je ko najpravdepodobnejsia hodnota, musi byt Pp, 4,1 < Py, a
teda
ko < p(n+1).
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Nezavislé opakované pokusy
Najpravdepodobnejsi pocet vyskytov

Zoberme do avahy dalSie dve susedné pravdepodobnosti P, x a
’Dn,k+1-

Prepokladajme opit, Ze je P, k41 < Pp, €o je splnené
predovietkym pre najpravdepodobnejsiu hodnotu kg.

Analogicky ako v predchadzajicom pripade by sme overili, ze plati

ko > p(n+1)—1.
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Nezavislé opakované pokusy
Najpravdepodobnejsi pocet vyskytov

Ak zhrnieme obidva vysledky, tak zistime, ze pre
najpravdepodobnejsi pocet vyskytov kg nahodnej udalosti plati

p(n+1)—1< ko < p(n+1).

Ako najpravdepodobnejsi pocet teda stanovime celé Cisla,
vyhovujice tymto nerovnostiam.
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Nezavislé opakované pokusy
Priklad

Zadanie

Student ma na skaske odpovedat na test, ktory obsahuje 50 otazok
a ku kazdej otazke st priradené Styri alternativy odpovede,

z ktorych je len jedna odpoved spravna. Aky je najpravdepodobnejsi
pocet spravne zodpovedanych otazok, ak student latku vébec
neovlada a odpovede vybera Cisto nahodne?
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Nezavislé opakované pokusy
Priklad

Oznaéme ako A nahodni udalost ,,5tudent odpovie na otazku
spravne”.

Zo zadania vyplyva, ze P (A) = %.
Test obsahuje 50 otazok, ¢o zodpoveda poctu opakovani.

Podl'a odvodenej nerovnosti plati

ko € ((50+1)-0,25 — 1; (50 + 1) - 0, 25),
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Nezavislé opakované pokusy
Priklad

Plati teda

ko € (11,75;12,75).

V tomto intervale lezi jediné celé Cislo, teda najpravdepodobnejsi
pocet spravnych odpovedi je 12.
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Nezavislé opakované pokusy
Priklad

Zadanie

Automaticky sastruh vyrobi jednu stciastku za 3 minaty, pricom
pravdepodobnost vyrobenia nepodarku je 0,05. Aky je
najpravdepodobnejsi pocet vyrobenych nepodarkov pocas jednej
8 hodinovej smeny?
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Nezavislé opakované pokusy
Priklad

Pre nahodna udalost A=, vyrobi sa nepodarok” plati
P(A) =p=0,05.

Pocet opakovani nahodného pokusu urcime ako pocet vyrobenych
stciastok pocas 8 hodin, teda n = 8- 20 = 160.

Podl'a odvodenej nerovnosti pre najpravdepodobnejsi pocet plati

ko € ((160 + 1) - 0,05 — 1; (160 + 1) - 0, 05),

teda
ko € <7,05;8,05> = ko = 8.
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Nezavislé opakované pokusy
Pocet opakovani
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Nezavislé opakované pokusy
Pocet opakovani

Pravdepodobnost, ze ndhodna udalost A sa vyskytne v sérii n
opakovani aspon raz uréime pomocou doplnkovej udalosti ako
hodnotu 1 — Py .

Tato pravdepodobnost ma byt aspon «, teda ma byt splnena
nerovnost
1—Pho>o.

Zrejme je Ppo = (1 —p)".

Ales Kozubik



Nezavislé opakované pokusy
Pocet opakovani

1-(1-p)" > «
l—-a = (1-p)”
In(l—a) > n-In(1—p)
In(1 — «)
"2 A

Potrebny pocet opakovani teda uréime ako najmensie celé &islo
vyhovujice odvodenej nerovnosti.

1Tu si treba uvedomit, Ze je p € (0;1) a teda 1 — p < 1, o znamena, Ze je
In(1 — p) < 0 a preto sa pri poslednej Gprave znak nerovnosti otoéi.

Ales Kozubik



Pocet opakovani
Priklad

Zadanie

Kol'kokrat je potrebné hodit kockou, aby pravdepodobnost padnutia
aspon jednej Sestky bola aspon %?
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Pocet opakovani
Priklad

Pre pravdepodobnost ndhodnej udalosti A=, ,na kocke padlo 3est
bodov* plati P(A) = &.

Pozadovana hladina pravdepodobnosti padnutia aspon jednej Sestky

i —5
Jea=3.

Podla odvodeného vysledku dostavame

[

In

n> =9,82.

oo

In

Je teda potrebné vykonat aspon 10 hodov.
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Polynomicky vzorec

Doteraz sme sa venovali situacii s dvomi moznymi vysledkami
nahodného pokusu.

Uvahy, ktoré sme vykonali pri odvodeni Bernoulliho vzorca (1) viak
mdzeme analogicky zopakovat v situacii, kedy pripGstame viacero
moznych vysledkov nahodného pokusu.

Ales Kozubik



Polynomicky vzorec

Veta (Polynomicky vzorec)

Nech nahodné udalosti Aj,...,Ax tvoria Gplny systém udalosti
a nech st dané ich pravdepodobnosti P(A;) = pi, i = 1,...,k.
Nech su tieto pravdepodobnosti v kazdom pokuse rovnaké. Potom
pravdepodobnost P, ,, . toho, Ze v sérii n opakovani ndhodného
pokusu nastane nadhodna udalost A; prave n;-krat, i = 1,..., k, pri-
c¢om ny + --- + n, = n, je dana vzorcom

n!

ny n2 ng
'Dn,nl,...,nk — n1|n2| nk|p1 Py - 'pk . (2)
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Polynomicky vzorec
Priklad

Zadanie

V osudi sa nachadza 5 bielych, 4 modré, 3 cerveng, 2 zelené

a 1 cierna guldcka. Patnastkrat vytiahneme vzdy po jednej
guldcke, zaznamename jej farby a vratime ju spat do osudia. Urcte
pravdepodobnost, Ze bielu gul6¢ku vyberieme 5-krat, modra 4-krat,
Cerven( 3-krat, zelenti 2-krat a Giernu 1-krat.
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Polynomicky vzorec
Priklad

Nahodny pokus ma celkovo 5 moznych vysledkov. Pre ich

pravdepodobnosti plati:

A1=, vytiahnuta gulécka je biela", P (A1) = p1 = %
_ a4

Ar=,vytiahnuta gulécka je modra”, P (A2) = p2 = e,
As=, vytiahnuta gulécka je Cervend”, P(A3) = ps = %
As=,vytiahnuta guldcka je zelend”, P (As) = ps = %
As=, vytiahnuta gulécka je €ierna”, P(As) = ps = ;1—5
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Polynomicky vzorec
Priklad

Pre hladand pravdepodobnost podla (2) dostavame
p N AN AN EANE
1543217 sz \3) \15) \5) \15) \15

= 0,0075.
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Zavislé opakované pokusy

Uvazujeme situaciu, kedy je danych m predmetov, spomedzi
ktorych ma k predmetov nejaki vlastnost a zvysnych m — k
predmetov tato vlastnost nema.
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Zavislé opakované pokusy

Uvazujeme situaciu, kedy je danych m predmetov, spomedzi
ktorych ma k predmetov nejaki vlastnost a zvysnych m — k
predmetov tato vlastnost nema.

Nahodne vyberieme n, n < m predmetov.
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Zavislé opakované pokusy

Uvazujeme situaciu, kedy je danych m predmetov, spomedzi
ktorych ma k predmetov nejaki vlastnost a zvysnych m — k
predmetov tato vlastnost nema.

Nahodne vyberieme n, n < m predmetov.
Aka je pravdepodobnost ndhodnej udalosti A;, Ze medzi n vybratymi

predmetmi bude prave j < k predmetov so sledovanou vlastnostou?
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Zavislé opakované pokusy

Zrejme vsetkych moznosti, ako vybrat n predmetov spomedzi m
predmetov je (7).
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Zavislé opakované pokusy

Zrejme vsetkych moznosti, ako vybrat n predmetov spomedzi m
predmetov je (7).

Vo vybere ma byt prave j predmetov spomedzi k predmetov s
pozadovanou vlastnostou. Pre takéto vybery mame (f) moznosti.
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Zavislé opakované pokusy

Zrejme vsetkych moznosti, ako vybrat n predmetov spomedzi m
predmetov je (7).

Vo vybere ma byt prave j predmetov spomedzi k predmetov s
pozadovanou vlastnostou. Pre takéto vybery mame (f) moznosti.

Zvysnych n — j predmetov vyberame spomedzi m — k predmetov,

ktoré nemaju pozadovanu vlastnost. To ndm dava (rz:jf) moznosti.
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Zavislé opakované pokusy
Hypergeometricky vzorec

Veta (Hypergeometricky vzorec)

Nech je danych m predmetov, z ktorych k, 0 < k < m ma urdita
vlastnost. Z celkového mnozstva m predmetov ndhodne vyberame
n predmetov. Nech nahodna udalost A; znamena, Ze prave j z vy-
branych predmetov, 0 < j < min{k, n} ma tato vlastnost. Potom

plati
¢

(7)

P(4) = (3)
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Zavislé opakované pokusy
Priklad

Zadanie

Cukrovar dodava do obchodnej siete praskovy cukor, ktory je baleny
do kilogramovych sackov. Za vyhovujici sa povazuje sacok, ktorého
hmotnost sa pohybuje od 997 g do 1003 g. Vo vyexpedovanej
zasielke 6000 sackov sa nachadza 700 nevyhovujicich sackov. Aka
je pravdepodobnost, ze medzi 35 nahodne vybratymi sackami bude
aspon 5 sackov s nevyhovujiacou hmotnostou?
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Zavislé opakované pokusy

Priklad

Nahodna udalost A, ze v zasielke je aspon 5 nevyhovujicich sackov
je doplnkovou udalostou k nadhodnej udalosti A€, ze v zasielke su
nanajvys styri nevyhovujice sacky.

Nahodna udalost A€ je zjednotenim A€ = Ag U A1 U Ay U A3 U Aq,
kde A;=,prave i sackov ma nevyhovujacu hmotnost”, i =0,...,4.

Udalosti A; st po dvoch nezluéitelné.

Preto plati

P(AY) =D P(A).
Pravdepodobnosti PP (A;) ur¢ime podla (3).
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Zavislé opakované pokusy
Priklad

(O)CE) _ oty 2%
P(Ao) = ooy~ =~ ewor - = 001284
( 35 ) 3515 965!
(720) (5 goo) 1?00!; ) 5|3020! '
P(A;) = 60004 _ .699.6033!.5 661 _ 0, 05975.
( 35 ) 3515 965!
() C35") _ oioes - T
P(A2) = 2o = 2285032200 = 0, 13480.
( 35 ) 3515 965!
(7g0) (535)0) 3728;1 ) 3251202%!@
P(A3) = =000 = 2ot = =0,19645.
( 35 ) 3515 965!
(D)CF) _ Hh - 5%
P(A4)=""%000, = _eooo = 0,20792.
( 35 ) 3515 965!
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Zavislé opakované pokusy
Priklad

Pre hladani pravdepodobnost tak dostavame

P(A) = 1—P(A%)
1— (P (Ao) + P (A1) + P (A2) + P (As) + P (A1)

1 — (0,01284 + 0, 05975 + 0, 13480 + 0, 19645 + 0, 20792)
1-0,61176

= 0,38824.
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Zavislé opakované pokusy

Poznamka

Aj hypergeometricky vzorec je mozné zovseobecnit na pripad
viacerych moznych vysledkov. Mdme m predmetov, z ktorych m;
ma prvii vlastnost, my, ma druha vlastnost atd., az m, ma r-ta
vlastnost, pricom plati m; + - -- + m, = m. Pre pravdepodobnost,
Ze medzi n ndhodne vybratymi predmetmi bude mat prave n;
predmetov prvii vlastnost, n, predmetov druhi vlastnost atd, az n,
predmetov r-ti vlastnost, pri com 0 < n; < m;,1=1,...,ra

n +---+ n, = n plati

P (Anryn) = () () () @

)
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Zavislé opakované pokusy
Priklad

Zadanie

V osudi sa nachadza 5 bielych, 4 modré, 3 cervené, 2 zelené
a 1 cierna guldcka. Nahodne vyberieme 5 gulécok. Aka je
pravdepodobnost, ze kazda bude mat ina farbu?
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Zavislé opakované pokusy

Priklad

V osudi je celkom m = 15 gulé¢ok.
Ztohojem =5 m=4m3=3 m=2ams=1
Celkovo vyberame n = 5 gulécok.

Plati pri tom ny = np = n3 = ng = ng = 1.
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Zavislé opakované pokusy
Priklad

Podla (4) dostavame

Ales Kozubik
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