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Definicia podmienenej pravdepodobnosti

Zaoberame sa problémom urcenia pravdepodobnosti nejakej
nadhodnej udalosti, pricom je zndma dopliujica informacia, tykajica
sa vyskytu inej ndhodnej udalosti, ktora méze tato
pravdepodobnost ovplyvnit.
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Definicia podmienenej pravdepodobnosti

Zaoberame sa problémom urcenia pravdepodobnosti nejakej
nadhodnej udalosti, pricom je zndma dopliujica informacia, tykajica
sa vyskytu inej ndhodnej udalosti, ktora méze tato
pravdepodobnost ovplyvnit.

Definicia (Podmienena pravdepodobnost)

Nech (Q, F,P) je pravdepodobnostny priestor a A a B nahodné uda-
losti a P(B) > 0. Potom pravdepodobnostou udalosti A podmiene-
nou udalostou B nazyvame podiel

P(AN B)

P(AIB) = —5 5y (1)
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Definicia podmienenej pravdepodobnosti

Poznamka

Podmienena pravdepodobnost PP (A|B), definovana vztahom (1) je
pri pevnej podmienujicej ndhodnej udalosti B pravdepodobnostou
v zmysle axiomatickej definicie pravdepodobnosti.

Na overenie stai dokazat, Ze podmienena pravdepodobnost
vyhovuje vsetkym trom podmienkam z axiomatickej definicie
pravdepodobnosti.
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Definicia podmienenej pravdepodobnosti
Dékaz vlastnosti (1)

Podla predpokladu je P(B) > 0 a v &itateli zlomku je
pravdepodobnost, pre ktora plati 0 < P (AN B). Pre podmienend
pravdepodobnost podla definicie mame

P(ANB) -

P(AIB) = ~pgy

Podmienena pravdepodobnost teda splha podmienku (1) z
axiomatickej definicie pravdepodobnosti.
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Definicia podmienenej pravdepodobnosti
Dékaz vlastnosti (2)

Ak zvolime A = Q tak pre pravdepodobnost P (Q2|B) zrejme plati

_P(QnB) P(B)
PO1B) =5 5 = b =

To potvrdzuje platnost podmienky (2) z axiomatickej definicie
pravdepodobnosti.
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Definicia podmienenej pravdepodobnosti
Dékaz vlastnosti (3)

Nech A1, Ay, ... je [ubovolna postupnost po dvoch nezlucitelnych
nahodnych udalosti. Potom plati

- P(UZLA)NB) _ P(USA(A N B))
P(UA"’B> SR T R 1)

P(anB) =Y ~ 0D (1?22)8)
1 i=1

I
Mg

ﬁ
:Z]P’A

i=1

o potvrdzuje platnost podmienky (3) z axiomatickej definicie
pravdepodobnosti.
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Definicia podmienenej pravdepodobnosti
Priklad

Zadanie

Podla amrtnostnych tabuliek muzov SR za rok 20112 sa zo 100 000
deti dozije veku 30 rokov 97977 a veku 65 rokov sa dozije 73 595.
Uréme pravdepodobnost, ze muz, ktory sa dozil veku 30 rokov sa
dozije aj veku 65 rokov.

#Zdroj: http://portal.statistics.sk/showdoc.do?docid=33032
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Definicia podmienenej pravdepodobnosti
Priklad

Oznacme si ako Asp nahodni udalost, ze sa vybrany muz dozije
veku 30 rokov a Ags podobne oznacuje ndhodni udalost, ze sa
dozije 65 rokov. Chceme urcit podmienent pravdepodobnost

IP (Aes|Az0).

Podla vztahu (1) mame

P (A65 N A30)
P (As3p)

Ak si uvedomime, ze Ags N A3g = Ags, tak pre hladand
pravdepodobnost dostavame

IP (Ass|A30) =

0, 73595
PP (Aes|A3z0) = 397977 0,75115.
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Definicia podmienenej pravdepodobnosti
Priklad

Zadanie

V rodine st dve deti. Uréme pravdepodobnost, Ze obe deti si
chlapci, ak vieme, Ze jedno z deti je chlapec.
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Definicia podmienenej pravdepodobnosti
Priklad

Vyberovy priestor je v tomto pripade tvoreny usporiadanymi
dvojicami Q = {(ch, ch), (ch,d),(d, ch),(d, d)}, kde ch znamena,
ze dieta je chlapec a d Ze dieta je dievca. Usporiadani dvojicu
potom interpretujeme tak, ze prvy z dvojice sa narodil skér.
Nech teraz A oznacuje nahodna udalost ,,obe deti st chlapci”, teda
A = {(ch, ch)}, a B ndhodni udalost ,,aspon jedno dieta je
chlapec”, teda B = {(ch, ch), (ch,d),(d, ch)}. Pre ich
pravdepodobnosti zrejme plati P(A) = 7 a P(B) = %. Nas vsak
zaujima podmienena pravdepodobnost P (A|B).
Podla (1) dostavame

P(ANB) P(A)

PAB= "5 BB

EN[RIENT
w
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Definicia podmienenej pravdepodobnosti
Priklad

Poznamka

Vsimnime si, ako moéze byt niekedy zradna intuicia. Ta by nam totiz
naSepkavala, ze ak uz v rodine je jeden chlapec, tak pri druhom
dietati s vyrovnané sance pre obe pohlavia a teda
pravdepodobnost, ze obaja st chlapci je jedna polovica. Ako
vidime, skutoénost je ina.
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Vlastnosti podmienenej pravdepodobnosti

Nech (2, F,P) je pravdepodobnostny priestor, A a B nahodné uda-
losti s kladnymi pravdepodobnostami.

O Plati
P(ANnB)=P(AB)-P(B). (2)

@ Plati P(A|Q2) =P (A).
Q@ Ak G, G, ..., C, st po dvoch disjunktné ndhodné udalosti,

tak plati
P(U c,-ys) => P(GB). (3)
i=1 i=1
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Tvrdenie Eislo 1 vyplyva priamo z definicie podmienenej
pravdepodobnosti.
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Tvrdenie Eislo 1 vyplyva priamo z definicie podmienenej
pravdepodobnosti.

Pre kazdi nahodni udalost A plati

POAR) = T = ) =P (),

¢o dokazuje tvrdenie 2.
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Oznacme C = J;_; Cj. Potom C N B = J]_;(C;i N B). Pretoze
nahodné udalosti C; N B si po dvoch nezluéitelné, tak z aditivnosti
pravdepodobnosti dostavame, ze P(CNB) =>." ; P(C;N B).
Preto plati

IP’(C\B):P(lB)ZIP’(C,-mB):ZP(C N B) ZIP’ Gi|B).
i=1

i=1

To dokazuje tvrdenie 3.
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Vlastnosti podmienenej pravdepodobnosti

Veta (O nasobeni pravdepodobnosti)
Nech (€, F,P) je pravdepodobnostny priestor, a nech Aj, Az, ..., A,
st nahodné udalosti také, ze P (ﬂf;ll A,-) > 0. Potom plati
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Nech A1, Ay, ..., A, st ndhodné udalosti také, Ze PP (ﬂfz_ll A,~> >0
anech k € {1,2,...,n—1}. Zrejme plati '=§ Ai C i, Ai a
teda aj P (ﬂfle A,-) >P (ﬂ?;ll A,-> > 0, takze vietky podmienené
pravdepodobnosti na pravej strane rovnice existuju.

Dalej pokracujeme matematickou indukciou.
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Pre n =1 je tvrdenie zrejmé. Dostaneme totiz

P (A1) =P (A1)
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Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre n a ze P((_; A;) > 0.
Podla definicie podmienenej pravdepodobnosti (1) vyplyva

()= ()] == (A= (1)

Ak rozpiseme pravdepodobnost P (()_; A;) podla indukéného
predpokladu, dostaneme tvrdenie vety.
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Vlastnosti podmienenej pravdepodobnosti
Priklad

Zadanie

Detska skladanka obsahuje 12 kociek, ktoré maji na kazdej strane
Cast jedného zo Siestich obrazkov. Na zostavenie obrazku je
potrebné kazdi kocku polozit na spravne miesto, potom ju obratit
spravnou stranou smerom nahor a nakoniec ju otoCit do spravnej
polohy. Skiimajme pravdepodobnost, ze pri nahodnom ulozeni
kociek bude zostaveny niektory obrazok.
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Vlastnosti podmienenej pravdepodobnosti
Priklad

Oznaéme

A nahodna udalost, ze kazda kocka je ulozena na
svojom mieste,

B nahodna udalost, ze kazda kocka je obratena tak, ze
je na vsetkych vidiet ¢ast rovnakého obrazka,

C nahodna udalost, ze kazda kocka je otocena do
spravnej polohy.
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Vlastnosti podmienenej pravdepodobnosti
Priklad

Kocky je mozné rozmiestnit celkovo 12! spésobmi, preto je
P(A) = 13

Na kazdej z 12-tich kociek mézeme na hornej strane vidiet jeden zo
Siestich obrazkov, ¢o déva dohromady 612 moznosti. Obrazkov je 6
a tak plati P(B|A) = 612

Kazdi z kociek je mozné otocit do jednej zo Styroch poldh, ¢o nam
pri 12-tich kockach dava 412 moinosti, z ktorych len jedna je
spravna. Preto P(C|ANB) = 412
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Vlastnosti podmienenej pravdepodobnosti
Priklad

Pre pravdepodobnost Ze pri nahodnom zloZeni bude spravne
poskladany niektory obrazok potom podla vety o nasobeni
pravdepodobnosti dostavame:

P(ANBNC) = P(A)-P(B|A)-P(C|ANB)

1 6 1
121 612 412
= 3,43.-107%.
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Nezavislost nahodnych udalosti

Definicia (Nezavislé udalosti)

Nech (9, F,P) je pravdepodobnostny priestor, A a B st nahodné
udalosti také, ze P(A) > 0 a P(B) > 0. Hovorime, ze nahodné
udalosti A a B st nezavislé, ak plati

P(A|B) =P (A). (5)

Poznamka

Vztah nezavislosti ndhodnych udalosti je zrejme symetricky, pre
nezavislé udalosti teda plati aj

P(B|A) = P(B).
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Nezavislost nahodnych udalosti

Veta (O pravdepodobnosti sicinu nezavislych udalosti)

Nech (Q2, F,P) je pravdepodobnostny priestor, A a B st nahodné

udalosti také, ze P(A) > 0 a P(B) > 0. Potom nahodné udalosti A
a B s0 nezavislé, prave vtedy, ak plati

P(ANB) =P (A) P(B). (6)
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Prepokladajme, ze ndhodné udalosti A a B si nezavislé. Potom
podla definicie plati P (A|B) =P (A) a podla (4) je

P(ANB)=P(AB)-P(B)=P(A)-P(B).
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Nech teraz naopak plati P(AN B) =P (A) - P(B). Po dosadeni
do (1) dostavame
P(AnB) P(A)-P(B)

P(A|B) = F(B) ~  P(B) =P (A),

a ndhodné udalosti st teda nezavislé.
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Nezavislost nahodnych udalosti

Poznamka

Definiciu nezavislosti nahodnych udalosti mézeme prirodzenym
spésobom zovseobecnit na [ubovolny pocet nahodnych udalosti.
Vyuzijeme pri tom nutnt a postacujiacu podmienku (6) nezavislosti
z predchadzajicej vety. Povieme, ze ndhodné udalosti Aq, Ao, ... si
nezavislé, ak pre lubovolnd mnozinu indexov J plati:

P (ﬂ A,-) =[IrA). (7)

iel iel
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Vlastnosti podmienenej pravdepodobnosti
Priklad

Zadanie

Na vecierku sa zacastni r oséb. Predpokladajme, Ze ich narodeniny
st rovnako pravdepodobné ktorykolvek den v roku.? Taktiez
predpokladajme, ze pravdepodobnosti, ze urcita osoba ma
narodeniny v urcity den st nezavislé. Uréme pravdepodobnost, ze
na veCierku sa zhcastnia dve osoby, ktoré maja narodeniny v ten
isty den.

?Pre zjednodusenie uvazujme, ze rok ma 365 dni, ignorujic pri tom
prestupné roky.
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Vlastnosti podmienenej pravdepodobnosti
Priklad

Osoby na vecierku si ocislujme ¢islami od 1 po r a zavedme si
nahodné udalosti A; j, pre i € {1,...,r} aj € {1,...,365}, ktoré
definujeme ako ,,0soba i ma narodeniny v den j“.

Plati P (A;j) = 3g5-

Pravdepodobnost ndhodnej udalosti B, ze dve osoby maji
narodeniny v ten isty den uréime pomocou pravdepodobnosti
doplnkovej udalosti B¢, teda ze ziadni dvaja navstevnici nemaja
narodeniny v rovnaky den.
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Vlastnosti podmienenej pravdepodobnosti
Priklad

Pre prvi osobu mame k dispozicii 365 dni, kedy méze mat
narodeniny a s pravdepodobnostou rovnou 1 nemé v tento den
narodeniny nikto iny. Pre osobu &islo dva uz mame k dispozicii len
364 neobsadenych dni a tak dostavame

365
Zj:l P <A2,j N Aij) = %'

Podobne pre tretieho navstevnika mame k dispozicii uz len
363 neobsadenych dni a preto 2?251 P (A3J NAT;N A§J> = %.

Vseobecne, pre r-tého navstevnika ostava len 365-r+1
neobsadenych dni a dostavame tak

365 , _ 365-r+1
>l (Aw NAf;N---N Af—l,j) = g
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Vlastnosti podmienenej pravdepodobnosti
Priklad

Celkove teda podla (7) pre pravdepodobnost, ze ziadni dvaja
navstevnici nemaji narodeniny v rovnaky dei dostavame

364 363 365—r+1 365!
365 365 365 3657 -l

P(B°) =1

Pre hladani pravdepodobnost, ze aspon dvaja z hosti maja
narodeniny v ten isty den plati

365!
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Uplny systém udalosti

Definicia (Uplny systém udalosti)
Nech (Q, F,P) je pravdepodobnostny priestor a Hi, ..., H, ndhodné
udalosti také, ze:
@ si po dvoch disjunktné, t.j. H; N H; = 0 pre kazdé i # j,
ij=1,...,n,

n
o JH=a
i=1
Potom ich nazyvame iplny systém udalosti.
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Uplna pravdepodobnost

Veta (Veta o aplnej pravdepodobnosti)

Nech (92, F,P) je pravdepodobnostny priestor a nech nahodné uda-
losti Hi, ..., H, tvoria Gplny systém udalosti. Nech je dalej A € F.
Potom

P(A) =D _P(AIH)-P(H:). (8)

v
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Udalosti Hy, ..., H, tvoria tplny systém udalosti, plati teda
Q=H UHU---UH,.
Nahodni udalost A mézeme vyjadrit v tvare

A = ANQ=AN(HLUHyU---UH,)
= (ANH)UANH)U---U(ANH,).
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Pretoze udalosti Hy, ..., H, st po dvoch disjunktné, si po dvoch
disjunktné aj udalosti AN Hy, AN Ha, ..., AN H,. Vyuzijeme teda
vlastnost aditivity pravdepodobnosti a dostavame

P(A) =P (AN H)+P (AN Ho)+---+P (AN H,) ZIP’ (AN H;)

Ak teraz vyuzijeme vztah (2), tak dostavame

P(A) = ZP(A\H,')'P(H;)-
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Veta o Gplnej pravdepodobnosti
Priklad

Zadanie

Nadnarodny vyrobca LCD monitorov ma svoje zavody v piatich
roznych krajinach. V prvej z nich pokryva 25 % svojej celkovej
produkcie, v druhej 15 %, v tretej 18 %, vo Stvrtej 20 % a v piatej
zvysnych 22 % svojej celkovej produkcie. Pri tom je zname, ze

v zaruénej dobe dochadza k reklamacii u 4 % monitorov vyrobenych
v prvej krajine, u 5% monitorov pochadzajicich z druhej krajiny,

u 3% monitorov vyrobenych v tretej krajine, u 6 % monitorov
vyrobenych vo stvrtej krajine a konecne u 3 % monitorov
vyrobenych v piatej krajine. Uréme pravdepodobnost, ze predany
LCD monitor bude pocas zarucnej doby reklamovany.
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Veta o Gplnej pravdepodobnosti
Priklad

Zrejme pravdepodobnost reklamacie zavisi od toho, v ktorej krajine
bol monitor vyrobeny.

Kazdy monitor méze byt vyrobeny len v jednej krajine, ale neméze
byt vyrobeny nikde inde.

Ak oznac¢ime symbolom K; pre i = 1,...,5 udalost ,,monitor bol
vyrobeny v i-tej krajine", tak tieto udalosti tvoria tplny systém
udalosti.

Vyuzijeme teda vetu o Gplnej pravdepodobnosti.
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Veta o Gplnej pravdepodobnosti
Priklad

Pre pravdepodobnosti udalosti K; podla zadania plati:

P(Ky) = 0,25, P(Ky) = 0,15, P(Ks) = 0,18, P(Ks4) = 0,20 a
P (Ks) = 0,22.

Ak nahodni udalost ,,monitor bude reklamovany” oznacime
symbolom R, tak pre podmienené pravdepodobnosti reklamacie,
v zavislosti od toho, v ktorej krajine bol monitor vyrobeny podla
zadania plati:

P (R|K1) = 0,04, P(R|K>) = 0,05, P(R|K3) = 0,03,
P (R|Ks) = 0,06 a P (R|Ks) = 0, 03.
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Veta o Gplnej pravdepodobnosti
Priklad

Celkovt pravdepodobnost, ze monitor bude reklamovany uréime
podla vety o plnej pravdepodobnosti. Tak dostavame

P(R) = Y P(RIK)-P(K)
i=1

= 0,25-0,04+0,15-0,05+ 0,18 - 0,03 +
+0,2-0,06 + 0,22 - 0,03
= 0,0415.
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Bayesova veta

Veta (Bayesova)
Nech (9, F,P) je pravdepodobnostny priestor a nech nahodné uda-

losti Hy,...,H, tvoria aplny systém udalosti. Nech dalej A,B € F
st nahodné udalosti s kladnymi pravdepodobnostami. Potom
P(AlH;) - P (H;)
P (H;|A) = ,
(HiA) = =250 )

Ales Kozubik



Z definicie podmienenej pravdepodobnosti a zo vztahu (2)
dostavame

_P(H;NA) _ P(AH)-P(H;)
TR T T R

¢o dokazuje (9).
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Nahodni udalost AN B vyjadrime pomocou Gplnej sistavy udalosti
Hi, ..., H, takto:

ANB = (QNANB=[(HHUHU---UH,)NAINB
= [(FiNA)YU(H2NA)U---U(H,NA)]NB
= (HHNANB)U(H.NANB)U---U(H,NANB)

= [JHinANB).
i=1
Nahodné udalosti (H;NANB)a (HiNANB) st pre i # j
nezlucitelné, preto

P(AmB):Zn:IP(H,-mAmB).
i=1
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Ak vyuzijeme vztah (4), tak dostavame
P(ANB) = ZP P(A|H;)-P(BJANH,).

Ak tento vysledok dosadime do vztahu pre podmienena
pravdepodobnost, tak mame

P(ANB) Y0 P(H;)-P(AH:)-P(BIANH)
P(A) P(A) ’

P (B|A) =

¢o zodpoveda vysledku (10).
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Bayesova veta
Priklad

Zadanie

Ocelové odliatky st kontrolované rontgenovym pristrojom, ktory
odhaluje chybu v odliatku s pravdepodobnostou 0,98 a dobry
odliatok oznadi za zly s pravdepodobnostou 0,001. Je zname, ze
chyba sa vyskytuje u d% produkcie. Uréme pravdepodobnost, ze
odliatok, oznaceny pristrojom za chybny je skuto¢ne chybny.
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Bayesova veta
Priklad

Oznaéme si ndhodné udalosti H;=,,odliatok je chybny” a
H>=,,odliatok je bezchybny".

Prave zavedené udalosti tvoria zrejme aplny systém udalosti.

Dalej oznaéme A nahodni udalost ,,pristroj oznaéil odliatok za
chybny*.

Zo zadania vieme, ze: P (A|H;) = 0,98, P (A|H.) = 0,001. Tiez
plati P (H;) = ﬁ apreto P(Hy) =1-— %
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Bayesova veta
Priklad

Chceme urcit pravdepodobnost, ze vyrobok oznaceny za chybny je
skutoéne chybny, o pri nasom oznaceni znamena P (H;|A). Podla
Bayesovej vety (9) plati

_ P(AH)-P(H) 0.98 - 15
P(Hi|A) = — = y -
Si P(AH;)-P(H;) 0.98-:5% +0,001- (1 — %)

To je mozné upravit na tvar

980d

P(H|A) = ——2
(Fh|A) 979d + 100
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Bayesova veta
Priklad

Poznamka

Ak by teda v konkrétnom pripade bola chybovost vyroby napr.
0,3%, tak po dosadeni za d = 0,3 dostavame hodnotu

P (Hy|A)=0,747.

Takyto vysledok méze viest k dojmu, ze takto vykonavana kontrola
nie je dostatocne spolahliva.

K asudku o spolahlivosti je vsak potrebné vypocitat aj
pravdepodobnost, Ze vyrobok oznaceny za dobry je skutocne dobry.
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Bayesova veta
Priklad

Oznacme teda B udalost ,,pristroj oznacil vyrobok za dobry”. Zo
zadania vieme, ze P (B|H;)=0,02 (1-0,98) a P(B|H,)=0,999 (1 -
0,001).

Opat podla Bayesovej vety dostavame

P(H-|B) = P(B|H2)-P(H2) 0.999-(1—%)
(H2|B) = — — . _
S22 P(BIH;)-P(H;) 0.98-% +0,001-(1— %)

¢o zjednodusime na

99900 — 999d
P(Hy|B) = ——— —°7°%
(F21B) = 59900 — 9704
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Bayesova veta
Priklad

Po dosadeni konkrétnych hodnét podla poznamky, teda d = 0,3
dostavame P (H,|B) = 0,99994.

Tato hodnota potvrdzuje vysoki spolahlivost pristroja v tom
zmysle, ze chybny vyrobok nebude zaradeny medzi dobré.
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