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ALGEBRA - z arab. a/-dZabr, obnovenie spojenia: tento termin sa povodne pouZival v suvislosti
so zrastanim zlomenej kosti, heskor so scel'ovanim ¢ohokol'vek zlomeného, tiez so
"scel'ovanim" ¢isiel

Garantuje: doc. RNDr. Stanislav Paldch, CSc.
Zabezpecuje: RNDr. Ida Stankovianska, CSc.

Rozsah vyucby: predndsky - cviCenia - laboratdrne cvi¢enia
Tyzdenny. 2-2-0  Za semester: 26-26-0

Ukoncenie predmetu a spdsob hodnotenia: priebezne - 40%
skdska (pisomnd) - 60%

Ciel’ predmetu :
VyloZit' zdkladné poznatky z linedrnej algebry na podklade algebraickych $truktir a linedrneho priestoru
umozriujicom budtce rozsirovanie o d'alSie partie algebry.

Strucny sylabus:

Predndsky: 1.Algebraické $truktdry. 2.Linedrne priestory. 3.Polyndmy. 4.Matice. 5.Gaussova elimindcia.
6.Jordanova elimindcia. 7.Determinanty. 8.Homogénne systémy linedrnych rovnic.
9.Nehomogénne systémy linedrnych rovnic. 10.Linedrne zobrazenia. Bdza, dimenzia a sdradnice
v linedrnom priestore. 11.Matice linedrnych zobrazeni. 12.Vlastné hodnoty a vlastné vektory
matice.

CviCenia: VSetky cviCenia si vypoCtové a témy zodpovedajd predndskam.

Literatira:

Demlovd, Nagy: Algebra, SNTL, Praha 1982

Havel, Holenda: Linedrna algebra, SNTL Praha 1984

Mikola: Algebra, Zilina 1996 (skriptd)

Elias, Horvath, Kajan: Zbierka Uloh z vy$Sej matematiky, Bratislava 1985
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Algel i cké Strukty

. Je operdcia ¥ definovand predpisom a¥ b=a+2b (a, b st redlne ¢isla) komutativna a asociativna?

Svoje tvrdenie oddvodnite.

. Na mnozine celych ¢isel je definovand operdcia o takto: Pre 0 a,b0Z: ac b = Ta+b-200 Je o

bindrnou operdciou na Z? Ak dno, je komutativna a asociativna?

. Na mnoZzine K nepdrnych prirodzenych Cisel st definované operdcie ¢ a« takto: Pre D abUK:ac b =

a+b+l a a*b =(a+1)(b+1)/2 - 1. SG o a* bindrnou operdciou na K? Ak dno, st komutativne a
asociativne?

. Na mnozine celych Cisel je definovand operdcia Utakto: Pre O a,bCN: a Ob = Ta+b[l Je Obindrnou

operdciou na Z? Ak dno, je komutativna a asociativna?

. Napiste priklad reldcie p, ktord je reflexivna, nie je symetrickd a je tranzitivna.

. Na mnozine celych Cisel st definované operdcie 0 a« takto: Pre 0 ab0Z: a0 b = a+b-1a a<b = a+b-

ab. Je ¢ distributivna na operdciu o ?

. Dand je usporiadand trojica ( M, ¢, A ). Aky vzt'ah musi platit’, aby A bola distributivna na « ?
. Pre Ox,yOZ xpy <=> xy je pdrne Cislo. Aké vlastnosti md reldcia p ?

. Na mnozine celych &isel je definovand reldcia| | Aké ma vlastnosti?

a) apb - |a—b|£1

b) ad 4:»‘41 —b‘ =5

c) apb < |i=j|=m, kde m je celé &islo, pevne zvolené

d) apb < |i=jl|<m, kdem je celé &islo, pevne zvolené

Na mnozine M={1,2,3,4,5,6} je definovand reldcia p dand mnoZzinou:
{11),13),2,2),31),33),(44),(45),46),(54).55),5,6),6,4),65),6,6)}. Je relicia p reldciou
ekvivalencie na M? Ak dno, ako vyzeraju triedy ekvivalencie?

Na mnozine celych kladnych ¢&isel je definovand reldcia p: apb <=> a deli b. Aké vlastnosti ma
definovand reldcia? Je to ekvivalencia? Ak dno, ako vyzeraju triedy ekvivalencie?

.Na mnozine vSetkych celych Cisel je definovand reldcia p predpisom: apb <=> a,b maju rovnaké

znamienko. Je p ekvivalencia? Ak dno, ako vyzeraju triedy ekvivalencie?
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Na mnoZine celych &isel definujeme reldciu[ | predpisom: | «s —»=0 | Je definovand reldcia
reldciou ekvivalencie?

.Na mnozine vietkych klientov banky B je definovand reldcia[ | d__|b<=> klient a md rovnakd vysku

konta ( v tisicoch Sk ) ako klient b. Je reldcia p reldciou ekvivalencie? Ak dno, ako vyzeraju triedy
ekvivalencie?

Na mnoine vietkych $tudentov ZU, ktori mali v $kolskom roku 2004/05 zapisany predmet Algebra
a ziskali zdpolet, je definovand reldcia[ | d b <=>a,b dosiahli rovnaky vysledok zo skisky. Je p
ekvivalencia? Ak dno, ako vyzeraju triedy ekvivalencie.

.Z je mnozina celych ¢isel. Na Z je definovand reldcia p takto: pre Ox,yOZ x py <=> Ox[=CyCl Je p

reldciou ekvivalencie ? Ak dno, ako vyzeraju triedy ekvivalencie?

.definujme bindrnu operdciu. Ndjdite neutrdlny prvok operdcie !

Ndjdite neutrdlny prvok bindrnych operdcii
a) A, pre Oa, bOQ—{0}; aAb:D

b) , pre0a bdQ;a b=2a+3b

Ndjdite neutrdlny a symetrizacny prvok bindrnych operdcii
a) o, pre0a,b0Z; acb = a-b
b) ,preUaq,b0Z.; a b=atb-4

.Na mnozine Q je definovand operdcia ¢ takto: a¢b = ab+a+b. Akl algebraickd $truktidru tvori (Q,q) ?

Vo v ’ /7 vz . . 14 . 1 y
Na mnoZine v3etkych redlnych ¢isel definujeme reldciu[_L| a°b=(a+D®+D—1. | Akd

algebraickd $truktiru tvori (RL_) ?

.Nech M={1, 2, 3, 4,5, 6} a nech pre vietky a, bOM je definovand bindrna operdcia predpisom:

a b=NSD(a,b), kde NSD(a,b) je najvacsi spolocny delitel Cisel a, b. Zostrojte tabul'ku operdcie a
uréte druh algebraickej $truktdry (M, ).

M={1,-1,i,-i}, kde . AkU algebraickd $truktiru tvori (M, ), kde [je obycajné ndsobenie?

. AkU algebraickd $truktiru tvori (K, D), kde K je mnozina vSetkych nepdrnych prirodzenych Cisel a pre

Fubovol'né a, bOK; alb=a+b+1?

Na mnozine R" redlnych kladnych Cisel je definovand operdcia Otakto: Pre Oa,b0R" alb= vab. Ak
algebraickd $truktdru tvori (R, 0)?

.Nech M je konecnd podmnozina redlnych Cisel, nech pre I'ubovol'né a,blIM je definovand nasledovna

operdcia: a b = min{a,b}. Aku algebraicku struktiru predstavuje (M, ) ?

Nech M je neprdzdna konecnad ¢iselnd mnozina. Na mnozine M definujme operdciu predpisom: a b =
max { a,b }. Akd algebraickd $truktdru tvori (M, )?



28 . Ak algebraickd $truktidru tvori (NxNo, < ), ked’ (a,b)-(c,d) = (ac, ad + b) ?

29.| a={a+»v2 | a.paz} | Ak( algebraickd $truktiru predstavujd (A+), (A,+), kde + je sCitanie a - je

ndsobenie?
30.Na RxR -{0,0} je definovand operdcia Otakto: Pre [(a,b), (c,d) ORxR - {0,0}; (a,b){c,d) = (ac - bd,
ad + bc). Akad algebraicka $truktira je (RxR, 0)?

31.Nech X je 'ubovol'nd neprdzdna mnozina. Pre I'ubovolné A ,BOX definujeme operdciu : AB= AnB.
AKku algebraickd $truktdru tvori (X, )?

32.Na mnozine Q-{1} definujme operdciul__1| a<» =%(a =D =1 +1 | Akd algebraickd $truktiru tvori

Q{3 D2

33.Nech A= {a+mla.btz} | Ak algebraickd truktiru tvori , ked' [__1 je oby&ajné ndsobenie?

34.Nech A=| la+tla CR.HR} | Ak algebraickd $truktiru tvori , ked" + je obylajné delenie?

35.Nech R je mnozina redlnych Cisel. Urcte, akd algebraickd $truktiru predstavuje (R,|:|), (R,|:|) a (R,

[ | D.ked'd p=a+b-10 ad_Jp=la-b]

36.Nech M ={ (a,b) | a,b0Z}. Pre O (a,b), (c,d) O M definujeme operdcie A a o : (a,b)A(c,d) = (a+c+2,
b+d-1) a (a,b)o(c,d) = (a-d, b+c). Aku algebraickd $truktiru tvori (M,A), (M,0), (M,A0) ?

37.Nech Q je mnoZina raciondinych &isel. Pre| =2 | definujme dve operdcie:[ 1| »—~—+>— | a

| «-»==»— =+ | Akl algebraickd $truktiru tvori | I:l ?

38.Na mnozine redlnych Cisel st definované operdcie o a* takto: pre U ablR:ac b=a+b+la asb
=(a+1)(b+1)/2 - 1. Aka algebraickad $truktira je (R, o ,*)?

39.Na mnozine K nepdrnych prirodzenych Cisel si definované operdcie 6 a+ takto: pre 0 ab0K:ao b
= a+b+l a a*b =(a+1)(b+1)/2 - 1. Aka algebraicka $truktira je (K, o ,*)?

40.Nech A={a+i bla,b0Q}, kde i je imagindrna jednotka. Aku algebraickd $truktidru tvori (A, +, D), kde
+a. je sCitanie a ndsobenie komplexnych ¢isel?

41 . AkU algebraickd $truktdru tvori (A, [ o), kde A je mnoZina vSetkych celych Cisel a pre 'ubovol'né

a,b0A : alb=a+b, ao b=D(a+l)(b+1)?

42 .Nech M = {(q, b); a, b O R}. Akl algebraickd $truktiru tvori (M, I:D), kde (a, b) O (c, d) = (a +c,
b+d)a(a b)| ](c, d)=(ad + bc, bd — ac)?

43.Nech M = {(a,b) | a,b0Z }. Na mnoZine M definujeme dve operdcie A a o predpisom: (a,b)A(c,d) = (a+c,
b+d) a (a,b)o(c,d) = (ac, bc+d). Akd algebraicku $truktdru tvori (M,A,0) ?
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.Dand je mnozina redlnych Cisel R a definované st operdcie A a predpisom: Pre Oa,b0R aAb=a+b+3 a

a b=| 2a-3b |. Aké algebraické $truktiry predstavujd (RA) a (R, )?
.Nech R je mnozina vietkych redlnych Cisel. Pre 00 a,bCR definujme dve operdcie: | « o=+ | q

acb=lal+p|+2 | Ak( algebraickd $truktiru tvori ?

. Nech na mnozine M= {0, 1} su definované operdcie + a - tabul'kou:
o1 ~To 11 Dokdzte, Ze (M, +)a(M-{0}, ) su komutativne grupy. Je (M, +, -) pole?

001 0/00 | Svoje tvrdenie zddovodnite.
110 {11

Nech X={} je dand mnozina. Pre ACX, BOX definujeme bindrnu operdciu A: AAB=(A-B)J(B-A). Ak
M={P|PCIX}, akd algebraickd $truktdru tvori (M ,A) ?

Dand je mnozina M vsetkych diagondinych matic stupria dva nad pol'om redinych &isel. Akd
algebraickd §truktdru tvori (M,[_]), ked’ [ ] je ndsobenie matic?

Dand je mnozina M vietkych diagondlnych matic stupria dva had pol'om redlnych Cisel s vynimkou nuly.
Ak algebraickd $truktdru tvori (M,[ ), ked [ ] je ndsobenie matic?

Dand je mnozina| M ={ % T%" 0Z ) | Uréte, ak algebraickd $truktiru predstavuje (M, on ), kde

om predstavuje ndsobenie matic.

Akd algebraickd $truktira je (Zs, +, x )? Svoju odpoved’ zddvodnite.
AKd algebraicka struktira je (Zs, +, x )? Svoju odpoved’ zdévodnite.

.Nech R je mnozina redlnych Cisel. Uréte, akd algebraickd $truktiru predstavuje (R,l:l), (R,I:l) a (R,

[T Dked'd p=ab-10ad p=la-bl

Nech A = {a, +a,~/2 ;a1, a,0 Z}. Akl algebraicki $truktiru predstavuje (A, I:I:l), kde[ ]je
s¢itovanie dvoj&lenov a| | je ndsobenie dvoj&lenov?

.Na mnoZine usporiadanych dvojic tvaru (a,b~/2), (kde a, b 0Z) st definované bindrne operdcie
(a,,5,72) O (ay,b,72) = (a, +a,, (b, +b,)\2) a
(a,,b,4/2) O (a,,b,"2) = (a,a, +2b,b,,(a,b, +a,b)N2). O aki algebraickd §truktdru ide?

Nech M={ A | AUX } je mnozina vietkych podmnoZin nejakej neprdazdnej mnoziny X. Aku algebraicku
$truktidru predstavujd (M, n ), (M, 0), (M, 0, 0), kde O je zjednotenie a U je prienik mnoZin?

Nech M={ f(x) O f(x)=f(-x); xOR } je mnoZina spojitych pdrnych funkcii definovanych na R. Akd
algebraickd $truktdru tvorf (M,[ ][], kde I:[je operdcia s¢itania funkcii a [ ] je operdcia
ndsobenia funkcii?

AKku algebraickd Struktdru predstavuje (RxR, , A), kde (X1, y1) (X2,y2) = (Xi+X2, Yi+y2) a (X1, Y1)A(Xz,y2)
= (-Xiy2-XaY1, X1X2-Y1Y2) ?



59. AkU algebraickd $truktiru predstavuje | (840 >=%<) | kde R je mnoZina redlnych ¢isel a
(0. 5) < (e ) —(cve-, e —+<2) ‘?

60 . Ak algebraickd $truktidru tvori (P, +, o), kde P je mnoZina vSetkych polynémov s celoCiselnymi
koeficientami, + je operdcia s¢itania polynémov a o je operdcia ndsobenia polynémov.

61.Nech M=%f yE
y X

a| | nésobenie matic?

C
X,y DZE . AkU algebraickd $truktdru tvori , kde[ | je s€itovanie

x l
62.Nech M = %y _yx %kde x,yUR E Ak algebraickd $truktdru predstavuje , kde

[ Jal ] je s€itanie a ndsobenie matic?

63.Nech M je mnoZina vietkych diagondlnych matic typu 3x3 nad pol'om redlnych Cisel. Akd algebraicku
$truktdru tvori M spolu s operdciami s¢itania a ndsobenia matic?

64 .Nech P je mnoZzina polyndmov pdrneho stupria. Aku algebraickd $truktiru predstavuje (P, Op),
(P<zk>, Op) @ P2k, Op, Op), ked’ Oy je bezné séitanie a Up bezné ndsobenie polynémov?

Spat’ na obsah
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. Akd musi byt hodnota parametra a, aby Dbola koreriom polyndmu | »Go =2x" wwax® +dx —4 |

Bolynomy

. Pre aké redlne a je 1 korefiom polynému p(x) =2x* —ax® +2x -1 ?

. Pre polyném p(x) = x* —6x+quréte q a jeho korene tak, aby mal jeden kore# dvojndsobny.

. Ur&te ndsobnost’ korefia c= -2 polyndmu p(x) = x° +7x* +16x” +8x” —16x —16 a uréte zvysné jeho

korene.

. Ur&te koeficient atak, aby &islo -1 bolo trojndsobnym korefiom polynému p(x) = x° —ax* —ax +1.

. Ur&te atak, aby polyndm | »e» = —ux* —ax +1 | mal korefi| <= |aspofi dvojndsobny.

. Uréte atak, aby polyndm| »Go =" —ax® —wwx® +2x* —8x =8 | mal koren aspori dvojndsobny.

. Ndjdite také a, aby sa jeden z koreriov polyndmu| »¢» =" —7x +« | rovnal dvojndsobku druhého.

. Uré&te &islo atak, aby &islo c= -1 bolo korefiom polyndmu p(x) = 2x° —ax* —x* +ax’ +3a .

Pre akd hodnotu a polynému  p(x) =x° —ax® —ax+1 je c= -1 jeho
a) jednoduchym korefiom
b) dvojndsobnym koreriom

Ndjdite také a, aby sicet dvoch koreriov polynému| »¢o =2x* —* —7x += | sa rovnal 1.

St&et dvoch korefiov polyndmu p(x) =2x* —x* =7x+A sarovnd 1. Uréte A.

.Urcte koeficienty b, ¢ polynému p(x) = x’ +3x” +bx +c, ak viete, Ze stiet &tvorcov koretiov sa

rovnd 1 a jeden jeho koreri je rovny -1.

.Polyném p(x) =5x* =23x* +35x* =7x 10 md jeden korer . Ndjdite ostatné jeho korene.

Polyndm| »e» —2x* —ex> 43x* +ox =5 |md jednoduchy korefi . Ndjdite zvysné jeho korene
nad pol'om komplexnych ¢isel.

Uré&te korene polynému p(x) =2x° =7x* +7x* +9x -5, ak pozndte jeden jeho korer x; =2 -1,

Ndjdite vietky korene polynému p(x) =2x* —7x* +16x—15, ak viete, ze x; =1-2i .

9
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Polyném| »Go =" —ox* +ox* —7x +6 I md jednoduché korene / a 2. Nad pol'om komplexnych Cisel

ndjdite zvysné jeho korene.

. 1.3
X, =——+]—
korefi je | x =-—+i=

.Ndjdite vietky korene a uréte aj ich ndsobnosti, ked’ p(x) =x’ +x* +x’ —=x*> =x -1 a jeden jeho

Ndjdite vietky raciondlne korene polynému a urcte ich ndsobnosti

a) p(x)=2x" +9x* +13x’ +7x*> -4

b) p(x)=24x> +10x* —x* =19x> =5x +6
c) p(x)=10x* =13x> +15x* —18x—24
d) p(x)=x"+x*=6x" —14x* -11x -3

e) p(x)=2x"+9x* +13x° +7x*> — 4.

a) p(x)=x*-x’+x>+9x-10

b) p(x)=x"—-4x’ +4x* —4x+3

.Nad pol'om komplexnych &isel ndjdite korene polynému

Vyjadrite polynomy v mocnindch danych linedrnych vyrazov

a) p(x)=x*+3x> —x+12 1 x+1

b) p(x)=x*-8x>+24x> -50x+90 : x-2

c) p(x)=x* +(B=8)x = (21 +18i)x> = (33 —20i)x + (7 +18i) : (x-(-1+2i))".

Urcte ndsobnost’ korera c v danych polynémoch a uréte zvy$né korene nad danym pol om.
a) c=-2, p(x)=x" +7x* +16x> +8x> —-16x-16,R

b) c=-1,| PG =" —x* —4x> +ax> H1x+5 | R

c) c=1,| PG ==2x° —ox° #421x* —34x’ 436x> —=21x +5 | C

.Ndjdite korene polynému| »co == —3v2x* 45x —/2

ak viete, Ze tvoria tri po sebe idlce ¢leny

aritmetickej postupnosti. (Ndvod: vyuzite rozklad polynému na sdéin koreriovych Cinitel'ov.)

Tvoria raciondlne korene polyndmu p,(x) =16x* —40x* +9 aritmeticki postupnost’ s nejakou

diferenciou? Ak dno, s akou?

Urcte a,b,c tak, aby boli zdroven korefimi polynému

p(x) =x> —ax? +bx 4c

druhého.
10

.Ndjdite také redlne &islo a, aby sa jeden z korefiov polyndmu p(x) = x* =7x +a rovnal dvojndsobku



28.Ndjdite normovany polyném s redlnymi koeficientami najnizsieho mozného stupria podl'a danych
podmienok:
a) 2 je dvojndsobny koreni, 3 je jednoduchy koren a absolitny ¢len sa rovnd 48

) -i je dvojndsobny koren, -1 jednoduchy koren
) -i je dvojndsobny koren, -1-i jednoduchy koren
d) jeden jeho koreri je 3+3i a absolitny Clen sa rovnd 54

) jednoduché korene (-3) a 3-i a dvojndsobny koren 2i

) 1+i je jeho dvojndsobny korefi a jeho absolitny ¢len sa rovnd 1

29.Ndjdite normovany polyném s celoCiselnymi koeficientami najnizsieho stupria tak, aby mal
dvojndsobny koref x;.=| { |a absoldtny ¢len sa rovnal 100. Aké budl zostdvajlce jeho korene?

30.Ndjdite polyném najnizsieho stupfia nad pol'om komplexnych Cisel, ktory bude mat’ i ako dvojndsobny
a (-3+i) ako jednoduchy koren. Td istd dlohu rieste nad pol'om redlnych Cisel.

31.Ndjdite polyném najnizsieho stupiia nad pol'om komplexnych Cisel, ktory bude mat’ 2 ako dvojndsobny
koreni, 1 a 3 ako jednoduché korene a absolttny ¢len bude 48.

32. Aké podmienky musia spifiat’ komplexné &isla p, g, m, n, aby polyném (x) bol delitel'ny polynémom
9(x)?
a) fx)=x’+nx-3 gx)=x>+mx+2
b) f(x)=x"+px+2 g(x)=x"+mx-1

c) f()c)=)c3 +px+gq g(x)=x2+mx—1

33.Nad pol'om redlnych Cisel rozloZte polynémy na sdcin ireducibilnych polynémov.
a) p(x)=7x" +7x* +35x° +35x° +28x +28

b) p(x)=x"—4x* —6x> +16x” +29x+12

34 .Nad pol'om redlnych Cisel napiste polyndm p(x) ako sucin ireducibilnych polynémov, ked’ jeden jeho

kor‘eﬁ ‘ie 10 pP(x) =—2x° —3x°> —4x* +6x7 +6x> — 1x +4

35.Rozlozte polynédm p(x) =x* +x* —x* +x =2 nasi&in ireducibilnych polynémov, ak jeden z nich je
q(x)=x-i,

36.Polyndm| pGo> =2x® +13x° a38x* wo2x 45827 a20x +6 | napidte ako st&in ireducibilnych

polynémov nad pol'om komplexnych ¢isel, ked’ viete, Ze jeden jeho koref je -1.

37.Polyndm| »¢o =8x* +3x* —sx> —a2x —36 | napiste ako sdcin ireducibilnych polynomov nad pol'om
komplexnych ¢isel, ak| ==~ | je jeho jednoduchy korer.

38.Rozlozte na stéin ireducibilnych polynémov had pol'om komplexnych Cisel polynom

a) p(x) =6x* 435x* +H3x> —56x +20

b) pP(x) =6x° 424x* —456x> 424x2 —462x

11



c) p(x)=x"+x*-6x" —-14x> -11x -3.

39.Ur¢te reducibilitu polynému  p(x) = x> =2 nad polom C,R, Q.

40 .Pomocou Hornerovej schémy vydel'te polynémy p(x) polynémami q(x)
a) p(x)=x*-2x"+4x* -6x+8 g(x)=x-1
b) p(x)=3x*+(1-3)x> =2ix* +ix—i  q(x)=x—i

41 . Napiéte Taylorov rozvoj polynému p(x)=x> okolo bodu xo=1.

42 .Pomocou Hornerovej schémy ndjdite nezndmy polyném, ktorého Taylorov rozvoj ma tvar
ps(x) = B(x+1)° -5 (x+1)° +5(x+1).

43 .Rozlozte funkcie na parcidlne (elementdrne) zlomky

a) | /e :% h) | /=5y i););iz +x D)
b) (2= ﬁ D) | S0 = b
o) | SO =ty ) | SO =)
d) Vﬂx>:6;iﬁé:iy k) f00=(x+3@:i§&1+2)

2x% +x+2 1)
e) | f(n= T
(x—l) (x +1) F(x) =x° +2x° +4x* +6x° +5x? +6x +3
x® +x* +3x% +3x% +2x +2
_ x* —x+l1 X 4x° —8x* +5x7 —x? +x +1
f) J(x) (x2 —x —2)()62 +1) m) J(x) = > 2
(Zx —x)
2x* —=3x +6x% +4 3 2
J(x) = _2x° —2x% +4x—2
9) =2 +2) n) | g=2""20

Spat’ na obsah
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Mati terminant

1
. Najdite vSetky matice, ktoré su komutativne s maticou Azﬁ E , 1.j. pre ktoré plati AB=BA.

12
. Ndjdite vSetky matice, ktoré su komutativne s maticou | 4 :%r E , t.j. pre ktoré plati AB=BA.

. Ndjdite vSetky matice A typu 3x3 nad pol'om raciondlnych Cisel, ktoré komutujud (t.j. AD=DA)
s maticou D, ktord je diagondina a na diagondle mad hodnoty 1, 2, 3.

. Vyjadrite matice ako sicet symetrickej a antisymetrickej matice

a) AZ% _1% o o-2 of

c)| 4=02 3 1C |

Hi1 2 of

oo
b) | A= 3 7C
H s

. Aké je znamienko permutdcie (5,1,3,2,4) a preco?

. Aké znamienko - a preco - v determinante Siesteho stupfia md sucin:

a) a3za43a1461516166025 C) AuseA33A54A5, A

b) Qa1 Q133554 A5665 d) a23a44a66a35a12a51 .

. Na mnoZzine prvkov napiste takd permutdciu, ktord bude mat’ 5 inverzii. Inverzie naznac te!
a)(11213l4l5)
b) (1,2,3,4,5,6)

ka . o . 7 e P_ 2 3 “es l’l_l n ')
. Kol'ko inverzii je v permutdcii £” = =l n-2 . 2 IE

. AKU paritu (pdarny/nepdrny) md permutdcia indexov v sicine | @:@xiawsasanass 2 Preo?

310

10.Z definicie vypolitajte determinant A=|2 2 2|,

-1 0 1

11. Vypolitajte determinant matice:

13



Hl 23 4E BZ I 11 IE
a) A:[IZ 3 4 IE o 3 1 1 1
%412 c)A:El1411E
12 3% o115 1C
Ho1 11 6f
Hl 2 3 4E
b) A:Er2 1 4 3E H 2 3 4 SE
3 -4 -1 2 d 1 1 1 -4rC
ﬁ4 3 -2 1% a 4= 1 1 -4 1L
g 1 -4 1 1 C
H -4 1 1 1F
P13 4L
B a 3 1
12.Pre akd redlnu hodnotu parametra a je determinant matice| 4= 3 1 40 rovny nule?
% 2 1 1%

72—t
13.Uréte t tak, aby matica| B :%H 5 E bola reguldrna.

14 .Pre akd hodnotu a st matice singuldrne?

o1z g oa -1If

1 2 2 1C Mm 2 1 1rC

a) A= C b) A=[| C |
2 1 1 31 0

% 1 2 aE g 1 -1 OE

15.Pre akd hodnotu parametra a su matice reguldrne?

EF]OaE
Un

[ a a

a a 1E
OlaE

’ /’ v/ ’ . |]1
16.Pre aké celé ¢islo x md matica| 4= %

a) A

[\S]

|

=

)
—_— = NN

L , .
C | nenulovy determinant?

17.Nech matica A je stupfia 5 a |A|=3. V matici A vyndsobime treti stipec &islom 3. Zmeni sa hodnota
determinantu matice A? Ak dno, tak ako?

18. Vlypolitajte determinant matice

14



ﬁo 0 0

19.Laplaceovym rozvojom vypocitajte determinant matice

B—8 -2 1 —IE

-1 7
a) _Dll 1 1L H2 1 1 1
E7 -7 5 3% gl 3 1 1
c) A:BI 1 4 1
(B 6 00 0f o1 1 1 5
0 5 6 0 0C ) I RS
b) A=) 1 5 6 OF
O 0 1 5 6C
B 00 1 5F
20. Vypoclitajte determinant matice Laplaceovym rozvojom az do 3 stupria matice
J 0 0 0 sf g 23 4 5f
2 1 -1 3 2 3 4 5 I
a)| 4=0 0 0 0 7E b) | 4=5 4 5 1 20|
B 1 -1 4 IC 5 1 2 3C
5 -2 3 6 1F 51203 4f
1 1oop
B 2 1 1
21.Nad Z5 vypolitajte determinant matice A:D4 3 2 10}
Eﬁ 43 2@
22.Nad Z; Laplaceovym rozvojom vypolitajte determinant matice
023 4 5¢ ?oLLLap
@ 3 4 5 o 3 1 1 1If
a) A=3 4 5 1 2f b) 4=H 1 4 1 1L
M 5 1 2 3C o115 1IC
51 2 3 4F H 11 1 6f

23.Nad Z; vypocitajte Laplaceovym rozvojom az po determinant 3.stupfia determinant matice

15

—_— e



5132 ap 1 23 45
M 3 2 1 30 2 3 4 5 1
a) A:%42356E b) A=|3 4 5 1 2.
@2 1 3 2 2C 4 5 1 2 3
O C
3 1 5 If 51 2 3 4
24 .Rieste rovnicu
30 1 =2 a -1 0
0O 3 -1 3 -1 a -1 0
=2 =5
Do [T Plle -1 o 4
1 1 1 a 0 0 -1 a

25. Vypolitajte det A’B’, ak viete, Ze det A= 3, det B= 2.

26.Pomocou determinantu zistite, ¢i su linedrne zdvislé alebo nezdvislé vektory a=(3,2,-1,2), a=(2,
1/ 2/ _1)1 a3:(41 3/ _21 4)1 a4:(5l 4/ 31 5)'

27 . Akd su hodnosti matic v zdvislosti od réznych hodnot x?

B—4 -2 ZE gxml
a) A=[02 1 C b) A=2 -1 x 3 [

He 2 —ysE H 10 30 -sF

28.V zdvislosti od réznych redlnych hodndot parametrov aa b urc te hodnost’ matice
H 1 2 -1 E

a) A=1 -2 ar
Qo 5 of G010 b
M a1 b 0Q
- 0
qa b0 c)| 4= 0 10 oF |
= b . -1 0°Fr M b 1 a 00
A= ]
o) tb a+b 0 0 C b o1 o
0 0 0 a+bE
EB 4 -1 5 —ZE
’ ’ ’ s 4 Dl 5 _2 3 4 |:
29. Upravou ha redukovany trojuholnikovy tvar ndjdite hodnost’ matice 4 = 1 1 2 3L
% 11 -5 4 —4%
2 a 11 2
7 ’ Dl 0 4 _1[
30.Pre akii redlnu hodnotu abude h(A)=2? | 4=, , . T

2 -1 5 —6%

16



31.Nad pol'om Zs je dand matica| 4=

LA G
et W [\&) o
— N = A

—_ = N
e

N

. Uréte dim V..

32.Pre akd hodnotu parametra a sa hodnost’ matice 4 =

33.Rieste slstavu linedrnych rovnic

x, +2x, +3x;, —2x, =6
2x, —x, —2x, =3x, =8
3x, +2x, —x, +2x, =4

2x, =3x, +2x;, +x, =8

a)

2x, —4x, +5x; +3x, =0
b) 3x, —6x, +4x, +2x, =0
4x, —8x, +17x, +11x, =0

p—

“t
0 [ 7’ v
| C rovna Jej stupnu?

ok

— { & O

e
S { Q

6x, =9x, +7x, +10x, =3
c) 2x, =3x, =3x,—4x, =1
2x, =3x, +13x; +18x, =1

34 .Upravou na redukovany trojuholnikovy tvar matice rieste sistavu linedrnych rovnic:

2x, +x, +7x; +3x, +2x =1
6x, +3x, +2x, +3x, +4x, =5
4x, +2x, +x; +2x, +3x3 =4

4x, +2x, +3x; +2x, +x; =0

35.GEM rieste sistavu rovnic :
2x, =5x, +3x; +x, =5
3x, =7x, +3x; —x, =-1
2) 5x, = 9x, +6x, +2x, =7

4x, —6x, +3x; —x, =8

2x, +3x, =x; +5x, =0
3x, = x, +2x, = 7x, =0
4x, +x, =3x; +6x, =0

x, +2x, +4x, -7x, =0

x, +2x, +4x;, -3x, =0
3x, +5x, +6x; —4x, =0
4x, +5x, =2x; +3x, =0
3x, +8x, +24x, —19x, =0

3x, =5x, +2x;, +4x, =2
d) 7x, —4x, +x; +3x, =5

5x, +7x, —4x, —6x, =3

2x, =5x, +3x; +x, =5
3x, = 7x, +3x; —x, =—1
5x, =9x, +6x, +2x, =7

4x, —6x, +3x, —x, =8

X, +4x, +5x, +2x, =0
x, +7x, +5x,+2x, =0
f) | 2x, +9x, +8x; +3x, =0
3x,+7x, +7x, +2x, =0
S5x, +4x, +9x, +2x, =0

17



x, +x, +2x;, =3x, =0
2x, —=x, —x; —x, =1

g) 3x, +2x, +x;, —2x, =1
S5x, =3x, =5x; +3x, =7

—-x, —=5x, =7x; +9x, =5

36.JEM rieste sistavu linedrnych rovnic:

x, =3x; +4x, =-5
X, —2x,+3x, =4
3x, +2x, —5x, =12

4x, +3x, =5x, =5

a)

2x, +x, —x;tx, =2
2x, —x, +2x, =2

3x, +x;—x, =2

2x, +x, —x; =1

6x, =9x, +7x; +10x, =0
c) 2x, —3x, =3x;, —4x, =0

2x, =3x, +13x; +18x, =0

2x, +7x, +3x; +x, =0
x, +3x, +5x;, —2x, =0
x, +5x, =9x, +8x, =0

5x, +18x, +4x, +5x, =0

X, —=2x, +x;+x, —x; =0
2x, +x, =x; —x, +x, =0
x, +7x, =5x; =5x, +5x, =0

3x, —x, = 2x; +x, —x, =0

X, +x,=3x,—x,=0

£ X, =X, +2x,-x, =0
4x, —2x, +6x, +3x, —4x, =0
2x, +4x, =2x, +4x, = 7x; =0

37. Metédou GEM nad pol'om Zs rieste sdstavu

18

x, +7x, +5x; +2x, =4
X, —2x, —x;—x, =5
3x, —2x, +x; —x, =13
2x, +9x, +8x; +3x, =7

x, +5x, +3x; +x, =5

X, —2x, +3x; —4x, =4
X, —x;+x, =3
x, +3x, =3x, =1

—Tx, +3x; +x, =3

X, —2x, +x;—x, +x;, =0
2x, +x, —x; +2x, =3x, =0
3x, =2x, —=x; +x, =2x, =0

2x, =5x, +x;=2x, +2x, =0

3x, +2x, +x; +x, =3x, =2
Sx, +4x, +3x, +3x, —x; =12
2x, +4x, +4x_ +12x,=46

X, X, tx;+x, tx; =7

X, +3x; +4x, =2
=3x, +2x, +x; —4x, =0
—x, +5x, +2x;, =3x, =-1

Tx, —4x, +x, =2

x, +2x, +3x; —x, =1
3x, +2x, +x;—x, =1
2x, +3x, +x; +x, =1
2x, +2x, +2x, —x, =1

5x, +5x, +2x, =2

x, +2x, +4x; =3x, =1

3x, +5x, +6x; —4x, =5
4x, +5x, —2x; +3x, =10 .
3x, +8x, +24x; +3x, = -1

—x, —3x, —10x; +8x, =1



3x, +2x, +3x, =1

3x, +2x;, +2x, =4

4x, +x, +3x, +2x, =3
2x, +4x, +2x, +2x, =3

4x, +3x, +4x, +4x, =1

38.Metodou JEM nad pol'om Zs rieste sdstavu

3x, +4x, +x, +3x, =3
a) 4x, +2x, +x, +x, =2

x, +2x, +3x, +4x, =4

2x, +x, +4x, +x, =1

3x, +3x, +2x; +2x, =2
p) X, +4x, +2x, =2

2x, +4x, +x; +2x, =2

X, +2x, +3x; +4x, =0

2x, +x, +2x, +3x, =1
¢) 3x, +2x, +x; +2x, =1

4x, +3x, +2x; +x, =0

39.6EM ndjdite riesenie ststavy nad polom Z;

X +3x,+x;+x, =0

3x, +3x, =0

a)
X tx, +4x,+x, =0
X tx, +x;+5x, =0
3x, +x, +5x, +x, +6x5 =1
2x, +6x, +4x, +5x, =2
b) 1 2 4 5

x, +3x, +5x; +5x, =3

3x, +5x, +2x, +x, =5

40.JEM rieste nad polom (Z;, +, .) systém linedrnych rovnic:

X, +2x, +x;+x, +x, =0

2x, +x, +x; +2x, +3x, =
3x, +2x, +x; +x, +2x, =0

2x, +5x, +x; +2x, +2x, =0

2x, +x, +3x;, +4x, =2
X, +2x, +x; +x, =3
2x, +x, +x, +2x, =1

3x, +x, +4x, +x, =2

x, +3x, +x; +2x, +3x, =4
2x, +x, +3x; +2x, +3x, =2
4x, +x, +2x; +x, +x, =1

3x, +4x, +2x; +3x, +3x, =1

X, tx, tx;+x, tx, =2
3x, +2x, +x; +x, +2x, =3
x, +2x, +2x, +x, =3

4x, +3x; +3x, +4x, =2

4x, +2x, +3x; +3x, +2x, =0

X, t4x, +6x; +4x, +x, =
X, +x, +4x, +6x, +4x, =
4x, +x, +x; +4x, +6x5 =
6x, +4x, +x, +x, +4x, =

4x, +6x, +4x; +x, +x, =




3x, +5x, +x; +2x, +4x, =0
Nad dou GE 2x, +x, +3x; +5x, +2x, =0
41 .Nad Z; metédou GEM rieste sistavu:
7 metodo ! x, +4x, +x, +3x, =0

2x, +5x, +6x; +x, +3x, =0

42 .Nad Zs metodou JEM riedte sdstavu:
Nad Z; metddou GEM rieste sustavu:
3x, +x; +2x, +4x, =0

2x, +x, +3x; +2x, =0
x, +4x, +x, +3x, =0

2x, +x; +x, +3x, =0

px, —x, +3x; =2
43 .Pre aké p md sistava — X, +x, =x; =0 nekonelne vela rieseni?

x +px, +x; =4

44 .Urlte alR tak, aby sistavy nemali riedenie:
4x, —x, +x; =4
a) x, +2x,-x, =4
-x, —x, tax, =8 ax, +3x, +2x; =5
c) x, +7x,+3x, =13,

+ +x, =
ax, +2x, +x; =10 3x, +x, +ax, =3

2x, +x, +x; =7
x, +x, +2x, =7

3x, +x, tax; =13

x, +2x,+x; =3
45. Ako sdvisi rieditel'nost’ sistavy 2x, —x, +x; =1 od hodnoty parametra a?
x, +7x,+2x; =a

ax, +x, +x;, =1
x tax, +x, =1 |v zdvislosti od parametra a?

46 . Kol'ko rieseni ma ststava linedrnych rovnic
x +x, tax; =1

13—2E

47 .Pre aké redlne a je nulita matice| 4=0-1 0 4 C |rovnd 1?
Hs o -14F

48 . Matica sdstavy homogénneho systému 4 linedrnych rovnic o 4 nezndmych ma nulitu 2. Kol'ko

parametrov bude obsahovat’ riesenie?
20



49 .Pre aké redlne hodnoty parametrov a,b md systém 3x+ay=0 A bx-y=0 netrividlne rieSenie?

50.Ndjdite inverznd maticu k matici

1 OE

a) | A= -1 2rC

B o1 oof

B—l 1 0

ol -2 1
b) A=0 _

DO 1 2

0o 0 1

O

51 .Pomocou jednotkovej matice ndjdite inverznd maticu k matici

52 . Upravou na jednotkovi maticu ndjdite inverznd maticu k matici 4 =

5|oo'—‘ oS O

A rrrrT

matice st z mnoZiny zvy$kovych tried modulo 5.

B -l

iF

-8 -5C

1 2F

SHOGEHS | @
o —
N WO O
o

53. Vyuzitim inverznej matice vypo&itajte rovnicu (# -3 3X =0 11

a)

g

|

54 .Nech X=(x;) . Rie$te maticovd rovnicu XA=B, pre dané

A=[B 9 4r B:% 1 or
H 5 3t B o 1f
9 0 0 ? 6 —6E

A=10 2 -2 B=# 6 6[C
B2 2t B 6 -6k
Hﬂ 1 —lE Hl -1 SE

A=2 1 0[ B=m# 3 2C
H -1 1t H -2 st
g 'O

R s

21
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55.RieSte maticovd rovnicu AX=BA s nezndmou maticou X (pomocou inverznej matice):

010 Ip
a)| 4= 1 10 B=d 1 op
Ho o1 1 H o of

g 1 o-ig -1 3[

b)| 4= 1 o[ B=(# 3 2
H -1 1F H -2 sk

2 -3f o1 -3 op

c) | A= 2 -4C B=r0o0 2 7C |
B -1 of Ho 7 sF

56 . Vyuzitim inverznej matice rieste rovnicu XA+2B=C, kde X je nezndma matica

i

2k

I of
B=[3 -4 7
B o2 3f

-1 ZE

C=3 1

B2 3f

IC |

57 .Pomocou adjungovanej matice ndjdite inverznd maticu k matici:

0| 4 | | 578
ar oo -1p
b) A=mr1 1 0
Ho 1 -2f
BZ 1 1 OE
_[B 1 1
ab A= 5, L
% 4 3 2%
2 0 0 0f
g 2 0 of
Py ATg 4 C
@z -1 2 3%

58.Nad pol'om Zs5 ndjdite inverznd maticu k matici

59.Pre akl hodnotu parametra a existuje inverznd matica k matici

22

1 0
ol -2 1
A=
c) 0o ")
ﬁo 0 1 -2
210 of
B 2 0 o[
A= .
d) 1 3 4L
-1 2 3%
D12 40
03 3
40 0339
20 0
30 oﬁ

Bl -1

+1 1
A=

Oy

-IF

_of




60 . Pre akd hodnotu parametra neexistuje inverznd matica k matici A? Ndjdite inverznd maticu, ak a=1.

°F
A=m -2 1C |
Oo1oak
BJ 1 4 ZE
’ . . . . EB 2 1 1[ . /7 .
61 .Pre akd hodnotu parametra a neexistuje k matici | 4= 3 o L |inverznd matica?
g 11 4E
H2 a 11 ZE
/y e L . - ol 0 4 -IC
62 . Napiste charakteristicky polyndm k matici| 4= | 4 56 sC}|
> -1 5 —6%
63.Ndjdite vlastné Cisla matice:
1 IE H—7 2 -1 OE
a) A= 0 1C b) [r23 3 -8 IC
H 1 of “Opp - ot |
@24 - IE
S
64 . Matica A=g 1 OE ma vlastnd hodnotu A=1. Ndjdite k nej prislichajdci vlastny vektor.
00

65.Matica md vlastnd hodnotu A. Ndjdite k nej vlastny vektor
5 6 -3
a) A=+1 0 1 [, A=2
Hi 2 -1f 7o 3 1f
c) A=13 0 2[, A=b.
2 1 O Ho o st
by A=1 3 -1, A=2

H1 2 3F

/7 v

66 .Nadjdite vlastné Cisla a vlastné vektory matice

PO T2 3
a) A=0 0 1 c)| 4=pg2 1 -6C
B 1 oF g1 o-2 ok
B) 0 IE qro1oof
b) A=0 1 d) | 4=00 4 -1rC
H o oE 13 1t
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g2 -1 2f Hl -4 4 E
e)| 4=p5 -3 3 k) A= 11 -2
g1 0 -2f o2 7F
ar -2 -Ip H2 -1 2
f)| A4=1 1 1 1) A=1 0 2
Ho o -if H2 1 -1f
g2 -1 2 g -2 -If
g)| A=01 0 2rC m)| A=3 -8 -5C
H2 1 -1f o1 2k
g2 0 -1f HO 1 Of
h)| A=-1 1 1[C n) A=[r4 0C
Hi 1 1k H2 1 2f
g2 1o o1 0 of
i) | A4=g1 3 -1 o) | A=x2 1 0C
H1 2 3E H2 o 1f
gl 3 3o
J) A=1F3 1 | p)| A4=00 1 -4C |
Hi1 1 sF 10 4f
67 .Pre akd hodnotu a md matica trojndsobnd vliastnd hodnotu?
g4 4 Of g4 4 of
a) | 4=01 a 0L b)| A=1 a O0[ |
H2 -4 2of H2 -4 2f

Spat’ na obsah
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Vektory a vektorové priestory

. Pomocou determinantu zistite, ¢i su linedrne zdvislé alebo nezavislé vektory
aI:(3I 2/ _11 2)/ az:(zl 1/ 21 _1)1 a3:(4l 3[ _21 4)/ a4:(5l 41 3[ 5)

. Pre aké redlne ¢isla x, y sd vektory (-2, x, 3), (4, -8, y) linedrne nezdvislé?
. Vypiste vietky vektory, ktoré vytvdrajl podpriestor [ (1,2), (2,1)] vektorového priestoru Vo(Zs).

. Vypiste vietky prvky podpriestoru vektorového priestoru Vs(Zs) generovaného vektormi(1,2,1),(2,
1,2).

. Zistite, ¢i dand podmnozina tvori vektorovy podpriestor priestoru V,(R):
a) A={(x.y)| x=y+1, x,yOR}

b) B={(xy)l y=k, x,y kOR }

c)

d)

C={(x.y) | y>0, x,yOR }
D={(x.y) | x==y, x,yOR }

. Zistite, i vektor a = (-1, -4, 7) je z podpriestoru V;(R) generovaného vektormi (1,-2,3), (-2,1,-1), (O.-
3,5),(-2,-5,9), (-1.-1,2).

. Zistite, Ci vo vektorovom priestore Vs(Z;) su linedrne zdvislé alebo nezdvislé vektory (1,3,4), (2,1,3),
(3.1,4). Z; je mnozina zvySkovych tried modulo 7.

. Zistite, Ci vo vektorovom priestore Ps(R) su linedrne zdvislé alebo linedrne nezadvislé.
a) lex, x+x2, X2+x3, x*+1
b) 1+x, 1-x, x*+2x°%, x*-2x°

. Zistite, Ci su vektory linedrne zdvislé alebo linedrne nezavislé.
a) (-1-11.1),(1,-11,-1),(-111,-1),(11,1,1)
b) (1,0,-2,3),(-1,3,0,0), (2,0,1,1), (1,6,-1,4)

10.Nech (R*,lJ,, U,) je linedrny priestor nad (R, +, .).
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a) Sdprvky by= (1,1, —1); b, = (1, -1, 1); bs = (—1, 1, 1) linedrne nezdvislé?
b) Uréte sdradnice prvku x = (1, —3,4) v bdze B= {bl1, b2, b3}.

11.Ngjdite a OR tak, aby vektory a,=(0,a,0,1), 0,=(-1,2,3,1), 03=(0,0,1,0), a4=(-2,1,4,5) boli linedrne
zdvislé.

12. 50 dané polyndmy | 7o =2x* —sx +4. || g == +sx+1 | | rGo =~ +ox+1 |yo vektorovom

priestore P,(x) linedrne zdvislé? Ak dno, vyjadrite jeden z nich ako linedrnu kombindciu ostatnych.

13.MoZu prvky by = (2,0, 1), b, = (0, —1, 3) a bs = (1, 3, 1) tvorit’ bdzu linedrneho priestoru usporiadanych
trojic redlnych Cisel nad telesom R? Ak dno, urcte sdradnice prvku x = (-4, -4, 3) pri tejto baze.

14.MoZu vektory v;=(1,2,6,3), v2=(2,6,0,4), v3=(3,1,2,2), v4=(5,3,5,6) tvorit’ bdzu vektorového priestoru
usporiadanych $tvoric nad polom (Z,, U, O)?

15.Patri vektor (4,4,4,4) do vektorového podpriestoru [(4,3,2,1), (1,2,3,4), (1,1,1,0)] priestoru V4(Zs)?

16.Ndjdite bdzu vektorového priestoru véetkych rieSeni systému linedrnych rovnic:
2x, +3x, —x; +5x, =0
4x, +x, =3x; +6x, =0

2x, =2x, =2x, +x, =0

17.Zistite, i | it #=1 —.x* #2x°.x" —2x°} | je bdzou vektorového priestoru Ps(R) . Ak dno, aké
stiradnice md v tejto bdze polyndm p(x)= x*+x+1?

18.Mdzu polynémy p(x)=1, q(x)=3-x, s(x)=(3-x)?, 1(x)=(3-x)’ tvorit’ bdzu vektorového priestoru
polynémov najviac 3. stupfia? Ak dno, uréte sdradnice polynémov r(x)=3x°+3 a u(x)=x’-1 v tejto bdze.

19.Ndjdite bdzu a dimenziu vektorového podpriestoru[ (1,1,0),(1,20),(3,10),(2,30),(5,6,0)1.

20.Urcte dimenziu vektorového priestoru[a , b , ¢, d ,e ] andjdite nejakd jeho bdzu, ked’
a=(1,11,1,0), b=(1,1,-1-1-1), ¢=(2,2,0,0,-1),d=(1,1,5,5,2), e=(1,-1,-1,0,0).

21. Akd dimenziu ma vektorovy priestor vSetkych linedrnych kombindcii prvkov x,=(1,1,1,1,0), x.=(1,1,-1 -
1-1),x5=(2,2,0,0,-1), x4=(1,1,5,5,2), x5=(1,-1,-1,0,0)? Urc te niektord jeho bdzu z danych prvkov.

22.Ndjdite vSetky tie hodnoty parametra c , pre ktoré md vektorovy priestor [ (3,1,1,4), (¢, 4,10,1),
(1,7,17,3),(2,2,4,1)] najmensiu dimenziu.

23.Je mozné doplnit’ dané tri vektory (2, 3,4, 1), (3,2, 1,0), (0, 1, 2, 2) na bdzu vektorového priestoru
Vi(Z5)?

24 .Ndjdite stradnice polynémov vzhl'adom na dané bdzy
a) p(x)=2x" +x* —4x> +3 vbdze B={1, 2-x, (2-x)?, (2-x)?, (2-x)*, (2-x)*}
b) p(x)=2x" —4x* +3x* —x? +x =2 v bdze B=(1, x-1, (x-1)%, (x-1)°, (x-1)*, (x-1)°}
c) p(x)=3(x-1)° +15(x -1)* +28(x —1)> +29(x —=1)* +25(x —1) +8 v bdze = { 1, x, x*, x°, x*,
x}.
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25

26

27

28

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

. Vektor aJVs(R) mad v baze B;={(1,0,-1), (0,2,1), (1,-1,0)} sdradnice (-1,0,2). Aké siradnice ma vektor a

v bdze B.={(1,-1,0), (0,0,1), (1,0,1)} ?

.Polyndm ps(x) md v bdze Bi= {1, (x—2), (x—2)?, (x—2)*} stradnice ps(x) = [—1,2,0, —3]s. Uréte jeho

stradnice v baze B.= {1, x,x,x3}.

.Nech V;(R) je vektorovy priestor usporiadanych trojic redlnych Cisel. V pripade, Ze mnoziny a={(2, 3,

5),(0,1,2),(1,0,0)} aB={(1,1,1),(1,1,-1), (2,1, 2)}sti dve bdzy V3(R), ndjdite maticu prechodu od
bdzy a k bdze B.

.Vbdze Bo={ 1, x,x°, x*, x*, x°} md polyném p(x) sdradnice ( 3; -2; 1; -1; 2; 3 ). Aké sdradnice bude

mat’ v bdze B; = {1; 2-x; (2 - x)% (2 - x)%; (2 - x)*; (2 - x)°}?

Polyném p(x) md v bdze B:={1, x, x*, x°, x*, x°} sdradnice (3, 4, -2, 1, 2, 1). Aké stiradnice bude mat’
v bdze B.={1, 2-x, (2-x)%, (2-x)*, (2-x)*, (2-x)°}?

Polyném p(x) md v bdze B={1, x-2, (x-2)?, (x-2)°, (x—-2)"} stiradnice (0, 8, 10, 6, 1). Aké sdradnice
bude mat’ v bdze B.={ 1, x, X%, x>, x*} ?

Polyném p(x) md v bdze Bo={1, x, x*, x*, x*, x° } sdradnice (4,-3,5,3,-1,2). Aké sli jeho stradnice v bdze
Bi={1, x-3, (x-3)%(x-3)*, (x-3)*, (x-3)°} av bdze B.={1, 1-x, (1-x)?,(1-x)?, (1-x)*, (1-x)* }?

Dad sa z mnoziny M={(3,3,8), (3,2,1), (2,4,6), 5,4,13), (1,3,3)} vybrat’ vektor x a doplnit’ bazu
B={(1,2,3), x, (2,1,5)} vektorového priestoru Vs(R) tak, aby vektor v=(3,1,2) mal v bdze B sdradnice
(-743)%?

Dad sa z mnoziny M={(1,2,8), (3,2,1), (2,2,5), (5,4,-1)} vybrat’ taky vektor x, aby vektor a=(1,3,3) mal
v bdze B= {(3,-1,2), x, (1,2,5)} sdradnice (-1, 3, -2) ?

Dany je vektorovy priestor V;(Zs) usporiadanych trojic nad pol'om Zs a mnozina M={(0,0,1), (0,4,3),
(0,1,1) }. Dd sa z mnoziny M vybrat’ prvok b a nim doplnit’ bazu p={(1,1,1), (1,0,1), b} tak, aby vektor
v=(1,4,4) mal v baze B sdradnice (3,3,4)?

V(Z5) je vektorovy priestor usporiadanych trojic prvkov pol'a zvyskovych tried modulo 5. Dand je
mnozina M={(0,1,0), (0,4,3), (0,4,2), (0,1,1)}. Dd sa z mnoZiny M vybrat’ prvok b a doplnit’ nim bdazu
B={(1,1,1), (1,0,1), b} vektorového priestoru tak, aby prvok x=(1, 4, 4) mal sdradnice (3, 3, 4); ?

Uré&te sdradnice polyndmu p(x) =3(x —1)° +15(x =1)* +28(x =1)* +29(x =1)* +25(x —=1) +8 v bdze
B={1, x, x*, x*, x*, x° } vektorového priestoru polynémov najviac 5. stupfia s redlnymi koeficientami
bez rozndsobovania mochin (x-1)* .

Dokdzte, Ze polyndmy p,(x) =x=5, p,(x)=-3x> +2x -1, ps(x) = —x* +3x tvoria bdzu vektorového
priestoru polynémov najviac druhého stupria a ndjdite stradnice polynému g(x) = 6x> =10x —4 v tejto
bdze.

Dokdzte, Ze polynémy p,(x) =10x> =3x+1, p,(x) =12x* =2x+2, p5(x) = —x+1 tvoria bdzu
vektorového priestoru polyndmov stupiia najviac druhého nad pol'om redlnych ¢isel a ndjdite
stradnice polyndmu s(x) = =34x> +10x =8 v tejto bdze.
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39

40.

41.

42

43

44

45

46.

47.

2 3
.Zistite, ¢i matice AI:% 4E Aﬁ% E

. Vo vektorovom priestore V5(R) st dané mnoziny vektorova ={ (2; -1; 1),(0: 1; 2),(3; -4: 2) } aB =

{ (-3;1;5), (-1; -2; -1), (3; 0; 2) }. PresvedCte sa, Ze su to dve rézne bdzy vektorového priestoru Vs(R)
a potom ndjdite maticu prechodu od bdzy a k baze B.

Dané su dve bazy vektorového priestoru Vi(R): B={ (0,1,1), (-1,1,0), (0,0,1)} a B={(1,0,1), (0,1,1),
(2,0,1) }. Najdite maticu prechodu od bdzy B, k bdze B..

Vektor y md v bdze B;={ (0,1,1), (-1,1,0), (0,0,1) } sdradnice (1,-2,0). Aké su sdradnice vektoray
g -1 Oof
v bdze B.={(1,0,1), (0,1,1), (2,0,1) }, ked’ matica prechodu od bdzy B; k bdze B, je| Ol 0 OC

B -2 -1F

<

0 5
0 AF% 2% , AZ% ZE tvoria bdzu vektorového

priestoru vSetkych matic typu 2x2 nad pol'om redlnych ¢isel.

-1 1 2 1 0
.MdZu matice AF% IE , Azzg —IE , AF% IE i A4:§1 —IE tvorit’ bdzu vektorového

priestoru vietkych Stvorcovych matic stupfia dva nad pol'om redlnych &isel? Ak dno, ndjdite sdradnice

1
matice B:% 1% v tejto bdze.

4 . 1 0 ] 1 . ’ Id . 7’ . .
.Sl matice AF% IE , Aﬁ% IE , Aﬁ% OE , Aﬁg 1% linedrne nezavislymi prvkami

vektorového priestoru redlnych matic typu 2x2 nad pol'om redlnych Cisel? Ak dno, aké su stradnice

3 4 ,
matice Bzgz _le vbaze | A4 4. 4.4, Y P

.Zistite, ¢i dand podmnoZzina tvori vektorovy podpriestor priestoru V,(R):

a) M={(x,y)| x=y+1, x,yOR}
k) N={(x.y)l y=k, xy kOR}

MnozZina vSetkych diagondinych matic stupfia 2 tvori vektorovy priestor nad pol'om celych Cisel.
Dokdzte alebo vyvrat'te toto tvrdenie.

Napiste vektorovy podpriestor prislichajlci matici a uréte jeho dimenziu a bdazu:

N S
40

B c)| 4= 2|:,
AEEE: A
Ho1 3F

(O R N\

28



48 .Pre akd redlnu hodnotu parametra ¢ bude mat’ vektorovy podpriestor prislichajici matici

Blc—lZE

5[ najmengiu dimenziu?

H 10 -6 1F

49. Antisymetrické $tvorcové matice stupia tri tvoria podpriestor vektorového priestoru vietkych
$tvorcovych matic stupiia tri nad pol'om redlnych Cisel. Dokdzte! Ndjdite jeho bdzu a uréte jeho

A=12 -1 ¢

dimenziu.

50.Nech M je mnozina redlnych antisymetrickych matic typu 3x3. Presvedcte sa, Ze mnoZina M
s operdciou s¢itania matic a ndsobku matice redlnym cislom tvori vektorovy priestor nad pol'om
redinych &isel. Urte jeho dimenziu, niektord jeho bdzu a ndjdite sdradnice matice

0 2 —IE
A=r2 0 -3C

Hi 3 of

v tejto bdze.

51 . Tvoria matice

A:§+V
2u

2v
u—v%

, kde u,v st 'ubovol'né redlne ¢&isla, vektorovy priestor nad pol'om

redlnych ¢isel vzhl'adom na operdciu séitania matic a ndsobenia matice redlnym cislom? Ak dno,

2
ndjdite jednu jeho bdzu a uréte sdradnice matice| B8 :g 1% v tejto bdze.

52.Ukdzte, ze V,(R) vzhl'adom na operdcie + a - je vektorovy priestor. V»(R) je mnozina usporiadanych
dvojic redlnych Cisel, + je operdcia s¢itania dvojic redlnych Cisel. - je operdcia hdsobenia
usporiadanej dvojice skaldrom.

53.M6zu vektory v1=(1,2,6,3), v»=(2,6,0,4), vs=(3,1,2,2), v4=(5,3,5,6) tvorit’ bdazu vektorového priestoru
usporiadanych Stvoric nad pol'om (Z7, +, .)?

54 .. nvektorov z vektorového priestoru V.(R) tvori riadky matice A. |A|=0,5. Co viete povedat’
o vektoroch na zdklade tejto informdcie?

Spat’ na obsah
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Kusok tedrie

1. Napiste priklad reldcie p , ktord je tranzitivna, ale nie je ani reflexivna ani symetrickd. A presvedéte
sa o fom, Ze mad pozadované vlastnosti.

2. Napiste priklad bindrnej operdcie na zvolenej mnozine, ktord nebude mat’ neutrdlny prvok
a presvedcte sa o tom.

3. Uved'te priklad reldcie p, ktord je reflexivna a tranzitivna, ale nie je symetrickd. A presvedcte sa o
tom, Ze md poZadované vlastnosti.

4. Na mnozine celych Cisel uved'te priklad bindrnej operdcie, ktord nie je ani komutativna ani asociativna
a presvedCte md, Ze ma pozadované vlastnosti.

5. Algebraické $truktiry s jednou bindrnou operdciou - definujte + definujte aj sivisiace pojmy.

6. Uved'te priklad bindrnej operdcie, ktord spolu s mnoZinou raciondlnych Cisel bude tvorit’ komutativny
monoid. A presved¢te sa o tom.

7. Ukdzte, Ze V,(R) vzhl'adom na operdcie + a - je vektorovy priestor. V»(R) je mnozina usporiadanych
dvojic redlnych Cisel, + je operdcia s¢itania dvojic redlnych Cisel. - je operdcia ndsobenia
usporiadanej dvojice skaldrom.

8. Nech M., je mnozina vSetkych matic typu m x n nad danym pol'om., znamend s¢itanie matic

uvedeného typu, predstavuje ndsobenie matice skaldrom z uvazovaného pol'a. Vyslovte a dokdzte

tvrdenie o (Mu, L),
9. Na mnozindch Z, Q, R ndjdite bindrnu operdciu, ktord bude:
a) komutativha aj asociativna
b) nie komutativna ale asociativha
c) komutativna ale nie asociativna
d) ani komutativna ani asociativha
Ukdzte, 7e vami definované operdcie spifiajd pozadované vlastnosti.
10. Algebraické Struktdry s dvomi bindrnymi operdciami - definujte + definujte aj stvisiace pojmy.
11.Determinant matice - definujte a definujte aj pojmy slvisiace + sposoby vypo¢tu determinantu.
12.Napiste ktoré operdcie vykonané na riadkoch matice menia hodnotu determinantu. Napiste vietky
pripady, kedy detA sa rovnd nule.
13.Dokdzte tvrdenie:
a) .V grupe existuje ku kazdému prvku prave jeden symetrizacny prvok."
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14

15

16.
17.
.Napiste, na ¢o vietko je pouzitel'nd opakovand Hornerova schéma.
19.
20.

18

21

22

25.

26.

27

28
29

b) .Vokruhu (A,[ ][ D), ktorého aditivna grupa md neutrdlny prvok O, pre 'ubovol'né aA
plati: d _j0=0 Ja=0"

c) .V poli (F,U,0) plati: Dab,cOF aOb=alc=>b=c;alb=alc=>b=c"

d) . V 8tvorcovej matici A stupiia n st riadkové vektory linedrne zdvislé prdve vtedy, ked’ det
A=0"

e) .Vektory vi, v, ..., v, sU linedrne zdvislé <=> jeden je linedrnou kombindciou ostatnych."

f) .VSetky bdzy konecno rozmerného vektorového priestoru maji rovnaky pocet prvkov."

g) .Riadkové vektory $tvorcovej matice A stupiia n su linedrne zdvislé <=> detA=0."

h) .KaZzdé pole je obor integrity."

. Vyslovte

a) fundamentdinu vetu algebry

b) nutnl a postaujlcu podmienku existencie inverznej matice
c) vlastnosti determinantov

d) Steinitzovu vetu

. Vyslovte a dokdzte

a) Frobeniovu vetu

b) asociativhost’ ndsobenia matic

c) vetu o stradniciach vektora vzhl'adom na dve rézne bdzy a a B.

d) vetu o vypoclte stradnic vektoray pri prechode od bdzy a k baze .
Odvod'te Hornerovu schému a napiste jej praktické pouzitie.
Napiste, ¢o vietko viete ziskat’ z jednordzového pouzitia Hornerovej schémy.

Odvod'te Taylorov rozvoj polynému okolo bodu ¢ pomocou viacndsobného pouzitia Hornerovej schémy.
Dokonéite a dokdzte vetu:
a) V Stvorcovej matici A=(a;) stupria n s riadkové vektory linedrne zdvislé prave vtedy

b) Nech pi(x) je polyném n-tého stupria nad pol'om komplexnych &isel. Nech ¢ je 'ubovol'né
¢islo. Potom ..........
c) Nech S je mnozina vietkych rieseni homogénneho systému m rovnic o n nezndmych.

d) Vektory aj, ......., 0n tvoria bdzu vektorového priestoru V(F) prdve vtedy, ked'......
e) Nech X=( xi, ..., X,) st stradnice vektora yOV,(R) v baze a=(ay, ...,00, Y=(yi, ..., ¥a) SU
stradnice toho istého vektora v baze B=( B, ....8n ). Potom Y..........

.Elementdrne matice - definujte; typy elementdrnych matic, vety vzt'ahujlce sa k elementdrnym

maticiam.

.Matica - definujte; Specidlne typy matic - vymenujte a definujte.
23.
24.

Definujte determinant matice a napiste zdkladné vlastnosti determinantov.

Homogénny systém linedrnych rovnic - zadefinujte, vyslovte vetu o riesitel'nosti systému,
zadefinujte pojmy sivisiace s témou.

Homogénny systém 3 linedrnych rovnic o 5 nezndmych md nekoneéne vel'a riedeni. Co viete usidit’ na
zdklade tejto informdcie o vektoroch zodpovedajlcich koeficientom pri premennych xi,...,xs?
Nehomogénny systém linedrnych rovnic -definujte; definujte stvisiace pojmy; napiste vety o
riesitelnosti systému.

.Inverznd matica - definujte; vety vzt'ahujlce sa k inverznej matici; definicie sdvisiacich pojmov;
sposoby vypoctu.

. Vlastné hodnoty a vlastné vektory matic a pojmy s nimi sdvisiace.

.Linedrna zdvislost’ a nezdvislost’ prvkov vektorového priestoru - definujte, uved'te vSetky podmienky
linedrnej zdvislosti (resp. nezdvislosti), na ktoré si spomeniete.
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30. Suradnice vektorov vzhl'adom na bdzu a={aqy,......,a.}a bdzu B={ By, ..., B} . Napiste vSetko, ¢o k danej
téme patri.
31.Definujte:

bindrnu operdciu;

rozklad mnoZziny;

reldciu ekvivalencie;
ekvivalenciu na mnozine A;
algebraickd $truktiruy;

monoid;

okruh;

grupu;

delitele nuly;

obor integrity:;

teleso;

k-ndsobny koref polynému;
polyndm nad pol'om F;
ireducibilny polyném nad pol'om F;
reducibilny polyném nad danym pol'om;
rydzoraciondlnu funkciu;
elementdrne zlomky;
elementdrne riadkové operdcie;
elementdrnu maticu;

singuldrnu maticu;

reguldrnu maticu;

inverznd maticu;
antisymetrickd maticu;
symetrickd maticu;

sucin matic;

n-td mocninu matice;

inverziu v permutdcii;
determinant matice;
ekvivalentnost’ matic;

veddci prvok riadku matice;
hornd trojuholnikovd maticu;
dolnd trojuholnikovd maticu;
redukovant trojuholnikovd maticu;
hodnost’ matice;

nulitu matice;

defekt matice;

algebraicky doplnok prvku a;;
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Laplaceov rozvoj determinantu;

Laplaceov rozvoj podl'a i-teho riadku;

Laplaceov rozvoj determinantu podl'a j-teho sTfpca;

rieSenie sdstavy linedrnych rovnic;

vektorovy priestor nad pol'om F;

podpriestor vektorového priestoru;

linedrny obal vektorov vi,v,,... Vs

linedrnu nezdvislost’ vektorov;

linedrne zdvislé vektory;

dimenziu vektorového priestoru;

bazu vektorového priestoru;

sutradnice vektora vzhl'adom na dant bdzu;

charakteristicky polyndm matice A;

vlastné hodnoty matice;

vlastny vektor prislichajlci vlastnej hodnote;

1. 2. 3. 4.
22. 23. 24.
41. 42. 43.

61. 62. 63.

1. 2. 3. 4.
22. 23. 24.

Spat’ na obsah

Yusledky

Algebraické Struktdary

5. 6. 7. 8. 9. 10. 11. 12. 13. 14 15. 16.
25. 26. 27. 28. 29. 30. 31. 32. 33. 34. 35.

44. 45. 46. 47.48. 49. 50. b51. 52. 53. 54.
64. 65. 66. 67.

Polynémy

5. 6. 7. 8. 9. 10. 11. 12. 13. 14 15. 16.
25. 26. 27. 28. 29. 30. 31. 32. 33. 34. 35.
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17. 18. 19. 20. 21.
36. 37. 38. 39. 40.
55. 56. 57. 58. 59. 60.

17. 18. 19. 20. 21.
36. 37. 38. 39. 40.



41. 42. 43. 44. 45. 46. 47.48. 49. 50. 51. 52. 53. 54. 55. 56. 57. 58. 59. 60.

61. 62. 63. 64. 65. 66. 67.

Matice a determinanty

1. 2. 3. 4 5 6. 7. 8 9. 10. 11. 12. 13. 14, 15 16. 17. 18. 19. 20. 21.
22. 23. 24. 25. 26. 27. 28. 29. 30. 31. 32. 33. 34. 35. 36. 37. 38. 39. 40.
41. 42. 43. 44. 45. 46. 47.48. 49. 50. 51. 52. 53. 54. 55. 56. 57. a)
qo 11 -Ip
Aﬂzgga -1 3 -l
24 -1 -5 3
11

ﬁz 1 -

C
b)c) 58. 59. 60. 61. 62. 63. 64. 65. 66. 67.

:

Vektory a vektorové priestorvy

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11. 12, 13. 14. 15. 16. 17. 18. 19. 20. 21.
22. 23. 24. 25. 26. 27. 28. 29. 30. 31. 32. 33. 34. 35. 36. 37. 38. 39. 40.

41. 42. 43. 44. 45. 46. 47.48. 49. 50. 51. 52. 53. 54. 55. 56. 57. 58. 59. 60.

61. 62. 63. 64. 65. 66. 67.
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