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O £om ?

Na podnet kolegu Pavla St°íºa som si zaspomínal na moje za£iatky
rie²enia ²tandartného puzzle Sudoku. 1 2

• �tandartné puzzle (Sudoku puzzle)
• �tandartné diagonálne puzzle (Sudoku X puzzle)
• 13blokové puzzle (Windoku puzzle)
• Diagonálne 13blokové puzzle (Windoku X puzzle)
• Izomor�zmus zadaní puzzle a jeho vlastnos´
• Otvorené problémy a hypotézy

1�.Pe²ko (2007), Rie²enie Sudoku v tabu©kových procesoroch,
In: 5. konference o matematice a fyzice na vysokých ²kolách technických
s mezinárodní ú£astí, Brno 13. zá°í 2007, Univerzita obrany, ISBN
978-80-7231-274-0,516-522, 516-522.

2�.Pe²ko (2008), Sudoku - hra alebo loka£ná úloha? In: Aplimat, 7th
international conference : February 5-8, 2008, Bratislava, Slovak University of
Technology, ISBN 978-80-89313-04-4, 41-51.
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�tandartné puzzle Sudoku

6 4 9
4 7

9 1 4 5

9 8 3
8 9

1 9 3

7 8 5 2
2 8

4 6 2

Table 1: Diabolské puzzle

Základné pravidlá: Do kaºdého hracieho po©a 9× 9 puzzle sa
dop¨¬ajú £isla od 1 do 9 tak, aby kaºdý riadok, s¨pec a blok
3× 3 obsahoval kaºdé £íslo práve raz.
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Parametre modelu BLP (Bivalentné Lineárne Programovanie)

Nech N = {1, 2, . . . , 9} je mnoºina £ísel. Treba ich uloºi´ na vo©né
miesta tabu©ky A = (aij). �ísla blokov sú v tabu©ke B = (bij))

1 1 1 2 2 2 3 3 3
1 1 1 2 2 2 3 3 3
1 1 1 2 2 2 3 3 3

4 4 4 5 5 5 6 6 6
4 4 4 5 5 5 6 6 6
4 4 4 5 5 5 6 6 6

7 7 7 8 8 8 9 9 9
7 7 7 8 8 8 9 9 9
7 7 7 8 8 8 9 9 9

Table 2: Bloky puzzle

Tabu©ka C = (cijk) udáva polohy zadaných £ísel z N

cijk =

{
1 ak aij = k
0 iná£
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Model BLP puzzle → Sudoku.ods
Nech premenná xijk = 1 ak na mieste (i , j) puzzle je umiestnené
£íslo k ∈ N, iná£ xijk = 0.∑

i∈N

∑
j∈N

∑
k∈N

cijk · xijk → max (1)

∑
j∈N

xijk = 1 ∀(i , k) ∈ N × N (2)

∑
i∈N

xijk = 1 ∀(j , k) ∈ N × N (3)∑
(i,j)∈N×N:bij=t

xijk = 1 ∀(t, k) ∈ N × N (4)

∑
k∈N

xijk = 1 ∀(i , j) ∈ N × N (5)

xijk ∈ {0, 1} ∀(i , j , k) ∈ N × N × N (6)

Ak ozna£íme S = (sij), i ∈ N, j ∈ N rie²enie puzzle, potom

sij =
∑
k∈N

k · xijk .
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�tandartné diagonálne puzzle

Pravidlá: Zostávajú v platnosti poºiadavky na ²tandartné puzzle
Sudoku naviac v²ak aj hlavná i ved©aj²ia diagonála má obsahova´
kaºdé £íslo práve raz.

2 5 9 6 1 3 8 4 7
3 8 1 9 4 7 2 6 5
6 7 4 5 2 8 9 1 3

8 9 6 3 7 1 4 5 3
1 2 3 4 5 6 7 8 9
7 4 5 2 8 9 1 3 6

5 1 8 7 3 2 6 9 4
9 3 2 1 6 4 5 7 8
4 6 7 8 9 5 3 2 1

Table 3: Rie²enie ²tandartného diagonálneho puzzle
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Model BLP diagonálneho puzzle → DSudoku.ods

Sta£í doplni´ obmedzujúce podmienky (2)�(5) o hlavnú diagonálu
(7) a ved©aj²iu diagonálu (8).

∑
i∈N

xiik = 1 ∀k ∈ N (7)∑
i∈N

x10−i ,10−i ,k = 1 ∀k ∈ N (8)

A to je v²etko ;-).
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13blokové puzzle

Pravidlá: Zostávajú v platnosti poºiadavky na ²tandartné puzzle
Sudoku naviac v²ak pribudnú ¤al²ie ²tyri bloky (1, 2, 3, 4), ktoré
majú obsahova´ kaºdé £íslo práve raz.

1 1 1 2 2 2
1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 2

3 3 3 4 4 4

3 3 3 4 4 4
3 3 3 4 4 4

Table 4: Nové bloky B = (bij) puzzle

Nevyplnené polí£ka povaºujem opä´ za 0.
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Generátor 13blokového puzzle
dostaneme z prázdneho zadania aij = 0, (i , j) ∈ N × N.

2 1 9 3 6 7 8 5 4
4 5 6 1 2 8 3 9 7
3 7 8 4 9 5 2 1 6

5 2 3 9 1 4 7 6 8
1 8 4 2 7 6 9 3 5
6 9 7 8 5 3 4 2 1

7 3 1 5 4 9 6 8 2
8 4 2 6 3 1 5 7 9
9 6 5 7 8 2 1 4 3

Table 5: Rie²enie 13blokového puzzle

Poznámka: Túto �ntu môºeme pouºi´ pre ©ubovo©né puzzle
Sudoku. Nasledujúci model bude h©ada´ len nejaké prípustné
rie²enie.

�tefan PE�KO pesko@frcatel.fri.uniza.sk http://frcatel.fri.uniza.sk/users/pesko/BLP modely Sudoku v tabu©kových procesoroch



Model BLP 13blokové puzzle → 13BSudoku.ods

Sta£í doplni´ obmedzujúce podmienky (2)�(5) o ¤al²iu podmienku

∑
(i ,j)∈N×N:bij=t

xijk = 1 ∀k ∈ N, t ∈ {1, 2, 3, 4} (9)

A to je opä´ v²etko ;-).
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Diagonálne 13blokové puzzle → D13BSudoku.ods
Pravidlá: Zostávajú v platnoti poºiadavky na 13.blokové aj
diagonálne puzzle Sudoku.

1 2 3 4 5 6 7 8 9
5 4 8 2 7 9 6 1 3
6 7 9 3 1 8 5 2 4

2 1 6 5 9 7 4 3 8
3 9 7 1 8 4 2 5 6
8 5 4 6 3 2 9 7 1

7 8 2 9 6 1 3 4 5
9 3 1 7 4 5 8 6 2
4 6 5 8 2 3 1 9 7

Table 6: Rie²enie diagonálneho 13blokového puzzle

Tu sta£í doplni´ obmedzujúce podmienky (2)�(5) o podmienky
(7),(8) a (9)
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Izomor�zmus zadaní puzzle
Puzzle A a A nazveme izomorfné ak existuje taká neidentická
permutácia £ísel π na N, ºe pre kaºdú dvojicu (i , j) ∈ N × N platí

aij =

{
π(aij) ak aij > 0
0 iná£

(10)

Ak taká permutácia π neexistuje hovoríme ºe puzzle A a A sú
neizomorfné.

Príklad: Majme permutáciu π = (1, 8, 3, 4, 5, 6, 7, 2, 9), potom sú
puzzle A a A izomorfné.

6 4 9

4 7

9 1 4 5

9 8 3

8 9

1 9 3

7 8 5 2

2 8

4 6 2

6 4 9

4 7

9 1 4 5

9 2 3

2 9

1 9 3

7 2 5 8

8 2

4 6 8

A A
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Vlastnos´ izomorfných puzzle

Tvrdenie Ak sú rie²ite©né puzzle A a A izomorfné potom sú aj
zodpovedajúce rie²enia S a S izomorfné.

V na²om príklade sa 2 premenovala na 8 a 8 premenovala na 2.

1 5 6 3 7 4 9 2 8

3 4 9 2 5 8 1 7 6

2 7 8 9 6 1 3 4 5

4 9 7 8 3 6 5 1 2

8 1 3 7 2 5 4 6 9

5 6 2 4 1 9 8 3 7

7 8 1 5 4 2 6 9 3

6 2 5 1 9 3 7 8 4

9 3 4 6 8 7 2 5 1

1 5 6 3 7 4 9 8 2

3 4 9 8 5 2 1 7 6

8 7 2 9 6 1 3 4 5

4 9 7 2 3 6 5 1 8

2 1 3 7 8 5 4 6 9

5 6 8 4 1 9 2 3 7

7 2 1 5 4 8 6 9 3

6 8 5 1 9 3 7 2 4

9 3 4 6 2 7 8 5 1

S S
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Otvorené problémy a hypotézy

• OP1: Pri akom minimálnom po£te zadaných £ísel má puzzle
s danými obmedzeniami jediné rie²enie? Je tento po£et závislý
aj od ich umiestnenia?

• H1: Moºno pomôºe Tvrdenie: Nech je X 0 = (x0ijk) nejaké
rie²enie Sudoku. Ak má Sudoku doplnené podmienkou∑

(i ,j ,k)∈N×N×N x0ijk · xijk ≤ 80, potom rie²enie nie je ur£ené
jednozna£ne. Overené aj dokázané aj pre roz²írené modely.

• OP2: Aký je po£et neizomorfných puzzle pre ich rôzne verzie?
• H2: Ak p je po£et v²etkých puzzle daného typu, potom p/9!

udáva h©adaný po£et. Treba nájs´ dobrý horny odhad p.
• OP3: Sú poznatky ziskané pri rie²ení puzzle s blokmi 2× 2

a N = {1, 2, 3, 4} (tzv. miniSudoku) prenesite©né na
²tandartné puzzle?

• H3: Pravdepodobne ano, nenachádzam dôvod pre£o nie.
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�akujem za pozornos´ a trpezlivos´

Figure 1: Posledný východ slnka...
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