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Motivácia

Ak opakujeme nezávisle ur£itý pokus, môºeme z pozorovaných
hodnôt zostavi´ rozdelenie relatívnych po£etností niektorej náhodnej
udalosti a pokúsi´ sa zisti´ jej rozdelenie alebo charakteristiky.

O£akávame, ºe pri dodrºaní istých podmienok sa s rastúcim
po£tom opakovaní bude empirické rozdelenie po£etností pribliºova´
k teoretickému rozdeleniu.

Túto my²lienku presnej²ie upravujú zákony ve©kých £ísel.
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Konvergencia pod©a pravdepodobnosti

Hovoríme, ºe postupnos´ náhodných premenných {Xn}∞n=1
konverguje pod©a pravdepodobnosti ku kon²tante c , ak pre kaºdé
ε > 0 platí

lim
n→∞

P(|Xn − c | < ε) = 1. (1)

resp.
lim
n→∞

P(|Xn − c | ≥ ε) = 0. (2)

Pre konvergenciu pod©a pravdepodobnosti budeme pouºíva´ symbol

Xn
P−→ c .
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Tvrdenie 16 (Bernoulli)
Majme postupnos´ {Xn}∞n=1 navzájom nezávislých náhodných
premenných, ktoré majú to isté binomické rozdelenie Xi ∼ Bi(n, p).
Potom pre kaºdé ε > 0 platí

lim
n→∞

P
(∣∣∣Xn

n
− p
∣∣∣ ≥ ε) = 0. (3)

Dôkaz: Pre kaºdé n platí

E
(Xn

n

)
=

np

n
= p,

D
(Xn

n

)
=

np(1− p)

n2
=

p(1− p)

n
.

Z �eby²ovej nerovnosti dostaneme

P
(∣∣∣Xn

n
− p
∣∣∣ ≥ ε) ≤ p(1− p)

nε2
,

odkia© je tvrdenie zrejmé.
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Tvrdenie 16 hovorí, ºe s rastúcim po£tom nezávislých pokusov,
postupnos´ relatívnych po£etností výskytu náhodnej udalosti A
�nejako� konverguje k P(A), ak je rovnaká vo v²etkých pokusoch.
Zapí²me tvrdenie (3) pomocou doplnkovej udalosti, dostaneme

lim
n→∞

P
(∣∣∣Xn

n
− p
∣∣∣ < ε

)
= 1.

Ak si zvolíme ©ubovo©ne malé ε > 0, vºdy máme jednotkovú pp., ºe
v limite sa relatívna po£etnos´ lí²i od odhadovanej pp. o menej neº
je toto malé ε.
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Tvrdenie 17 (�eby²ev)
Majme takú postupnos´ {Xi}ni=1,ºe E(Xi ) <∞ a D(Xi ) = c <∞.
Potom pre kaºdé ε > 0 platí

lim
n→∞

P
(∣∣∣1

n

n∑
i=1

Xi −
1
n

n∑
i=1

E(Xi )
∣∣∣ < ε

)
= 1. (4)

Dôkaz:
Vzh©adom na �eby²evovu nerovnos´ 1 , môºeme uvedenú pp.
odhadnú´

P
(∣∣∣1

n

n∑
i=1

Xi −
1
n

n∑
i=1

E(Xi )
∣∣∣ < ε

)
= 1−

∑n
i=1D(Xi )

n2ε2
≥ 1− c

nε2
.

Po limitnom prechode n→∞ dostaneme tvrdenie.

1P(|Y − E(Y ))| ≥ β) ≤ D(Y )
β2

, ∀β > 0, ∃E(Y ), ∃D(Y )
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Pri splnení uvedených podmienok

X n =
1
n

n∑
i=1

Xi
P−→ 1

n

n∑
i=1

E(Xi ).

Ak majú naviac náhodné premenné Xi to isté rozdelenie so
strednou hodnotou E(Xi ) = µ a kone£ným rozptylom D(Xi ) = σ2,

potom X n = 1
n

∑n
i=1 Xi

P−→ µ.

Príklad 6.1
Vypo£ítajte pravdepodobnos´, ºe aritmetický priemer z 10 000
nezávislých meraní udáva skuto£nú hodnotu meranej veli£iny µ
s presnos´ou 0.01 ak rozptyl jednotlivých meraní nepresiahne 0.02 .

Výsledky n = 10000 meraní reprezentujme premennými
Xi ; i = 1, . . . , n s E(Xi ) = µ, c = D(Xi ) = 0.02.

P
(∣∣∣1

n

n∑
i=1

Xi − µ
∣∣∣ < ε

)
≥ 1− c

nε2
= 1− 0.02

10000(0.01)2
= 0.98.
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Centrálna limitná veta

Podstatou v²etkých formulácií centrálnej limitnej vety je tvrdenie,
ºe sú£et ve©kého po£tu nezávislých náhodných premenných
s kone£nou strednou hodnotou a kone£ným rozptylom má
asymptoticky normálne rozdelenie.

Tento výsledok sa vyuºíva v praxi. Ak aj skúmané náhodné veli£iny
v jednotlivých pokusoch nemajú normálne rozdelenie, tak s ich
sú£tom sa pri dostato£ne ve©kom po£te pracuje ako s normálne
rozdelenou náhodnou premennou.
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Tvrdenie 18 (Linderberg-Lévy)
Majme postupnos´ {Xi}ni=1 navzájom nezávislých náhodných
premenných, ktoré majú rovnaký pravdepodobnostné rozdelenie,
kone£nú strednú hodnotu E(Xi ) = µ a kone£ný rozptyl D(Xi ) = σ2.

Nech Y =
n∑

i=1
Xi . Potom normovaná náhodná premenná

U =
Y − E(Y )√

D(Y )

má asymptoticky ²tandardizované normálne rozdelenie pp. N(0, 1)
tj. platí

lim
n→∞

P(U < u) = Φ(u), u ∈ <.
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�peciálny prípad

Tvrdenie 19 (Moivrova�Laplaceova)
Majme postupnos´ {Xi}ni=1 navzájom nezávislých náhodných
premenných s rovnakým rozdelením Xi ∼ Bi(n, p), 0 < p < 1.
Potom pre ©ubovo©né x ∈ < platí

lim
n→∞

P
(∑n

i=1 Xi − np√
np(1− p)

< x
)

= Φ(x).

Poznámka:
Tvrdenie umoº¬uje pri ve©kom po£te opakovaní n aproximova´
binomické rozdelenie náhodnej premennej X normálnym tj.

P(a ≤ X ≤ b) ≈ Φ
( b − np√

p(1− p)

)
− Φ

( a− np√
p(1− p)

)
.
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Príklad 6.2
Majme náhodnú premennú Y ∼ Bi(n, p), ktorú môºeme vyjadri´ v

tvare sú£tu Y =
n∑

i=1
Xi ,Xi ∼ A(p). Potom je sú£et Sn

Sn =
1√
n

n∑
i=1

( Xi − p√
p(1− p)

)
=

Y − np√
np(1− p)

,

normovanou náhodnou premennou k binomickému rozdeleniu. Pre
ve©ké n je Sn ∼ N(0, 1), £o môºeme zapísa´ tieº

Y ∼ N(np, np(1− p)). (5)

Poznámka:
Aproximácia binomického rozdelenia normálnum sa povaºuje za
vyhovujúcu ak platí: np(1− p) > 9.
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Príklad 6.3
Zaujíma nás neznámy podiel p osôb s krvnou skupinou A v danej
populácii. U ko©kých osôb musíme zisti´, £i má alebo nemá skupinu
A, aby sme s pp. aspo¬ 0.9 odhadli neznámu pp. s chybou nanajvý²
0.05?

Vyberieme z danej populácie náhodne n osôb. Náhodný po£et osôb
s krvnou skupinou A je náhodnou premennou Y ∼ Bi(n, p).
Neznámy podiel p budeme odhadova´ pomocou Y /n. Po£et
oslovených osôb zvolíme tak, aby platilo

P
(∣∣∣1

n
Y − p

∣∣∣ < 0.05
)
≈ 0.9.

Pouºijeme (5) tj. Y ∼ Bi(np, np(1− p)) a postupnými úpravami
dostaneme

0.9 ≈ P
(∣∣∣1

n
Y − p

∣∣∣ < 0.05
)

= P(−0.05n + np < Y < 0.05n + np)

= Φ
( 0.05n√

np(1− p)

)
− Φ

( −0.05n√
np(1− p)

)
= 2Φ

( 0.05n√
np(1− p)

)
− 1.
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Teda by malo by´

Φ
( 0.05n√

np(1− p)

)
≈ 1 + 0.9

2
= 0.95,

£o zaru£íme vo©bou

0.05n√
np(1− p)

= Φ−1(0.95) = 1.644854.

Pri vo©be p = 1
2 máme p(1− p)→ max a tak po úprave dostaneme

n > 100 · 1.6448542 ≈ 270.
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Príklad 6.4
Pomocou centrálnej limitnej vety vyjadrite P(

∑n
i=1 Xi < a) ak sú

X1,X2, . . . ,Xn nezávislé náhodné premenné s rozdelením N(1, 4),
resp. A(15),R(0, 2),R(−2, 2).

Pod©a tvrdenia 18 moºeme odhadnú´

U =
n∑

i=1

Xi ∼ N(nE(X1), nD(X1)) =⇒ P(U < a) = Φ
(a− nE(X1)√

nD(X1)

)

• Xi ∼ N(1, 4): P(U < a) = Φ
(
a−n
2
√
n

)
,

• Xi ∼ A(15): P(U < a) ≈ Φ
(
5a−n
2
√
n

)
,

• Xi ∼ R(0, 2): P(U < a) ≈ Φ
( (a−n)√3√

n

)
,

• Xi ∼ R(−2, 2): P(U < a) ≈ Φ
(
a
√
3

2
√
n

)
.
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Príklad 6.5
V ur£itej oblasti je 3% chorých na maláriu. Aká je pravdepodobnos´,
ºe pri kontrole 5 000 ©udí nájdeme 3± 0.5 chorých na maláriu.

Podiel chorých

S5000
5000

∼ Bi(5000, 0.03) ≈ N(0.03,
1

5000
0.03 · 0.97).

Potom

P
(
2.5 ≤ S5000

5000
≤ 3.5

)
≈ Φ

( 3.5− 0.3√
0.00000582

)
−Φ
( 2.5− 0.3√

0.00000582

)
= 0.962
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Cvi£enie

6.1 (3b) Po£et chýb na jednej strane textu má strední hodnotu 8 a
rozptyl 4. Aká je pravdepodobnos´, ºe na 100 stranách bude
menej neº 750 chyb?

6.2 (3b) Odhadnite pp. s akou bude po£et ²estiek, ktoré padnú
v 1000 nezávislých hodoch spravodlivou kockou, v intervale
〈147, 186〉.

6.3 (3b) V 10 000 nezávislých hodoch mincou padlo spolu 5 087×
hlava. Môºeme povaºova´ mincu za spravodlivú?

6.4 (4b) Pravdepodobnos´, ºe bude výrobok reklamovaný je 0.05.
Aká je pp., ºe z 300 predaných výrobkov ich bude nanajvý² 20
reklamovaných?

6.5 (5b) Pri zostavovaní ²tatistického výkazu bolo spo£ítaných 103

£ísel, pri£om kaºdé bolo zaokrúhlené na m desatiných miest.
Chyba vznikajúca zaokrúhlením má rovnomerné rozdelenie v
rozsahu (−0.5 · 10−m, 0.5 · 10−m). Vypo£ítajte hranicu, ktorú
s pp. 0.99 neprekro£í absolútna hodnota celkovej chyby sú£tu.
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