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Motivacia

Ak opakujeme nezavisle urcity pokus, mézeme z pozorovanych
hodnot zostavit rozdelenie relativnych pocetnosti niektorej ndhodnej
udalosti a pokusit sa zistit jej rozdelenie alebo charakteristiky.

Ocakavame, Ze pri dodrzani istych podmienok sa s rastiicim
poctom opakovani bude empirické rozdelenie pocetnosti priblizovat
k teoretickému rozdeleniu.

Tato myslienku presnejsie upravuji zdkony velkych éisel.
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Konvergencia podla pravdepodobnosti

Hovorime, ze postupnost nahodnych premennych {X,}>,
konverguje podla pravdepodobnosti ku konstante c, ak pre kazdé
e > 0 plati

lim P(|X, —c| <e)=1. (1)
n—o0

resp.
Ii_)m P(|Xn—c| >¢)=0. (2)

Pre konvergenciu podla pravdepodobnosti budeme pouzivat symbol
Xn £> c.
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Tvrdenie 16 (Bernoulli)

Majme postupnost {X,}5°, navzajom nezavislych ndhodnych
premennych, ktoré maji to isté binomické rozdelenie X; ~ Bi(n, p).
Potom pre kazdé ¢ > 0 plati

: Xn
Jim P(|) —p|ze) =0 (3)
Dokaz: Pre kazdé n plati

(%)%=

n n
D<Xn> _np(l—p)  p(l-p)
2y _ > — )
n n n
Z Ceby3ovej nerovnosti dostaneme
X 1-—
P<J—P‘ 25) Ssz)a
n ne
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Tvrdenie 16 hovori, Ze s rasticim poctom nezavislych pokusov,
postupnost relativnych pocetnosti vyskytu ndhodnej udalosti A
~nejako” konverguje k P(A), ak je rovnaka vo vsetkych pokusoch.
Zapisme tvrdenie (3) pomocou doplnkovej udalosti, dostaneme

i P(|% -o] <) =2

Ak si zvolime lubovolne malé ¢ > 0, vzdy mame jednotkova pp., ze
v limite sa relativna pocetnost |isi od odhadovane] pp. o menej nez
je toto malé e.
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Tvrdenie 17 (Cebysev)
Majme takd postupnost {X;}7_;,ze E(X;) < oo a D(Xj) = ¢ < 0.
Potom pre kazdé & > 0 plati

(P S SECAED NG
i=1 i=1

Dékaz:
Vzhl'adom na Cebysevovu nerovnost ! , mdzeme uvedeni pp.
odhadnit

LTI
i=1 i=1

Po limitnom prechode n — oo dostaneme tvrdenie.

Do) e
n2g? = ne2

<5):1—

"P(lY —E(Y)) > 8) < %2, v8 > 0,3E(Y), ID(Y)
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Pri splneni uvedenych podmienok

n

N 1
X, = n;x,- 2, ;ZE(X,-).

i=1

Ak maji naviac nahodné premenné X; to isté rozdelenie so
2

strednou hodnotou E(X;) = v a kone€nym rozptylom D(X;) = o7,

potom X, =137 X; L

Priklad 6.1

Vypocitajte pravdepodobnost, ze aritmeticky priemer z 10 000
nezavislych merani udava skuto¢ni hodnotu meranej veliiny u
s presnostou 0.01 ak rozptyl jednotlivych merani nepresiahne 0.02 .

Vysledky n = 10000 merani reprezentujme premennymi
Xii=1,...,ns E(X;) = p,c=D(X;) =0.02.

1 < c 0.02
P(’f X; — ‘<)>1——:1—'7:0.98.
n; HI=e) =27 he 10000(0.01)?
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Centralna limitna veta

Podstatou vsetkych formulacii centralnej limitnej vety je tvrdenie,
7Ze siicet velkého poétu nezavislych ndhodnych premennych

s konecnou strednou hodnotou a konec¢nym rozptylom ma
asymptoticky normalne rozdelenie.

Tento vysledok sa vyuziva v praxi. Ak aj skimané nahodné veliciny
v jednotlivych pokusoch nemaji norméalne rozdelenie, tak s ich
si¢tom sa pri dostatoéne velkom poéte pracuje ako s normalne
rozdelenou nahodnou premennou.
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Tvrdenie 18 (Linderberg-Lévy)
Majme postupnost {X;}"_; navzdjom nezavislych ndhodnych
premennych, ktoré maji rovnaky pravdepodobnostné rozdelenie,
konegna stredni hodnotu E(X;) = p a kone&ny rozptyl D(X;) = o2.

n
Nech Y = > X;. Potom normovana nadhodna premenni

i=1

_Y-E()
D(Y)

ma asymptoticky standardizované normalne rozdelenie pp. N(0,1)

tj. plati
lim P(U < u) =®(u), ueR.

n—o0
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Specialny pripad

Tvrdenie 19 (Moivrova—Laplaceova)

Majme postupnost {X;}7_; navzajom nezavislych nahodnych
premennych s rovnakym rozdelenim X; ~ Bi(n, p),0 < p < 1.
Potom pre lubovolné x € R plati

(27_1 Xi — np
np(1 —p)

lim P

n—o0

< X) = ®(x).

Poznamka:
Tvrdenie umozhuje pri velkom pocte opakovani n aproximovat
binomické rozdelenie ndhodnej premennej X normalnym tj.

PQSXS@%¢(iéTb)_¢(ZaTm)
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Priklad 6.2

Majme nahodn( premenni Y ~ Bi(n, p), ktori mézeme vyjadrit v

n
tvare sictu Y = ) X;, Xi ~ A(p). Potom je sicet S,
i=1

s _ lzn:< Xi—p ) Y —np
n=— ——= = )
vni= \\/p(1—p)/ /np(1-p)
normovanou nahodnou premennou k binomickému rozdeleniu. Pre
velké nje S, ~ N(0,1), €o mbdzeme zapisat tiez
Y ~ N(np, np(1 — p)). (5)
Poznamka:

Aproximacia binomického rozdelenia normalnum sa povazuje za
vyhovujicu ak plati: np(1 — p) > 9.
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Priklad 6.3

Zaujima nas neznamy podiel p 0séb s krvnou skupinou A v danej
populacii. U kolkych os6b musime zistit, ¢i ma alebo nema skupinu
A, aby sme s pp. aspon 0.9 odhadli nezndmu pp. s chybou nanajvys
0.057

Vyberieme z danej populacie nahodne n oséb. Nahodny pocet oséb
s krvnou skupinou A je ndhodnou premennou Y ~ Bi(n, p).
Neznamy podiel p budeme odhadovat pomocou Y /n. Polet
oslovenych os6b zvolime tak, aby platilo

p(’%v ~ p| <0.05) ~09.

Pouzijeme (5) tj. Y ~ Bi(np, np(1 — p)) a postupnymi Gpravami
dostaneme

0.9 ~ P(‘%Y - p‘ < 0.05) = P(=0.05n+ np < Y < 0.05n + np)
0.05 ~0.05 0.05
:¢< np(lip))_(b( np(1 _”p)):2¢( np(lip))_1
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Teda by malo byt

. 1 .
( 0.05n )% +09:O.95,
np(1 - p) 2
¢o zaru&ime vol bou
0.05n

———_ — ¢71(0.95) = 1.644854.
np(1 — p)

Pri volbe p = % mame p(1 — p) — max a tak po Gprave dostaneme

n> 100 - 1.6448542 ~ 270.
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Priklad 6.4

Pomocou centralnej limitnej vety vyjadrite P(>- ; X; < a) ak s
X1, Xa, ..., X, nezavislé nahodné premenné s rozdelenim N(1,4),
resp. A(%), R(0,2), R(—2,2).

Podla tvrdenia 18 mozeme odhadnit

n a— nE(Xq)
U=YS"X; ~ N(nE(Xy), nD(X PU<a)=o( 22U
>~ ME(%). (X)) — PU < 2) = &(* =)
X~ N(1,4): P(U < a)=®(32),
« Xi~A(5): P(U<a)=o(572),
o X~ R(0,2): P(U < a) m &(0073),
o Xi~ R(=2,2): P(U < a) ~ ¢(g\{;i;).
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Priklad 6.5

V urcitej oblasti je 3% chorych na malariu. Aka je pravdepodobnost,
ze pri kontrole 5 000 [udi najdeme 3 & 0.5 chorych na malariu.

Podiel chorych

Ss000 . 1
~ Bi(5000,0.03) ~ N(0.03, ——0.03 - 0.97).
5000 ~ B(5000,0.03) ~ N(0.03, 5100 )

Potom

Ss000

3.5-0.3 25-03
73(2.5 < o < 3.5) ~ cb(W)-cb(W) — 0.962
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Cvicenie

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

(3b) Pocet chyb na jednej strane textu ma stredni hodnotu 8 a
rozptyl 4. Aka je pravdepodobnost, ze na 100 stranach bude
menej nez 750 chyb?

(3b) Odhadnite pp. s akou bude pocet Sestiek, ktoré padna

v 1000 nezavislych hodoch spravodlivou kockou, v intervale
(147,186).

(3b) V 10 000 nezavislych hodoch mincou padlo spolu 5 087 x
hlava. Mézeme povazovat mincu za spravodlivi?

(4b) Pravdepodobnost, ze bude vyrobok reklamovany je 0.05.
Aka je pp., ze z 300 predanych vyrobkov ich bude nanajvys 20
reklamovanych?

(5b) Pri zostavovani statistického vykazu bolo spoéitanych 103
Cisel, pricom kazdé bolo zaokraihlené na m desatinych miest.
Chyba vznikajica zaokriihlenim ma rovnomerné rozdelenie v
rozsahu (—0.5-107™,0.5-10~™). Vypocitajte hranicu, ktor
s pp. 0.99 neprekroci absolitna hodnota celkovej chyby stctu.
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