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Náhodný pokus a náhodná udalos´

Náhodným pokusom rozumieme taký pokus, ktorý môºeme
©ubovo©ne ve©a krát opakova´, pri£om jeho výsledok nie je ur£ený
jednozna£ne. Pri kaºdom opakovaní pokusu je jeho výsledkom
elementárna udalos´.

Neprázdnu mnoºinu v²etkých elementárnych udalostí ozna£íme Ω
a nazývame výberový priestor. Náhodnou udalos´ou rozumieme
©ubovo¨nú mnoºinu elementárnych udalostí t.j. náhodná udalos´
U ⊂ Ω.

Poznámka: Po realizácii náhodného pokusu musí nutne nasta´
jedna elementárna udalos´ z mnoºiny Ω pri£om jej prvky musia
by´ navzájom nezlu£ite©né (nemôºu nasta´ naraz rôzne výsledky
pokusu). O výsledku náhodného pokusu rozhoduje náhoda.
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Príklad 1.1 (Skú²ka z Algebry)
Výsledky ²tudentov môºeme interpretova´ ako realizácie náhodného
pokusu. Elemetárnymi udalos´ami sú tu získané známky ²tudentov
a tak Ω = {A,B,C ,D,E ,FX}. Náhodnou udalos´ou úspech

rozumejú :-) ²tudenti známky {A, . . . ,E} ⊂ Ω.

A B C D E FX

1. 1 1 5 3 1 4
2. 0 1 1 4 3 9
3. 0 0 2 0 5 6
4. 0 1 2 5 16 15
5. 0 0 1 0 4 14
6. 0 0 0 1 10 9
7. 0 0 0 1 12 9
8. 0 0 0 0 9 11

Tabu©ka: Výsledky z 8 termínov skú²ky z Algebry v ZS 2016
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Náhodné udalosti

Majme náhodné udalosti A,B,Ac ⊂ Ω, povieme ºe:

• Ac = Ω− A je doplnkovou udalos´ou k udalosti A, t.j. udalos´
Ac nastane práve vtedy ke¤ nenastane udalos´ A,

• A ⊂ B ak udalos´ B je dôsledkom udalosti A t.j. z nastatia
udalosti A vyplýva nastatie udalosti B ,

• A = B ak udalosti A a B sú si rovné t.j. platí A ⊂ B a sú£asne
B ⊂ A.

• ∅ je nemoºná udalos´,

• Ω je istá udalos´,

Poznámka: Z de�nície náhodnej udalosti je zrejmé:

a) ∀A ⊂ Ω platí: ∅ ⊂ A,A ⊂ A, (Ac)c = A.

b) ∀A,B,C ⊂ Ω platí: ak A ⊂ B,B ⊂ C potom A ⊂ C .

c) ∅c = Ω,Ωc = ∅.
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Operácie s náhodnými udalos´ami

Nech A1,A2, . . . ,An sú náhodné udalosti. Potom

• zjednotením (sú£tom) udalostí rozumieme takú udalos´ A,
ktorá nastane práve vtedy ke¤ nastane aspo¬ jedna z udalosti
A1,A2, . . . ,An; £o ozna£ujeme

A =
n⋃

i=1

Ai .

• prienikom (sú£inom) udalostí rozumieme takú udalos´ A, ktorá
nastane práve vtedy ke¤ sú£asne nastanú v²etky udalosti
A1,A2, . . . ,An; £o ozna£ujeme

A =
n⋂

i=1

Ai .

Hovoríme, ºe udalosti A a B sú disjunktné (nezlu£ite©né) ak to
ºe nastanú sú£asne je udalos´ nemoºná, A ∩ B = ∅.
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Príklad 1.2
Nech je udalos´ A v tom, ºe náhodne vybrané prirodzené £íslo je
delite©né 5 a udalos´ B je v tom, ºe má na poslednom mieste 0.

�o znamenajú udalosti:

C = A ∩ B ? A ∩ B = B a tak udalos´ C nastane, ke¤ bude
vybrané £íslo kon£i´ nulou.

D = Ac ∩ B ? Udalosti Ac a B sú nezlu£ite©né a tak je udalos´ D
nemoºná, D = ∅.

E = A ∪ Bc ? Udalos´ E sa nastane ak je vybrané £íslo delite©né 5
alebo nemá na konci 0 £omu vyhovujú v²etky
prirodzené £ísla takºe E = Ω.

F = (A ∩ Bc)c ? Platí (A ∩ Bc)c = Ac ∪ B a tak udalos´ F
nastane ke¤ vybrané £íslo nebude delite¨né piatimi ale
bude ma´ na konci nulu t.j. v²etky prirodzené £ísla
okrem tých, ktoré majú na poslednom mieste 5.
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Príklad 1.3 (Test sú£iastky)
Dováºaná sú£iastka je skú²aná troma testami. Udalos´
Ai , i = 1, 2, 3 spo£íva v tom, ºe sú£iastka vyhovie v i-tom teste.

Ako vyjadríme, v mnoºinovej symbolike, ºe sú£iastka vyhovie:

a) len v prvom teste ? A1 ∩ Ac
2 ∩ Ac

3;

b) vo v²etkých troch testoch ? A1 ∩ A2 ∩ A3;

c) aspo¬ v dvoch testoch ? (A1 ∩ A2) ∪ (A1 ∩ A3)) ∪ (A2 ∩ A3);

d) práve v jednom teste ?
(A1 ∩ Ac

2 ∩ Ac
3) ∪ (Ac

1 ∩ A2 ∩ Ac
3) ∪ (Ac

1 ∩ Ac
2 ∩ A3);

e) práve v dvoch testoch ?
(A1 ∩ A2 ∩ Ac

3) ∪ (A1 ∩ Ac
2 ∩ A3) ∪ (Ac

1 ∩ A2 ∩ A3);

f) maximálne v dvoch testoch? (A1 ∩ A2 ∩ A3)c .
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�tatistická a klasická de�nícia pravdepodobnosti

Predpokladajme, ºe vykonáme sériu n pokusov v ktorej sa náhodná
udalos´ A vyskytne nA krát. Potom ²tatistickou pravdepodobnos´ou
udalosti A rozumieme £íslo

P(A) = lim
n→∞

nA
n
,

kde nA
n udáva relatívnu po£etnos´ náhodnej udalosti A.

Nech je Ω kone£ná neprázdna mnoºina rovnako moºných
elemetárnych udalostí. Potom klasickou pradepodobnos´ou
náhodnej udalosti A ⊂ Ω rozumieme £íslo

P(A) =
|A|
|Ω|

.

Poznámka: Zásadný rozdiel medzi ²tatistickou a klasickou de�níciou
pravdepodobnosti (pp.) je v tom, ºe pri pouºití klasickej de�nície
pp. rozhodujeme o pp. pred pokusom zatia© £o pri ²tatistickej pp.
aº po ¬om.
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Príklad 1.4 (�tatistická pravdepodobnos´)
Hádºeme mincou 1000 krát a sledujeme udalos´ A, ºe padne znak.

Moºné výsledky hodu mincou sú Ω = {znak, £islo}. Ozna£me nA
po£et udalostí ke¤ v sérii n hodov padne znak.
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Vidíme, ºe po 1000 hodoch je relatívna po£etnos´ výskytu znaku nA
n

blízka o£akávanej ²tatistickej pravdepodobnosti 1
2 .
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Príklad 1.5 (Klasická pravdepodobnos´)
Hádºeme hracou kockou. Aká je pravdepodobnos´, ºe

• a) pri jednom hode padne 6 ?
Moºné výsledky hodu sú elementárne udalosti z
Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, pp. udalosti A, ºe padne 6 je
P(A) = |A|

|Ω| = 1
6 ;

• b) pri jednom hode padne párne £íslo ?
Moºné výsledky hodu sú náhodné udalosti z B = {2, 4, 6}, pp.
udalosti B je P(B) = |B|

|Ω| = 3
6 = 1

2 ;

• c) po dvoch hodoch padne 2 krát 6?
Výberový priestor je tvorený usporiadanými dvojicami
Ω = {(1, 1), 1, 2), . . . , (6, 5), (6, 6)}. Priaznivým výsledkom
hodu je len udalos´ C = {(6, 6)}, a tak pp. udalosti C je
P(C ) = |C |

|Ω| = 1
36 ;
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Méréov paradox

Príklad 1.6
Aká je pravdepodobnos´, ºe pri jednom hode troma kockami bude
sú£et bodov 11, a aká je pravdepodobnos´, ºe tento sú£et bude 12?

Chevalier de Méré (1607�1684) pozoroval pri hre s kockami, ºe
£astej²ie padá sú£et 11 neº sú£et 12 aj ke¤ pod©a jeho názoru majú
oba sú£ty rovnakú pravdepodobnos´. Vychádzal z chybnej úvahy, ºe
sú£ty 11 aj 12 majú priaznivých 6 výsledkov:

11 = 4 + 4 + 3 = 4 + 5 + 2 = 4 + 6 + 1 = 5 + 3 + 3 = 5 + 5 + 1 = 6 + 3 + 2

12 = 4 + 4 + 4 = 4 + 5 + 3 = 4 + 6 + 2 = 5 + 5 + 2 = 6 + 5 + 1 = 6 + 3 + 3.

Obrátil sa preto na ve©mi slavného matematika Blaisa Pascala
(1623�1662), ktorý ho upozornil na to, ºe uvedené moºnosti nie sú
rovnako pravdepodobné. Napr. vo výsledku 4 + 4 + 3 sú zahrnuté aj
výsledky 4 + 3 + 4 a 3 + 4 + 4. Moºných výsledkov je 6 · 6 · 6 = 216
a tak jeho pp. je 3

216 . Overte ºe pp. hodu sú£tu 11 je 27
216 a hodu

sú£tu 12 je 25
216 , £o je uº v zhode s de Mérého pozorovaním.
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Pole udalostí

Nech je daný neprázdny výberový priestor Ω a systém jeho
podmnoºín F . Tento systém podmnoºín nazývame pole udalostí
ak sú splnené tieto podmienky:

• 1. ∅ ∈ F ,Ω ∈ F .
• 2. Ak A ∈ F potom tieº Ac ∈ F .

• 3. Ak A1,A2,A3, · · · ∈ F potom tieº
∞⋃
i=1

Ai ∈ F .
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...

Príklad 1.7 (rande)
Ke¤ e²te neexistovali mobily si milenci (ON a ONA) dohodli rande
od 17.00 do 18.00. Predpokladajme, ºe mohli prís´ v dohodnutom
£ase v ©ubovolnom okamihu. Modelujme udalosti, ºe milenci

• pri²li na rande: ON resp. ONA príde v £ase tON resp. tONA;
Ω = {(tON , tONA) : 17.00 ≤ tON , tONA ≤ 18.00},

• sa stretli, ak £akali 20 minút na druhého a ak sa nedo£kali
sklamaní odí²li:

A1 = {(tON , tONA) ∈ Ω : |tON − tONA| ≤ 0.20},

• sa nestretli, ak sa minuli najmenej o minútu pri£om ON £akal
30 minút a ONA me²kala:

A2 = {(tON , tONA) ∈ Ω : tON ≤ 17.30, tONA − tON ≥ 0.01}.
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Axiomatická (Kolmogorova) de�nícia pravdepodobnosti

Majme výberový priestor Ω a jeho pole udalostí F . Potom
pravdepodobnos´ou rozumieme ©ubovolnú reálnu funkcia
P : F → <, ktoré má tieto vlastnosti:

Axióma 1. Pre kaºdé A ∈ F platí 0 ≤ P(A) ≤ 1.

Axióma 2. P(Ω) = 1.

Axióma 3. Pre ©ubovo©né A1,A2,A3, · · · ∈ F pre ktoré platí
Ai ∩ Aj = ∅, 1 ≤ i < j je

P
( ∞⋃

i=1

Ai

)
=
∞∑
i=1

P(Ai ).

Usporiadanú trojicu (Ω,F ,P) potom nazývame (Kolmogorov)
pravdepodobnostný priestor.
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...

Príklad 1.7 (rande - pokra£ovanie)
Predpokladajme, ºe stretutie milencov je rovnako moºné v £ase
〈17.00, 18.00〉 . Potom P(Ω) = 1. V dvojrozmernom grafu dôb
príchodu pre ON a ONA de�nujeme (pomocou mier mnoºín
µ(Q), µ(A1), µ(A2)) pp. udalosti, ºe sa milenci:

17.00

17.00

18.00

17.20

17.40

17.20 17.40 18.00

P
R
I
C
O
D
 
O
N
A

PRICHOD ON

A1

17.00

17.00

18.00

17.29

17.31

17.29 17.31 18.00

P
R
I
C
O
D
 
O
N
A

PRICHOD ON

A2

• stretli: P(A1) = µ(A1)
µ(Ω) = 60·60−40·40

60·60 = 5
9 ,

• nestretli: P(A2) = µ(A2)
µ(Ω) = 29·29

60·60 ≈ 0.766.
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Vlastnosti pravdepodobnosti

Tvrdenie 1
Nech (Ω,F ,P) je pravdepodobnostný prietor. Potom platí:

a) P(∅) = 0.

b) Pre kaºdú A ∈ F je P(A) ≤ 1,P(Ac) = 1− P(A).

c) Ak A,B ∈ F také ºe A ⊆ B , tak P(A) ≤ P(B).

d) Ak A,B ∈ F potom platí
P(A ∪ B) = P(A) + P(B)− P(A ∩ B).

e) Nech Ai ∈ F pre i = 1, 2, . . . Potom platí

P
( ∞⋃

i=1
Ai

)
≤
∞∑
i=1
P(Ai ).

f) Nech Ai ∈ F pre i = 1, 2, . . . , n. Potom platí

P
( n⋃

i=1
Ai

)
=

n∑
i=1
P(Ai )−

∑
1≤i<j≤n

P(Ai ∩ Aj) +

∑
1≤i<j<k≤n

P(Ai ∩Aj ∩Ak)−· · ·+ (−1)n−1P
( n⋃

i=1
Ai

)
.
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Príklad 1.8
Hádºeme dvoma hracími kockami. Výberový priestor
Ω = {(i , j) : i , j = 1, 2, . . . , 6} má 36 prvkov.

1 Aká je pp., ºe na aspo¬ jednej kocke padne 6 ?
Ozna£me A resp. B udalos´, ºe na 1. resp. 2. kocke padne 6.
A = {(6, k) : k = 1, 2, . . . , 6},B = {(k, 6) : k = 1, 2, . . . , 6},
P(A) = 1

6 ,P(B) = 1
6 ,P(A ∩ B) = 1

36 ,
P(A ∪ B) = P(A) + P(B)− P(A ∩ B) = 11

36 .

2 Aká je pp., ºe na kockách padne sú£et 10 alebo rozdiel 1 ?
Ozna£me C udalos´, ºe na kockách padne sú£et 10 a
D udalos´, ºe na kockách padne rozdiel £ísel 1.
C = {(i .j) ∈ Ω : i + j = 10},D = {(i , j) ∈ Ω : |i − j | = 1},
P(C ) = 3

36 = 1
12 ,P(D) = 10

36 = 5
18 ,P(C ∩ D) = 0

36 = 0,
P(C ∪ D) = P(C ) + P(D) = 13

36 .
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Príklad 1.9
Hádºeme troma hracími kockami. Aká je pravdepodobnos´, ºe
aspo¬ na jednej kocke padne 6 ?

Ozna£me udalos´ Ai = �na i-tej kocke padne 6� . O£ividne ;-)

P(A1) = P(A2) = P(A3) =
1
6
,

P(A1 ∩ A2) = P(A1 ∩ A3) = P(A2 ∩ A3) =
1

6 · 6
,

P(A1 ∩ A2 ∩ A3) =
1

6 · 6 · 6
.

Pod©a tvrdenia 1f) dostaneme

P(A1 ∪ A2 ∪ A3) = P(A1)+P(A2)+P(A3)−P(A1 ∩A2)−P(A1∩A3)

−P(A2 ∩ A3) + P(A1 ∩ A2 ∩ A3) = 3
1
6
− 3

1
36

+
1

216
=

91
216

.
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Cvi£enie

1.1 (1b) Pri hode tromi mincami vypo£itajte pp. náhodnej udalosti
Ai , (i = 0, 1, 2, 3), ºe padne i-krát znak.

1.2 (1b) Aká je pp., ºe ²tvordetná rodina má zhodné zastúpenie diev£at
a chlapcov? [Pre jednoduchos´ predpokladajte, ºe diev£atá i
chlapci sa rodia s rovnakou pp. (£o nie je pravda :-).]

1.3 (1b) V triede s 15-timi chlapcami a 8-imi diev£atami sú losom
náhodne vybraní dvaja hovorcovia. Aká je pp., ºe budú
rovnakého pohlavia?

1.4 (2b) V sérii �nálových zápasov dvoch druºstiev vyhráva to druºstvo,
ktoré vyhrá 4 vzájomné zápasy. Aká je pp., ºe séria bude ma´
4, 5, 6, 7 zápasov? [Predokladajte, ºe o výhre súperov rozho-
duje náhodný hod spravodlivou mincou]

1.5 (3b) Na ve£ierku je 30 ©udí. Niekto sa chce stavi´ o 10 eur, ºe
medzi nimi existujú dvaja ©udia s narodeninami v ten istý de¬.
Oplatí sa prija´ takúto stávku?
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