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Kapitola 1

Markovove retazce

Definicia 1.1. Ndhodnjm procesom rozumieme mnozinu nédhodnych pre-
mennych
{X(w,t) :w et €T},

kde Q je mnozina elementidrnych udalosti a T mnoZina nezapornych re-
alnych cisel. Pre jednoduchost’budeme casto pouzivat’skrateny technicky
zapis {X(t) }er, resp. {Xe}ier.

AKT = {tg,11,t2 ...}, hovorime o procese s diskrétnym casom.

Ak T = (0, 00), hovorime o procese so spojitym casom.

Nahodny proces {X(t)}icr nazveme ndhodnym retazcom, ak mnozina
vietkych hodnét § nahodného procesu je nanajvys spoditatelna (konecna
alebo spocitatelnd). MnoZinu S nazyvame mnoZinou stavov retazca.

Priklad 1.1. V dvoch urndch je spolu 5 guliciek. Pri kaZdom pokuse ndhodne
vyberieme jednu gulicku a premiestnime ju do susednej urny. Modelujte chovanie
takého systému vhodnym ndhodnym procesom.

Spravanie systému moZeme modelovat’'nahodnym retazcom, ktorého
nahodné premenné X(w,t) udavaju pocet guli¢iek v prvej urne. Ak je
v prvej urne i guli¢iek, potom je v druhej urne 5 — 7 guli¢iek. Potom S =
{0,1,...,5} udava pocet guli¢iek v prvejurne; T = {to, 11, ... } reprezentuje
¢asové okamihy jednotlivych pokusov a Q = {wy,ws, . .., ws}, pri¢om w; je
vyber i—tej gulicky.

Pozndmka. Uvedeny priklad modeluje aj redlnu situaciu, ked’ mame vo-
zidlovy park tvoreny piatimi vozidlami (gulickami). Kazdé vozidlo moze
byt’ v dvoch réznych stavoch: ,jazdi” alebo ,stoji” (v 1. alebo 2. urne).
Spravanie takéhoto systému mozno popisat’jednoznacne napr. chovanim
jazdiacich vozidiel. Nahodny mechanizmus rozhoduje o zmene stavu vo-
zidiel.




1.1 Markovove retazce

Definicia 1.2. Nahodny retazec {X,},er s mnoZinou stavov S nazveme
Markovov retazec, ak

1. mnozina 7" = {0,1,2,...},
2. plati Markovova vlastnost"

ViOy"'vinflyiyj S
PXur1=jXn=%4Xp 1 =tn1,-.., Xo =) = P(Xpn1 = j|Xn = 4)

Ak X, =i, potom hovorime, Ze retazec je v ¢ase n v stave 1.

Pozndmka. V definicii Markovovho retazca sme sa bez straty vSeobecnosti
obmedzili na ¢asové okamihy 0,1,2,. .. namiesto tg, {1, Ly, . . ., kedZe kon-
krétna poloha (hodnota) okamihu #; na ¢asovej osi je pre vlastnosti retazca
bezvyznamna a naviac to zjednodusuje zapis. Vyznamné vSak moze byt’
poradie sledovaného okamihu.

Markovov retazec popisuje dynamiku spravania sa systému s Mar-
kovovou vlastnostou v diskrétnom ¢ase. Markovova vlastnost’ vyjadruje
nasledujticu skuto¢nost Ak oznacuje n aktudlny ¢asovy okamih, potom
pravdepodobnostné chovanie Markovovho retazca v budticom okamihu
n + 1 zavisi len na aktudlnom stave a nezavisi na minulych stavoch.

Najcastejsou interpretaciou Markovovho retazca je fyzikédlna ststava
S, ktord moze byt'v niektorom zo stavov ag, a1, .. ., ax, ... V priebehu ¢asu
meni stistava ndhodne svoje stavy. Stavy stistavy pozorujeme v diskrét-
nych ¢asovych okamihoch n = 0,1,2,.... Nahodnej veli¢ine X,, priradime
hodnotu & ak je ststava S v ¢asovom okamihu n v stave a;. Predpoklad,
Ze ndhodné zmeny stavu fyzikalnej ststavy tvoria Markovov retazec, mo-
zeme fyzikalnou terminolégiou formulavat’ tymto spdsobom: Vsetky do-
terajsie stavy stistavy moZu mat’ vplyv na budiice stavy len prostrednictvom
sticasného stavu.

Definicia 1.3. Podmienené pravdepodobnosti figurujiice v Markovovej

vlastnosti ] )
P(Xﬂ+1 = X, = Z)

P(X, =1)
sa nazyvaja pravdepodobnosti prechodu zo stavu i do stavu j.

P(Xny1 = j1Xn =) =

1.1)

V celom dalsom texte sa obmedzime vyhradne len na Markovove re-
tazce, v ktorych pravdepodobnosti prechodu nezavisia na okamihoch pre-
chodu. V8eobecne viak pravdepodobnosti prechodu zavisia na ¢asovom
parametri n.

1.1.1 Homogénne Markovove retazce

Definicia 1.4. Markovov retazec {X,, },cr nazveme homogénny (v Case), ak
plati

Vij€S, keEN: PXnprsr =Kok =1) = PXnpy = j|Xp = 1)
V tomto pripade sa pravdepodobnosti prechodu zo stavu i do stavu j oznacuju
pij = P(Xpt1 = j|1Xp = 1) (1.2)
a zvykni sa usporiadavat’do matice pravdepodobnosti prechodu

P= (pij)l,]ES

Priklad 1.2. Vritime sakprikladu 1.1 s gulickami v dvoch urndch. Budeme naviac
predpokladat’, Ze vijber kazdej qulicky je rovnako pravdepodobnyj bez ohladu na to,
v ktorej je urne.

Nahodny retazec {X, }ner popisujuci pocty gulitiek v 1. urne ma Mar-
kovovu vlastnost, pretoZe buddci stav poctu gulic¢iek v 1. urne zélezi len
na st¢asnom pocte gulic¢iek v 1. urne a nahodnom vybere guli¢ky. Pretoze
nezaleZi ani na tom, v ktorom pokuse dochddza k premiestneniu gulicky
medzi urnami, jedna sa o homogénny Markovov retazec. Potom dosta-
vame nasledujticu maticu prechodu

O O O oOuim O
O O ouln O =
O Oulw Ouls O
Ouik Ouwe O O
—oun O O O
SwE O O O O

Definicia 1.5. Pravdepodobnost, Ze Markovov retazec {X,} sa v ¢ase n €
T nachadza v stave i € S, oznac¢ime

pi(n) = P(X, =1) (1.3)
a nazveme pravdepodobnost’ stavu i v ase n. Vektor tvaru
p(n) = (pi(n))ies

nazyvame pravdepodobnostné rozdelenie retazca (v case n). Pociatocnyym rozde-
lenim retazca rozumieme p(0).

Prejdeme teraz od hrania sa s gulickami k modelu realneho systému.
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Priklad 1.3. Sledovala sa previdzka stroja za dobu 1000 smien. Ked' sa stroj
pokazil, bola vykonand oprava. Opravy, ktoré trvali dlhsie nez jednu smenu sa
evidovali zIst. Bolo zistené, Ze sa stroj pokazil v 150 pripadoch z toho v 95
pripadoch trvala oprava viac, nez jednu smenu.

Ozna¢me ako Ostav ,stroj v prevadzke” a akostav 1 stav ,stroj v oprave”.

Udalostami st zmeny stavu stroja s poradovymi ¢islami v mnozine T' =
{1,2,...}. Nahodny retazec {X,}ncr tak popisuje chovanie sa stroja. Re-
tazec ma Markovovu vlastnost, pretoZze budtci stav 1 — ¢ zaleZi len na
stcasnom stave i. PretoZe nezalezi ani na tom, kedy dochddza k zmene
stavu, jednd sa o homogénny Markovov retazec.

Pravdepodobnost’ pgy vyjadruje, Ze stroj ktory bol v predchadzajticej
smene v prevdzke, bude v nasledujticej smene opét v prevadke a je rovna
poo = (1000 — 150)/1000 = 0.85 Pravdepodobnost’ pg1 = 1 — pgy = 0.15
vyjadruje mieru prechodu zo stavu 0 do stavu 1 t.j. Ze stroj ktory je v jednej
smene v prevadzke bude v d'alej v oprave.

Podobne ur¢ime pravdepodobnost’ toho, Ze stroj, ktory je v oprave,
bude v dalsej smene opdt’ v oprave tj. pi; = 95/150 = 0.63. Pravde-
podobnost’ jeho uvedenia do prevadzky v nasledujticej smene je potom
po1 = 1 — pi1 = 0.37. Matica pravdepodobnosti prechodu

b ( 0.85 0.15 )
0.37 0.63
popisuje prevadzku stroja z hladiska jej spolahlivosti. Napr. v 63% pri-
padoch sa pri poruche nepodari opravit stroj do nasledujticej smeny, v
85% pripadoch moZzno oc¢akavat’ bezporuchové stavy medzi susednymi
smenami atd"
Ak uréime pociato¢né pravdepodobnosti stavov 1 a 2 napr. pp = 1 a

p1 = 0 tj. na pociatku procesu je stroj v prevadzke, je Markovov retazec
uréeny jednoznacne maticou P a vektorom p = (pqg, p1).

1.1.2 Pravdepodobnostné rozdelenie

Lema 1.1.1. Pre homogénny Markovov retazec uréeny pociatocnym rozdelenim
p(0) a maticou P plati

p(n+1)=pn)P VneT (1.4)
Dokaz. Treba ukazat), Ze

pi(n+1) = Zpk(n)pk], VieSVneT
kes

Oznatme javy Hy, = {X, = k} a A = {X,,41 = j}. Z vety o tplnej pravde-
podobnosti dostavame:

pin+1)=P(A)=> P(H)P(AHy) = Y pi(n)ps;

keS keS

|
Cas moZeme interpretovat’aj ako krok vo vyvoji retazca. Dalej budeme
vysetrovat’pravdepodobnosti prechodu po viacerych krokoch.

Definicia 1.6. Pravdepodobnostami prechodu vyssich ridov rozumieme
pij (k) = P(Xnpr = jIXn = 1) (1.5)
po usporiadani do matice

P(k) = (pij(k))ijes

Speciélne kladieme

Pi5(0) = 6y
Pozndmka. Symbol 6;; predstavuje tzv. Kroneckerovo §, ktoré mdzeme defi-
novat’aj netradi¢nym spdsobom, a to zapisom v jazyku C: é;; = (i == j).

Pozndmka. Vzhladom k homogenite retazca nezavisia ani pravdepodob-
nosti vyssich rddov na n.

Lema 1.1.2. Pre [ubovolné pociatocné rozdelenie p(0) a pre Vn € T plati

Dokaz. Treba ukézat, ze

p;i(n) = Zpk((])pk]-(n), VjeSVneT
keS

Ozna¢me javy Hy = {Xo = k} a A = {X,, = j}. Z vety o tplnej pravdepo-
dobnosti dostavame:

pi(n) =P(A) = Y PH)P(AIHL) =Y pi(0)pi;(n)

keS keS




Priklad 1.4. Vritime sa k modelu retazca z prikladu 1.1, s gulickami v dvoch ur-
ndch, ktorého pravdepobnosti prechodu sme zistili v priklade 1.2. Predpokladajme,
Ze na zaciatku sti vSetky gulicky v prvej urne. Zaujima nds stredny pocet guliciek
v provej urne po dvoch pokusoch.

Nahodny retazec {X, }necr popisujuci pocty guli¢iek v 1. urne je uréeny
pravdepodobnostnym rozdelenim stavov p(0) = (0,0,0,0,0,1) a maticou
prechodu

OCC O ouRD
[==RN e iR e i N e i
ol Ol S
Ouls Oulwe O O
Ouin O O O
SuEr O O O o

o
[y

Vypocitame p(2) = p(1).P = (0,0,0,0,1,0).P = (0,0,0,%,0,%). Potom
stredny pocet guli¢iek v 1. urne po dvoch pokusoch je

4 1.2
E(X3)=0.0+1.0+20+ 3'5 +4.0+ 5'5 =3
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Maticu pravdepodobnosti vyssich radov vsak moéZeme vyjadrit’ aj v
tvare mocniny matice pravdepodobnosti prechodu. UmoZzni nam to ich
nepriamy, ale pomerne jednoduchy vypocet.

Lema 1.1.3.
P(n) =P*, VneT
Dékaz. Zrejme plati P(0) = P° a P(1) = P. Z lemy 1.1.2 a opakovanym
pouzitim lemy 1.1.1 pren = 2,3,...
p(n) = p(0)P(n)
p(n) =p(n—1P=p(n—2)PP=--.-=p(0)P"
O

Kvyznamnym vysledkom teérie homogénnych markovovskych retaz-
cov patri nasledujtice tvrdenie.

Veta 1.1.1. Chapman-Kolmogorovove rovnice
P(n +m) =P(n)P(m) VYn,meT
Dokaz. Z vlastnosti nasobenia matic a lemy 1.1.3 dostdvame
P(n +m) = P"™ = P"P™ = P(n)P(m)

O
Spravidla nés zaujima spravanie Markovovho systému, ktoré nebude
zavislé na Case.

Definicia 1.7. Nech P je matica prechodu. Potom vektor @ = (7;)cs, pre
ktory plati

>0  Vjes (1.6)

dom=1 (1.7)
jes
7 =xP (1.8)

nazyvame staciondrne rozdelenie retazca uréeného maticou P.

Vyznam stacionarneho rozdelenia retazca vyplyva z faktu, Ze ak sa
systém reprezentovany homogénnym Markovovym retazcom stabilizuje,
je pravdepodobnostné rozdelenie jeho stavov nielen nezavislé na ¢ase, ale
aj rovné stacionarnemu rozdeleniu retazca.

Veta 1.1.2. Nech P je matica prechodu. Potom ak existujii
lim p;j(n) =m; Vi,j €8S,
n—o0

potom existujii aj

lim p;(n) =7; VjeS.

n—oo

Doékaz.

lim p;(n) = lim > pi(0)piy(n) =) lim pi(0)pis(n) =

n—oo ; ;
€S €S

= _pi(0) lim py;(n) = > pi(O)m; =7, ) _pi(0) =m;
€S €S 1€S
O

Priklad 1.5. Vrdtime sa k prikladu 1.4 s gulickami v dvoch urndch. Zaujima nds
stredny pocet guliciek v prvej urne po stabilizdcii systému.

Najskor budeme hladat’w = (7, m1, T2, 73, Ta, 75) stacionarne rozdele-
nie retazca popisujticeho pocty guli¢iek v 1. urne. Po dosadeni do ststavy
(1.8) a vyjadreni jednotlivych pravdepodobnosti pomocou 7, dostdvame

V) =57T()
] :107'['0
3 :1071'0
T4 =57

s =T




Dalejz(1.7) mame
mo + M +7T2+7T3+7T4+7T5=]

a dostavame mg = 5. Tu interpretujeme m; = P(X = j). Potom stredny
pocet guli¢iek v 1. urne po dostato¢nom pocte pokusov je

1
E(X) = + 27y + 373 + 47y + 575 :25

Vysledok je v zhode s nasim o¢akdvanim, Ze v oboch urnach bude po stabi-
lizcii experimentu (po dostato¢nom pocte pokusov) v priemere rovnaky
pocet guliciek.

Pre dany homogénny Markovov retazec vsak prislusné staciondrne
rozdelenie nemus{ existovat’.

Definicia 1.8. Ak v Markovom retazci konverguja rozdelenia ndhodnych
veli¢in X,, k limitnému rozdeleniu tj. existuje

lim p(n) = p (19)

n—oo

a ak nezdvisi toto limitné rozdelenie p na pociatoénom rozdeleni p(0)
retazca, potom nazyvame tento retazec ergodicky (regularny).

Lema 1.1.4. Aj je Markovov retazec ergodicky a existuje staciondrne rozdelenie,
potom je jeho limitné rozdelenie staciondrne.

Dokaz. Nech p je ergodické rozdelenie Markovovho retazca definované
vztahom (1.9). Podl'a lemy 1.1.1 potom plati

p = lim p(n+1) = lim p(n)P = pP
n—oo n—oo

a tak je jeho limitné rozdelenie i jediné stacionarne. O

Jedna z najzndmejSich postacujticich podmienok pre existenciu ergo-
dického Markovovho retazca je obsahom nasledujtceho tvrdenia, ktoré
uvadzame bez dokazu.

Veta 1.1.3. (Markovova) Ak existuje také prirodzené C¢islo n, Ze vsetky proky
matice " sti kladné (t.j. nenulové), potom Markovov retazec s maticou pravdepo-
dobnosti prechodu P je ergodicky.

1.1.3 Klasifikacia stavov

Majme nasledujtice stochastické matice (nezaporné stvorcové matice s jed-
notkovym riadkovym stétom), ktoré stt maticami pravdepodobnosti pre-
chodu prislusnych Markovovych retazcov.

O OwiENl=
O O winanl=
piEwi— O O
N=wiN O O
O O wiENl=
O O wlENl=
=W —w = O
niFwin O O

Retazec riadiaci sa prvou maticou nemoze nikdy prejst’z mnoziny stavov
{0,1} do mnoziny {2, 3}. Matica sa rozpada na dve stochastické matice.
Podla druhej z matic prejde retazec z mnoziny stavov {0,1} s pravdepo-
dobnostou 1 do mnoziny {2, 3}, odkial' nemodze prejst'naspit. Zavedieme
tomu zodpovedajtice pojmy.

Definicia 1.9. Majme stav i € S retazca {X,,n = 0,1,...}. Predpokla-
dajme X, = ¢. Dobou ndvratu do stavu ¢ rozumieme nahodna veli¢inu

Y, = { min(7;) ak7T; # 0 (110)

00 ak T, =0

kde
Ti={n>0:X, =i} (1.11)

Rozdelenie pravdepodobnosti doby névratu do stavu i je

fi(n) =

{ 0 akn =0 (112)

Pvi=n) akne{l,2,...}

Stav i sa nazyva troalym (rekurentnijym), ak je

Zfi(n) =Pv; <o) =1

Ak plati (1.13) avsak

oo

i =E(wi) =Y nfi(n) = oo, (1.14)

n=1

je stavom trvalym nulovym (rekurentnym nulovym). Ak (1.13) neplati, nazyva
sa i stavom prechodnym (tranzientnyjm).
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Pozndmka. MnoZzinu T; v (1.11) udéava poradie okamihov navratu do stavu
i.

Lema 1.1.5. Prei € S plati

n

pii(n) = Z fi()pi(n — j)

=0
Dokaz. Pren =1,2,... mame z vety o iplnej pravdepodobnosti

PXp=1i)=Y P =j)PXn=ilXs#i,s=1,2,...,j - 1,X; =1).
j=1

A tak predpokladov X, = 4,f;(0) = 0 a Markovovej vlastnosti retazca
dostaneme

p“(n) = 7"(Xn = i‘XO = Z) = 7"()(n = 7/) = Zfz(])pn(n)

O
Pri vypocte pravdepodobnostného rozdelenia doby navratu v; tak mo-
Zeme vyuzit'vztah (1.15) takto:

fi(l) = Dii, f1(2) = pu(Q) - fz(l)pizy fz(3) = pu(3) - fi(l)pzi(Q) - fz(Q)pm s
(1.16)

Priklad 1.6. Klasifikujme stavy mnoZiny stavov S = {1, 2, 3, 4,5} Markovovho
retazca vypocitajte prislusné stredné doby ndvratu pre maticu pravdepodobnosti
prechodu

O O ONl=
Orlw O O ©
O ORIFO O©
e N e N s

Pre stav 1 dostaneme z (1.16)

1 3 11 1

1) =py ==, N =pu2) - A)pyu=>—-===

(1) =pu 2 f1(2) = pu(2) — f1(Hpu 1 3939
PretoZe sa jedna o pravdepodobnostné rozdelenie doby navratu vy, st

ostatné pravdepodobnosti nulové t,j. fi(3) = fi(4) = f1(5) = 0.

1 1 3
/—Ll:1'f1(1)+2'fi(2)+0+"':54‘25:5

12

KedZe stredna doba navratu y;, < oo je stav 1 trvaly nenulovy (kladny).
Pre stav 2 moZno zo vztahu (1.16) odvodit’

RO) =0, fom) = (5)" n=23,...

Potom stredna doba navratu do stavu 2 je
o0 oo [es] 9
1\n-1 ot d . d o
= - = = = =3
He Zn(?) Zna a:% daza a:% dal —« a:%
n=2 n=2 n=2
Ked’Ze stredna doba navratu ps < oo je aj stav 1 trvaly nenulovy.

Pre stav 3 plati

F51) =0, f5(2) = (@) — fiDpss = 15, fo(1) =05 =3,4,...

Vztah (1.13) ale neplati takZe stav 3 je prechodny. Uvedenym postupom
mozno ukazat), Ze stav 4 je tieZ prechodny a stav stav 5 trvaly so strednou
dobou néavratu ps = 1.

Do trvalého stavu sa retazec s pravdepodobnostou 1 vrati nekone¢ne
vela krat.

Veta 1.1.4. Stav retazca i je troaly, prive ked’
[e9)
>_pa(n) = oo (117)
n=0

Dokaz. PouZijeme metédu vytvarajiicej funkcie. Oznatme pre 0 < z < 1

(1.18)

odkial
1

p(z) = m

Funkcia p(z) je rasttca pre z 1 1 a plati

Zp“(n) = lim p(z) =

z—1—
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Odtial plynie, Ze (1.17) plati, prave ked' f(1) =Y oo, fi(n) = 1. O

Doékaz vety pomocou vytvarajtcich funkcif je konstruktivny, dava aj
néavod ako hladat pravdepodobnostné rozdelenie a stredntit hodnotu doby
navratu pre trvaly stav.

Désledok. Nech i je trvaly stav. Mame pre 2 1 1

1—x -

]—f(w)_oo o l—a” - ) 2 n—1 -
ﬁ_n;f,(n) ;f,(n)(lerer ot )%;nfl(n)
Z rovnosti (1.19) potom vyplyva
11—z 1 1
lim (1 — z)p(z) = lim = == =—.
z—‘lf( Jp(z) avi= 1= f(z) Yl nfin)  m
Vidime, Ze trvaly stav i je nulovy, prave ked’

I1_i>rlr17(1 —z)p(z) =0, (1.20)

¢o je splnené vzdy ked’
ILm pii(n) =0 (1.21)

Zlozitejsi je dokaz ekvivalentnosti (1.20) a (1.21). O

Definicia 1.10. Stav j sa nazyva dosiahnutelny zo stavu i, ak existuje n > 0
tak, Ze je p;;(n) > 0. Markovov retazec sa nazyva nerozloZitelny (ireduci-
bilny), ak je kazdy jeho stav dosiahnutelny z I'ubovolného iného stavu.

Veta 1.1.5. Stavy dosiahnutelné z troalého stavu i sii troalé a rovnakého typu.

Dokaz. Nech je k (k # i) stav dosiahnutelny z trvalého stavu 4. Existuje
teda najmensie r také, ze

DPii1Piviy ' " Pip_1k >0

pre vhodnt postupnost’stavov iy, s, ... ,4,_1. V tejto postupnosti sa stav i
nevyskytuje, pretoZe inak by ju bolo mozné skratit. Mame p(r) = a > 0.
Stav i musi byt’dosiahnutelny z k, pretoZe opak by mal za nasledok

ifi(n)gl—a<1
n=1

Mozno preto ngjst’s, pre ktoré p;;(s) > 0. Pren =0,1,2,... je potom
)

pii(r+s+n) > pi(r

0
pkk(n
DPiek(r + 5 + 1) > pra(7)pa(n

)
)

Dri(s) = abpre(n)
pzk(é) = Gbpii(”)
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Odtial vyplyvaju implikacie

o]

> pi(n) =00 =Y pk(n) = oo,
n=0

n=0

o0 o0
z13{17(1 —z) an(n)x =0 z]l}l{lﬁ(l —x) Zpkk(n)x =0.

n=0 n=0
Vidime, Ze k je trvaly stav, ktory je nulovy, prave ked's je nulovy stav. [
V aplikaciach sa ¢asto vyskytuji Markovove retazce s kone¢nym po-
Ctom stavov.

Veta 1.1.6. V Markovovom retazci s konecnym poctom stavov neexistujii troalé
nulové stavy.

Dokaz. Majme taky retazec a predpokladajme, Ze i je jeho trvaly nulovy
stav. Pre kazdy stav k dosiahnutelny z i plati, podl'a dokazu vety 1.1.5, pre
vsetky n

Pii(s +n) = pir(n)pei(s) = bpu(n)
Akje knedosiahnutelny z1,je pir(n) = 0,n = 0,1,... Z(1.20) preto vyplyva

z—1—

lim (1 — z) Zplk(n)z" =0, ke S.
n=0

S¢itanim pre k € S dostdvame

0= lim (1 —x)ZZpik(n)z" = lim (1 —x)Zx" =1.

z—1— z—1—
keS n=0

To je spor. O

Definicia 1.11. Trieda trvaljch stavov je taka trieda stavov, Ze neexistuje stav
mimo tejto triedy dosiahnutelny z inych stavov. Trieda stavov, ktoré nie je
triedou trvalych stavov, sa nazyva trieda prechodnijch stavov.

Nasledujtice tvrdenie dokonca hovori, Ze s lubovolne velkou pravde-
podobnostou konecny retazec niekedy vstipi do niektorej triedy trvalych
stavov.

Veta1.1.7. Prelubovolnystavi € S alubovolny prechodny stav j € S konecného
Markovoho retazca konverguje p;;(n) s rastiicim n k nule.
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Dokaz. Ak je i stav trvaly, potom j dokonca p;; = 0 pre vSetky n. Nech je
i stav prechodny. Z kazdého prechodného stavu musi byt’ po kone¢nom
pocte krokov dosiahnuty nejaky trvaly stav. Ak to nastane po d krokoch
s pravdepodobnostou ¢ potom potom s pravdepodobnostou ne vacsou
nez 1 — ¢ sa dostane retazec do nejakého prechodového stavu. Dokonca
pravdepodobnost’ toho, Ze retazec z lubovolného prechodového stavu i
sa po n krokoch dostane do prechodového stavu j nemoze byt' vacsia nez
(1 — g)* pre lubovolné n > kd. Odtial uz plynie tvrdenie. a

Definicia 1.12. Stav i sa nazyva periodickyj s periodou d > 1, ak je p;;(n) # 0
len vtedy, ak je n nasobkom d a ak je d najvacsie ¢islo s touto vlastnostou.
Ergodicky stav je trvaly nenulovy (kladny) a neperiodicky (aperiodicky).

Cvoicenie. Dokazte, ze vsetky stavy Markovovho ergodického retazca su
ergodické.

Priklad 1.7. Symetrickd nidhodnd prechidzka je Markovov retazec, ktorého stavy
sti celé ¢isla a plati

Pii+1 = Pii-1 = %, 1=0,£1,£2, ...
Je to nerozloZitelny retazec s periodou 2. Plati
pii(2n) = (2:)272”7 pi(2n+1)=0, n=0,1,...
Podla Stirlingovej formule

n! ~n"e "V2rn, n— oo

(2n)?me2\/2m2n 1

n2ne—2n2mn 2N

pii(2n) ~ , M — 00

Odtial dostaneme

E pii(n) = oo, lim p;(n) = 0.
n—oo
n=0

Stavy nahodnej prechadzky st trvalé nulové.

1.1.4 Absorb¢né retazce
Definicia 1.13. Stav i € S sa nazyva absorbcny, ak p; = 1.
Kazdy absorbiny stav je podla vety 1.1.4 trvalym stavom.

Definicia 1.14. Markovov retazec s kone¢nym poctom stavov sa nazyva
absorbény, ak kazdy jeho trvaly stav je absorbény.

Priklad 1.8. V Markovovom retazci s maticou prechodu

[e]

O OO OoOwn O
O OO ow- O
O = OO O
= O Oslw O

sa triedy {0, 1}, {2} prechodné, triedy {3, 4}, {5} st trvalé (nenulové) ale
len stav 5 je absorbény. TakZe retazec nie je absorbény. Ak vSak polozime
p34 = 0,p3; = 1 dostaneme retazec s maticou

(o=l en e B en JAJIN Nan}
OO O Oow O
O = Ok O O
= O e O O

v ktorom st stavy 0, 1, 2, 3, 4 prechodné a jediny trvaly stav 5 je absorb¢ny.
Prislusny retazec je teda absorbény.

V absorbénom retazci dojde podla vety 1.1.7 asymptoticky s pravdepo-
dobnostou 1k prechodu do niektorého z absorbénych stavov, o aj motivuje
jeho nazov.

Nech sui stavy mnoziny S pretislované tak, ze po mmnoZine absorbc-
nych stavov Sy = {0,1,...,m — 1} nasleduje mnoZine prechodovijch stavov
Sp={m,m+1,...,m+n—1}. Symboly A a T pouzivame vzhladom k
anglickému oznaceniu ,absorbing” a , transcient” pre absorbény a precho-
dovy stav. Potom moZno maticu pravdepodobnosti prechodu tohto retazca

pisat’v tvare
I O
P~ (o)
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kde I jednotkova matica typu m x m pre absorb¢éné stavy. O nulova sub-
matica typu m x n a Q submatica typu n x n vyjadrujica vztahy medzi
prechodovymi stavmi, R submatica typu n x m vyjadrujtca vztahy medzi
prechodovymi a absorbénymi stavmi. Pre I'ubovolné i € Sy zrejme plati

ZT,J"I—Z(]”':L

keSa jeSr

Priklad 1.9. UvaZzujme absorbény retazec z prikladu 1.8. Matica prechodu
nemd pozadovanu blokovu $trukttiru. Lahko ju v8ak precislovanim (napr.
postupnou zdmenou prvého a posledného riadku a potom prvého a po-
sledného stlpca) upravime na tvar

OO Halw O
O OO owHO
O~ Or—OIO
(el en i en Ben JAJIN Nen)

Potom uz mame S4 = {0} a S» = {1, 2, 3,4, 5}.

Hladajme pravdepodobnost, Ze retazec skonéi v niektorom absorb¢-
nom stave. Ak retazec vychddza z absorbéného stavu i € S, potom v
nom s pravdepodobnostou 1 skodi. Ina je situacia ak retazec vychadza z
niektorého prechodného stavu i € Sy.

Pravdepdobnost’prechodu zo stavu ¢ do niektorého z absorbénych sta-
vov oznacme d; a vektor d = (d;)ies. Pretoze pravdepodobnost’ prechodu
zo stavu i € Sy do absorbénych stavov Sy cez prechodny stav j € Sy je
p;jd;, dostaneme pre pravdepodobnosti prechodu do absorbénych stavov

di= pyd;, i€, (1.22)
jes
v maticovom vyjadreni
d? =pd”. (1.23)

Ststava linedrnych rovnic (1.23) mé viacero rieSeni. Vyberieme z nich je-
diny vektor d tak aby d, = 1 pre niektory vybrany absorbény stav a € Sy4.
Potom zrejme pre ostatné absorbéné stavy j € Su — {a} je d; = 0, ¢o
umoziiuje pre kazdy absobény stav najst’jediny vektor d.

Priklad 1.10. Dvaja hrici A a B vloZili spolu do hry 5 Sk. Hrd¢ A hddZe mincou,
ak padne hlava vyhrd 1 Sk, ak padne pismo prehrd 1 Sk. Akd je pravdepodobnost,
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Ze hrd¢ A bude zruinovany ak mad v danom okamZihu 3 Sk. Predpokladajme,
Ze minca nie je falo$na tj. hlava i pismo padne s pravdepodobnostou 1.
Zostavime maticu P s absorbénymi stavmi S4 = {0, 1}, kde stav 0 je , hrac

A zruinovany” a stav 1 je ,hra¢ B zruinovany” a prechodnymi stavmi
Sr = {2,3,4,5}, kde stav i znamen4 ,hrd¢ A m4 (z — 1) Sk”.

S O OoONEO =
N-O O O = O
S OO © @
oN- OoON- O O
p= ON-E O O O
oo O O O

Hladana pravdepodobnost’ je pravdepodobnost’ d; absorbcie v stave 0
ak retazec vychadza zo stavu i = 4 ked' ma hra¢ A 3 Sk. A tak méame
dy = 1,d; = 0 a zo ststavy (1.23) dostaneme d = (1,0,%,2,2,1) a hra¢ A
bude zruinovany s pravdepodobnostou 2 ak ma (vyhral) 3 Sk.

Pre vypocet stredného poctu prechodov cez prechodny stav a stred-
ného poctu vyskytov vsetkych prechodnych stavov retazca je uzito¢né
nasledujtice tvrdenie.

Veta 1.1.8. V absorb¢nom retazci je matica B — Q reguldrna a plati

E-—Q '=E+Q+Q+...,
kde EE je jednotkovd matica typu n x n.

Dokaz. Tahko sa overi platnost’ tvrdenia
E-Q=E-QE+Q+Q +---+Q7). (1.25)

PretoZe stavy reprezentované indexami matice Sy st prechodné, konver-
gujti mocniny Q* pre k — oo k nulovej matici a matica E— Q* ma nenulovy
determinant. PotoZe determinant sti¢inu matic je rovny stc¢inom jeho de-
terminatov musi mat’aj matica E — Q nenulovy determinat. Po vynasobeni
rovnosti (1.25) zlava maticou (E — Q)~! dostaneme tvrdenie. O

Definicia 1.15. Maticu F = (f;;)i jes, = (E — Q)™ nazyvame fundamentdl-
nou maticou a maticu B = (b;;) ;e s, jes, = FR nazyvame maticou prechodu do
absorcnyjch stavov prislusného absorbéného retazca.

Prvky f;; udavaju priemerny pocet krokov, pocas ktoryjch sa retazec nachidza
v stave j pred prechodom do absorcného stavu, ak vysiel so stavu i. Zo stavu 4
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retazec po jednom kroku prejde stavu k s pravdepodobnostou p;,. Ak je
stav k € S, potom dalsi prechod nie je moZny, ak je stav k& € Sy potom
retazec prejde cez tento stav priemerne f;; krat. Pre i, j € Sy plati

fis = Z Gk frj + 07, (1.26)

ke St

v maticovom zépise
F=QF +E (1.27)

ijravou (1.27) dostaneme
E=F- QF = (E — QF,
odkial' dostaneme po vynésobeni oboch stran rovnice fundamentalnou

maticou (E — Q)!, ktord podla vety 1.1.8 existuje a je rovna F.

Pozndmka. Strednii dobu (pocet krokov), ktory retazec strdvi v prechodovich
stavoch ak zacina v prechodovom stave i a konci v absorbcnom stave dostaneme
ako stifet prvkov v i-tom riadku fundamentélnej matice.

Prvky b;; udavajui pravdepodobnosti, Ze retazec zaCinajiici v stave i bol absor-
bovany v stave j. Ak vychodiskovy stav zapocitavame do poctu prechodov,
potom zo zavedenych pojmov dostaneme

bij = qir + Z Qikbrj) (1.28)
kSt

v maticovom zépise
B=R+QB (1.29)

Upravou (1.29) dostaneme
R=(E-QR,

odkial opit’ dostaneme po vynéasobeni oboch stran rovnice fundamental-
nou maticou (E — @Q)~!, ktord podla vety 1.1.8 existuje, vztah B = FR.

Priklad 1.11. Pokra¢ujme v priklade 1.9. Tu je fundamentélna matica

a matica prechodu do absor¢nych stavov

OO e O

Teraz zameriame pozornost’ vyuzitie matic Q,R,F,B na priklade z
praxe v modeli hodnotiacom niklady podniku na zdrucné opravy.

Priklad 1.12. UvaZujme podnik, ktoryj poskytuje 2-rocnii zdrucnii dobu na opravy,
pricom jedenkrit opraveny vyrobok je uZ mimo zdruky. Znima je priemernd hod-
nota opravu vyjrobku v zdruke, ako aj Struktiira vyjrobkov v zdrucnej dobe. Dyna-
miky uvaZovaného systému vyjadruje matica pravdepodobnosti prechodu P, pri
konstrukcii ktorej vychddzame zo skutocnosti, Ze medzi stavmi systému moéZu v
priebehu zvoleného casového intervalu nastat’ nasledujtice situdcie:

1. vyrobok bude vyZadovat’ opravu,

2. vijrobok nebude vyZadovat’ opravu a prejde do dalSieho roku v ramci posky-
tovania zdaruk,

3. vyrobok prekroci dvojrocné zdrucné obdobie.

Tento systém modZeme modelovat’absorbénym retazcom. Ozna¢me ab-
sorbéné stavy: 0 - ,po zaruke” a 1 - , poZzadovana oprava” a prechodné
stavy systému: 3 - ,prvy rok v zaruke” a 4 - ,druhy rok v zaruke”. Krok, v
ktorom sa sleduju prechody medzi stavmi predstavuje rok. Majme nasle-
dujticu maticu pravdepodobnosti prechodu

0 ‘ 0

1
p_ (1 OY_[ 0 1
“\rR Q)7 | 0 0% } 0.75

08 0.2 0

Fundamentélna matica a matica pravdpodobnosti prechodu do absorb¢-
nych stavov st nasledovné:

po (1 0\ _ (1075
“lo 1 “\o 1 )
(107 0 025\ (06 04
“\o 1 08 02 ) \o8 o02)
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MoZno teda ocakavat), Ze priemerne 60% vyrobkov, ktoré sii v prvom roku
v zéaruénej lehote nebude pozadovat’ opravu a priemerne 40% vyrobkov
bude pozadovat’ opravu. Rovnako sa interpretuji i prvky v ostatnych
riadkoch matice B.

Ocakdvané (priemerné) pocty vyrobkov po zaruke z, a poZzadujtcich
opravu z; u¢ime zo vztahu

X = (xo,xl) = qB, (130)

kde q predstavuje sticasné rozdelenie poctu vyrobkov v ramci zarucnej
doby a pozadujucich opravu. Ak predpokladame q = (30000, 20000), po-
tom dostaneme x = (34000, 16000). Cize 16000 ks vyrobkov bude vyZado-
vat’zaru¢ni opravu.
Celkovii hodnotu ocakdvanyjch nikladov na zaruky (CON) vypocitame zo
vztahu
CON = qgBc”, (1.31)

kde ¢ predstavuje priemernti hodnotu nédkladov za vyrobok v zaruke. Ak
predpokladame € = (0, 100) Sk, potom dostaneme

CON = (34000, 16000)(0, 100)" = 1600000Sk.

Ocakdvanti diskontovii hodnotu nikladov na zaruky pri znamej tirokovej
miere moZno urdit'podla vztahu

CON(d) = q(E — dQ) 'Re”, (1.32)

kde d = 1/(1 + i) je odurotitel pri trokvej miere i. Ak predpokladame
urokovt mieru 10% (i = 0.1) potom mame Z,, = 1559091 Sk.
Kone¢ne staciondrne rozdelenie ofakdvaného poctu vyrobkov uréime zo
vztahu
z = (ZO, Zl) = (ko, O)F, (133)

kde ky pocet vyrobkov priebezne dodavanych na trh. Ak teda podnik
existuje dlhsie obdobie a kazdy rok doda na trh &y = 30000 ks vyrobku,
potom dostaneme z = (30000, 22500) ks. Podnik tak mo6ze o¢akavat'na trhu
v zéruke celkom 52500 ks vyrobkov.

Cuicenie. Zostrojte graf zavislosti celkovych o¢akavanych a diskontovych
nékladov pri 1,2.5,5,10 a 15% trokovej miere a zdévodnite trend takto
ziskanych hodnét.

1.2 Markovove procesy

Definicia 1.16. Nahodny retazec {X(t) }ter s mnoZinou stavov S nazveme
Markovov proces, ak

1. mnozina T = (0, ),
2. plati Markovova vlastnost:
Vo, th, e stngr €T 0 bo <ty <vv <tpy1, Vig, ..., in 1,4, €S:
P(X(tn_H) = ]|X(tn) = ’i, X(tnfl) = ’L‘nfl, - ,X(to) = Zg) =
=PX(tnt1) = j1X(tn) = 1)
Ak X(t) = i, potom hovorime, Ze proces je v Case t v stave i.

Poznimka. Pojem Markovov proces sa pouziva hlavne v technickej literattire
miesto zdlhavejsieho nazvu Markovov retazec so spojitym casom.

Ak porovname definicie Markovovho retazca a Markovovho procesu
vidime, Ze mdZeme prirodzene definovat’ prislusné analogické pojmy pre
spojity cas.

1.2.1 Homogénne Markovove procesy

Definicia 1.17. Markovov proces {X(t)}icr nazveme homogénny (v tase),
ak plati

th,tl + h,tQ,tQ +heT V’L,] es
PX(t +h) = jIX(0) = i) = P(X(t2 + h) = j|IX(t2) = i)
Pravdepodobnost’ prechodu zo stavu i do stavu j za ¢as h oznatime

() = { POX(1+1) = JIX() =) akh>0

Po usporiadani mame maticu pravdepodobnosti prechodu (za &as h)
P(h) = (piy(h))iges
Pravdepodobnost) Ze sa proces v ¢ase t nachddza v stave j, ozna¢ime
p;(t) = P(X(1) = j) (1.35)
Zvykneme ich usporiadat’v tvare vektora
(1) = (p;(1))jes

a nazyvame pravdepodobnostné rozdelenie procesu (v Case t). Pociatoénym
rozdelenim procesu rozumieme p(0).

ij
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Priklad 1.13. Tak ako v priklade 1.1 budeme uvaZovat pit’ guliciek v dvoch
urndch. Teraz nds vSak bude zaujimat’ vijvoj (chovanie) guliciek v redlnom Case.
Na zaciatku pozorovania je prod urna prazdna. Dlzky casovijch intervalov medzi
jednotlivymi zmenami poctu guliciek v urndch sii ndhodné, nezdvislé a nie sii
ovplyvnené poctom guliciek v urndch. Pravdepodobnost’ nastatia zmien pocas
intervalu danej dlzky nezdvist od polohy tohto intervalu na casovej osi. Navrhnite
model umoZriujiici vijpocet stredného poctu guliciek v prvej urne ako funkciu doby
trvania pozorovania.

Opit’budeme modelovat'chovanie guli¢iek ndhodnym retazcom {X () }ser

popisujtcim pocty guli¢iek v 1. urne v spojitom ¢ase pozorovania 7. Jedna
sa 0 homogénny Markovov proces s pociatoénym rozdelenim p(0) =
(1,0,0,0,0,0). Potom stredny pocet guli¢iek v prvej urne v ¢ase t € T
je uréeny vztahom

EX(#)) = 1.p1(t) + 2.p2(t) + 3.ps(t) + 4.pa(t) + 5.ps(1)

Asi nés neprekvapi, Ze aj v spojitom pripade plati analégia vety 1.1.1.
Umoziiuje vypocet matic pravdepodobnosti prechodu v ¢asovych okami-
hoch pomocou funkcionalnej maticovej rovnice.

Veta 1.2.1. (Chapman-Kolmogorovove rovnice)
P(r + s) =P(r)P(s) Vr,se€T

Dokaz. Treba ukézat, Ze plati

pii(r+ ) =Y pir(r)pis(s
keS

Postupne vyuZijeme homogenitu retazca, vetu o tiplnej pravdepodobnosti,
vztah P(AB|C) = P(A|BC)P(B|C) a Markovovu vlastnost ' retazca.

Pi(r + ) =P(X(r +5) = X (0) =)
= PX(r+5) = 4, X(r) = KX(0) = 1) =
kesS
=S PX(r + 5) = X (r) = k,X(0) = )P(X(r) = k|X(0) =
kesS

=Y PX(r+5) = j[X(r) = BYP(X(r) = k|X(0) = i) =

kesS

= pulr)pis(s)

kesS

1.2.2 Pravdepodobnostné rozdelenie

Nasim cielom je vypocitat’ pravdepodobnostné rozdelenie Markovovho
procesu p(t). Jeho vypocet nam napriklad umoziuje nasledujtice tvrdenie.

Veta 1.2.2. (Chapman-Kolmogorovova)
p(t+h) =p{t)P(h)Vt,heT (1.37)
Dokaz. Treba ukézat, ze

i(t+h) = Zpk Jori(h) Vj € SVLET
kes
Oznalme javy Hy = {X(t) = k} a A = {X(t + h) = j}. Z vety o tplnej
pravdepodobnosti a homogenity retazca dostavame

pi(t+h) = =Y P(H)P(AH) = > pe()pis(h)
keS keS

1.2.3 Kolmogorovove diferenciilne rovnice

Efektivnejsi vypocet rozdelenia retazca, naviac v I'ubovolnom okamihu,
dostaneme z rieSenia ststavy homogénnych diferencidlnych rovnic s kon-
Stantnymi koeficientami. Najskor vSak zavedieme nasledujtice znacenie
pomocou symbolu o, ktory budeme v nasledujticom zmysle pouZzivat'v
celom dalsom texte.

Definicia 1.18. Hovorime, Ze redlna funkcia redlnej premennej f(z) je pre
2 — 0 rddovo mensia neZ x a zapisujeme f(z) = o(z) pre z — 0, ak plati

lim @

x—0 I

Cvicenie. Overte: o(z) + o(z) = o(z), K - o(z) = o(z), o(z) - o(z) = o(x).

=0

Definicia 1.19. Na popis homogénneho Markovovho retazca so spojitym
¢asom slazia intenzity prechodu zo stavu i do stavu j

aki #j




Zvykneme ich usporiadat’v tvare matice Q = (g;;); jes, kde

% = *)\ii ak1 :j

a nazyvame maticou intenzit prechodu.

Cvoicenie. Dokézte, Ze plati

Zqij:(] VieS

jes

Priklad 1.14. Predpokladajme, Ze intenzity prechodu medzi roznymi (bezpro-
stredne dostupnymi) stavmi urien v priklade 1.13 sii rovnaké a nezivislé od poctu
guliciek v urndch. Definujte v tomto modeli maticu intenzit prechodu a maticu
pravdepodobnosti prechodu za vel'mi malii dobu AL.

V3etky mozné bezprostredné prechody medzi r6znymi stavmi systému
budd mat’konStantnii intenzitu prechodu A. Dostavame nasledujicu ma-
ticu intenzit

-

Poznamenajme, Ze v tomto modeli je stavom systému pocet guli¢iek v
l.urne. Matica Q je aj maticou intenzit prechodu, ak by sme zvolili ako stav
systému pocet guli¢iek v 2.urne.

Hladana matica P(At) mé& potom podla definicie 1.38 prvky definované
prei,j € {0,1,2,3,4,5}

1= MAL+o(Al)  ak (3,4) € {(0,0), (5,5)}
At) = 1-2\At+ O(At) ak (7;7.7) € {(L 1)7 (27 2)7 (373)7 (47 4)}
PiB) =0 AAr4o(Al)  aklijl=1
(A1) ak|i —j| > 1

Veta 1.2.3. (Kolmogorovove diferencidlne rovnice)

Dokaz.
Ozna¢me E jednotkovii maticu a I maticu jednotiek. Z Chapman-
Kolmogorovovej vety 1.2.2 dostaneme

p(t + Agti —p(t) _ P(t)(P(AA:) B _pe+

o(At)
At

p()I

Po limitnom prechode At — 0 mame tvrdenie vety. O

Priklad 1.15. V priklade 1.14 nds bude zaujimat’ dynamika chovania guliciek, ak
na zaciatku pozorovania je rovnako pravdepodobné, Ze sii vsetky gulicky v proej
alebo druhej urne.

Chovanie guli¢iek v l.urne moZno popisat’ nasledujiicim systémom
Kolmogorovovych diferencialnych rovnic:

s pociatoénymi podmienkami

po(0) = % p1(0) = 0, p2(0) = 0, p3(0) = 0, ps(0) = 0, p

1.2.4 Limitné vlastnosti

Definicia 1.20. Ak existuje limita

lim p(t) =7 >0 (1.41)
t—o0
a toto limitné rozdelenie nezavisi na p(0), potom Markovov proces na-
zveme ergodicky (regularny) a pravdepodobnostné rozdelenie procesu =
nazyvame staciondrne.

Podobne ako v diskrétnom pripade, aj v spojitom pripade mozno hladat’
stacionarne rozdelenie retazca rieSenim systému linearnych rovnic.




Veta 1.2.4. Staciondrne rozdelenie w = (m;) jes je urcené rieSenim
mQ=0, » m=1 >0 (1.42)
jes

Dokaz. Pretoze stacionarne rozdelenie w nezavisi na ¢ase ¢, dostaneme zo
vztahu 1.40 pre p(t) = 7
p'(t)=0=7Q (1.43)

O

Priklad 1.16. V priklade 1.14 sa budeme zaoberat’ chovanim guliciek v case, ked’

sa systém uZ stabilizuje. Zaujima nds ustdlené rozloZenie poctu guliciek v prvej
urne.

Hladame stacionérne rozdelenie prislusného retazca rieSenim systému
linedrnych rovnic

0=—-m+m
T — 2m + Ty
m — 279 + T3
Ty — 273 + T4
Ty — 2my + T
Ty — T
o+ M + T+ T3+ Ty + T

ktory ma4 rieSenie ®# = (3, ¢.5, 6 ¢ &) Teprezentujice ofakdvané rovno-

merné rozloZenie poctu guli¢iek v prvej urne.

Jedna z najjednoduchsich postacujticich podmienok pre existenciu er-
godického Markovovho retazca je obsahom nasledujticeho tvrdenia, ktoré
uvadzame bez dokazu.

Veta 1.2.5. (Markovova) Ak existuje cas t > 0, Ze vSetky proky matice P(t) sii
kladné (t.j. nenulové), potom je Markovouv proces ergodicky.

Poznimka. Podobne ako pre Markovove retazce mozno aj pre Markovove
procesy urobit’analogicku klasifikaciu stavov. Vzhladom na ich zloZitost),
napr. stcty st tu nahradené integralmi, klasifikacii procesov nebudeme
venovat'pozornost’

1.3 Metédy rieSenia

1.3.1 Prechodovy graf

Matice pravdepodobnosti prechodov alebo matice intenzit, s ktorymi sa v
praxi stretdvame, byvaju velmi riedke (maja velmi vela nulovych prvkov).
Potom je vyhodné reprezentovat’prislusné matice vhodnym prechodovym
grafom.

Definicia 1.21. Nech P = (p;;);,jes je matica pravdepodobnosti prechodu
Markovovho retazca s mnozinou stavov S. Potom prechodovym grafom re-
tazca rozumieme ohodnoteny digraf G = (V, H, ¢), kde V = S je mnozina
vrcholov,

H={(i,j) €V x Vip, >0}

je mnoZina orientovanych hrén a ¢ : H — (0,1) je ohodnotenie orientova-
nych hran urcené c((4, j)) = pij-

Priklad 1.17. V priklade 1.2 nahradte maticu pravdepodobnosti prechodu pre-
chodoviym grafom. Mame maticu

O Oulw Ouls O

Ous Ouewe O O
= Oun O O O
Oul- O O O O

oo o ou-O
O O ouin O =

ktorej zodpovedéa ohodnoteny digraf G na obr. 1.1.
1 2 3 4

5 5 5 5
' N
o)
) Y\\%/\\g/

5 5 5

Obr. 1.1: Prechodovy graf retazca a maticou

Analogicky sa definuje prechodovy graf pre Markovov proces.
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Definicia 1.22. Nech Q = (g;;)ijes je matica intenzit prechodu Marko-
vovho procesu s mnozinou stavov S. Potom prechodovym grafom procesu
rozumieme ohodnoteny digraf G = (V, H, c), kde V = S je mnozina vrcho-
lov,

H:{(’L’,j)EVXV!qu’#O}
je mnoZina orientovanych hran a ¢ : H — (—o0, c0) je ohodnotenie orien-
tovanych hran uréené ¢((, 7)) = gi;-

Priklad 1.18. V priklade 1.14 nahradte maticu intenzit prechodu prechodovym
grafom. Mame maticu

ktorej zodpoveda ohodnoteny digraf G na obr. 1.2.

A A

A
/\/_E)
A A A O

)\

—2) —2A _

—2A A

Obr. 1.2: Prechodovy graf procesu a maticou Q

Pozndmka. Niekedy budeme, pre zjednodusenie obrdzku prechodového
grafu, vynechdvat’ slucky. Ich ohodnotenie mozno lahko ziskat’z ohod-
noteni odchadzajicich hran grafu. V pripade retazca totiz plati vztah
pii=1— E]ﬁ pij a v pripade procesu zas plati vztah ¢; = — Z#i Aij-

1.3.2 Algebraicky pristup

Nech S = {0,1,...,n} je konetnd mnozina stavov. V pripade homogén-
neho Markovovho retazca s mnoZinou stavov S a s maticou pravdepodob-
nosti prechodu P = (p;;)ijes hl'adédme stacionarne rieSenie v tvare rieSenia
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systému
n(P-E)=0, Y m=17>0 (1.44)
jes
V pripade homogénneho Markovovho procesu s mnoZzinou stavov S a
maticou intenzit prechodu Q@ = (g;;)ijes hladame stacionarne rieSenie v
tvare rieSenia systému

mMQ=0, » m=17>0 (1.45)
jes
Oba systémy linearnych rovnic (1.44) aj (1.45) moZeme, vzhladom na line-

arnu zavislost’stlpcov matic, prepisat'na tvar

mA=h (1.46)

DPoz2 cee Po,n—1
pun—1 P12 ce. Pin—-1
P21 pa—1 ... Pan—1

DPn1 Dn2 o Pnin-1— 1
pre systém (1.44) a
Go2 --- dopn-1

Q12 -+ qip-1
q22 ... G2p-1

Gn1 Gn2 ... dpn-1

pre systém (1.45).
MoZno ukazat, Ze matica A je regularna, systém rovnic (1.46) ma jediné
rieSenie
7 =bA™!, (1.47)
o zodpoveda poslednému riadku inverznej matica A~*.

Poznidmka. Systém (1.46) moZeme riesit’ aj znAmym Cramerovym pravid-
lom, najskor ho viak musime tpravit'na tvar AT« = b?.




1.3.3 Markovove retazce s vinosmi

V praktickych aplikdciach mdzeme predpokladat, Ze prechody medzi
stavmi sti spojené s urlitymi vynosmi (trzby, ndklady, produkcia,...). KaZzdej
pravdepodobnosti prechodu p;; je priradeny urcity vynos (ocenenie) o;;,
ktory ma v pripade strat zdpornt hodnotu. Zvyknu sa usporiadat’do ma-
tice vinosov (ocenenti) @ = (0j;);jes. Takéto retazce sa nazyvaju Markovove
retazce s vijnosmi.

Oznatéme v;(n) otakdvany celkovyj vynos procesu po n krokoch, ktory vznikol
zo stavu i. Vypotitame ho zo vztahu

v;i(n) = Zp”v(oij +vj(n—1)), 1 €8S. (1.48)
jes
Tieto vynosy usporiadame do vektoru ocakdvanych vynosov po n krokoch
v(n) = (vi(n))ics. Na zadiatku je prirodzené predpokladat’nulové vynosy
tj. v(0) = 0.
Oznaéme ¢; strednit hodnotu bezprostrednyjch vijnosov stavu i, vypocitame
ju zrejme takto
¢ = ZPij%‘p i€ S. (1.49)
jes
Usporiadajme ich do vektoru bezprostrednych vijnosov q = (¢;)ies. Vztah
(1.48) potom mdzZeme prepisat’v maticovej notdcii na tvar

v(n) =q+Pv(n—-1), v(0)=0. (1.50)

Priklad 1.19. Podnik uvidza na trh novy produkt a sonduje jeho tispesnost.
Na zaciatku - v priebehu proého mesiaca sa zistila 75% tispesnost’ produktu. Ak
bol produkt v prvom mesiaci nefiispesny s pravdepodobnostou 0.2/0.5 bude v
nasledujiicom mesiaci fispesny. Predpokladajme, Ze vynosy pri zotrvani v stave
ne/tispesny sii —1, 10 a pri zmene stavu ne/tispesny 4, 3.

Predpokladajme, Ze zmeny v dspesnosti produktu mézeme modelo-
vat’Markovovym retazcom s mnoZzinou stavov S = {1, 2}, kde stav 1 je
,uspesny” a stav 2 je ,netspesny”. Potom matica pravdepodobnosti pre-
chodu a matica vynosov budu

0.5 0.5 10 4
P*(O.Q 0.8)’ @*< 3 71)'

Vypotitame ocakdvané hodnoty vynosov zodpovedajtice jednotlivym me-
siacom (krokom). Najkor vypocitame vektor bezprostrednych vynosov

q= (ZJ11011+012T12 ) _ ( 7 )
D21021 + 092722 —0.2
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1 5 6
10.4 16.615 18.484
1.04 6.354 8.206

Tabulka 1.1: Vyvoj vynosov produktu

Vektor o¢akdvanych vynosov po 1. mesiaci je

v(1) = q+Pv( )=(_S,2)+(313 82) (8)

Vektor o¢akdvanych vynosov po 2. mesiaci je

v(2) =q+Pv(l) = ( _3,2 ) + ( 8; 82) ( —3.2 ) - ( 1003 )

Analogickym postupom vypoditame o¢akavané vynosy v dalSich mesia-
coch a zapigeme do tabulky Tab.1.1. Vidime, Ze rozdiel vo(n) — v;(n) sa po
uréitom pocte krokov bliZi k hodnote 10.28. Interpretujeme to tak, Ze vycho-
diskovy stav tispesného produktu prinaSa v kazdom mesiaci o 10.28 jed-
notiek vy3si vynos ako vychodiskovy stav netspesného vyrobku. Stcasne
je viditelny konstantny prirastok hodnot otakévanych vynosov, ktory sa
ustaluje na hodnote 1,857. Tato vlastnost’stivisf s limitnymi vlastnostami
retazca.

1.3.4 Markovove retazce s alternativami

Ocenenia pravdepodobnosti prechodu st dolezité pre porovnanie ré6znych
alternativ, medzi ktorymi sa moZzno rozhodovat’ Ide o tzv. riadené Marko-
vovove retazce resp. Markovovove rozhodovacie procesy. Takato volba by mala
byt optimalna pre dostato¢ne dlho prebiehajtici proces.

Predpoklada sa, Ze v rdmci kazdého stavu sa m6Zeme rozhodntit'medzi
alternativami, ktoré s prisludnym stavom stvisia. Za téelom vyberu opti-
malnej startégie (rozhodnutia), mézeme pouzititerativny postup zodpo-
vedajci aplikacii principu dynamického programovania. Pre tlohy tohto
typu je znama ako metdda iterdcie podla hodnoty.

Nech S = {0,1,...,n} su stavy kone¢ného retazca. Ozna¢me k index
alternativ, pg) resp. off) je pravdepodobnost’resp. vynos prechodu zo stavu
i do stavu j pri alternative k a n je krok. Postup met6dy je takyto:




1. Vkazdom kroku vypotitame celkové ofakavané naklady podla vztahu:

vin+1) = max +Zpl v;j(n—1)), i €S, (1.51)
jes

@V =>"poy), ies, (1.52)

Jjes
je stredna hodnota vynosu stavu ¢ pri alternative k. Vynosy v;(n + 1)
sti celkové ofakavané vynosy na optimalnej ceste.

. Pri vypocte v;(n +1),1 € S ur¢ime vektor odpovedajticich alternativ
d(n) = (di(n))ics, kde d;(n) je index odpovedajajiicej alternativy v
stave i v kroku n.

. Metdéda kondi najdenim takého vektora alternativ d(n*), ktory sa uz
nementi - vedie k maximalnemu oc¢akdvenému vynosu.

Priklad 1.20. Pokracujeme v rieseni prikladu 1.19. Podnik spustil reklamnii kam-
pari a pripade ne/lispesnosti sa zvysila jeho tispesnost na 30 /80%. Predpokladajme,
Ze sii zistené i vynosy odpovedajiice jednotlivym alternativam tispesnosti pro-
duktu. Ulohou je stanovit’ optimélne alternativy, ktoré vedu k najvyssiemu
ocakdavanému vynosu. Vstupné tidaje obsahujii matice pravdepobnosti a
VYNosov podl’a dvoch alternativ k: 1, bez reklamy” a 2 ,,s reklamou:

@ _ (05 05 @ _ (08 0.2
F _<0.2 08 )0 T =03 07 )

@(1):<130 4) o — (124 _23)

Najkor vypocitave vektory strednych hodnét vynosu pre obe alternativy:

q(l): pll;oll; plZ; 12; ( 7 )
le 21 +p2 —02

o= (TR ) < (1),
p2l 21 +p 1.5

Vypocitame celkové ocakavané V}’/nosy na optimalnej ceste:

1. Pre n = 0je v9(0) = v1(0) = 0.

2. Pren=1je
(1) = max(7+0.5-0+0.5-0;11.6 + 0.8 0+ 0.2 - 0) = 11.6,
¢o zodpoveda alternative k = 2 (reklamovat) tj. d;(1) = 2.
va(1) = max(—0.2 + 0.2+ 0+ 0.8 - 0; —=1.5 + 0.3 - 0+ 0.7 - 0) = —0.2,
¢o zodpoveda alternative k£ = 1 (nereklamovat) tj. do(1) = 1.
. Pren =2
v1(2) = max(7+0.5-11.64+0.5-—0.2; 11.6+0.8-11.6+0.2- —0.2) = 22.84,

¢o zodpoveda alternative k = 2 (nereklamovat) tj. d,(2) = 2.

¥5(2) = max(—0.240.2-11.6+0.8-—0.2; —1.5+0.3-11.6+0.7-—0.2) = 1.96,

¢o zodpoveda alternative k£ = 1 (reklamovat) tj. do(1) = 1.

Rovnakym spdsobom vypocitame celkové ocakdvané vynosy a ur¢ime od-
povedajtice alternativy v d'aldich mesiacoch. Dalgim vypoétom mozno zis-
tit, Ze od 3-tieho mesiaca sa proces ustali tak, Ze vyuZziva druht alternativu
(reklama).

1.4 Elementirne Markovove procesy

Budeme sa zaoberat’ niektorymi pripadmi homogénnych Markovovych
procesov, ktoré st zndme pod nazvom elementdrne Markovove procesy.

1.4.1 Poissonov proces

Definicia 1.23. (Homogénnym) Poissonovyjm procesom s parametrom X > 0

rozumieme homogénny Markovov proces, s mnozinoustavov S = {0,1,2, ..

s pociatotnym rozdelenim p(0) = (1,0,0,0,...) a s nasledujicim precho-
dovym grafom
Pozndmka. Dalej budeme vnéazve vynechavat’slovo ,homogénny” a skraco-

vat’len na Poissonov proces. So veobecnejsimi nehomogénnymi Poissonovymi
procesmi sa nebudeme zaoberat'”

Lema 1.4.1. Nech {X(t)}er je Poissonov proces s parametrom \. Potom

p;(t) = (’\jt')j eM VYjes (1.53)
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A A

Obr. 1.3: Prechodovy graf homogénneho Poissonovho procesu

Dékaz. Matica intenzit Poissonovho procesu je

-2 X 0 0
0 A2 X 0
A A

0 0 -A

Overenim Kolmogorovych diferencidlnych rovnic (1.40) pre rozdelenie
procesu (2.1) dostavame tvrdenie vety. |
Poznidmka. Z dokazu lemy 2.1 tiez vidime, preco bolo vyhodné definovat’
pociato¢né rozdelenie Poissonovho procesu p(0) = (1,0,0,...).

Veta 1.4.1. Nech {X(t) }scr je Poissonov proces s parametrom X. Potom

E(X(t) = M (1.54)

E(X(1) = D JP(X(1) = j) = Zj(Aj_?e_M Y

O
Pozndmka. Dosledkom vety 1.4.1, je Ze parameter A Poissonovho procesu
mozeme interpretovat’ ako strednij pocet udalosti za jednotku casu a nazvat’
intenzitou Poissonovho procesu. Udalostami sa tu chapu okamihy, ked’ do-
chadza k zmene stavu retazca.

V dopravnej praxi sa ¢asto stretdivame s prikladmi toku udalosti (napr.
prichody vozidiel na krizovatku, prichody vozidiel na ¢erpaciu stanicu,
odchody nakladnych vlakov zo zoradovacej stanice), ktoré mdzeme mo-
delovat’Poissonovym procesom.

Priklad 1.21. Majitel potravin zistil, Ze v rannej Spicke prichidza do potravin
priemerne 20 zikaznikov za 5 miniit. Majitel ova manZelka sa domnieva, Ze v prie-
behu 10 miniit moZu ofakdvat’ prichod 30-tich zdkaznikov. Optimisticky majitel’
vsak v priebehu 10 miniit ocakdva prichod 40-tich zikaznikov. Kto z manZelov ma
pravdepodobnejst odhad?
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Budeme predpokladat), Ze prichody zédkaznikov sti ndhodné udalosti
modelované Poissonov procesom s intenzitou A = ? = 4 zak./min. Prav-
depodobnost’30-tich udalosti v éasovom intervale dizky 10 mintt je rovna
podla vztahu (2.1)

(4.10)% _, .,  40%
10) = 410 _
Pso(10) = —5r—e 30!

a pravdepodobnost’40-tich udalosti v 10 minttovom intervale je

4.10)% 404
( 40') 6—4.10 — 40' ‘/—40 — 0.06297

Optimisticky odhad majitela ma v&csiu pravdepodobnost’ nez opatrnejsi
odhad jeho manzelky.

e 0 =0.01847

P40(10) =

Za istych predpokladov o toku nahodnych udalosti {t,}52, ktoré ne-
budeme bliZsie Specifikovat, mdZeme tento tok modelovat’ Poissonovym
procesom {X(t) };cr. Na obr.1.4 mame jednu konkrétnu realizaciu elemen-

X(t

e ——)

—o

o th Ty Ty

T1 ' T2 ' T3 ' T4
Obr. 1.4: Realizé4cia toku udalosti ako Poissonovho procesu

tédrneho toku a zodpovedajtce jednotkové prirastky stavu Poissonovho
procesu v okamihoch vyskytov jednotlivych udalosti.

Doba medzi dvoma po sebe nasledujicimi udalostami sa nazyva me-
dzera. Medzery modelujeme nahodnymi veli¢inami

T =1t —tx k=1,2,... (155)
Nasledujtce tvrdenie demonstruje charakteristickti exponencialnu vlast-

nost’medzier medzi udalostami Poissonovho procesu.
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Veta 1.4.2. Nech {7 }2, st medzery Poissonovho procesu s intenzitou X. Potom
Pre>T1)=¢ ™ V7 >0 (1.56)

Dokaz. Podla definicie medzier, obr.1.4, k dal§im udalostiam v nich ne-
dochadza. Pravdepodobnost, Ze T presiahne nejakt hodnotu 7 > 0, je
rovna pravdepodobnosti, Ze potas intervalu dizky 7 k Ziadnej d'alsej uda-
losti nedo6jde. Naviac vyuzijtic vlastnost’homogenity Poissonovho procesu
dostdvame

Plry > ) = P(X(r) = 01X(0) = 0) = P(X(r) = 0) = po(r) = ¢ "

Cvicenie. Ukazte, Ze pre medzery {7}, elementarneho toku plati

Plr>t+7imp >t)=Plrey>71) Vt,7>0 (1.57)

1
E(ry) = 3 (1.58)
1.4.2 Procesy vzniku a zdniku

Medzi elementarne Markovove procesy s mnoZstvom praktickych aplika-
cii v demografii, hromadnej obsluhe a teérii kozmického Ziarenia patria
procesy vzniku a zdniku, zname aj ako procesy rodenia a iimrti. Jednd sa o
model populécie, v ktorej z niektorych jedincov vznikajt novi jedinci a ini
jedinci postupne zanikaja.

Definicia 1.24. Procesom vzniku a zdniku rozumieme homogénny Markovov
proces, s mnozinou stavov S = {0,1,2,...}, s podiatoénym rozdelenim
p(0) =(0,...,0,1,0,...) a s nasledujucim prechodovym grafom

H1 Ha M3 Hn Hnt1
0808ct008

N N N N
/\0 )\1 )\2 )\n, 1 /\n
Obr. 1.5: Proces vzniku a zéniku

Najznamejsimi specidlnymi pripadmi procesu vzniku a zaniku s:
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. linedrny proces vzniku a zdniku, u ktorého st intenzity prechodu linear-
nymi funkciami stavov, v ktorych bol systém v predoslom okamihu,
tj. Ai =i\ A>0prei=0,1,... ay; =ip,p>0prei=1,2,...,

. procesom rastu, ked’ pocet jedincov v systéme s ¢asom len rastie, t;j.
Ai>0prei=0,1,...,

. procesom ziniku, ked pocetjedincov v systéme s asom pocet len kles4,
tj.pui>0prei=1,2,...,

. kone¢ny proces vzniku a zdniku, u ktorého je S = {0,1,2,...,n} mno-
Zina stavov kone¢n, a tak A\; > O prei = 0,...,n —1a y; > 0 pre
1=1,...,n.

Prechodovému grafu procesu vzniku a zéniku na obr.1.5 (po pridani
slu¢iek) zodpoveda matica intenzit Q = (g;;); jes definovana takto

i akj=i+1
i akj=i—1
Y akj=0,i=0
0 ak i —j| >2

Cuoicenie. Zobrazte prechodové grafy a matice intenzit pre linedrny proces
vzniku a zéniku, proces rastu a proces zaniku.

Z praktického hladiska je vyznamné najmai stacionarne rozdelenie ko-
ne¢ného procesu vzniku a zaniku.

Veta 1.4.3. Konecny proces vzniku a zdniku (obr.1.6) je ergodickiyj a md staciondrne
rozdelenie m = (7;)}_q urcené

AO)\I e /\]'71
PNl R i

0 prel1 <j<n (1.60)
Hiflg - [y

;=

n -1
To = (1 +>° dohi- Ay A“) (1.61)

=1 e

Dokaz. Ergodicnost’procesu je dosledok Markovovej vety 1.2.5. Korektnost’
stacionarneho rozdelenia procesu (1.60),(1.61) staci overit’. |

Priklad 1.22. Opit’ sa vrdtime k prikladu s piatimi gulickami v dvoch urndch.
Budeme predpokladat’, Ze doba pobytu gulicky v prvej urne md exponencidlne
rozdelenie s parametrom y > 0 a doba pobytu gulicky v druhej urne md exponen-
cidlne rozdelenie s parametrom X > 0. Udalostou v tomto systéme je nezdvislé
preskakovanie guliciek medzi urnami. Aky je stredny pocet guliciek v prvej urne?
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Obr. 1.6: Prechodovy graf kone¢ného procesu vzniku a zaniku

Mnozinou stavov takéhoto systému moZze byt opat’pocet guliciek v pr-

vej urne, teda S = {0, 1,2, 3,4, 5}. Dalej vyuZijeme bezpamétovu vlastnost’

exponencidlneho rozdelenia, ktord ndm zarucuje Markovovu vlastnost’'re-
tazca {X(¢)}ier s mnozinou stavov S. Ak 71 ~ Ezp(u) a 7o ~ Exp()),
potom pre k = 1,2 a lubovolné ¢,7 > 0 je

P(Tk>t+T|Tk>t)=P(Tk>T)

Naviac parametre oboch rozdeleni nezavisia na ¢ase, teda ide o homogénny
Markovov retazec so spojitym ¢asom. Vypocitame pravdepodobnosti pre-
chodu pre najaky dostatotne maly ¢asovy interval dizky At. Ststredime
sa len na zmeny stavu vyvolané zmenou polohy nanajvys jednej gulicky.
Zmena polohy viac neZ jednej gulicky v tomto intervale nastavajt totiz s
pravdepodobnostou o(At) tj. p;;(At) = o(At) pre |i — j| > 1.

Pravdepodobnost, Ze prvéa urna je prdzdna a Ziadna guli¢ka nepresko&i
z druhej urny do prvej, je rovna stcinu pravdepodobnosti, Ze gulicky v
priebehu ¢asového intervalu dizky At nezmenia svoju polohu

poo(A) = (P(T9 > A1) + o(AL) = e 3 4 o(AL) = 1 — BAAL + o(At)

Pravdepodobnost), Ze prva urna je prazdna a jedna z 5-tich guliciek preskoci
z druhej urny do prvej je rovna pravdepodobnosti, Ze jedna z piatich
guli¢iek zmeni polohu a ostatné nezmenia

por(At) = 5P(1y < A)(P(1y > Al)* + o(Al)
=5(1— e (e N 4 o(At) = 5AAL + o(At)

Ak je teda v prvej urne ¢ guliciek (1 < ¢ < 5), potom analogicky méme

pi!i,l(At) = iP(Tl < At)(P(Tl > At))171(,P(Tz > At))sil + O(At)

(1 — e’“At)(e"‘AL)”l(e’Am)s” = iput + o(At)

D)P(Te < AY)(P(T1 > AY)) (P12 > A1) + o(At)
)( —)\At)(e—uAt)z(e—)\At)zi—z — (5 _ i)/\At + O(At)
P71 > A (P(1a > AL)) 4 o(At)

eTHAN (M = 1 (i + (5 — i) A) AL+ o(A)

Di, z+1(At) =(5—-
5—

pii(At) =

(
= (
(
= (

Pravdepodobnost, Ze prva urna je plna a jedna z guliciek preskoc¢i do
druhej urny, je

ps.4(AL) = 5P (11 < A)(P(T1 > A)* + o(At) = 5(1 — e 21 (e 2N + o(AL)

= 5ut + o(At)
Kone¢ne pravdepodobnost, Ze prva urna zostane pln, je

pss(At) = (P(T1 > A) + o(Al) = (e”‘m)5 + o(At)
=1—5ut + o(At)

Vidime, Ze sme dostali prechodovy graf kone¢ného procesu vzniku a za-
niku Teraz uz mézeme pouZit'vzorce z vety 1.4.3 a dostavame

7
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Obr. 1.7: Prechodovy graf kone¢ného procesu vzniku a zéniku
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Potom je stredny pocet guli¢iek v prvej urne rovny

A )\2 )\3 4 )\5
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A
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V pripade nekonetnej mnoziny stavov vsak Markovovu nemdZeme
aplikovat), a preto analogické tvrdenie uvadzame bez dokazu.
Veta 1.4.4. Nech pre proces vzniku a zdniku s nekone¢nou mnoZinou stavov plati

) EAAEREL RN, (1.62)

o1 Mk

) - o L o
Potom je proces ergodicky a staciondrne rozdelenie m = (m;)32, je urcené

_ AO)\l - Ajfl
Ty ————————

mp = rej > 1 (1.63
! ’ Haptg - - - s P )

MPaf . [

0 —1
o= (1 +>° LLINL Y A“) (1.64)

=1

Poznidmbka. Vyssie uvedené tvrdenie vyuZijeme najmaé pri ttdiu niektorych
elementarnych Markovovych systémov hromadnej obsluhy s nekone¢nou
mnozinou stavov.

Sluzby Alternativy
Vymena novy
opraveny
Oprava bezna lehota
skratena lehota

Tabulka 1.2: Sluzby pre mobilné telefény - pravdepodobnosti prechodu
(vynosy)

1.5 Aplikdcie - cvicenia

Nasledujuce priklady st vhodné ako cvi¢enia. Odporticame pokisit’sa aj
Klasifikovat’stavy prislusnych modelujticich Markovovych retazcov (pro-
cesov).

Priklad 1.23. Na trhu sa zistuje zdujem o nové druhy peciva, ktoré budeme
oznacovat’ A,B a C na zdiklade prieskumu. Zistilo sa, Ze 50,20, 30% spotrebite-
lov preferuje pecivo A,B,C. Za mesiac boli spotrebitelia jednotlivé druhy peciva
preverovanti, ¢i nadalej kupujii povodny produkt alebo preferujii iny. Zistilo sa,
Ze 90% spotrebitelov vytrvalo pri A a 10% B. Rovnaky prieskum sa realizoval
aj u spotrebitelov, ktori na zaciatku preferovali pecivo B a C. Predpokladajme, Ze
sil zndme ,,vynosy” z predaja, v pefiaznom vyjadreni, vzhladom na druhii cast’
prieskumu. Ulohou je skiimat’vyvoj ispe$nosti jednotlivych druhov petiva
v budticom obdobi a ur¢it'odpovedajtice hodnoty o¢akavaného ,vynosu”.

Priklad 1.24. Firma zaoberajtica sa predajom a opravou mobilnych telefénov diva
do previdzky dva druhy sluZieb: ,,vymena telefonu” a ,,oprava telefonu”. V rdmci
vymeny telefonu sa mozno rozhodniit’ medzi ,,vymenou za novy” a ,vymenou za
opraveny” a v rdmci opravy telefonu pre ,,opravou v beZnej lehote” a ,,opravou v
skritenej lehote” Firma zistila nasledovné (Tab1.2) podmienené pravdepodobnosti
prechodu a vijnosy odpovedajiice jednotlivym sluzbdm a alternativam. Ulohou je
navrhnat’ pre firmu optimalnu stratégiu oprav mobilnych telefénov.

Priklad 1.25. Podnik triedi svoje pohladdvky podla casu prekrocenia ich splatnosti
do 30 diiovych intervalov. Doba splatnosti pohladivky je 90 dni. Nesplatené
pohladdvky nad 30 dni sii nedobitné (neinkasovatelné). Podnik sleduje v priebehu
kazdého mesiaca po dobe splatnosti zmeny v pocte splatenyjch pohladivok. Rovnako
tiez stanovil, kol'ko percent nadobytnijch pohladavok postiipi v priebehu mesiaca do
dalsieho mesiaca doby splatnosti. Takto ziskané iidaje sit obsahom tabulky Tab 1.3.
Ulohou je analyzovat' uvazovany systém splécania pohladavok s cielom
stanovit*
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Intervaly Splatené Nedobytné
pohladavky | pohladévky

0—30 0.23 0
31 —-60 0.66 0
61 — 90 0.73 27

Tabulka 1.3: Pravdepodobnosti splacania pohladavok podniku

. otakavanu splatent a nedobytnti hodnotu za predpokladu zndmej
hodnoty pohladavok v priebehu 3 mesatného obdobia,

. hodnotu celkovych finanénych zdrojov za predpokladu zndmej hod-
noty vznikajucich pohladivok kazdych 30 dni,

. velkost'rizikového fondu s vopred zvolenou istotou,

. velkost' finan¢énych fondov pri uvazovani diskontovej sadzby.

Priklad 1.26. Pri 5 rocnom inZinierskom $tidiu sii jednotlivé rocniky bud’ ab-
solvované alebo opakované, a nie je mozné vracat’sa do niZsich rocnikov. Vijstup
z proyjch styroch rocnikov je mozZny len vyliicenim, alebo postupom do vyssieho
rocnika a v piatom rocniku vyliiCenim, alebo absolvovanim. Predpokladajme, Ze
pravdepodobnost’ vyliicenia je py, pravdepodobnost’ postupu je pp a pravdepo-
dobnost’ opakovania je po. Urcte maticu pravdepodobnosti prechodu, ak st
tieto pravdepodobnsoti pre vSetky ro¢niky rovnaké. Akt roénikovi Struk-
taru z N nastupujtcich Studentov do prvého roénika moZeme ocakavat’
po piatich rokoch?

Priklad 1.27. Podlua podmienok sitaze, Sportovec, ktory remizuje jeden zdpas,
strdca jeden bod a Sportovec, ktory prehrd jeden zdpas, strica dva body. Sportovec
je vyradenyj zo siitaze, ak strati dva body. Sportovec, ktory zatial nestratil ani jeden
bod, vyhriva v kaZdom zdpase s pravdepodobnotou 1/2 a remizuje s pravdepodob-
nostou 1/4. Ak uz stratil jeden bod, potom v kaZdom zdpase je pravdepodobnost’
jeho viyhry 1/3. Uréte pravdepodobnot’ toho, Zze ak ma $portovec vyhraté
vietky stretnutia, potom po dalsich dvoch zo stutaze vypadne.

Priklad 1.28. Nihodne vybrany siibor rodin je rozdelend na tri skupiny:
1. rodiny, ktoré nemajii pocitac a nemajii ani zdujem si ho kiipit,

2. rodiny, ktoré nemajii pocitac, ale majii zdujem si ho kiipit,

44

Pocet strojov X 0 1 2 3 4 5 a viac
p(N) 0.2 0.7 0.07 0.02 0.01 0

Tabulka 1.4: Rozdelenie diskrétnej ndhodnej veli¢ciny N - pocet strojov
prichadzajtcich do ptavy v intervale dizky 20 min

3. rodiny, ktoré majii pocitac

Statistické pozorovania pocas jedného roka dali moznost’ odhadniit’ pavdepodob-
nosti prechodu rodiny z jednej skupiny do druhej s maticou pravdepodobnosti

prechodu
0.8 0.1 0.1
0 07 03 }|.
0 0 1
Urcte pravdepodobnost’ toho, Ze rodina, ktora

1. nema pocital a nema ani zaujem si ho kiipit, bude v takej situacii za
dva roky,

2. nemé pocitac ale ma zaujem si ho kapit, bude ho mat’za dva roky.

Priklad 1.29. V opravovni polnohospodirskych strojov robia rijchle opravy. K
dispozicii je jedna linka. Oprava trod priemerne 20 miniit. V opravovni moZu
Cakat’ nanajvys 4 stroje. Pocet strojov, ktoré v priebehu 20 miniit prichddzajii do
opravy je ndhodnd velicina bf N, ktord md rozdelenie pravdepodobnosti zadané
tabulkou Tab1.4.

Odvodte maticu pravdepodobnosti prechodu P ak modelujeme stav
skladu na zaciatku opravy ako i. Aky je priemerny pocet oprav po stabili-
ZAcii.

Priklad 1.30. Sklad krmoviv md maximdlnu kapacitu uskladnenia 300 ton. V
priebehu kaZdej smeny sa do vijroby odvezie 100 ton krmovin. Sticasne sklad
dostane dodavku X ton na doplnenie zdsob. Velicina X je ndhodni a md rozdelenie
pravdepodobnosti uvedené v tabulke. Ked'je doddvka tak velkd, Ze sa nevojde do
skladu, potom sa nadbytocné mnozstvo ukladd na manipulacnii sklidku. Odtial’
sa aj za cenu zvysenych nikladov doddva druhy deri do vijroby.

Odvodte maticu pravdepodobnosti prechodu P ak modelujeme stav
skladu na zac¢iatku smeny ako i.

Priklad 1.31. Uvazujme matematickyy model price stroja, ktory sa obcas vypina
a zapina. V kazdom ¢asovom okamihu sit dve moznosti: stroj bud’ pracuje alebo
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Doddvka X ton krmovin 0 100 200 300 400 a viac
p(X) 0.55 0.25 0.10 0.10 0

Tabulka 1.5: Rozdelenie diskrétnej ndhodnej veli¢iny X - dodavka krmovin
na doplnenie zasob

nepracuje. Je znima pravdepodobnost’ vypnutia A(0 < A < 1) a pravdepodobnost’
zapnutia stroja p(0 < p < 1).

Odvodte pravdepodobnosti, Ze stroj po n pozorovaniach (ne)pracuje.
Zavisi limitné chovanie stroja od pociato¢nych podmienok?

Priklad 1.32. Cata md k dispozicii 4 stroje, pracu vykondva denne. Ak klesne
pocet previdzkyschopnijch strojov pre poruchu koncom dna na menej nez 3 stroje,
dostane Cata 1 stroj z rezervy; ten je dodany na zaciatok dalsej smeny. Ak vsak
majit koncom diia 3 alebo 4 previdzkyschopné stroje, nedostanti ni¢. Cata moZe
plnit’ svoje iilohy len ak md asporii 3 stroje. Pri moZe byt kazdy stroj vyradenyj pre
poruchu s pravdepodonostou p. Pravdepodonost’ vyradenia k strojov z n strojov
sa riadi binomickym rozdelenim.

Modelujte vhodne stavy takéhoto systému a odvod'te prislusni maticu
pravdepodobnosti prechodu a priemerny pocet a rozptyl poctov prevadz-
kyschopnych strojov na zaciatku diia po stabilizacii systému.

Priklad 1.33. Dvaja hrdci hrajii postupnost’ partii. V kaZdej partii hrdc vyhrd
korunu s pravdepodobnostou p a prehrd korunu s pravdepodobnostou ¢ = 1 — p.
Zaciatocény kapitdl 1. resp. 2. hraca je K, resp. Ko koriin. Hrd sa tak dlho, pokial
jeden z hricov nepride o vsetky svoje peniaze.

Odvodte pravdepodobnost’ vyhry a vysku priemernej vyhry 1. a 2.
hraca.

Kapitola 2

Tedria hromadnej obsluhy

Medzi aplikacie teérie Markovovych retazcov patria systémy hromadnej
obsluhy. Jedna sa o systémy, ktorych zakladna Struktdra je zndzornena
na obr.2.1. Do systému, v ktorom sa nachadzaja linky obsluhy (obsluzné
kandly), prichddza vstupny tok zdkaznikov pozadujtcich obsluhu svojich
poziadaviek. Obsluha zikaznika trva isty Cas, pocas ktorej zdkaznik blo-
kuje linku, ktord vykonéava jeho obsluhu. Zakaznici po ukonéeni obsluhy
uvolnuja linku a tvoria vystupny tok zikaznikov. Ak v okamihu prichodu
zékaznika do systému nie je volnd Ziadna linka obsluhy, zékaznik moze
¢akat'na uvolnenie niektorej linky v rade, ktory sa nazyva front.

vstupny tok zakaznikov @ vystupny tok zakaznikov
o

front linky obsluhy

Obr. 2.1: Zakladna $truktira systému hromadnej obsluhy

Pouzitie systémov hromadnej obsluhy je typické pre modelovanie ko-
munika¢nych systémov, dopravnych systémov, vyrobnych procesov, ob-
chodnych a kultirnych zariadeni atd’. V sti¢asnosti sa presadzuje ich pouZi-
tie pri modelovani pocitatovych systémov a po&itaovych sieti. Vzhladom
na velku réznorodost’ vyuZitia systémov hromadnej obsluhy treba pojmy
zikaznik, linka obsluhy, obsluha chapat’dost’ vSeobecne.

Vo vsetkych pripadoch st systémy hromadnej obsluhy tvorené tymito
prvkami:

o Vstupny tok zikaznikov je postupnost’ prichodov zdkaznikov, ktoré
nasledujti jedna za druhou v nejakych ¢asovych okamihoch. Zakaz-
nici mézu prichadzat’jednotlivo alebo v skupinach. Ich pocet moze
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zdkaznik linka obsluhy ~ obsluha
telefénny tcastnik centrala spojenie
vozidlo krizovatka prechod
vyrobok obrabaci stroj obrobenie
pokazeny stroj opravar oprava
kupujtci pokladna zaplatenie
chory lekar vySetrenie

Tabulka 2.1: Priklady systémov hromadnej obsluhy

byt obmedzeny alebo neobmedzeny. Casové intervaly medzi po sebe
nasledujticimi prichodmi (t.j. medzery) moézu byt pravidelné alebo
nahodné. V pripade ndhodnych prichodov sa vyZzaduja pravdepo-
dobnostné charakteristiky vstupného toku.

Front je miesto, kde ¢akaju zdkaznici, ktori pri svojom prichode ne-
mohli byt’ ihned’ obsluhovani. Pravidlo, podla ktorého sa vybera z
radu ¢akajucich na obsluhu, sa nazyva disciplina cakania. Najznamej-
Sie st

— FIFO prvy vstupuje, prvy obsltzeny,

— LIFO posledny vstupuje, prvy obsltazeny,

— SIRO vyber v ndhodnom poradi,

PRI vyber podla priority.

Ak je pocet miest frontu obmedzeny, potom prichadzajtci zdkaznici
st odmietnuti bez obsluhy, ak rad u dosiahol maximalnu dlzku.

Linka obsluhy poskytuje obsluhu zédkaznikovi realizaciou jeho poZia-
davky. Obsluha v systéme moZe byt poskytovana jednou alebo via-
cerymi nezavislymi linkami obsluhy, pricom niektoré mozu byt’spe-
cializované na poziadavky niektorych zakaznikov. Doba obsluhy (¢as
trvania obsluhy) moéze byt’pevna, rovnaka pre vsetkych zakaznikov,
zavisla od typu zdkaznika alebo ndhodna. V poslednom pripade mu-
sime opéat’poznat’pravdepodobnostné charakteristiky doby obsluhy.

Vijstupny tok zdkaznikov je postupnost’ okamihov odchodov zédkaz-
nikov zo systému. Vo vSeobecnosti st vlastnosti vystupného toku
z&vislé od vlastnosti vstupného toku a dob obsluhy zakaznikov. Vy-
stupnym tokom je dolezité sa zaoberat’ najmi v pripadoch, ked’ je
vstupnym tokom d’alsieho systému hromadnej obsluhy.
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Pri pouZitf systémov hromadnej obsluhy na modelovanie nejakych ob-
jektov nds vo vSeobecnosti zaujima efektivnost’ich ¢innosti. Rozumie sa
tym napr. priemerny pocet obsliZenych zakaznikov vzhladom na celkovy
pocet prichodov zakaznikov, priemerné doba prace jednotlivych liniek ob-
sluhy, priemerny ¢as ¢akania zdkaznikov vo fronte, priemerné dizka radu
atd’. To, ktoré veli¢iny, pripadne ich kombindcie zvolime, byva uréené for-
muldciou problému. V praxi sa uplatiiujii najmé ekonomické hladiska.
Uréenim zavislosti veli¢in charakterizujtcich ¢innost’systému (charakteris-
tik hromadnej obsluhy) od Struktiiry systému sa zaobera teéria hromadnej
obsluhy.

2.1 Kendallova klasifikacia

Uz zékladné modely systémov hromadnej obsluhy priptstaja rozlicné
moznosti klasifikacie.

Podl'a moZnosti vzniku frontu sa rozli$uja na systémy:

o s odmietanim - bez ¢akania zdkaznikov v rade,

o s konecnym frontom - s ohrani¢enym po¢tom miest v rade

e s obmedzenyym ¢akanim - s ohrani¢enou dobou ¢akania zdkaznikov v
rade

s nespolahlivymi linkami - s preruSovanou obsluhou zakaznikov

s neobmedzenym frontom - s neobmedzenou dobou ¢akania zédkazni-
kov v rade

Podla typu modelu sa systémy delia na:

e Markovove - s exponencidlnymi medzerami medzi udalostami (pri-
chodmi a odchodmi zdkaznikov),

o semimarkovove - s erlangovskymi medzerami medzi udalostami,

e nemarkovove - so vieobecnym vstupnym tokom a dobou obsluhy za-
kaznikov

Podla zdroja vstupného toku zakaznikov sa delia na systémy:
e ofvorené - s neobmedzenym poctom potencidlnych zakaznikov,

o uzavreté - s kone¢nym poctom cirkulujtcich zédkaznikov,
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X Y

Poissonov tok exponencialne rozdelenie
erlangovské rozdelenie medzier toku Erlangovo rozdelenie
konstantné medzery toku konstantna doba
vieobecné rozdelenie medzier toku  l'ubovolné rozdelenie

Tabul’ka 2.2: Zdkladné parametre Kendallovej klasifikacie

e zmiesané - ako kombindcie otvorenych a uzavretych systémov

e siete - zlozené z viacerych navzajom prepojenych elemendrnych sys-
témov, pricom vystupny tok z jedného systému moZze byt vstupnym
tokom druhého systému

Vyssie uvedené delenie systémov nie je Gplné. Dalsimi gpecifickymi
kritériami st usporiadanie liniek obsluhy - sériové systémy, rozne druhy
priorit liniek alebo priorit zakaznikov - prioritné systémy atd’.

D.G.Kendall zaviedol v 1953 pomerne jednoduch klasifikaciu systé-
mov hromadnej obsluhy, ktora sa pouziva dodnes. Systémy sti oznacené
kombinaciou pismen a ¢&islic

kde X popisuje vstupny tok zdkaznikov, Y popisuje rozdelenie doby ob-
sluhy a n udéva pocet liniek obsluhy.
V stcasnosti je v anglosaskej literattire zauzivané rozsirenie Kendallo-

vej klasifikacie na
X/Y/n/m

kde naviac m udava maximalne pripustny pocet zdkaznikov v systéme.

Pozndmka. Dalej budeme pouZivat rozsirent Kendallovu klasifikaciu. Ako
priklad uvedme systém M / D / 2 / cc - je to dvojlinkovy systém s ele-
mentarnym vstupnym tokom zakaznikov, konstantnou dobou obsluhy a
neobmedenym frontom (spravidla sa predpokladé disciplina FIFO).

Presnejsia Specifikdcia sa obycajne uvadza pred alebo za klasifikaciou
systému. Napriklad uzavrety systém E, / G/1/m s LIFO je jednolinkovy
systém s dvojfazovymi erlangovskymi medzerami vo vstupnom toku za-
kaznikov, v8eobecnou dobou obsluhy, v ktorom cirkuluje m zdkaznikov,
ktori, ak ¢akaju v rade, st z neho vyberani podla pravidla LIFO.

2.2 Markovove systémy hromadnej obsluhy

Markovovymi systémami budeme rozumiet’ také systémy hromadnej ob-
sluhy, ktoré mozno modelovat’homogénnym Markovovym retazcom so
spojitym ¢asom. Nech S je mnozina stavov homogénneho Markovovho
retazca {N(¢)},cr. Stavy retazca tu interpretujeme ako pocty zikaznikov v
systéme a
p;(t) = P(N(#) = j)

chépeme ako pravdepodobnost), Ze v systéme je v ¢ase ¢ prave j ¢akajticich
alebo obsluhovanych zdkaznikov.

Nech {A(t)}ier a {B(t)}ter st ndhodné procesy, pricom nahodna veli-
¢ina A(t) udava pocet prichodov zakaznikov do systému za ¢as ¢ anahodna
veli¢ina B(t) udava pocet odchodov zékaznikov zo systému za &as ¢. Pri-
klady realizacie takychto procesov popisujtcich obsluzny systém st na

Obr. 2.2: Realiz4cia vstupného toku zakaznikov
svoju hodnotu o 1 prave v &ase prichodu {t,t5,t5, t4,.. .} zdkaznika do

odchodu {t8,t8 tB tB ...} zédkaznika zo systému. PretoZe i-ty zakaznik
musi najskor prist’a azZ potom moZze odist) plati

th <t j=12...

kde t' je okamih prichodu j-teho zékaznika do systému a t? je okamih
odchodu j-teho zakaznika zo systému. Ak t;‘ = t]B, znamena to pre nas,
Ze j-ty zédkaznik je odmietnuty.
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Obr. 2.3: Realizacia vystupného toku zdkaznikov

Na obr.2.4 méme vyvojsystému s prislusnymi vstupnymi a vystupnymi
tokmi. Vidime, Ze pocet zakaznikov v systéme v Case t dostaneme zo vztahu

N(t) = A(t) - B(t)

Tento vztah sa vyhodne vyuZiva prisimulicii systémov, ked'sa ich zakladné
charakteristiky (napr. vyuZitie systému, strednd doba pobytu zdkaznika v sys-
téme, strednyj pocet cakajiicich zidkaznikov v systéme) nevypocitavaji ana-
lyticky, ale numericky. Touto problematikou ukon¢ime vyklad zédkladov
teérie hromadnej obsluhy. Najskor sa budeme venovat’analytickym meté-
dam, ktoré poskytuje teéria Markovovych retazcov.

Obr. 2.4: Vyvoj systému hromadnej obsluhy

Pre Markovove systémy hromadnej obsluhy je charakteristické, Ze me-
dzery medzi udalostami majt bezpamatové exponencidlne rozdelenie.
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Systém hromadnej obsluhy povazujeme za stabilizovanyj, ak od istého
okamihu je dalsi vyvoj systému nezavisly na ¢ase. Ak sa jedna o Marko-
vov systém, zaujimavé st najma tie pripady, ktoré moéZeme modelovat’
ergodickym Markovovym retazcom.

Nasledujuce tvrdenie, ktoré ma v8eobecnti platnost, ddva do stvislosti
tri zdkladné charakteristiky stabilizovaného systému hromadnej obsluhy.
Jeho dokaz je vSak aj napriek jednoduchosti tvrdenia netrividlny, a preto
ho vynechame.

Veta 2.2.1. (Littlova formula) Majme stabilizovanyj systém hromadnej obsluhy.
Nech X je stredny pocet prijatijch zikaznikov za jednotku casu, E(N) je stredny
pocet zikaznikov v systéme a E(T) strednd doba stravend zdkaznikom v systéme.
Potom plati

£(N)

A= 2.1

£(T) 2.1)
Pozndmka. X v Littlovej formule nazyvame intenzita vstupného toku zikazni-
kov.

Vratime sa k prikladu 1.21 s manZelmi v obchode s potravinami.

Priklad 2.1. Majitel potravin zistil, Ze v rannej $picke prichadzajii do potravin
priemerne 4 zikaznici za miniitu. Majitelova manzelka, ktord je pokladnickou,
zistila, Ze priemerny pocet zdkaznikov v obchode je 30. Akd je priemernd doba
strdvend zdkaznikom v obchode?

Opat'mozeme predpokladat), Ze prichody zdkaznikov sti ndhodné uda-
losti a vstupny tok zédkaznikov je elementarny tok s intenzitou A = 4
zak./min. V ¢ase rannej $picky sa v obchode nachédza v priemere £(N) =
30 zak. Stredna doba stravena zakaznikom v obchode je potom £(T) =
@ = 30 = 7.5 minaty.

Elementdrnymi Markovovymi systémami budeme rozumiet’ také systémy
hromadnej obsluhy, ktoré moZzno modelovat’ pomocou procesu vzniku a
zaniku. Najskor sa budeme zaoberat’ niektorymi vyznamnymi prikladmi
takychto systémov.

23 SysttmM/M/1/ 0

Do jednolinkového systém s Poissonovym vstupnym tokom zakaznikov s
intenzitou A > 0 prichddzaji zakaznici a poZaduja obsluhu. Doba obsluhy
linky méa exponencialne rozdelenie so strednou dobou obsluhy i > 0.
Zékaznici, ktorf n&jdu linku obluhy obsadenti, sa postavia do radu. Na
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takto vzniknuty front sa nekladt Ziadne obmedzenia. Predpoklada sa,
Ze zakaznici budu obsluhovani v poradi prichodov, tj. podla discipliny
¢akania FIFO. Takyto systém je prikladom systémov s neohrani¢enym
frontom. Znamena to tieZ, Ze doba ¢akania zdkaznika vo fronte je tiez
neobmedzena.

UkaZzeme, Ze systém moZno modelovat’ ako proces vzniku a zéniku
{N(t) }ter s mnozinou stavov S = {0,1,2,...}. Stavy systému interpretu-
jeme takto:

e 0 - prazdny systém,
e 1-vsystéme je len jeden obsluhovany zakaznik,

e 2-vsystéme st dvaja zakaznici (jeden obsluhovany a jeden ¢akajtci
na obsluhu),

e 1-v systéme je n zdkaznikov (jeden obsluhovany a n — 1 &akajticich
v rade frontu).

V Poissonovom vstupnom toku zékaznikov maja dlzky medzier 7,
medzi prichodmi zdkaznikov to isté exponecidlne rozdelenie s parametrom
A > 0. Dalej vyuzijeme, Ze doba obsluhy 7, mé exponecialne rozdelenie s

parametrom £ > 0 a je nezéavislé od dizok medzier 7, Poissonovho toku.
Spolu s bezpamitovou vlastnostou exponencidlneho rozdelenia nam to
zarucuje markovovsku vlastnost’ systému. Zvyskova doba obsluhy — od
nejakej udalosti v priebehu obsluhy zakaznika do ukoncenia jeho obsluhy
— ma tieZ exponencialne rozdelenie s parametrom . Teda 71 ~ Ezp()) a
Ty ~ Exp(u) .

Vypotitame pravdepodobnosti prechodu pre nejaky dostato¢ne maly
¢asovy interval dlzky At. Vstupny tok zakaznikov je Poissonovym proce-
som s parametrom ), a tak pravdepodobnost’ prichodu k zédkaznikov za
Cas Atje

e Aot = 1-)MAt+o(At) akk=0
PA(AL) = k) = AAte ™2t = AAL+ o(At) akk=1
%e*’\m = o(At) akk >2
V systéme moZze byt’ obsluhovany len jeden zdkaznik z exponencidlnou
dobou obsluhy (aj zvyskovou dobou obsluhy) s parametrom . Pravdepo-

dobnost’ odchodu zédkaznika z linky obsluhy je rovna pravdepodobnosti,
Ze doba obsluhy resp. zvyskovej obsluhu zdkaznika 7 je nanajvys At

P(r < At)=1—e " = uAt + o(At)
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Pravdepodobnost, Ze linka neukon¢i obsluhu zakaznika, je rovné pravde-
podobnosti, Ze doba obsluhy resp. zvyskovej obsluhy zakaznika T je vécsia
nez At
P(r > Al) = e " =1 — uAt + o(Al)

Dalej sa ststredime len na zmeny stavu vyvolané jedinou udalostou —
prichodom alebo odchodom zékaznika. Zmena stavu vyvolana viac nez
jednou udalostou nastava totiz s pravdepodobnostou o(At) tj. p;;(At) =
o(At) pre i — j| > 1.

Pravdepodobnost, Ze je systém prazdny a nepride Ziaden zakaznik,
je rovna pravdepodobnosti, Ze v priebehu ¢asového intervalu dizky At
nepride Ziaden zakaznik

Poo(At) = P(A(AL) =0) =1 — AAt+ o(At)
Pravdepodobnost, Ze je systém prazdny a pride jeden zdkaznik, je rovna
pravdepodobnosti, Ze v priebehu ¢asového intervalu dizky At pride jeden
zakaznik

por(At) = P(A(AL) = 1) = AAL + o(At)

Ak je v systéme ¢ zdkaznikov (i > 0), potom je prave jeden zikaznik
obsluhovany a ostatni ¢ — 1 ¢akajti v rade. Pravdepodobnost, Ze prave
jeden odide a Ziaden nepride, je rovna sti¢inu pravdepodobnosti
Dii—1(At) = P(A(AL) = 0)P(T < At)
= (1 = AAL + o(AL)) (uAL + o(At)) = uAt + o(At)
Pravdepodobnost, Ze prave jeden pride a Ziaden neodide, je rovna sté¢inu
pravdepodobnosti
Diip1(At) = P(A(AL) = 1)P(T > At)
= (AAL+ o(AL))(1 — pAt + o(At)) = AAL + o(At)
Pravdepodobnost, Ze Ziaden nepride a Ziaden neodide, je rovna stcinu
pravdepodobnosti
pi(At) = P(A(AL) = 0)P(r > At)
= (1 = AAL+ o(A))(1 — pAt+ o(Al)) =1 — (A + p) At + o(At)

Vidime, Ze sme dostali $pecidlnu maticu intenzit v procese vzniku a zaniku
Q= (Qij)i,jes

A akj=i+1

n akj=i-1

Gj =4 —A—pu akj=14,i>0
A akj=0,i=0
0 ak |i—j| >2




Z praktického hladiska je vyznamny pripad, ked sa systém stabilizuje.
Akje p = ﬁ < 1, potom podla vety 1.4.4 je splnend podmienka (1.62) a
retazec je ergodicky. M4 stacionarne rozdelenie, a tak zo vztahov (1.63) a
(1.64) dostavame

m=p(1=p), 5>0 22

Vzorce (2.2) st zname ako Erlangove vzorce(1909) a umoziiuju vypocitat’
zdkladné charakteristiky stabilizovaného systému.

E(N) | ocakdvany (stredny) pocet zikaznikov v systéme

s(N)=Zjvrj=szj(1—ﬂ)=“‘p)pzj”?_l:(l_p)p%.zpj
) d o . 1L p A
_(lfp)pdfp(m)—(lfp)p(l_py_1—,0_#_/\ @3

E(T) + strednd doba pobytu v systéme. Z Littlovej formuly a (2.3) mame
(2.4)

E(Wy) t strednd doba obsluhy v systéme. Z exponencialneho rozdelenia
doby obsluhy mame

EW) = 25)

E(Wgq) | strednd doba cakania vo fronte. Doba strdvend zadkaznikom v
systéme sa sklada z doby ¢akania vo fronte a doby obsluhu.

1 1 A E(N)
EWgQ) =€&(T)—EWg)= ————= — = —— (2.6)
(Wa) = E(T) ~E(Ws) = = = = s =50
E(Ng)  stredny pocet cakajricich zdkaznikov vo fronte. Z Littlovej formuly
kovanej na front dostavame

2
Y ) 2.7)

EMNQ) =X (Wo) =X =55 =1,

— pravdepodobnost’, Ze zikaznik najde vol'nii linku.

P5=7T0=17p
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pravdepodobnost’, Ze zikaznik bude cakat’ vo fronte.
Pp=1-m=p
E(Ng) t stredny pocet obsluhovanych zdkaznikov v systéme.
ENg)=0-m+1-(1—m)=1-my=p (2.10)
[k} vyuZitie systému (linky obsluhy).
K=p (2.11)

Cuicenie. Odvodte vzorce E(Ng) = Pg.E(N), E(Ng) = Ps.£(N) aE(Ng) =
Z;L(j = m;j.

Priklad 2.2. K ortopédovi prichddza priemerne 16 pacientov za 8 hodin jeho
pracovnej doby. Strednd doba osetrenia pacienta je 20 miniit. Zistite, ¢i sa takyjto
systém moZe stabilizovat, ak vstupny tok pacientov je Poissonov a doba obsluhy
je exponencidlna. Vypocitajte vyuZitie lekdra, strednii dobu strdvenii pacientom u
lekdra a strednii dobu cakania v cakdrni.

Vstupny tok pacientov (zakaznikov) je Poissonov s intenzitou A = 1 =

2 zék./hod. Stredna doba obsluhy je ; = 20 min. = 3 hod. Nakolko
p= % = 2 < 1, systém sa moZe stabilizovat. Lekar je vyuZityna sk = p =
1 1

0.67 = 67%. Paciet stravi u lekdre priemerne £(T) = -5 = 375 = 1 hod,,

z toho v &akérni £(Wg) = #ﬂ) = 33-9) = 3hod. = 40 min.

Cuicenie. Vypotitajte dalSie charakteristiky systému vo vyssie uvedenom
priklade.

Charakteristiky stabilizovaného systému umozitujt formulovat’a riesit’
optimalizacné tilohy. Prikladom takych tdloh je nasledujtica tiloha: Nech su
za isté obdobie zndme tieto ndklady na prevadzku obsluzného systému

¢ ¢ - ndklady na tdrzbu prazdneho systému,
e ¢, - naklady na chod linky obsluhy,
¢ ¢, - naklady na akcie orientované na udrzanie zakaznikov.

Cielom je néjst’ také vyuZitie systému &, pri ktorom st celkové priemerné
néklady minimalne. Potom kriteridlna funkcia C (k)

C(k) = como + ¢1(1 — m) + c2€(N) (2.12)
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je zloZena z troch Casti. Priemerné naklady na udrzbu prazdneho systému
cyTo s umerné relativnej pocetnosti vyskytu volnej linky. Priemerné na-
klady na chod linky ¢; (1 — mq) st imerné relativnej pocetnosti vyskytu ak-
tivnej linky. Priemerné néklady na akcie pre udrZanie zakaznikov ¢,&(N)
rastd timerne s ich priemernym poc¢tom. Po dosadeni prislusnych charak-
teristik systému do (2.12) dostaneme

C(k) =c(1—kK)+ak+ €27 f - (2.13)

Dalej postupujeme tak, ako je to bezné pri hladani volného extrému funkcie
reélnej premennej, poloZenim derivacie (2.13) podla  rovnu nule.
dC(k) o

= - > = 2.14
dr CO+01+(1—[§)2 0 ( )

odkial po tpravach dostaneme

K=1—,/—2 (2.15)
G —C

omocou druhej derivacie sa mozeme presvedcit, Ze a nasli
P druhej d deit, ze £9X) > 0 a nasli

sme minimum kriteridlnej funkcie. Z prirodzenej podmienky 0 < x < 1
dostavame obmedzenia na parametre tlohy (cg, ¢1 a ¢2).

2 (2.16)
Cyp — C1

0<

Priklad 2.3. Mald stavebnd firma, Specializujiica sa na prestavbu bytovych jadier,
ocakdva v priebehu mesiaca nasledujiice niklady na svoju previdzku. Penalizdcia
tiverujiicou bankou za necinnost’ je 150 tis.Sk. Néaklady na platy zamestnancov st
50 tis.Sk a ndklady na reklamu sii 10 tis. Sk. Za akyjch podmienok moZe mat’ firma
minimdlne niklady?

Ak chapeme stavebn firmu ako systém M /M /1/ oo, potom moZno rie-
$it’optimaliza¢nd tlohu (2.12) s parametrami ¢o = 1500008k, ¢; = 50000Sk
a ¢y = 10000Sk. Dosadenim do vztahu (2.12) dostaneme vyuZitie systému

/ 10000 /
150000 — 50000 = 0.685 = 68.3%

pri ktorom ma firma minimélne naklady, podla vztahu (2.13), vo vyske

C(k) = 150000 - (1 — &) + 50000k + 100001L =103245.55 Sk
— K

Firma dosiahne tieto minimalne priemerné mesa¢né naklady, ak je sys-

tém v tomto obdobi stabilizovany a vztah medzi strednou dobou medzi
prichodmi zéaznikov } a strednou dobou obsluhy zékaznika i je dany
1 _ 1

K’X_/_L

24 SystétmM/M/n/ oo

Viaclinkovy systém M /M / n / oc sa lis&i od M/ M / 1/ oo len poctom
navzajom nezavislych liniek.

A

oo n

Obr. 2.5: Viaclinkovy systému M /M /n/ oo

Vstupnym tokom zakaznikov je Poissonov tok s intenzitou A > 0 a
doba obsluhy kazdej z liniek mé& exponenciélne rozdelenie so strednou
dobou obsluhy i > 0. Zakaznik, ktory najde v ¢ase prichodu aspoii jednu
volnu linku, za¢ne byt' okamZite obsluhovany niektorou z nich. Zakaznici,
ktori najdu vsetkych n liniek obsluhy obsadenych, sa postavia do radu. Na
takto vzniknuty front sa opat'nekladd Ziadne obmedzenia. Predpokladé
sa, Ze zdkaznici budu obsluhovani v poradi prichodov, tj. podla discipliny
¢akania FIFO. Takyto systém je prikladom systémov s neohrani¢enym
frontom. Znamena to opat, Ze doba ¢akania zakaznika vo fronte je tiez
neobmedzena.

UkaZeme, Ze systém mozno modelovat’ ako proces vzniku a zéniku
{N(t) }ter s mnoZinou stavov S = {0,1,2,...}. Stavy systému interpretu-
jeme takto:

e 0 - prazdny systém,

e 1 -v systéme je jeden obsluhovany zakaznik,

e 2 -v systéme st dvaja obsluhovani zdkaznici,
n - v systéme je n obsluhovanych zédkaznikov.

n+1-v systéme je n+1 zadkaznikov (n obsluhovanych a jeden ¢akajtci
na obsluhu),

e 1+q - v systéme je n+ g zdkaznikov (n obsluhovanych a ¢ ¢akajticich).

Dalej postupujeme analogicky ako pri analyze jednolinkového sys-
tému. Z vlastnosti vstupného toku zakaznikov vieme, Ze dlzky medzier 7,
medzi prichodmi zdkaznikov maji exponecialne rozdelenie s tym istym
parametrom A > 0. Dalej vyuZijeme, Ze doba obsluhy 7, I'ubovolnej z n
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liniek je nezavisla od dizok medzier 7, Poissonovho toku. Naviac aj doby
obslih liniek st navzdjom nezévislé, a teda aj ich zvyskové obsluhy sa
navzajom nezavislé. Bezpamitova vlastnost’ exponencialneho rozdelenia
nam opat’ zaru¢uje markovovsku vlastnost’systému. Teda 71 ~ Ezp(}) a
Ty ~ Exp(p).

Vypocitame pravdepodobnosti prechodu pre nejaky dostato¢ne maly
¢asovy interval dlzky At. Vstupny tok zékaznikov je Poissonovym proce-
som s parametrom ) a tak pravdepodobnost’prichodu k£ zdkaznikov za ¢as
Atje

1-AAt+o(At) akk=0
P(A(AL) =k) =< AAL+ o(At) akk =1
o(At) ak k > 2
V systéme moZze byt’obsluhovanych nanajvys n zdkaznikov s exponencial-
nou dobou dobou obsluhy (aj zvyskovou dobou obsluhy) s parametrom
7

Pre ndhodnt veli¢inu T ¢ize dobu obsluhy resp. zvyskovej obsluhy

zrejme plati

P(r<At) = 1—e ™ = At + o(At)

P(r>At) = e P8 =1— uAt+ o(At)
Opit’sa ststredime sa len na zmeny stavu vyvolané jedinou udalostou —
prichodom alebo odchodom zékaznika. Zmeny stavu vyvolané viac nez
jednou udalostou v tomto intervale nastavaju totiZ s pravdepodobnostou
o(A), tj. pi(At) = o(At) pre |i — j| > 1.

Pravdepodobnost) Ze je systém prazdny a nepride Ziadny zakaznik,
je rovna pravdepodobnosti, Ze v priebehu asového intervalu dizky At
nepride ziadny zakaznik

Poo(At) = P(A(AL) =0) =1 — AAt+ o(At)
Pravdepodobnost, Ze je systém prazdny a pride jeden zédkaznik, je rovna
pravdepodobnosti, Ze v priebehu &asového intervalu dizky At pride jeden
zakaznik

poi(Al) = P(A(AL) = 1) = AAL + o(At)

Ak je v systéme i zakaznikov (0 < i < n), potom je prave i zédkazni-
kov obsluhovanych. Pravdepodobnost), Ze prave jeden z nich odide, i — 1
obsluhovani neodidu a Ziadny nepride, je rovna pravdepodobnosti
piio1(At) = iP(A(AL) = 0)P(T < At)(P(T > At))'
= i(1 = AAL + o(AL)) (pAt + o(AL)) (1 — (2 — 1) udSt + o(At))
At + o(At)

Pravdepodobnost, Ze prave jeden pride a Ziadny neodide, je rovna prav-
depodobnosti

Piin (A1) = P(A(AL) =1)(P(r > At))'
= (AAt +0o(At))(1 —ipAt + o(At)) = AAL + o( At)

Pravdepodobnost) Ze Ziadny zédkaznik nepride a Ziadny neodide, je rovna
pravdepodobnosti

pia(At) = P(A(AL) = 0)(P(T > At))’
= (1= AAt+ o(AL))(1 —ipt+ o(At)) = 1 — (A +ip) At + o( At)

Ak je v systéme ¢ zakaznikov (i > n), potom je prave n zakaznikov obslu-
hovanych a ostatni ¢ — n ¢akaju v rade. Pravdepodobnost), Ze prave jeden
bude doobsluhovany a Ziadny nepride, je rovnéd pravdepodobnosti

pii1(At) = nP(A(AL) = 0)P(T < AD)(P(T > At))™
n(1 = AAL+ o(AL)) (At + o(AL)) (1 — (n— 1) puAt + o At))
= nulNt + o(At)

Pravdepodobnost, Ze prave jeden pride a Ziadny neodide, je opat’ rovna
pravdepodobnosti

Diir1(At) = P(A(AL) = 1)(P(r > A)"
= (AAt+ o(AL)) (1 — nut + o(At)) = AAL + o(At)

Pravdepodobnost) Ze Ziadny zédkaznik nepride a Ziadny neodide, je rovna
pravdepodobnosti

pii( At) = P(A(AL) = 0)(P(T > At))"
= (1 - AAt+ 0o(A))(1 — nuAt + o(At)) =1 — (A + nu) At + o(At)

Dostali sme $pecidlnu maticu intenzit v procese vzniku a zaniku Q =
(@i5)ijes

A akj=1+1

i akj=i—1,0<i<n

ni akj=i—-1,i>n

—“A—ip akj=14,0<i<n

—“A—np akj=14,i>n

Y akj=0,i=0

0 ak|i—j| > 2

Prislusny prechodovy graf syst¢ému mame na obr.2.9.
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np np
NS N
A A A

Obr. 2.6: Prechodovy graf systtmu M /M /n/ oo

Z praktického hladiska je vyznamny pripad, ked sa systém stabilizuje.
Akije p = "’\7 < 1, potom podla vety 1.4.4 je splnena podmienka (1.62) a
retazec je ergodicky. Ma jediné stacionarne rozdelenie, a tak zo vztahov
(1.63) a (1.64) dostavame

nl
ﬁp’ﬂg ak0<j<n

n"
—'p771'0 akj>n
n!

<"Z("f:)j+:£ipj> akj =0

PR j=n

Vzorce (2.17) st zname ako Erlangove vzorce.

Coicenie. Zostrojte prechodovy graf systému M / M / n / co a odvod'te
Erlangove vzorce zo vztahov (1.63) a (1.64).

Pozndmka. Pre n = 1 prechadzaja Erlangove vzorce (2.17) do postatne
jednoduchsieho vzorca (2.2).

Erlangove vzorce umoziuju vypocitat'zdkladné charakteristiky stabilizo-
vaného systému. Medzi najpouzivanejsie patria
- pravdepodobnost’, Ze prichddzajiici zikaznik bude Cakat’vo fronte.

Po=) m= Zﬁp]”" = WOFP"ZP]
j=n j=n ) =0
mo(np)" Tn

Cal(l-p) 1-p

znama aj ako Erlangova C formula.

E(Ng) | strednyj pocet Cakajiicich zdkaznikov vo fronte (otakdvand dlZka
frontu).

fe] o]

. n"m . ; mon"p
E(Ng) = Z (J—”)szi.o Z (j—mn)p ="‘=,0(17_)2
Pt nt 2 n! 1)
p
=P, (2.19)
0T,

Najmé pre l'ahsi zapis budeme poZivat'parameter [ zataZenie systému.

n+1

a=np (2.20)

E(Ng)  strednyj pocet obsadenych liniek v systéme.

o0

1 > jmead ap g
ENg) =D _jm+n Y m=> ——+n ), —
=0 ' ’

n
j=n+1 j=1 J j=n+1

n—1 [} n—1 oo
oo .
e XSt = a3 m 3 m)
=0 j=1 =0 j=n
=a=np (2.21)
vyuZitie systému (linky obsluhy).
oo ENs) 2.22)

n

Dalie vyznamné charakteristiky systému moZno vypocitat’ pomocou
Littlovej formule.

E(Wy) t strednd doba cakania vo fronte

_ENg) _ Pop
E(Wq)=—~"= =) (2.23)

E(Wy) t strednd doba obsluhy v systéme. Z exponenciélneho rozdelenia

doby obsluhy mame

£(Wg) = > (2.24)

strednd doba pobytu v systéme. Doba pobytu sa skladd z doby
¢akania a z doby obsluhy

£(T) = £(Wo) + E(Ws) = /% (2.25)
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E(N) | stredny pocet zikaznikov v systéme

A
£(N) = AE(T) = PQ% + 5 = ENg) +E(Ny) (2.26)
Erlangove vzorce (2.17) st pre numericky vypocet pomerne nepo-
hodlné, a tak sa pouziva iny postup. V Erlangovych vzorcoch sa vyhodne
zavedie substitticia -
g =2 (2.27)
o
a tak mdme
1 akj=0
ol .
G=3 7 ak0<j<n
a—' P oakj>n
n!

Dalej sa vypotitajti {g;}2°, a z nich zo vztahu (2.27) hladané

__{ (+a+ag+...)" akj=0
=

qjTo akj>0
Pozndmka. Ked'ze z Erlangovych vzorcov vyplyva:

« .
—Tj-1 ak 1<j<n
77]' = ZY
—mi1 ak j>n
n

je mozné £(Ng) odvodit’aj takto:

E(Ng) =0mg + 1my +2mg + -+ 0w + -+ - =

o o o o
=l-m+2-m+-+n—Tp g +n(=mp+...)=

1 2 n n

o0
=a§ =«
i=0

Priklad 2.4. Duvojlinkovy stabilizovany systém M/ M [ 2 | oo je vyuzivany
na 50%. Akd je ofakdvand dlzka frontu a kolko miniit z hodiny previdzky bude
systém prazdny?

w\»—Aw:.]

o= =

=] o=

Tabulka 2.3: Vypocet stacionarneho rozdelenia pre o = 1

Poznédme podet liniek n = 2 a vyuZitie systému « = 1 a z toho méme
o = 1. Zo vztahov pre otakavant dizku frontu (2.19) a Erlangovej C
formuly (2.18) dostaneme

Top
(1-p)?

Potrebujeme teda vypocitat’ 3, na o pouZijeme vztahy (2.27), (2.28) a
(2.29) prehladne vo forme tabulky 2.3. Pre vypocet staciondrnych pravde-
podobnosti {r;}3_, treba v tabulke vypotitat’

(e o]

95 = q2 L
S g =
=3 1=»

Teraz uz moézeme dosadit’do (2.30) a dostaneme o¢akavany pocet ¢akaju-
cich zékaznikov rovny %, pricom bude systém 60 - 7 = 20 min. z hodiny
prevadzky prazdny.

E(Ng) = (2.30)

Priklad 2.5. Do viaclinkového stabilizovaného systému M /M In /oo prichddza
priemerne 4 zdk./hod., pricom kaZda linka obsliZi priemerne 2 zdk./hod. Pri akom
minimdlnom pocte liniek bude strednyj pocet cakajiicich zdkaznikov nanajuys rovny
dvom zikaznikom?

Pozndme A = 4 a 4 = 2 a tak mdme o = 2 = 2. Ak n = 1, potom

p = a = 2 a systém sa nestabilizuje. Ak n = 2, potom p = § = 1 a systém
sa edte stale nestabilizuje. Pre n = 3je p = ¢ = 2 < 1 a systém sa uz

po dostato¢ne dlhej dobe stabilizuje. Analogicky ako v prechadzajicom
priklade vypoditame v prislusnej tabulke 2.4 pravdepodobnost’ m3. Pre




WIN O\ O

3
ZOO
2

Tabulka 2.4: Vypocet stacionarneho rozdelenia pre n = 3, o = 2

vypocet stacionarnych pravdepodobnosti (7;)3_, treba v tabul'ke vypotitat
da 4
63

i(]:% £ =7
]:41 1-p (1-% 6(B-a)

Teraz moZzeme dosadit’do (2.30) a overit) ¢i oakdvany pocet zakaznikov
je

2
T30 4 3 8
= =-<2 231
T-pF 2(1-2¢ 9 @3
Praktickou optimalizaénou tlohou vo viaclinkovych systémoch je tloha
optimalizdcie poctu liniek. Zakladny model vychddza zo znamych nédkladov
za ¢akanie zdkaznikov v systéme a za prestoj liniek. Nech sti zndme, za isté
jednotkové obdobie, tieto naklady na prevadzku stabilizovaného systému

E(Ng) =

e ¢; - ndklady na ¢akajtceho zakaznika,
e ¢, - ndklady na nevyuzita linku obsluhy zakaznikov.

Cielom je najst’ taky pocet liniek systému n, pri ktorom st celkové prie-
merné naklady minimélne. Potom kriteridlna funkcia C(n)

C(n) = ci€(Ng) + ¢2(n — E(Ng)) (2.32)
je zloZena z dvoch casti. Priemerné naklady za cakajtcich zédkaznikov

¢1€(Ng) st imerné priemernému poctu Cakajacich zakaznikov. Priemerné
néklady za nevyuzité linky c;(n — £(Ns)) stt imerné priemernému poctu
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nevyuzitych liniek. Po dosadeni prislusnych charakteristik systému do
(2.32) dostaneme

C(n) = clﬁ +cn(l—p) (2.33)

Dalsi postup zavisi od toho, ktory z nasledujtcich pripadov nastane:

e Sii dané intenzity A, j1, potom sa hladéa n* také, ze
A
C(n*) = min{C(n) : n > =, nje prirodzené ¢islo} (2.34)
s

Priklad 2.6. Vyjsledkom prieskumu zacinajiicej softvérovej firmy je, Ze moZe
za mesiac ocakdvat’ 4 objedndvky. Charakter tiloh predpokladd, Ze progra-
mdtor je schopny vyriesit’'v tomto obdobi priemerne 2 objedndvky. Mesacné
niklady na provizérne riesenie, kedy zdkaznik Cakd na poZadované riesenie,
sti 50 tis.Sk. Zikladny plat programdtora je 10 tis.Sk, ak nemd prdcu, a je
z rezervného fondu firmy. V pripade, ked’ ma objedndvku, je zikladny plat
plus vykonnostny priplatok programdtora tiplne pokrytyj z ceny objedndvky.
Pri akom pocte programdtorov budii priemerné ndklady firmy po stabilizdcii
minimalne?

Pozndme )\ = 4 zdk./mes., u = 2 zak./mes. a ¢; = 50000 Sk. Plat
programétora vo vygke ¢, = 10000 Sk ide do nakladov v case, ked’
nemd zakazku. Z Erlangovych vzorcov (2.17) pre 0 < p < 1 mame

an

—1 n
i 5+ i)

(2.35)

Tp =

Postupnym dosadzovanim do (2.33) dostaneme tabul’ku 2.5. Dal$im
vypoctom C(n), pre n > 6 by sme zistili, Ze priemerné néklady rastu.
Pri $tyroch programatoroch, n* = 4, st priemerné néklady firmy vo
vyske C(n*) = 28695 Sk minimalne.

Sii dané intenzity A, jimax, potom sa hladaju n* a u* také, ze
C(n*, ") = min{C(n, ) : npt > A, tt < fimax, 1 je prirodzené ¢islo}
(2.36)

kde (po dosadeni p = ﬁ do (2.33)) je kriteridlna funkcia C(n, p)
funkciou dvoch premennych

TpNA
Cln,p) =i CTESEREE . (2.37)




WO N N = W N

Tabulka 2.5: Vypocet kriterialnych funkcii C(n)

b a  p  m  Clnp
250 1.60 0.80 0.1422 146222

n
2
3 2,50 1.60 0.53 0,1278 29646
4 242 165 041 0,0587 26991
5
6

177 225 045 0,0541 31503
1.38 290 048 0,05220 35686

Tabulka 2.6: Vypocet kriteridlnych funkcii C(n, )

Priklad 2.7. Predpokladajme, Ze v priklade 2.6 je priemerny mesacnyj pocet
zakdzok na programdtora nanajuys 2.5 zakdzky. Opit’ nds zaujima pocet
programdtorov, pri ktorom budii priemerné niklady firmy minimdlne.

Teraz sa uz tazko zaobideme bez pomoci po&itata, najlepsie tabul-
kového procesora — pre Windows Excel a pre Linux Gnumeric. Vy-
sledky postupnej optimalizacie (2.37), vypocet optimédlnych hodnot
u pre pevne zvolené n pomocou funkcie Solver mame v tabulke 2.6.
Vidime, Ze pri Styroch programéatoroch, n* = 4 a priemernej intenzite
obsluhy p* = 2.42 zakazok za mesiac st priemerné néklady firmy vo
vyske C(n*, p*) = 26991 Sk minimalne.

Cuicenie. Modifikujte optimaliza¢né tlohy z prikladov 2.6 a2.7, ak do celko-
vych nakladov sa zapocitava aj zdkladny plat plus vykonnostny priplatok
vo vyske 80% zékladného platu programatora.
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2.5 Systém s odmietanimM/M/n/n

Budeme sa zaoberat’systémom s n disponibilnymi linkami obsluhy, v kto-
rom zakaznici necakaju, ale st odmietani, ak v ¢ase ich prichodu st vetky
linky uz aktivne (obsluhujii zdkaznika). Neobsltzeny zédkaznik je pre sys-
tém strateny, preto sa takyto sytém tiez nazyva systém so stratami. Vstupny
tok zékaznikov je Poissonov s intenzitou A > 0 a doba obsluhy kaZdej
z liniek mé& exponencidlne rozdelenie so strednou dobou obsluhy }17 > 0.
Zakaznik, ktory najde v €ase prichodu asporti jednu volnt linku, za¢ne byt’
okamzite obsluhovany niektorou z nich. Systém mozno modelovat’ ako

O

o
n

Obr. 2.7: Systému s odmietanim M /M /n/n

proces vzniku a zaniku {N(¢) };cr s mnozinou stavov S = {0,1,2, ...
Stavy systému interpretujeme takto:

¢ 0 - prazdny systém,

e 1-v systéme je jeden obsluhovany zakaznik,
e 2 -v systéme st dvaja obluhovani zakaznici,

e 1 - v systéme je n obsluhovanych zakaznikov.

Pri odvodeni pravdepodobnosti prechodu postupujeme zhodne ako pri
systéme M/ M/ n/ oo len s kone¢nou mnoZinou stavov reprezentujiicou
stav liniek. Prislusny prechodovy graf systému méame na obr.2.8.

Z praktického hladiska je vyznamny pripad, ked’sa systém stabilizuje.
Podla vety 1.4.3 je retazec ergodicky. Ma jediné stacionérne rozdelenie, a
tak zo vztahov (1.60) a (1.61) dostavame

o
FWO ak0<j<n

-1
"ol
(Z%) akj=0

=0

69




Obr. 2.8: Prechodovy graf systémuM/M/n/n

Aj vzorce (4.58) st zname ako Erlangove vzorce.

Chincin (1911) dokézal, Ze Erlangove vzorce moZno pouZit'aj v pripade
stabilizovaného systému s odmietanim M/ G / n/n, kde doba obsluhy ma
lubovolné rozdelenie s konetnou strednou hodnotou, tj ak méa hustotu

g(t), potom
1 o
—= zg(z)dx
A

Z charakteristik, oznac¢ovanych v zhode s predchadzajicimi modelmi,
stabilizovaného systému uvedieme najvyznamnejsie.

- pravdepodobnost’ zamietnutia zikaznika, ked’ sii vSetky linky blokované
obsluhou zikaznikov.

Py =m, (2.39)
E(N) i— stredny pocet zdkaznikov v systéme, ktory je sucasne aj |E(Ng)
stredny pocet obsadenych liniek v systéme.

n n—1

E(N)=E(Ns) = > jm; —;ﬂ;j?ﬂ :O‘(Z WOM)

!
3=0 j=0
=a(l —m,) =a(l — Py) (2.40)
vyuZitie systému (linky obsluhy).
£(Ns)

K=——== p(1 = Py) (2.41)

E(T) | strednd doba pobytu v systéme je rovnaka ako |E(W g) |- strednd doba
obsluhy zdkaznika.
Z exponencidlneho rozdelenia doby obsluhy mame

E(T) = E(Ws) =
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— strednyj pocet zamietnutych zikaznikov za jednotku ¢asu. Z vlastnosti
Poissonovho vstupného toku zakaznikov vieme, Ze za jednotku ¢asu do
systému pride A zakaznikov. Do systému sa dostane priemerne N zakaz-
nikov, ktori najdu asponi jednu linku volng, a jedna z liniek ich bude ob-
sluhovat’strednt dobu &(T). Ostatni zdkaznici budti odmietnuti. Vyuzijtc
Littlovu formulu dostaneme

£(N)
/\z—)\—m—)\—A(l—Pz)—)\Pz (2.43)
Priklad 2.8. Na parkovisko s maximdlnou kapacitou 40 vozidiel prichddza v
obdobt ustilenej previdzky priemerne 20 voz./hod. Strednd doba pobytu vozidla
na parkovisku je 2.5 hod. Aké je vyuZitie parkoviska, priemerny pocet volnijch
parkovacich miest a priemerny pocet odmietnutych vozidiel za hodinu previdzky?

Budeme predpokladat; Ze vstupny tok vozidiel je Poissonov s intenzi-

tou A = 20 voz./hod. Stredna doba obsluhy vozidla stojaceho na parko-
visku je i = $ hod. Potom o = % =50ap=9% =125

o™ _ 5010
n oy 10 500
n!(Z]‘:o %) 401350 Jol]

P, = =025 (2.44)

Kk =p(l — Py)=0.938
n—N=n—a(l—Py) =25
Az =APz; =5
Parkovisko je vyuZzivané na 93.8%, pri priemernom pocte 2.5 volnych par-
kovacich miest a piatich zamietnutych vozidlach za hodinu prevadzky.

Pozndmka. V prechadzajucom priklade sme vyuzili skutotnost, ze vdaka
Chinc¢inovmu vysledku na chrakatere doby obsluhy nezaleZi, sta¢i poznat’
jej strednti hodnotu. Castejsie viak pozndme rozdelenie doby obsluhy.

Priklad 2.9. V systéme M /G [ 2/ 2 s 20% stratami sa hladd vyuZitie stabilizo-
vaného systému, ked' je doba obsluhy T definovand takto

P(r =10 min.) =

P(r =5min.) =




Stredna hodnota doby obsluhy je

1 1 4 1
;:5(7):105+55:6mm:5h0d.

Hladame vyuZitie systému x = $(1 — Py). Stadi najst’ o z poziadavky

P, ==
2710
o? 2

2+2x+a® 10
20 —a—-1=0

Jediné kladné riesenie vyssie uvedenej kvadratickej rovnice je o = 1. Potom
vyuZitie systémuje £ = (1 — 0,2) = 0.4 = 40%.

2.6 Systém M /M /n/m s koneénym frontom

V tomto n-linkovom systéme sa pripuista ¢akanie v obmedzenom rade
frontu maximalnej pripustnej d{zky m—n. Parameter m systému sa niekedy
nazyva kapacita systému.

A

Obr. 2.9: Systtm M /M /n/m

Vstupnym tokom zakaznikov je Poissonov tok s intenzitou A > 0a doba
obsluhy kaZdej z liniek mé& exponencialne rozdelenie so strednou dobou
obsluhy ,% > 0. Zakaznik, ktory najde v ¢ase prichodu aspori jednu volna
linku, za¢ne byt okamzite obsluhovany niektorou z nich. Zakaznici, ktori
néjdu vsetkych n liniek obsluhy obsadenych, sa postavia do radu, ak v ¢ase
prichodu nie je front pIny. Predpoklada sa, Ze zakaznici budd obsluhovani
v poradi prichodov, t.j. podla discipliny ¢akania FIFO. Takyto systém je
prikladom systémov s kone¢nym frontom.

Od systému M /M /n /oo sa 1i5i len kone¢nym frontom. Systém moZzno
modelovat’ako proces vzniku a zaniku {N(t) };c7 s mnoZzinou stavov S =
{0,1,2,... m}. Stavy systému interpretujeme takto:
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0 - prazdny systém,

1 - v systéme je jeden obsluhovany zakaznik,
2 - v systéme sti dvaja obsluhovani zdkaznici,
n - v systéme je n obsluhovanych zakaznikov.

n+1 -v systéme je n+1 zdkaznikov (n obsluhovanych a jeden ¢akajtci
na obsluhu),

e 11+q - v systéme je n+ ¢ zdkaznikov (n obsluhovanych a ¢ ¢akajtcich),
e m -V systéme je m zdkaznikov (n obsluhovanych a m —n ¢akajtcich).

Odvodenie pravdepodobnosti prechodu pre nejaky dostato¢ne maly
¢asovy interval dizky At je zhodny s odvodenim pre systém M /M /n /oc.
Jedinad zmena sa tyka vypoctu pravdepodobosti prechodu zo stavu m do
stavu m za Cas At

DPmm(AL) = (P(T > A))* =1 — nut + o(At)

Dostaneme tak kone¢norozmernd (m + 1) x (m + 1) maticu pravdepodob-
nosti prechodu za ¢as At — 01 tj. P(At) = (pi;(AL))ijes

AAL 4 o(At) akj=i+1,0<i<m
Nt + o(At) akj=1-1,0<i<n
npuNt + o(At) akj=i—1,n<i<m
1—(A+ip)At+o(At) akj=14,0<i<n
1— A +np)At+o(At) akj=i,n<i<m

1 — npdt + o(At) akj=m,i=m

1— AL+ o(Al) akj =0,i=0

o(At) ak |i —j| > 2

Lahko z nej odvodime maticu intenzit Q = (g;;)i jcs

A akj=i+1,0<i<m

iu akj=1—-1,0<i<n

nu akj=i—-1,n<i<m

—A—ip akj=14,0<i<n
akj=i,n<i<m

—np akj=m,i=m

- akj=0,i=0

0 ak|i—j| >2
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Obr. 2.10: Prechodovy graf systétmuM /M /n/m

Vidime, Ze systém moZeme popisat’ako Specidlny pripad kone¢ného pro-
cesu vzniku a zaniku s nasledujtcim prechodovym grafom 2.10.

Systém ma jediné stacionérne rozdelenie, a tak zo vztahov (1.60) a (1.61)
dostdavame Erlangove vzorce

ol
— o ak0<j<n
]

—p]ﬂ'o akn<j<m

(nzi], nlzp?) akj =0

3=0 j=n

— A _a
kdea—ﬁap—ﬁ

Cvoicenie. Overte, Ze z Erlangovych vzorcov (2.45) dostaneme prislusné
Erlangove vzorce pre systémy:

e M/M/n/oo akm — oo,

e M/M/n/n akm=n,

e M/M/ oo ak n — oo.

Erlangove vzorce sice umoZziujt vypocitat’ zdkladné charakteristiky sta-

bilizovaného systému, ale vedu k zloZitym vzorcom, a tak sa pri rieSeni
praktickych tloh uprednostituje ich numericky vypocet.

- pravdepodobnost’, Ze prichddzajiici zikaznik bude zamietnuty.

Py =mp

pravdepodobnost’, Ze prichddzajiici zdkaznik bude Cakat’vo fronte.

m—n—1

Py . ’"Z: 02#7

Jj=0

1—ppmn
{WHL akp#1
1-p

m(m—n) akp=1

E(Ng) t strednyj pocet akajiicich zdkaznikov vo fronte.

m m—n m—n

ENg)= Y (—n)m= o 7_“’ SNid=m i (2.48)

Jj=n+1 Jj=1 j=1

E(Ng)  strednyj pocet obsadenyjch liniek v systéme. Vyuzijeme rekurentny
prepis Erlangovych vzorcov (2.45)

Q
T ak0<<
Wj:{ P J=n (2.49)

pri1 akn<j<m

a dostaneme

E(Ns) = ijj+n27r] Zmrjl—i-nzlmr]l

j=n+1 j=n+1
—a(7T0+7T1+"'+7Tn+7l'n+1+"'+7Tm_1)
= ol — )

vyuZitie systému (linky obsluhy).
_ E(Ns)

n

= p(1 - ) (2.51)

Dalgie vyznamné charakteristiky systému vypocitame pomocou Littlo-
vej formuly.

- stredny pocet prijatych zikaznikov za jednotku ¢asu je rovny strednému
poctu odchadzajtcich zakaznikov za jednotku ¢asu. Z Littlovej formuly
aplikovanej na vystupny tok zédkaznikov dostavame

N
Ap = EMs) _ pa(l = mp) = A(1 = Py) (2.52)

1

m
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— strednyj pocet zamietnutych zikaznikov za jednotku ¢asu. Z vlastnosti
Poissonov vstupného toku zédkaznikov vieme, Ze za jednotku ¢asu ndm do
systému pride priemerne X zakaznikov. Do systému sa dostane za jednotku
¢asu A\p zédkaznikov, ostatni zdkaznici budii odmietnuti.

Az=A=Ap=A—A(1-P;) = AP, (2.53)
E(Wq) | strednd doba ¢akania vo fronte

N
(W) = £0 (2.54)
Ap
E(Wy) b stredni doba obsluhy v systéme. Z exponencialneho rozdelenia
doby obsluhy mame

E(Ws) = (2.55)

strednd doba pobytu v systéme. Doba pobytu sa skladd z doby
¢akania a z doby obsluhy

E(T)=E(Wq) + E(Ws) (2.56)
E(N) | stredny pocet zikaznikov v systéme
EN) = Ap€(T) = ApE(Wg) + ApE(Ws) = E(Ng) + E(Ng)  (2.57)

Priklad 2.10. Duvojlinkovy stabilizovany systém M /M [ 2/ 5 je vyuZivany na
68.6%. Aky je priemernyj pocet cakajiicich zdkaznikov a kol'ko percent z prichddza-
jlicich zikaznikov bude odmietnutych?

Pozname pocet liniek n = 2 a vyuZitie systému x = $(1 — Pz) = 0.686.
Hlad4 sa £(Ng) = m3 + 274 + 375 a pravdepodobnost’ odmietnutia z4-
kaznika P, = m5. Najskor vypocitame zataZenie systému o« zo zndmeho
vyuZitia systému « a vztahov (2.51), (2.46) a (2.45) ako rieSenie polynomic-
kej rovnice

Of5
a 2t
0.686 =7 | 1~ ——s

a2 « « o
l4a+—(1+-+—+

2 2 22 2_3)

vhodnou numerickou metédou alebo vyuzZitim optimalizaénej funkcie Sol-
ver napr. v tabulkovych procesoroch Excel alebo Gnumeric, odkial dosta-
neme o = 4. Potom

o o? ol

(5+25+35
ENg)= — 22422
1+a+7(

a2

5

ad
- 21
PZ_ 042 «

T+a+—(1++

a2 «
=+

2 2 22 2_3)

Pri praktickych vypoctoch sa uprednosttiuje vypocet v tabulke pomo-
cou substitticie

4= W—O (2.58)

ako sme ju poznali v predchadzajticich modeloch (2.28).

Cuicenie. Realizujte vypocet stacionarneho rozdelenia retazca v priklade
2.10 a charakteristik Py, £(Ng), £(Ns), P, pomocou substittcie 2.58 a pri-
slugnej tabulky.

Praktickou optimaliza¢nou tlohou vo viaclinkovych systémoch s od-
mietanim je tloha optimalizicie poctu liniek s konstantnou cakdriiou. Zékladny
model vychadza zo znamych prijmov od zdkaznikov, ndkladov za ¢akanie
zakaznikov v systéme a za pocet liniek. Nech sti zndme tieto ndklady na
prevadzku stabilizovaného systému

e ¢, - priemerny prijem za obsluhu jedného zakaznika,
e ¢, - priemerna zl'ava za ¢akanie zdkaznika za jednotku ¢asu,
e c3 - fixné ndklady na prevazku linky obsluhy za jednotku ¢asu,
o Ky - kondtantny maximélny pocet ¢akajticich zakaznikov.
Cielom je néjst’ taky pocet liniek systému n, s kapacitou systému m, Ze

0 < m — n = Kpay, pri ktorom je celkovy priemerny zisk, vyprodukovany
systémom za jednotku ¢asu, maximalny. Potom kriteridlna funkcia Z(n)

Z(n) = c1Ap — c2€(Ng) — esn (2.59)
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je zloZen4 z troch Casti. Priemerny prijem za obsltiZzenych zakaznikov c; Ap
je umerny priemernému poctu obsltiZzenych zékaznikov. Priemerné na-
klady za zlavy ¢akajicim zakaznikom ¢,€(Ng) st imerné priemernému
poctu cakajtcich zédkaznikov. Fixné nadklady na prevadzku liniek c3n st
umerné poctu liniek v systéme. Takze hladame systém M/ M/ n/m s
parametrom m = n + Kpay, produkujici maximalny zisk pri danom ma-
ximalnym poctom cakajticich zdkaznikov K.y Po dosadeni prislusnych
charakteristik systému do (2.59) dostaneme

Z(n) = e M1 — ) — c2€(Ng) — esn (2.60)
Cielom je potom néjst'n*, pri ktorom je
Z(n*) = max{Z(n) : n > 1,nje prirodzené &islo} (2.61)

Priklad 2.11. Do opravovne traktorov prichddza priemerne za mesiac 5 poka-
zenych traktorov. Jeden opravdr za mesiac opravi priemerne dva traktory. Cena
jednej opravy v beZnom mesiaci je priemerne 100 tis.Sk. Ak nemozno zacat’s opra-
vou okamZite po prebrati pokazeného traktora, je zikaznikovi priznand zlava vo
vyiske 10 tis.Sk. Hrubd mesacnd mzda opravira je priemerne 20 tis.Sk. Zikaznik je
ochotnyj cakat na opravu len v pripade, ak je nanajvys piatym Cakajiicim zédkazni-
kom. Pri akom pocte opravirov dosiahne opravovria, pri stabilizovanej previdzke,
maximdlny priemerny mesacny zisk?

Budeme predpokladat] Ze vstupny tok zdkaznikov je Poissonov s pa-
rametrom A = 5 zak./mes. Doba obsluhy kazdého opravara ma expo-
nencialne rozdelenie s parametrom p = 2 zak./mes. ZataZenie systému je
o= % = 2.5. Priemerny prijem opravovne za opravu traktoraje ¢; = 100000
Sk, priemerné naklady za zlavu Cakajiceho zékaznika st c; = 10000
Sk/mes. a priemerné naklady na mesaénti mzdu opravérovi si c¢; = 20000
Sk/mes. Maximalny pocet ¢akajtcich zdkaznikov je Knax = 5, takZe pri
pocte opravarov n modze byt'v opravovni m = n+ 5 pokazenych traktorov.

Pri vypocte kriteridlnej funkcie Z(n) vyuzijeme substittciu (2.58) takto

WP’
Y00+ alp+ P+ pF + pt ")

(2.62)

Tm = Tnts =

4n(p +20° + 30% + 4p" + 5p°)
Y0+ aa(p+ P + P+ pt + pd)

£(Ng) = (2.63)

Vysledky vypoctu moZeme opit’zapisat'do tabulky 2.7. Vidime, Ze maxi-
mélny mesac¢ny zisk dosiahne opravoviia traktorov pri Styroch opravaroch,
zisk bude Z(4) = 389062 Sk.
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n >4 m ENg) Z(n)

1

2.50 2.50 6 406.23 244.1406  4.3473 136035

1.25 4.94 7 59.13 15.0789 2.9463 303031
8
9

0.83 18.09 80.63 7.2698 1.7717 377202
0.63  347.95 899.08 33.1827 1.2484 389062
0.6 451658.39 10 889576.93 14114.3247 0.9044 383023

Tabulka 2.7: Vypocet kriterialnej funkcie Z(n)

2.7 Uzavrety systém M /M /n /m

V tomto n-linkovom systéme cirkuluje m zakaznikov, pricom mozu cakat’
v obmedzenom rade frontu maximalnej dizky m — n > 0 na uvolnenie
niektorej linky. Z&dkaznici po ukonceni obsluhy optistajii systém, ale neskor
sa do neho vracajti s opatovnou poZziadavkou na obsluhu.

Pripad m = n je trividlny, pretoZe sta¢i priradit'kazdému zakaznikovi
prave jednu linku obsluhy a dostaneme tak 7 jednolinkovych systémov
s jednym cirkulujcim zakaznikom. Dalej sa budeme zaoberat’len pripa-
dom, ked'm > n.

Obr. 2.11: Uzavrety systtmu M/M/n/m

Doba pobytu kazdého zakaznika mimo systém mé exponencialne roz-
delenie s tou istou strednou hodotou } > 0. Doba obsluhy kazdej z liniek
ma tieZ exponencidlne rozdelenie s rovnakou strednou dobou obsluhy
L5 0. Zakaznik, ktory néjde v &ase prichodu aspoti jednu volnt linku,

zalne byt’okamzZite obsluhovany niektorou z nich. Zakaznici, ktori najdu
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vietkych n liniek obluhy obsadenych, sa postavia do radu. Na takto vznik-
nuty front sa opédt'nekladt Ziadne obmedzenia. Predpoklada sa, Ze zdkaz-
nici budt obsluhovani v poradi prichodov, tj. podla discipliny ¢akania
FIFO. Takyto systém je prikladom systémov s kone¢nym frontom.

UkaZzeme, Ze systém mozno modelovat’ ako proces vzniku a zéniku
{N(t) }+er s mnozinou stavov S = {0, 1,2, ... m}. Stavy systému interpre-
tujeme takto:

e (- prazdny systém ( vSetkych m zdkaznikov je mimo systém),

e 1-vsystéme je jeden obsluhovany zakaznik, ostatnych m —1 je mimo
systém,

n - v systéme je n obsluhovanych zékaznikov (ostatnych m — n je
mimo systém),

n+1 - v systéme je n+1 zakaznikov (n obsluhovanych a jeden ¢akajtci
na obsluhu a mn — n — 1 mimo systém),

n+q - v systéme je n + ¢ zakaznikov (n obsluhovanych a ¢ ¢akajticich
am —n — ¢ mimo systém),

e m -v systéme je m zakaznikov (n obsluhovanych a m —n ¢akajtcich).

Vypocitame pravdepodobnosti prechodu pre nejaky dostatoéne maly
¢asovy interval dizky At. VyuZijeme bezpamétovi vlastnost’exponencidl-
neho rozdelenia. Doba pobytu aj zvySkova doba pobytu zakaznika ma
exponencidlne rozdelenie s parametrom A. Potom pravdepodobnost; Ze
jeden zakaznik mimo systém za ¢as At pride do systému ,je AAt + o(At).
Pravdepodobnost, Ze zotrvd mimo systém, je 1 — AAt + o(At). Podobne
doba obsluhy aj zvyskova doba obsluhy ma exponencialne rozdelenie s pa-
rametrom g, a teda pravdepodobnost), Ze jeden zdkaznik v systéme za ¢as
At odide zo systému je pAt+o0(At) a ze zotrva v systéme je 1 — uAt+o(At).

Ak je v systém v stave 4, (0 < i < m), tj. i je poCet obsluhovanych a
¢akajucich zakaznikov (z toho min {7, n} je obsluhovanych), zostdva mimo
systém m — i zdkaznikov. Pravdepodobnost, Ze prave jeden z nich pride a
ostani ani nepridu, ani neodidu, je

Piit1(At) = (m — ) (AAL+ o(AL)) (1 — AAL + o(At))™ 1
(1 — pAt + o(AL))™ERY = (m — )AAL + o(Al)

Akjesystémvstavei (1 < i < m), potom pravdepodobnost, Ze prave jedna
linka z min {4, n} aktivnych liniek ukon¢i obsluhu zékaznika a ostatni ani
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nepridu, ani neodidu, je

Pii 1 (D) = min {5, n} (At + o(A1)) (1 — pit + o At))mintin}—L
(1 — AAt+ o(AE))™ " = min {i, n}u\t + o(At)

Dostaneme tak kone¢norozmernt (m+ 1) x (m + 1) maticu pravdepodob-
nosti prechodu za ¢as At — 07 tj. P(AL) = (pi;(AL))ijes

(m — i)AAL + o(At) akj=i+1,0<i<m
it + o(At) akj=1—-1,0<i<n
npuNt + o(At) akj=i—-1,n<i<m
1—((m—X+ip)At+o(At) akj=1,0<i<n
1—((m—0)A+nu)At+o(At) akj=in<i<m

1 = nut + o(At) akj=m,i=m

1 — mAAL + o(At) akj=0,i=0

o(At) ak|i—j| >2

Lahko z nej odvodime maticu intenzit Q = (g;;)i jes

(m—1)A akj=i+1,0<i<m
i akj=i—10<i<n
np akj=i—1,n<i<m
—((m—19)A+ip) akj=4,0<i<n
—((m—9)A+np) akj=in<i<m
—nfL akj=m,i=m

—m\ akj=0,i=0

0 ak i —j| > 2

Vidime, Ze systém moZeme popisat’ ako Specidlny pripad kone¢ného
procesu vzniku a zéniku s prechodovym grafom na obr.2.13. M4 jediné

U

(n—1p  np np

2p
N N % DN
TSI
m\ (m —1)X (m—n+2)A A

Obr. 2.12: Prechodovy graf uzavretého systtmu M/M/n/m

staciondrne rozdelenie, a tak zo vztahov (1.60) a (1.61) dostdvame vzorce
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v rekurentnom tvare

i
m-Jir: ,j+ amj_; ak0<j<n

J
(m—j+1)pmj-y akn<j<m
m

1—an akj=0
j=1

— A _a
kdea—;ap—ﬁ

Vzorce (2.64) umozituju vypocitat’ zdkladné charakteristiky stabilizova-

ného systému numericky, ich explicitny tvar je vSak pomerne zlozity. Opat’

sa vyhodne vyuziva substittcia pre vypocet staciondrnych pravdepodob-
nosti m; = g;mo, kde

1 akj=0

i1
uaqj,l ak0<j<n

(m—j+1pgi_1 akn<j<m

E(N) | stredny pocet zikaznikov v systéme.

Z;n:l 74
Z;'n:o 45

E(Ng) - stredny pocet obsadenyjch liniek v systéme.

n—1 m n—1 . m
. 1045+ N g
Ns)ZZ]WJ-FnZWJ:EJ 1 ]m E] n 1]
o = >0t

E(Ng) t stredny pocet cakajiicich zdkaznikov vo fronte.

ENg) = > (j—m)m; = Ezm(ij(;")q = £(N) - £(Ny)
j=n+1 j=047

E(Ng) - strednyj pocet zdkaznikov mimo systém.

Jja
Zawm j= 121 o =m = £(Ns) - £(No)
7=047
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J 4 T

0 1 2/17 0 2
1

2

3 6/17 1 0 1
9/2 9/17 1 1 0
o172 1 24/17 15/17  9/17  10/17

Tabulka 2.8: Charakteristiky systému M/M/1/2

stredny pocet prichddzajiicich zidkaznikov za jednotku casu (intenzita
vstupného toku zikaznikov). V uzavretom systéme je stredny pocet pricha-
dzajticich zdkaznikov za jednotku ¢asu rovny strednému poctu odchadza-
jucich zakaznikov za jednotku ¢asu. Littlovu formulu moZzno aplikovat’aj
na vystupny tok zakaznikov, a tak dostdvame

e S (S 403 1)

ﬂ Jj=n+1

u(ai(m S 3 (m - )

ki Jj=n+1
WZ m—j+1)mi1= Ammo+ (m—1)m + -+ T 1)

= )\E(NR) (2.70)

[k} vyuZitie systému (linky obsluhy). Z (2.70) dostavame AE (N g) = p€ (Ng),
¢o vedie na neo¢akdvany vztah
£(Ns)

K= = p€(Ng) (2.71)

Priklad 2.12. V uzavretom stabilizovanom systéme M [/ M [ 1/ 2, kde A =
3, u = 2, vypocitajte staciondrne pravdepodobnosti stavov systému a zikladné
charakteristiky.

Méme jednolinkovy uzavrety systém, v ktorom cirkulujt dvaja zédkaz-
nici so zataZenim systému o = ﬁ = 1.5 Z&kladné charakteristiky mdme v

tabulke 2.8 s vyuZitim systému x = £ = 0.882 = 88.2%.

Z Littlovej formuly dostaneme dve ¢asové charakteristiky systému:
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E(Wq) t strednd doba éakania zikaznika vo fronte.

£(Wq) = 5(/1\\; Q) _ /\gg(z\lif}:) 2.72)

E(Wo) + stredni doba obehu zikaznika. Doba obehu zékaznika je zlozena
z doby ¢akania, z doby obsluhy a z doby pobytu mimo systém.

E(Wo) =E(Wq) + % + % (2.73)
Priklad 2.13. V kameriolome cirkulujii vodici ndkladnijch vozidiel TATRA me-
dzi drvickou a bagroviskom. Strednd doba naklddky kamenia md exponencidlne
rozdelenie so strednou hodnotou 1. Strednd doba strdvend jazdou vozidla k dr-
vicke, vyklddkou kamenia a ndvratom na bagrovisko md exponencidlne rozdelenie
so strednou hodnotou . Priemerny mesacny vijkon vodicov vozidla je m,, obehov.
Drvicka vyZaduje na svoju efektfvnu mesacnii previdzku priemerne aspori mgy
vykladok vozidla. Mesachd mzda bagristu je ¢, Sk a vodica vozidla je ¢, Sk. Treba
urcit’ optimdlny pocet bagristov a vodicov tak, aby sa minimalizovali priemerné
straty z prestojov vodicov i bagristov.

Ulohu mozno modelovat’ ako Markovov uzavrety systém M/M/n/m,
kde n je pocet bagristov a m je pocet vodicov vozidiel. Dolny odhad poctu
vodicov je dany minimalnou potrebou priemerného poctu vykladok, t;j.
pocet voditov mm musibyt'm > 7'¢. Priemerny pocet nevyuzitych bagristov
je n — E(Ng). Pri mesa¢nej mzde vo vyske ¢, mdZzeme priemerné straty z
prestojov bagristov odhadnut’ vo vyske ¢;.(n — £(Ng)). Vodidi vozidiel
stoja, ak ¢akajd na nakladku bagra. Priemerné straty z prestojov vodicov
mozeme odhadnut’ vo vyske ¢,.£(Ng). Potom celkové priemerné straty
kametiolomu na mzdach n bagristov a m vodifov vozidiel pri zataZeni
bagrov « = % st

C(n,m) = ¢y(n — E(Ng)) + c,€(Ng)

Ciel'om je néjst’také n* a m*, pri ktorych je

C(n*,m*) = min{C(n,m) : m > %, n, m su prirodzené &isla}
v

Pozndmka. Vyssie uvedena optimalizaéna tiloha bola jednou z praktickych
tiloh riesenych VUD Zilina v rokoch 1991/92 pre Kameriolom Ladce.

2.8 Markovove systémy s prioritami

Ak prichadzajtci zakaznici nie st rovnoceni, ale niektori st uprednosttio-
vani, hovorime o systéme s prioritniymi zdkaznikmi. Rozoznavajt sa nasledu-
juce zékladné typy priorit zdkaznika:

e absoliitna s odmietanim - prioritny zdkaznik ukonéi obsluhu nepriorit-
ného zékaznika, ktory musi opustit’systém,

e absoliitna s opakovanim - prioritny zdkaznik prerusi obsluhu nepri-
oritného zakaznika, ktory je neskor bud’ doobsluhovany alebo zacne
jeho obsluha od zaciatku,

e relativna - prioritny zakaznik ¢aka na ukoncenie obsluhy nepriorit-
ného zakaznika.

Prichadzajtci prioritni zdkaznici méZzu vytvarat’ front ¢akajticich priorit-
nych zékaznikov, pokial’ to charakter systému umozituje. Prichadzajuci
neprioritni zakaznici sti okamzite obsluhovani, len ak najdu volnt linku,
inak, ak je to mozné, vytvéraju front neprioritnych zdkaznikov. Uvedené
typy prioritnych zakaznikov budeme demonstrovat'na jednoduchych Mar-
kovovyjch systémoch.

2.81 M/M/1/1 s absolitnou prioritou a odmietanim

Do jednolinkového systému s odmietanim prichadzaja dva Poissonove
toky zdkaznikov. Vstupny tok zdkaznikov s absoltitnou prioritou ma in-
tenzitu A; a tok neprioritnych zdkaznikov ma intenzitu A,. Doba obsluhy
prioritnych zakaznikov mé exponencidlne rozdelenie s parametrom ;.
Doba obsluhy neprioritnych zakaznikov ma tieZ exponencialne rozdelenie
S parametrom .

A

/

A

Obr. 2.13: Systém M /M / 1/ 1 s absolttnou prioritou a odmietanim
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Ak pride do systému prioritny zdkaznik a najde linku prazdnu, za¢ne
jeho obsluha, ktora bude ukoncena priemerne za ¢as % Ak néajde v sys-
téme iného prioritného zdkaznika, bude prichadzajtci prioritny zakaznik
odmietnuty. Ak vSak najde v systéme neprioritného zédkaznika, uplatni sa
absoltitna priorita prichddzajiceho zakaznika, ktory ukonéi obsluhu ne-
prioritného zdkaznika. Tento neprioritny zdkaznik optista nielen linku, ale
aj systém.

Ak pride do systému neprioritny zdkaznik a najde linku prazdnu, zatne
jeho obsluha, ktora bude ukoncena priemerne za ¢as ;—2 Aknéjde v systéme
zakaznika, bude systémom odmietnuty.

Systém moZno modelovat'ako homogénny Markovov retazec {N(¢) } e,
kde mnozina stavov S = {0, 1, 2}, ktorej stavy interpretujeme takto:

e (- systém je prazdny,
e 1 (P) - linka obsluhuje prioritného zdkaznika,
e 2 (N) - linka obsluhuje neprioritného zakaznika.

Markovovu vlastnost’ retazca zabezpecuje bezpamatova vlastnost” expo-
nencialneho rozdelenia. Dizky medzier medzi prichodmi prioritnych a
neprioritnych zakaznikov maja exponencialne rozdelenie s parametrami
A1 a Ag. Dizky déb (aj zvyskovych dob) obsltah prioritnych a nepriorit-
nych zédkaznikov majt exponencidlne rozdelenie s parametrom p; a po.
Prechodovy graf systému méme na obr.2.14.

Obr. 2.14: Prechodovy graf jednolinkového systému s absoltitnou prioritou
a odmietanim zakaznikov

Retazecje ergodicky a jeho jediné stacionérne rozdelenie mdZzeme hla-
dat’ algebraickou metédou. Dostavame tak vzorce pre vypocet stacionar-

neho rozdelenia 7 = (g, 71, 79)

_ By _ pr (A1 + pg)

S Bo+Bi+ By (At ) (A Ag + po)
_ By N

"~ By+Bi+By A +m

_ B, _ Agfly

n BU+B1 +B2 B ()\1+/L1)()\1+/\2 +,LL2)

(2.74)

To

™ (2.75)

Ty (2.76)
Poznidmka. Pravdepodobnost’ obsluhy prioritného zédkaznika 7, nezévisi
od parametrov \s, yy neprioritného zakaznika, ¢o je v zhode so spravanim
zékaznika s absoltitnou prioritou.

Z charakteristik stabilizovaného systému st vyznamné
[k} vyuzitie systému (linky obsluhy). Linka je vyuZivana, pokial nie je
prazdna, a tak

k=1-m 2.77)

pravdepodobnost’ odmietnutia prioritného zikaznika. Prioritny zékaz-
nik bude odmietnuty, len ak ndjde v systéme iného prioritného zakaznika,
a tak

P01 =M (278)

E pravdepodobnost’ odmietnutia neprioritného zikaznika. Neprioritny
zékaznik bude odmietnuty, ak nastane bud’jav A — néjde linku obsadeng,
alebo ak nastane jav B — pocas obsluhy neprioritného zakaznika pride
zakaznik s absolttnou prioritou

Poy = P(A) + P(B)

Jav A nastane, ak neprioritny zdkaznik najde linku obsadenti nejakym
prioritnym alebo neprioritnym zakaznikom

P(A)=1—mg
Jav B je vak zjednotenim dvoch disjunktnych javov BN Aa BN4
P(B) = P(BNA)+P(BNA)=0+P(B|A)P(A)
P(A) / " e Mttty
N 0

YRS




A tak dostavame

At

Popo=PA+PB)=1-mg+ —=
02 (4) (B) To (O + pa2)?

To (2.80)

Priklad 2.14. Do stabilizovaného jednolinkového Markovovho systému s
odmietanim prichadzajt dva vstupné toky zdkaznikov — s absolttnou pri-
oritou a bez priority. Systém je vyuZzivany na 80%, pricom bolo zistené, ze
20% prichadzajucich zdkaznikov najde v systéme neprioritného zadkaznika.
Kolko percent prioritnych zékaznikov bude odmietnutych?

St zndme k = 0.8, T = 0.2. Hlad4 sa Po1 = .
Zo vztahu (2.77) a po substitticii oy = 3—1 z (2.75) mame

K T T T T
0 1 2 1 1 2

Po dosadeni dostaneme o = g Z (2.78) mame

Y06

P =y = -
o1=m a;+1

Teda 60% prichddzajucich prioritnych zdkaznikov bude odmietnutych.

2.8.2 Uzavrety M/M/1/2 s absolitnou prioritou a opakova-
nou obsluhou

V jednolinkovom uzavretom systéme cirkuluju dvaja zdkaznici, jeden z&-
kaznik s absoltitnou prioritou a jeden neprioritny zakaznik. Doba pobytu
prioritného zédkaznika mimo systém ma exponencialne rozdelenie s para-
metrom ), a podobne doba pobytu neprioritného zdkaznika mé exponen-
cidlne rozdelenie s parametrom \,. Doba obsluhy prioritného zakaznika
mé exponencialne rozdelenie s parametrom ;. Doba obsluhy nepriorit-
ného zékaznika ma tieZ exponencidlne rozdelenie s parametrom .

Ak pride do systému prioritny zdkaznik a najde linku prazdnu, za¢ne
jeho obsluha, ktord bude ukonéena priemerne za ¢as il Aknéajde v systéme
neprioritného zakaznika, uplatni sa absoltitna priorita prichadzajticeho z&-
kaznika, ktory prerusi obsluhu neprioritného zakaznika. Tento neprioritny
zékaznik opusta linku a vracia sa do frontu. Ked' pride neskor na rad, vy-
kona sa zvyskova doba obsluhy zidkaznika (moZe byt’ opat’ preruSovana
prichodom prioritného zdkaznika). Zvyskova doba obsluhy neprioritného
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Obr. 2.15: Uzavrety M/M/1/2 s absoltitnou prioritou a opakovanou obslu-
hou

zékaznika ma4 to isté rozdelenie ako jeho doba obsluhy. Ked’ prioritny za-
kaznik ukon¢i obsluhu, pobudne mimo systém priemerne dobu i a opat’
pozaduje obsluhu.

Ak pride do systému neprioritny zdkaznik a najde linku prazdnu, za¢ne
jeho obsluha, ktora bude ukonc¢ena priemerne za ¢as uiz Aknéjde v systéme
prioritného zékaznika, zaradi sa do frontu. Po ukonceni obsluhy pobudne
mimo systém priemerne dobu 5. a opat’pozaduje obsluhu.

Systém moZeme modelovat'ako homogénny Markovov retazec {N(¢) }icr,
kde mnozina stavov S = {0, 1, 2, 3}, ktorej stavy interpretujeme takto:

e 0 - systém je prazdny (obaja zdkaznici s mimo systém),

e 1 (P) - linka obsluhuje prioritného zdkaznika a neprioritny zdkaznik
je mimo systém,

e 2 (PN) - linka obsluhuje prioritného zakaznika a a neprioritny zakaz-
nik ¢aka,

¢ 3 (N) - linka obsluhuje neprioritného zakaznika a prioritny zakaznik
je mimo systém.

Markovovu vlastnost’ retazca zabezpecuje bezpamatova vlastnost” expo-
nenciélneho rozdelenia. Dizky dob pobytu aj zvyskovych dob pobytu pri-
oritnych a neprioritnych zdkaznikov maji exponencidlne rozdelenie s pa-
rametrami A, a Ag. Dlzky dob aj zvyskovych dob obslth prioritnych a
neprioritnych zdkaznikov majti exponencidlne rozdelenie s parametrom
11 @ . Prechodovy graf systému méame na obr.2.16.




m

A

Obr. 2.16: Prechodovy graf jednolinkového uzavretého systému s absoltt-
nou prioritou a opakovanou obsluhou

Bg

Retazecje ergodicky ajehojediné stacionarne rozdelenie 7 = (52,

By
B

By = papa(Ae + 1)

By = ppahy

By = M Aa(Ar + Ao+ g + po)
Bs = i do(A 4+ A + 1)
B=By+ B +By+ By

lahko néajdeme algebraicky. Plati

B, + By, = )\1(()\2 + /11)()\2 + MQ) + )\1)\2)
B+ By = (A2 + ) (A2 + 1) + M1 da)

Opit’vidime, Ze pravdepodobnost’ 7, + mp = Al’lﬁ obsluhy prioritného

zakaznika nezavisi od parametrov Ay, uy neprioritného zakaznika.

2.8.3 M/M/1/2 s relativnou prioritou a ¢akanim

Do jednolinkového systému s jednym ¢akacim miestom prichadzaji dva
Poissonove toky zakaznikov. Vstupny tok zdkaznikov s relativnou priori-
tou ma intenzitu A, a tok neprioritnych zakaznikov ma intenzitu A,. Doba
obsluhy prioritnych zdkaznikov méa exponencidlne rozdelenie s paramet-
rom y;. Doba obsluhy neprioritnych zédkaznikov mé tieZ exponencilne
rozdelenie s parametrom .

Neprioritny zakaznik v tomto systéme mdZze byt'odmietnuty, jednak ak
pri prichode néjde systém plny, jednak ak pocas ¢akania na obsluhu pride
prioritny zakaznik. Ak vsak pocas jeho obsluhy pride prioritny zakaznik
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Obr. 2.17: Systém M / M/ 1/ 2 s relativnou prioritou a ¢akanim

anie je odmietnuty (Co sa stane vtedy, ak uz jeden prioritny zdkaznik ¢aka
na obsluhu), potom ¢aka na ukoncenie obsluhy neprioritného zakaznika.

Systém mozeme modelovat’ako homogénny Markovov retazec {N(¢) }ser,

kde mnozina stavov S = {0,1,2,..., 6}, ktorej stavy interpretujeme takto:
e (- systém je prazdny,

e 1 (P) - linka obsluhuje prioritného zakaznika a Ziaden zakaznik ne-
caka,

2 (PP) - linka obsluhuje prioritného zakaznika a jeden prioritny za-
kaznik ¢aka,

3 (PN) - linka obsluhuje prioritného zdkaznika a jeden neprioritny
zékaznik ¢aka,

4 (N) - linka obsluhuje neprioritného zakaznika a Ziaden zdkaznik
necaka,

5 (NP) - linka obsluhuje neprioritného zédkaznika a jeden prioritny
zékaznik ¢aka,

6 (NN) - linka obsluhuje neprioritného zakaznika a jeden neprioritny
zakaznik caka.

Markovovu vlastnost’ retazca zabezpecuje bezpamatova vlastnost’ expo-
nencidlneho rozdelenia. Dizky medzier medzi prichodmi prioritnych a
neprioritnych zédkaznikov maji exponencilne rozdelenie s parametrami
A1 a Ay. Dizky dob aj zvyskovych dob obslih prioritnych a neprioritnych
zakaznikov majt exponencialne rozdelenie s parametrami y; a yo. Precho-
dovy graf systému méame na obr.2.18.

Prechodovy graf ma pomerne zloZitti Struktdaru. Vrcholy 1,2, 3 repre-
zentuju stavy systému, ked' je obsluhovany prioritny zakaznik a vrcholy
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Obr. 2.18: Prechodovy graf jednolinkového systému s relativnou prioritou
a ¢akanim

4,5, 6, ked'je obsluhovany neprioritny zakaznik. Relativna priorita zékaz-
nika sa uplatuje v prechodoch 6 — 5 a 3 — 2, ked’ prioritny zakaznik
"vytla¢i” z jednomiestneho frontu neprioritného zékaznika, ktory musi
opustit’systém neobsltZeny.

Retazec je ergodicky a jeho stacionarne rozdelenie w = (mq, 7, .. ., mg)
mozeme néjst’ako kladné rieSenie systému linedrnych rovnic

0= — (A + Ao)mo + a1 + pamy

0= MA\mg— (/11 + A1+ )\2)71'1 + pime + poTs
0=XMNm — p1ma + \i73

0=Xgm — (A1 + 1)

0 = Xamo + 173 — (M + Aa + po)ma + pome
0 = Ay — poms + Ay 7ig

l=mg+m +me+73+ 74+ 75+ 76

Poznidmka. V pripade systémov s nekone¢nym frontom sa relativna pri-
orita zakaznika uplatiiuje len jeho predbiehanim vSetkych neprioritnych
zakaznikov vo fronte. V pripade systémov s kone¢nymi frontami dochddza
naviac aj k odmietnutiu posledného ¢akajtceho neprioritného zakaznika
frontu.

Cuicenie. Zostrojte prechodovy graf systému M/M/1/3 s relativnou prioritou
a cakanim.

2.84 M/M/2/2 s jednou absolitne prioritnou linkou

V pripade obsluznych liniek sa v praxi uplatituje najma absoliitna priorita
linky, ktora spociva v tom, Ze prichadzajtici zdkaznik uprednostiiuje, ak je
to moZzné, prioritnd linku. Ak za¢ne jeho obluhu neprioritna linka, potom
obsluhu dokondf ta ista linka aj v pripade, Ze sa pocas jeho obsluhy uvolni
prioritna linka.

V naSom pripade do dvojlinkového systému so zamietanim prichadza
elementarny vstupny tok zakaznikov s parametrom \. Doba obsluhy na
prvej, prioritnej linke méa exponencidlne rozdelenie s parametrom y; a na
druhej, neprioritnej linke tieZ exponencidlne rozdelenie s parametrom 5.
Zakaznici si prednostne vyberaja prioritni linku. Zakaznici, ktori najdu
linky obsadené, st odmietnuti.

H1

(o)
o/

M2

Obr. 2.19: Systém M /M / 2/ 2 s jednou absolttne prioritnou linkou

Systém moZeme modelovat'ako homogénny Markovov retazec {N(¢) }ier,
kde mnozina stavov S = {0, 1, 2, 3}, ktorej stavy interpretujeme takto:

e (- systém je prazdny,

e 1(P) - len prioritna linka obsluhuje zdkaznika,

e 2 (N) - len neprioritna linka obsluhuje zdkaznika,

e 3 (PN) - obe linky sti obsadené.

7

Markovovu vlastnost’retazca zabezpecuje jednak bezpamétova vlastnost
exponencidlneho rozdelenia medzier medzi prichodmi zdkaznikov, jednak
bezpamitova vlastnost’ doby obsluhy prioritnej a neprioritnej linky. Pre-
chodovy graf systému mame na obr.2.20. Retazec je ergodicky a jeho jediné




Obr. 2.20: Prechodovy graf dvojlinkového systému s odmietanim a s jednou
absolttne prioritnou linkou

stacionarne rozdelenie nijdeme v tvare

By = pp1a(2X + g + pua)
By = Apa( A+ 1 + ﬂz)
By =Ny

B3 = /\2()\ + p12)

B =By + Bi + By + B

Dostaneme staciondrne rozdelenie w = (%, %, %, %)

_ B1Ba(24 B+ Ba)
g = #
Bo(1+ 1+ Ba)

B

m™ =

kdepy =48, fa=8a B = (1+ B+ B2)(1+ Ba+ B12) + b1 .
Z charakteristik stabilizovananého systému st najpouzivanejsie
- pravdepodobnost’ zamietnutia zikaznika.

Py=my (2.92)
[£1| vyuZitie prioritnej linky.

K] = + T3 (293)
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[K2 | vyuZitie neprioritnej linky.
Ko = Ty + T3

vyuZitie systémi.

T+ e + 273 K1+ Ko
= = 2.95
5 5 (2.95)

Cuoicenie. Do stabilizovaného systému M/M/2/2 s jednou prioritnou linkou
prichadzajt zadkaznici s intenzitou A = 18 zak./hod. pri intenzite prioritnej
linky p11 = 12 zak./hod. a neprioritnej linky po = 6 zak./hod. Pri akej inten-
zite obslth p stabilizovaného systému M/M/2/2 s neprioritnymi linkami
budtt mat’ oba systémy zhodné vyuzitie? Porovnajte pravdepodobnosti
zamietnutia zdkaznika v oboch systémoch.

2.9 Semimarkovove systémy

Mnohé praktické obsluzné systémy nespliiaju niektoré poziadavky Mar-
kovovych modelov. Medzery medzi prichodmi zékaznikov nemaju to isté
exponencidlne rozdelenie, alebo doby trvania obslih nemajt exponen-
cidlne rozdelenie. Exponencialne rozdelenie tychto veli¢in je nahradené Er-
langovym rozdelenim E(n, ) s vhodnymi parametrami n, y (n-prirodzené
¢&islo, v > 0), definované hustotou

nin—1_,—yt
% pre t € (0,00) (2.96)
Pozndmka. Erlangovo rozdelenie E(n,7) je $pecidlnym pripadom gama
rozdelenia I'(a, 7), kde parameter a je prirodzené &islo. Parameter v je vy-
hodné volit'tak, aby stredné hodnota ndhodnej veli¢iny s tymto rozdelenim
nezavisela od parametra n.

fn,w( ) =

Semimarkovove systémy sa systémy typu E,/ E,/ n, kde

o vstupny tok zdkaznikov ma medzery medzi prichodmi zdkaznikov
{71}, tvorené nezavislymi ndhodnymi veli¢inami 7 s tym istym
Erlangovym rozdelenim s parametrami r, 7, (75 ~ E(r,7))). Takyto
vstupny tok sa nazyva Erlangov vstupny tok E,.

doba obsluhy liniek obsluhy 7 mé Erlangovo rozdelenie s parametrami
8,5, (T~ B(s, 5p1).




Nahodnu veli¢inu € ~ E(n,nf) mozno chipat’aj ako sucet n nezavislych
nahodnych veli¢in s tym istym exponecialnym rozdelenim Ezp(nf) t;j.

E=&6+&+ 14, (2.97)

kde¢, ~ Ezp(np). Vyhodou modelovania pomocou ndhodnej veli¢iny € st
prave jej dva parametre umoZziujtce jednoduchti interpretaciu pomocou
znamych charakteristik £(§) = 5 a D(€) = ;5

Erlangov tok zakaznikov E, moZeme ziskat'riedenim elemetarneho toku
zakaznikov takto: Z elementarneho toku s intenzitou rA vyberieme vzdy
r — 1 zdkaznikov. Vzniknuté medzery st potom stétom r nezavislych me-
dzier elementdrneho toku. Elementarny tok vSak ma medzery s exponen-
cidlnym rozdelenim s parametrom r ), a tak novy tok ma medzery s Erlan-
govym rozdelenim s parametrom ). Stredna dizka medzery Erlangovho
toku je rovna }, pretoZe je stétom r strednych medzier elementarneho
toku . Intenzita Erlangovho toku udévajtica stredny pocet zédkaznikov
za jednotku ¢asu je potom rovna A. Uvedeny postup vsak prirodzene ne-
znamenad, Ze Erlangov tok vznika vylu¢ne riedenim elementarneho toku.

Obr. 2.21: Vznik Erlangovho toku E3 riedenim elemetarneho toku

Na obr.2.21 méme priklad vzniku Erlangovho toku Ej, ktory vznikne
riedenim elementérneho toku vybratim dvojic zakaznikov, prichddzajuci
zakaznici v Erlangovom toku zakaznikov st zobrazeni hrubymi ¢iarami.

Vstup zédkaznika v Erlangovom toku E, si méZeme predstavit’tak, Ze
jeho prichod je zloZeny z r fz vstupu zdkaznika, pri¢om zadkaznik pride do
systému az v okamihu ukoncania r-tej fazy vstupu. Intenzita jednej fazy
vstupu je potom r\. Takyto tok sa preto tieZ nazyva r-fizovy Erlangov tok.

Aj Erlangovu dobu obsluhy E; so strednou dobou obsluhy £ si mozeme
obdobne rozfazovat. Namiesto vykonania jednej Erlangovej doby obsluhy
zakaznika sa vykona s fiz obsluhy zakaznika (s nezavislych obsliih s expo-
nencialnym rozdelenim so strednou dobou obsluhy SL“), pri¢om zakaznik
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je obsltiZzeny az v okamihu ukoncenia s-tej fizy obsluhy. Na obr.2.22 mame
priklad rozfdzovania doby obsluhy E,. Intenzita jednej fazy obsluhy je po-
tom sy. Takdto doba obsluhy sa preto tiez nazyva s-fizovd Erlangova doba
obsluhy.

Obr. 2.22: Fazy Erlagovej doby obsluhy E,

Ak teda vstup a obsluhu zakaznika rozfazujeme a za udalost’ pova-
Zujeme absolvovanie ktorejkolvek fizy, dostavame markovovsky model. To
je tiez dovod, prec¢o hovorime o semimarkovovych systémoch. Analyza
takychto modelov je pomerne zloZitd, preto sa d'alej obmedzime len na
jednoduché jednolinkové modely.

Poznimka. Mozeme pisat’'E; = M, pretoze E(1,7) = Exzp(y).

29.1 Ey/M/1/1

Do tohto jednolinkového semimarkovovho systému prichadza dvojfazovy
Erlangov vstupny tok zakaznikov s intenzitou A a doba obsluhy ma expo-
nencialne rozdelenie s parametrom .

Systém moZno modelovat'ako homogénny Markovov retazec {N(¢) } ier,
kde mnozina stavov S = {0,1, 2, 3}, ktorej stavy interpretujeme takto:

¢ 0 (PIF) - systém je prazdny pred prvou fazou prichodu zakaznika,

e 1 (P2F) - systém je prazdny pred druhou fazou prichodu zékaznika,

e 2 (Z1F) - linka obsluhuje zakaznika pred prvou fazou prichodu dal-
Sieho zakaznika,

e 3 (Z2F) - linka obsluhuje zédkaznika pred druhou fazou prichodu
dalsieho zakaznika.
Prechodovy graf systému méme na obr.2.23.

Poznimka. Pravdepodobnost’prechodu pss (At) = 2AAt+0(At) zodpoveda
situdcii, ked’sa v ¢asovom intervale deky At nestihne uvolnit’linka a dojde
k ukonéeniu druhej fazy prichodu zdkaznika, ktory musi byt’odmietnuty.
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Obr. 2.23: Prechodovy graf systému E,/M/1/1

Retazecje ergodicky ajehojediné staciondrne rozdelenie w = (7o, 71, ma, T3)
moZzeme hladat rieSenim systému rovnic

0= —2Amg + pmy

0= 2Xmp — 2Amy + pums
0= —(2X + p)ms + 2Amy
1= mog+m + 7o+ 3

A

odkial pri zatazeni systému a = 4 mame

1
2(1 + 2a)
1+4a
2(1 + 20)?
@
= 2.1
2 142« (2.100)
202

T (14 20)2

(2.98)

g =
(2.99)

T =

(2.101)

(2.102)

Z charakteristik stabilizovaného systému uvedieme aspori niektoré:
- pravdepodobnost’, Ze systém je prazdny.

Pyy =mo+m (2.103)

pravdepodobnost’, Ze linka obsluhuje zikaznika je stasne aj pravde-
podobnostou, Ze zikaznik bude odmietnuty.

Py =my+ms3 (2.104)
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[k} vyuzitie systému (linky obsluhy). Linka je vyuZivana, pokial systém
nie je prazdny, a teda

K=1—Poz=P1z (2105)

29.2 M/E;/1/1

Do tohto jednolinkového semimarkovovho systému prichadza elemen-
tarny tok zakaznikov s intenzitou A a doba obsluhy ma trojfazové Erlan-
govo rozdelenie so strednou dobou obsluhy i

Systém mozno modelovat’ako homogénny Markovov retazec {N(¢) }scr,
kde mnozina stavov S = {0,1, 2, 3}, ktorej stavy interpretujeme takto:

e 0 -systém je prazdny,

e 1(Z3F) - linka je v tretej faze obsluhy zakaznika,
e 2 (Z2F) - linka je v druhej faze obsluhy zakaznika,
e 3 (ZIF) - linka je v prvej faze obsluhy zédkaznika.

Prechodovy graf systému méme na obr.2.24.

Z3F Z2F

Obr. 2.24: Prechodovy graf systému M/E;/1/1

Retazecje ergodicky ajehojediné stacionarne rozdelenie 7 = (o, 7y, 79, 73)
moZeme vyhodne hladat’grafovou metédou. Dostaneme

o = (2.106)
™= (2.107)
Ty = (2.108)

(2.109)




Z charakteristik stabilizovaného systému uvedieme aspoi niektoré:
pravdepodobnost’, Ze systém je prazdny.

1
Py =m = TTa (2.110)

pravdepodobnost’, Ze linka obsluhuje zikaznika je stasne aj pravde-
podobnostou, Ze zikaznik bude odmietnuty.

Py=m+m+my= (2.111)

o
1+«

Pozndmka. Vypot&itané vztahy (2.110), (2.111) st v zhode s Chin¢inovym
vysledkom, Ze pravdepodobnosti Fyz; a P,z mozno hl'adat’ ako rieSenie v
systéme M/ M/ 1/ 1.

vyuzitie systému (linky obsluhy). Linka je vyuZivana, pokial systém
nie je prazdny, a tak

k=1-— POZ = PlZ (2112)

2.9.3 Es/Ey/1/2

Do tohto jednolinkového semimarkovovho systému prichadza trojfazovy
Erlangov tok zékaznikov s intenzitou A a doba obsluhy ma dvojfazové
Erlangovo rozdelenie so strednou dobou obsluhy Il‘

/4 VR

6

\J N
Obr. 2.25: Prechodovy graf systému E3/E,/1/2

Systém mozno modelovat, ako homogénny Markovov retazec {N(t) }scr,
kde mnozina stavov S = {0, 1,2, ..., 14}, ktorej stavy interpretujeme takto:

e 0 pred 1. fazou vstupu a linka je prazdna,
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1 pred 2. fazou vstupu a linka je prazdna,

2 pred 3. fazou vstupu a linka je prazdna,

3 pred 1. fazou vstupu a linka je pred 2. fazou obsluhy,
4 pred 2. fazou vstupu a linka je pred 2. fizou obsluhy,
5 pred 3. fazou vstupu a linka je pred 2. fazou obsluhy,
6 pred 1. fazou vstupu a linka je pred 1. fazou obsluhy,
7 pred 2. fazou vstupu a linka je pred 1. fazou obsluhy,
8 pred 3. fazou vstupu a linka je pred 1. fazou obsluhy,

9 pred 1. fazou vstupu a linka je pred 2. fazou obsluhy s jednym
cakajucim zékaznikom,

10 pred 2. fazou vstupu a linka je pred 2. fazou obsluhy s jednym
¢akajacim zdkaznikom,

11 pred 3. fazou vstupu a linka je pred 2. fazou obsluhy s jednym
¢akajiacim zédkaznikom,

12 pred 1. fazou vstupu a linka je pred 1. fdzou obsluhy s jednym
¢akajacim zédkaznikom,

13 pred 2. fazou vstupu a linka je pred 1. fdzou obsluhy s jednym
Cakajticim zdkaznikom,

14 pred 3. fazou vstupu a linka je pred 1. fazou obsluhy s jednym
¢akajacim zédkaznikom,

Prechodovy graf systému mame na obr.2.25. Retazec je ergodicky a jeho je-
diné stacionarne rozdelenie 7 = (mg, 71, . . ., m4) mdZeme najst numericky,
rieSenim prislusnych linearnych rovnic.

Z charakteristik stabilizovaného systému uvedieme asporn niektoré:
pravdepodobnost’, Ze systém je prazdny.

Py =my+m + 7 (2.113)
pravdepodobnost’, Ze v systéme je prive jeden zikaznik.

PlZ =T+ T+ -+ Ty (2114)
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pravdepodobnost’, Ze v systéme sti prive dvaja zidkaznici.
Py =mg+mg+--+ Tia (2.115)
E(Ng) | stredny pocet cakajiicich zdkaznikov vo fronte.
E(Ng) = Py (2.116)
E(W ) | strednd doba ¢akania zdkaznikov vo fronte.

£(Ng)

S(WQ) = )\(1 — PZZ)

(2.117)

Cvicenie. Modelujte, vhodnou modifikaciou, prezentované priklady mar-
kovovych systémov ako semimarkovove systémy.

Kapitola 3

Tedria obnovy

Teéria obnovy sa vyvinula z poistnej matematiky, v ktorej sa aparat tedrie
pravdepodobnosti vyuzil na skiimanie tiimrtnosti 0s6b. Neskorsi vyvoj
viedol k vzniku matematickej demografie zaoberajticej sa zakonitostami
vyvoja obyvatel'stva.

Zakladnou otazkou tedrie obnovy je, akym spésobom nahradzovat’
objekty, ktoré sa opotrebiivajii alebo zlyhdvajii, novymi objektami. Modely
sktimaju zdkonitosti medzi stavmi objektov, ich hodnotou, opotrebovanim
a udrziavanim objektov v produktivnom stave. Delia sa na

e modely s opotrebovanim - v tychto deterministickych modeloch sa ob-
jekty vyraduju vplyvom opotrebovania s cielom optimalizovat’dobu
zivotnosti minimalizaciou prislusnej ndkladovej funkcie. Jedné sa tu
o opraviteIné poruchy objektov, kde néklady na ich adrzbu vedua k
postupnému poklesu ich hodnoty, napr. televizory, auta, budovy atd’.

modely so zlyhanim - v tychto stochastickych modeloch st objekty
nahradzované v dosledku zlyhania. Opotrebovanie objektu sa tu vy-
jadruje pravdepodobnostou zlyhania objektov. Cielom je zistit'vztah
medzi vekovou struktdrou objektov a pravdepodobnostou ich zly-
hania. Jedna sa tu o neopravitelné poruchy objektov, pricom sa opot-
rebovanie neberie priamo do tivahy, napr. Ziarovky, obaly tovarov,
stciastky zariadeni.

Dalej sa budeme zaoberat’ len dvoma diskrétnymi modelmi so zly-
hanim, ktoré mozno modelovat’ aj ako Markovove retazce. Zaujima nds
vyvoj rozsiahlych siiborov homogénnych objekov, v ktorych vyradené objekty
nahrddzame novymi na konci urcitého obdobia. Vznika prirodzena potreba
poznat’stredny pocet novych objektov, ktoré musime mat’k dispozicii na
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zabezpeclenie bezproblémového chodu systému, ktory obsahuje tieto ob-
jekty.

3.1 Homogénny diskrétny model so zlyhanim

Model vychadza z nasledujucich predpokladov:

e konecny stibor objektov sa na zaciatku proého obdobia skladd len z daného
poctu wy novyjch objektov (pociatocny stibor),

vsetky obdobia (Zivota, previdzky) objektov sii rovnako dlhé,

maximdlna Zivotnost’ objektu je T obdobi, na konci tohto obdobia, ak do tijch
Cias objekt nezlyhal, je povaZovany za zlyhany objekt a nahradeny novym
objektom,

obnova zlyhanyich (vyradenyjch) objektov v i-tom obdobi sa uskutoctiuje
vZdy na konci tohto obdobia formou vimeny jedného zlyhaného objektu za
jeden novy objekt,

je zndme pravdepodobnostné rozdelenie v = (v1,vs, ..., vy) zlyhania ob-
jektov, kde vsetky objekty siiboru majii rovnakii pravdepodobnost’ zlyhania
v; v i-tom obdobi, tj. v; > 0 prei =1,2,...,T aplati

.
> wi=1 (3.1)
i=1

Dalej budeme pouzivat'nasledujtice oznacenie:

e w; - ofakavany (priemerny) pocet obnov objektov na konci i-teho
obdobia,

e u; - pravdepodobnost), Ze objekt preZije < obdobi.

Pre matematicky model je sice zakladnym parametrom rozdelenie pravde-
podobnosti zlyhania v, ale je vyhodné pouZzivat'aj pravdepodobnosti preZitia
i obdobi u; definované prei =0,1,...,T — 1 vztahom

T
j=i+1

Jav, Ze objekt preZije i obdobi, je ekvivalentny s javom, Ze objekt zlyha v
obdobi i+ 1aleboi+2 ... alebo T.
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Zivotnost objektov je nahodna veli¢ina T s pravdepodobnostnym roz-
delenim v = (v, v9, ..., vr) nadobudajuca hodnoty {1,2,...,T}. Stredna
doba Zivotnosti objektov £(T) sa potom vypocita podla vztahu

T T T T T—1
g(T):ZjU]:ZUJ’-FZUJ’-F"'-I—ZUJ’:ZW (3.3)
j=1 j=1 j=2 §=1 i=0

Model umoziuje urdit’ priemerny pocet obnov w; na konci i-teho ob-
dobia na zéklade nasledujtcich tivah. Pozndme pocet prvkov stboru na
zaCiatku prvého obdobia wy a pravdepodobnost’zlyhania v prvom obdobi
zivota objektu v;. Potom priemerny pocet zlyhanych objektov v prvom
obdobfi Zivota wqv; je rovny priemernému poc¢tu nahradenych objektov na
konci prvého obdobia w;. Na konci druhého obdobia proces obnovy po-
kratuje jednak nahradenim objektov zac¢iato¢ného stiboru wy s pravdepo-
dobnostou v,, jednak opakovanym nahradenim objektov uz obnovenych
v prvom obdobi w, s pravdepodobnostou v;. Celkovy priemerny pocet ob-
novovanych objektov na konci druhého obdobia je wgvs + wyv;. Na konci
tretieho obdobia treba pocitat’s obnovou troch vekovych ro¢nikov. Takto
dostavame systém rovnic, ktory je zndmy ako rovnice obnovy

W; = Wi + W1Vi—1 + Wal;—g + « -+ + W;_1U; 1<i<T

W; = Wi—pVp + Wipp1Vp—1 + Wi—pioVp—a + ++* + Wi U1 12T

Rovnice (3.4) popisuja obnovu pociato¢ného stiboru a rovnice (3.5) pro-
ces obnovy po vyradeni vSetkych objektov pociatoéného stiboru. Rovnice
obnovy moZeme riesit postupnym dosadzovanim vysledkov predchéddza-
jacich rovnic w;,0 < j < 4 do nasledujticej rovnice pre vypocet w; alebo
ako systém linedrnych diferencnyjch rovnic s konstantnymi koeficientami (3.5) s
pociatoénymi podmienkami uréenymi rovnicami (3.4).

Priklad 3.1. Systém md na zaciatku 2000 novijch siiciastok. Maximdlna doba
Zivota sticiastky sii 4 roky. Pravdepodobnostné rozdelenie zlyhania siiciastky je
(0.2,0.25,0.25,0.3) Treba urcit’ oakdvany pocet obnov na konci Siesteho roku
previdzky systému.

Systémw, = 2000 stciastok. Ich zlyhanieje ur¢enév = (0.2, 0.25,0.25,0.3).
Ocakéavany pocet obnov wg vypocitame postupne z rovnic obnovy (3.4) a




i

W;

Wi 1Uy
Wi—2U2
W;—3U3

0 - o Wi
Wo e Wo e Wo

Tabulka 3.1: Vekova strukttra objektov

wy = wyv, = 400

Wy = Wy + wyv; = 580

wy = Wovs + W19 + wovy = 718

Wy = WoVs + W1V3 + Wavs + w3v, = 988.2
ws = W1V4 + Wav3 + wiv; + wav, = 641.64

We = Wolys + W3V3 + Wy + wsv, = 728.378

Ocakavany pocet obnov v Siestom obdobfi je 728.4 stiiastok.

Dalgou tlohou je uréenie vekovej struktiiry stboru objektov na konci
jednotlivych obdobi. Vekova strukttra objektov na konci j-teho obdobia je
vektor

(wo]', W1j, W2y v vy wT—l,j) (3.6)

kde wy, je priemerny pocet novych objektov na konci j-teho obdobia a w;;
je priemerny pocet objektov vo veku i (obdobi) na konci j-teho obdobia.

Vekov4 struktara objektov na konci j-tych obdobi je potom prehladne
urend j-tym stfpcom tabulky 3.1, v ktorej sa vyhodne vyuzivajt pravde-
podobnosti prezitia u;. Podla predpokladu modelu, na zagiatku prvého
obdobia (konci 0-tého obdobia) st vSetky objekty nové v pocte woq = wp.
Na konci prvého obdobia, po vykonani obnov, po¢et novych objektov bude
Vv priemere wy; = w, a priemerny pocet objektov vo veku jedno obdobie
bude

Wi = Wo — Wy = Wy — Wot = wo(l - ’Ul) = WolUy
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2 3 4 5 6 7

580 | 716 | 983.2 | 641.6 | 728.4 | 767.9
320 | 464 | 572.8 | 790.6 | 513.3 | 582.7
0 1100 | 220 | 319.0 | 393.8 | 543.5 | 352.9
0 0 600 | 120.0 | 174.0 | 214.8 | 296.5
2000 | 2000 | 2000 | 2000 | 2000 | 2000 | 2000 | 2000

Tabulka 3.2: Vekova Strukttra objektov za 9 obdobi

Na konci druhého obdobia je priemerny pocet novych objektov wgs = ws,
priemerny pocet objektov vo veku 2 obdobia je wos = wous, a tak priemerny
pocet objektov vo veku 1 obdobie je

W19 = Wy — Wog — Wog = Wy — W — Woly
= Wy — WV — W1V — ’lU(](l — U] — 1)2)
= WoV1 — W1V = W1 — W1V = 11)1(1 — Ul) = WUy
Analogicky sa odvodia vekové struktary za dalsie obdobia. Tabulkova
forma zapisu 3.1 naviac poskytuje aj pomerne efektivny néstroj rieSenia
modelu elementarnymi prostriedkami v niektorom tabulkovom procesore

(Excel, Gnumeric). Tabulkovii metédu hladania vekovej struktiry demon-
$truje nasledujuci priklad.

Priklad 3.2. Urcite vekovii struktiiru sticiastok z prikladu 3.1 na konci d6smeho
roku.

Pocet novych stdiastok na zaciatku prvého obdobia je wye = 2000. Prav-
depodobnosti prezitia sti¢iastok st postupne u; = 0.8, uy = 0.55, uz = 0.3.
Tabulku 3.2 dostaneme takto: Vypocitame d'alsie hodnoty na diagonélnych
poli¢kach tabulky

w11 = Woo1 = 1600, Wog9 = WoolUa = 1100, W3z = WoolUy = 600

Potom vypocitame wg, = 400. Pokrac¢ujeme postupnym nasobenim a zis-
kame d'al3i pas hodnot

W19 = Wo1U1 = 320, Wo3z = Wo1Ug = 220, W34 = Wo1Ug = 120

Takymto jednoduchym a efektivnym sposobom mozeme vyplnit’ celd ta-
bulku. Hladan4 vekova $truktara stciastok na konci 6smeho roku je

(792.6, 614.3, 400.6, 192.5)
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T-1
> Wo

Tabul’ka 3.3: Empirickd vekova Struktara objektov za n obdobi

V praxi sa vSak asto stretdvame so situaciou, ked’ nie sii zndame pravdepo-
dobnosti zlyhania resp. preZitia objektov, ale mame vyplnena tabulku vekovej
struktury objektov. Nasim cielom je najskor tieto pravdepodobnosti od-
hadnuat’ Najjednoduchsi pripad nastava, ked” pozname vsetky hodnoty
empirickej tabulky vekovej Struktiiry za n obdobi (n > T) v tvare tabulky
3.3, kde w;; = w;(j) udava pocet objektov vo veku i na konci obdobia
j. Porovnanim tabuliek 3.1 a 3.3 vidime, Ze pravdepodobnosti u; by sme
mohli odhadntt'niektorou z hodnot

u wid) w2 o wi(n)
P we(0) T (1) wo(n — 1)

Mozno v8ak dokazat, Ze nestrannym odhadom w; je u}

wi (1) + wi(2) + - - - + wi(n)
U}()(O) +w0(1) + -+ ’U)o(n — 1)

Uy =B Uy =

Potom pre j =1,...,T — 1 je u} nestrannym odhadom u;

w;(f) +wi(G+1) 4+ -+ w;(n)
wo(0) +wo(1) + - - -+ wo(n — 5)

uj R U =

Priklad 3.3. Odhadnite pravdepodobnosti zlyhania sticiastok z nasledujiicej ta-
bulky empirickej vekovej Struktiiry siiciastok za 5 rokov 3.4.

2 3 4 5

600 | 700 | 900 | 700
300 | 400 | 600 | 650
0 1100 | 300 | 100 | 400
0 0 600 | 400 | 250
>~ | 2000 | 2000 | 2000 | 2000 | 2000 | 2000

Tabulka 3.4: Empiricka vekova $truktira suciastok za 5 rokov

Najskor z tabulky 3.4 vypoditame podla vztahov (3.7) odhady pravde-
podobnosti prezitia

o = 1600 + 300 + 400 + 600 + 650 07717
172000 + 400 + 600 + 700 + 900

» _ 1100 + 300 + 100 + 400

272000 + 400 + 600 + 700
. 600+ 400 + 250

372000 + 400 + 600

U = 0.5405

U =0.3125

Zo vztahov

Uy = v

uy = v; + v}

uy = vy + 03+ v)
1=} +uv;+0v;+v]

dostaneme

=0.3125
= 0.2280
vy =u] —v; —vy =0.2312

v} =1—wv) —v; —vj=0.2283

Poznidmka. Na podobnej myslienke sti zaloZené aj Statistické odhady prav-
depodobnosti preZitia len pre netiplnt tabulku empirickej vekovej truk-
tary objektov, napr. len pre niektoré obdobia alebo s chybajticimi nerekon-
struovatelnymi polozkami.




3.2 Nehomogénny diskrétny model so zlyhanim

V praxi sa skor stretdvame s pripadmi, ked’ uZ na zaciatku pozorovania
ma pociatoény stbor objektov ré6znu vekovt Struktiru. Teda na rozdiel
od homogénneho modelu na zaciatku nie st vsetky objekty nutne nové.
Ostatné predpoklady ostavuju v platnosti. Takéto modely sa nazyvaju tiez
modely s roznorodou pociatocnou vekovou Struktiirou.

Je teda zndma pociatocnd vekovd strutiira objektov

(n9,n1, Mg, ..., N 1) (3.8)

kde n; je pocet objektov, ktoré st na zaciatku vo veku j obdobi. Na zaciatku
mame v stibore len ny novych objektov. Pre celkovy pocet objektov stiboru
wp potom plati

-1
wy = Z n; (3.9)
=0

Najskor zostavime rovnice obnovy pre takto modifikovany model. Na
rozdiel od homogénneho modelu musime pocitat’ aj objektami, ktoré nie
st na zaciatku nové, ale maju vek j obdobi.

Podmienena pravdepodobnost’zlyhania objektu v obdobi j + k za pod-
mienky, Ze sa dozil veku j, je EJL’“ Potom priemerny pocet objektov, ktoré
mali na zaciatku vek j a zlyhali v obdobi j + £, je rovny

ek L (3.10)
Uj

Takto dostdvame modifikovany systém rovnic obnovy

(%) U3 vp
w; =ngvy +n1— +ng— + -+ np (3.11)
Uy Uz Ur-—1
Vi1 Vi+2 vp
w; = Nev; + My s +n2i+"'+’n’1‘_i +
Ul U2 U —i
+ WiV + W9 + W3V;_3 + -+ + WiV 1<i<T (312)

W; = Wi—pVp + Wi 1071 + Wi—pioUp—g + -+ + WiV i>T (3.13)

Rovnice (3.11) a (3.12) popisuja obnovu pociatoéného stiboru a rovnice
(3.13) proces obnovy po vyradeni vetkych objektov pociatocného stiboru.
Rozdiel medzi homogénnou a nehomogénnou vekovou trukttirou sanam
prejavila iba v prvych T rovniciach obnovy. Prirodzene aj rovnice obnovy
v tomto modeli mdZeme riesit’ priamo dosadzovanim vysledkov predcha-
dzajuacich rovnic do nasledujucich rovnic obnovy.
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Priklad 3.4. V mlickarni majii prepravky maximdlnu Zivotnost’ styri roky. Kol'ko
novijch prepravok bude treba priemerne nahradit’ na konci druhého roku, ak na
zaciatku majii v mliekarni 25 novych, 20 jednorocnyich, 35 dvojro¢nych a 40
trojro¢nych prepravok? Pravdepodobnosti zniCenia prepravok v prvom aZ tretom
roku s110.2, 0.1, 0.3.

St zndme ny = 25, n; = 20, ng = 35, ng =40awv; = 0.2, v = 0.1, v3 =
0.3, v4 = 0.4. Hl'ad4 sa ws, preto treba vypo&itatu; = 0.8, uy = 0.7, u3 = 0.4.
Po dosadeni do rovnic obnovy dostaneme

U2 U3 U4
wy = Novy + N1— + no— + ng—= 62.5
Uuq U9 us

VU3 V4
Wg = NV + N1— + Ng— + W10 = 42.5
U1 Ug

Na konci druhého roku treba nahradit’ priemerne 42.5 prepraviek.

’

Poznimka. Pri hladani vekovej struktiry mozno opét’ vyhodne vyuzit
formu jej zapisu do prislusne modifikovanej tabulky vekovej struktary
pre nehomogénny model 3.1 (w;p = n;, i =0,1,...,T — 1), a teda i tabul-
kovt metoédu.

3.3 Model Markovovych retazcov

Na urcenie vekovej strukttry stiboru objektov pre homogénny aj neho-
mogénny model moZeme vyhodne vyuzit'teériu Markovovych retazcov s
diskrétnym ¢asom.

Budeme sa zaoberat’obnovou jedného objektu s maximéalnou Zivotnostou
T obdobi, ktory moze mat'vek 0,1, ...,7 — 1. NeuvaZuje sa vek objektu T’
obdobf, pretoZze na konci obdobia T' je vymeneny za novy objekt s vekom
0. Ked’ objekt zlyh4 a nahradime ho novym, znamena to, Ze vymenou
nadobudol vek 0. Objektu v obdobi n priradime nahodnt premenntu X,
udévajticu vek objektu v n-tom obdobi. Vek objektu v obdobi k+1 zavisi len
od veku v obdobi k, ¢o je Markovova vlastnost’ retazca {X,}32,. Retazec
je naviac homogénny, pretoZe pravdepodobnosti prechodu nezavisia od
obdobia, v ktorom k nemu dojde.

Homogénny resp. nehomogénny model obnovy zlyhavajtcich objek-
tov mozeme modelovat’homogénnym Markovovym retazcom {X,}32,; s




mnozinou stavov S = {0,1,...,7 — 1}, maticou prechodu kde &(T) je stredn& doba Zivotnosti objektov definovana vztahom (3.3).
Lahko sa presved¢ime, Zze

0
0 - 1 U1 Ug Ur—1

0 = (&y gy gy gy

(3.19)

je stacionarne rozdelenie retazca.

Pozndmka. Limitnad vekova $truktira je o¢akdvanou vekovou Struktirou,
skuto¢né vekova struktiira moZze byt’ina.

as pociatoénym rozdelenim Priklad 3.5. Podnik zakiipil 1100 rovnakijch obalov s trojro¢nou maximdlnou

p(0) = (1,0,0 0) (3.14) Zivotnostou. Zistite oakdvanii vekovii Struktiiru obalov na konci tretieho roku a
R ’ limitnii vekovtl Struktiiru. Predpokladd sa, Ze v proom, druhom roku zlyhd 20% a
40% obalov.

ng My Na np_q Mame pravdepodobnosti v; = 0.2,v5 = 0.4,v3 = 0.4,u; = 0.8, us = 0.4,
p 0) = Ty Ty Ty (315) takZe matica hodu j
wy’ wy W Wy prechodu je

Cvoicenie. Nakreslite prechodovy graf retazca pre model s patro¢nou Zivot-

nostou objektov. P=

Lt g
L 1
2 2
1 0

Pravdepodobnostné rozdelenie retazca
Modelje homogénny, a tak p(0) = (1,0,0) ap(3) = p(0)P* = (0.568,0.352, 0.08)
p(n) = (po(n), pi(n), pa(n), ..., pr-1(n)) (8.16) a vekova Strukttira na konci tretieho roku je

je pravdepodobnostnym rozdelenim vekovej struktiiry na konci obdobia n. 1100p(3) = (624.8, 387.2, 88.0)
Sucin wop(n) potom udava vekova $truktiru na konci obdobia n. Po-
tom w;, = wops(n) udava ocakévany pocet objektov, ktoré budt mat’'na Stacionarne rozdelenie retazca je podla (3.19) w = (&, 4, %), a teda
konci obdobia n (po obnove) vek 4. limitna vekova Struktira je
Mozno ukézat, ze podla Markovovej vety 1.1.3 retazec je ergodicky, ak
pravdepodobnostné rozdelenie zlyhania objektov ma vSetky zlozky kladné 11007 = (500, 400, 200)
(sta¢i volit' n = T'). Po dostatoénom pocte obdobi sa vekové Struktira
stabilizuje. Existuju totiz limity
lim p(n) == (3.17)
n—oo
MbZeme poditat’s limitnou vekovou Struktiirou wem, tj. s limitnym priemer-
nym poctom obnov wgm, objektov.
Fréchet dokézal, Ze limitna vekova Struktira pre homogénny aj neho-
mogénny model, ak existuje, je uréena explicitne

1 Uy Usg up_q

E(T) &(T) &(T)" " €(T)

) (3.18)

wo(
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Kapitola 4

Teoria zasob

Teéria zésob opatri medzi discipliny operacnej analyzy, ktoré majt Spe-
cificki povahu rieSenych tloh. Zdsobami sa rozumie skladovany substrét,
ktory je v procese vyroby a obehu uschovany na neskorsiu spotrebu. Po-
treba tvorby zasob je vyvolana nestladom medzi vyrobou a spotrebou
substratov. Cielom snaZenia podnikatela & prengjomcu skladu je najst’
optimélnu stratégiu rieSenia tohto konfliktu ponuky a dopytu pocas ce-
lého sledovaného obdobia.

S prvym pokusom riesit’problém vysky zasob ako optimaliza¢ni tilohu
sa stretdvame uz v roku 1888, ked'sa hladala optimélna vyska pokladnitnej
hotovosti v pefiaznom tstave. Prili§ vysoka hotovost’ vedie k stratim na
urokoch, zatial¢o prili§ nizka hotovost’ moze spdsobit’ nedostatok petiazi
v pokladni.

Jednou zo zékladnych optimalizacnijch tiloh v tedrii zasob je urcenie
optimdlnej velkosti zdsob tak, aby sa zabezpecil plynuly chod vyroby alebo
obeh substratov s minimalnymi celkovymi nakladmi na tvorbu a tdrzbu
zasob.

Modely teérie zdsob mozno charakterizovat' rdznymi stratégiami vstupu,
skladovania a vystupu. Casto maju charakter pravidiel medzi

e dodidvkou — komodita (substrat) dodany na sklad,
e spotrebou — komodita (substrat) vyskladneny zo skladu

Tieto zakladné prvky nam umoznuju klasifikaciu modelov pomocou volby
nasledujtcich stratégii:

o stratégin vstupu — rozliSuje dodavky podla casu uskutocnenia doddvok
a velkosti doddvok. Obe veli¢iny sa mozu riadit’ deterministickymi
pravidlami. Cas dodavok méze byt pravidelny a kongtantny, alebo
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sa moZe riadit’'inymi presne vymedzenymi zmluvnymi pravidlami.
V pripade stochastickej povahy veli¢in pozndme len jej pravdepo-
dobnostné charakteristiky. DoleZitou praktickou veli¢inou je dodacia
lehota uréend ¢asom od okamihu zadania objedndvky do okamihu
dodania substratu na sklad.

stratégia skladovania — predstavuje pravidla o spdsobe zmeny usklad-
nenych dodavok na vyskladnené dodavky. Snahou je maximalne
uspokojenie objednavok na dodavky pri minimélnych oc¢akavanych
nakladoch resp. maximalnom ocakdvanom zisku. Takéto modely
sa nazyvaju nikladovo orientované. V najjednoduchsich modeloch sa
predpokladé neobmedzend skladovatel'nost’ substratov. Priklad potravin
vsak vyZzaduje obmedzent skladovatelnost’ tovaru. Z hl'adiska orga-
nizacie skladu sa rozlisuju skladovacie systémy so signalizdciou zmien,
ked’ sa eviduje kazd4 zmena stavu skladu, a s periodickou kontrolou,
ked’ sa zmeny stavu zasob eviduju len v pravidelnych intervaloch
formou inventarizacie zésob.

stratégia vystupu — predstavuje pravidla o spdsobe spotreby zasob.
Podla charakteristiky mnoZstiev, v akych sa dodéavky spotrebtvajg,
sa rozoznévaju modely so spojitou spotrebou, ked’ ma spotreba nepre-
rudeny priebeh, a s diskrétnou spotrebou, ked'sa spotreba odohréva jed-
norazovo, najcastejsie v diskrétnych a konstantnych mnozstvach po
pravidelnych ¢asovych intervaloch. V oboch pripadoch je vyznamny
doddvkovy cyklus uréeny ¢asom od dodania dodavky na sklad po jej
spotrebu. Ak sa spotreba v jednotlivych cykloch nemeni, hovorime
o staciondrnom, v opaénom pripade o dynamickom modeli. Ked’ sys-
tém nie je schopny uspokojit’ spotrebu vzhladom na nedostato¢ny
stav z4sob, hovorime o deficite. Systémy s deficitom sa d’alej delia na
systémy s odloZenou spotrebou, ked’ sa neuspokojena spotreba uspo-
koji z najblizsej dodavky, a stratenou spotrebou, ked’ sa potencionalna
spotreba (predaj) straca. Prirodzene aj velkost’ deficitu moZe byt’de-
terministickd alebo ndhodna veli¢ina

Tabulka 4.1 sprehladiiuje ¢iastoént klasifikaciu modelov zasob. Déle-
zitou stcastou nakladovo orientovanych modelov je funkcia ofakdvanych
nikladov, ktora sa pri splneni obmedzujticich podmienok minimalizuje.

Potreba tvorby zasob je vyvolana nestiladom medzi vyrobou a spot-
rebou jednotlivych komodit. Cielom snaZenia podnikatela ¢i prenajomcu
skladu je najst’optimalnu stratégiu rieSenia tohto konfliktu medzi doddvkami
a spotrebou (ponukou a dopytom) pocas celého sledovaného obdobia.
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Predpoklady L II.

Typ veli¢in deterministické stochastické
Spotreba spojita diskrétna
Vyvoj spotreby staticky dynamicky
Spotreba v dodavkovom cykle stacionarna nestaciondrna
Deficit zasob odloZena spotreba | stratena spotreba
Pocet substratov jednoprvkova viacprvkova
Pocet skladov jeden viacero

Tabul'ka 4.1: Ciasto¢na klasifikacia modelov zasob

Firmam skladovanie neprinésa zisk, a preto vznika potreba riesit’ opti-
malizacné iilohy, ktoré ur€ia optimdlnu velkost’ zdsob tak, aby sa zabezpetil
plynuly chod vyroby alebo obeh jednotlivych komodit s minimdlnymi celko-
vimi ndkladmi na tvorbu a tdrzbu zasob. Naklady spojené so skladovanim
sa Clenia na

o akvizicné ndklady — stivisia so zabezpecenim jednej dodavky do skladu
a st priamo timerné poctu dodavok,

e variabilné niklady skladovania — sa menia priamo timerne so skladova-
nym mnoZstvom, napr. tiroky z obchodného tveru kryjtce zasoby,
alebo néklad stratenej prilezitosti ako usly tirok z terminovaného
vkladu pouZitého na nadkup zasob,

o ndklady deficitu — vznikajtce pri chybajticej komodite v sklade v ¢ase
prichodu poziadavky na vyber zo skladu,

o ndklady obstardvania — st vydaje firmy na nakup komodit do skladu
rovné jednotkovej cene komodity vynasobenej nakupovanym mnoz-
stvom,

e fixné niklady skladovania — ako naklady na prenajom, odpisy budov-
skladov alebo ich vykurovanie, nie je sucastou dalej uvedenych mo-
delov.

Dalej sa obmedzime na niekol'ko najjednoduchsich modelov optimdlnej
velkosti doddvok, v ktorych je cielové funkcia ofakavanych nékladov fun-
kciou velkosti dodavok.

Zdkladné obdobie, na ktoré sa podnikatel & prendjomca skladu podujme
skladovat’ substrat, nemusi byt’jeden rok, ani mesiac ani iné ¢asova jed-
notka, preto ju budeme oznacovat’vSeobecne T a interpretovat’ako obdo-
bie, na ktoré sa robi zdsobovacia stratégia.

4.1 Modely so spojitou spotrebou

Medzi najstarsie modely patria deterministické modely, ktoré st charakte-
ristické idedlnymi predpokladmi. Dopliiovanie zasob sa v najjednoduhsich
modeloch uskuto¢niuje v pravidelnych rovnako dlhych cykloch so zndmou
budticou spotrebou. Realistickejsie modely priptstaju dopliianie zasob v
cykloch roznej dizky. Umoziujta modelovat’ realne situécie, ktoré st vo
svojej postate deterministické (napr. vyrobné linky), ale aj aproximovat’
stochasticky model pomocou strednych hodnét ndhodnych veli¢in.

Nasledujtci deterministicky model hospodirnej velkosti doddvky tzv. EOQ
(economic order quantity) zndmy tiez ako Harris - Wilsonov model ma skor
metodicky ako prakticky vyznam. Zasobovaci proces je zndzorneny na
obr.4.1 a vychddza z nasledujticich predpokladov:

¢ V zakladnom obdobi T" sa o¢akéava spotreba R jednotiek substratu.

e Velkost’ dodavky na sklad @ je neobmedzen a realizuje sa naraz v
Case prijatia dodavky tak, ze dodavka pride na sklad prave v case
vyprézdnenia skladu.

Spotreba je linearna funkcia ¢asu s konstantnou intenzitou A. Kon-
Stanta A udava mnoZzstvo jednotiek substratu spotrebovanych za jed-
notku casu.

Skladovatelnost’ substratu je ¢asovo neobmedzena.
Deficit zsob sa nepripusta.

St zname konstantné akvizi¢né naklady (najednu dodévku) ¢, a kon-
Stantné naklady na skladovanie jednotkového mnoZstva substratu za
jednotku ¢asu c;.

e Ulohou je uréit' optimdlnu vel'kost' doddvky Q* na sklad, pri ktorej bude
funkcia ocakdvanyjch nikladov za jednotkové obdobie minimdlna.




Obr. 4.1: Vyvoj stavu zasob v modeli so spojitou spotrebou

Oznatime dalej C velkost’ dodavkového cyklu a N pocet dodavok
za zékladné obdobie T'. Z predpokladu konstantnej intenzity spotreby A
mame nasledujtice vztahy

4.1)

4.2)

>
S~

Q
A==
C
R
A=
T
T
N=_
c

Oz

— 4.3)
0 (

Z vyvoja stavu zasob na obr.4.1 vidiet, Ze priemerny stav zasob £(Q)
v jednom dodévkovom cykle C je aritmeticky priemer maximélneho a
minimalneho stavu zasob

s@=" @4

Ten isty vysledok dostaneme, ak si uvedomime, Ze okamzity stav zasob v
taset € (0,C) je linedrna funkcia Q — Xt

(4.5)

1 /¢ \C
§Q -5 [ @-xa-Q-7F =%

S vyuzitim vztahov (4.1)-(4.4) dostaneme nékladovt funkciu udéavajicu
priemerné naklady za ¢asovu jednotku v tvare

HQ)] = (ca+eCE@) = cags +E(Q) = “6)
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Obr. 4.2: Nékladova funkcia H(Q) v modeli so spojitou spotrebou
Nakladova funkcia, obr.4.2, je pre @ > 0 rydzo konvexné funkcia, a teda
nadobtuda jediny extrém, ktory mozeme néjst’

dHQ) A e
dQ = —Ca@ 5 =0 (47)

odkial dostavame znamy Harris - Wilsonov (Adlerov) vzorec pre optimalnu

velkost' dodavky
2)¢,
Q" =4/ o (4.8)

Optimalne naklady za ¢asovi jednotku buda

HQ) = cugy + 0% = VBarty (49)

Konecne z obr.4.1 mozno vypocitat’ ¢as (znovu)objednania ¢, a hladinu
objednania & ak je zndma kladné dodacia lehota L > 0:

th=C—-(L-KC)=(K+1)C-1L (4.10)
h=Q—My=Q— (K+1)C - L)) =AL - KQ (4.11)

kde &islo K = int(%) sa nazjva pocet doddvok na ceste a &islo K Q zdsoby na
ceste. Nulova dodacia lehota L = 0 sa interpretuje ako okamzitd dodavka.
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Pozndmka. Casto pouzivanym kritériom hodnotenia vykonnosti zdsobova-
cej politiku firiem je rijchlost’ obratu zdsob ROZ definovanych ako podiel
celkovyjch nikladov na zdsoby a priemernych nikladov na zdsoby, ¢o v modeli
EOQ vedie k vzorcu

2R
ROZ =3 (412)
Priklad 4.1. Vyrobca predpoklada nakup 9 600 stciastok za dva roky. Na-
klady na dodavku st 5 000 Sk a naklady na skladovanie jednej sti¢iastky st
25 Sk/mes. pri trojmesacnej dodacej lehote. Vypocitajte optimalne mnoz-
stvo stciatok, ktoré mé vyrobca objednat, optiméalne mesa¢né néklady, ¢as
objednania a hladinu objednania.

Zvolime za ¢asov jednotku mesiac a mame

T =212 =24, R = 9600, c, = 5000, ¢, =25, L =3

Po dosadeni do odvodenych vztahov dostaneme
R

T 2
Mea  [2.400.5000
Q= \/—C: ¢7r=400
Cs 25
Q _ 400 _

o= ="
A 400

H(Q") = /2Xcac, = v/2.400.5000.25 = 10000

K= mt(ci) = int(3) =3

i =(K+1)C-L=41-3=1
h* = AL — KQ = 400.3 — 3.400 = 0

Vyrobca mé objednavat’ 400 suciastok vzdy v okamihu, ked’ arovei zasob
klesne na nulu, ¢o je vZdy mesiac po dodavke zésob. Jeho mesa¢né naklady
potom bud 10 000 Sk.

V pripade, ked’ uvaZzujeme naviac aj nakupné (obstaravacie) néklady
¢y, ktoré st imerné objednavanému mnozstvu ), dostdvame nasledujticu
modifikovana nakladovia funkciu

H,(Q)] = (0@ + o+ e.CE(@) s = 13)

ktord sa od povodnej nédkladovej funkcie H(Q) 1i8i len konstantou cpA.
T4 nema vplyv na optimalnu velkost’ dodavky, ktord je tak urdena opat’
Harrisonovym vzorcom (4.8).
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Priklad 4.2. (Gazda) Cistiaca firma zabezpetuje servis v ramci vikendov,
pricom v priebehu roka nedochadza k ziadnym sezénnym vykyvom vo
vydaji &istiaceho prostriedku Clif. Statistickym vyskumom sa zistilo, Ze
stav zasob na sklade v ¢ase t mozno aproximovat'regresnou priamkou

Q(t) = 105,2873 — 530,6352, £ =1,2,...,30

v priebehu 30-tich tyzdnov roka. Skladovacie naklady ¢, jedného balenia za
rok st dané drokom z tiveru vo vyske 2 Sk na jedno balenie Clifu. Akvizi¢ny
néklad ¢, je dany mzdou Soféra, ktory ide Clif naktpit’ do velkoskladu, a
nakladmi na dopravu autom spolu vo vyske 200 Sk. Nakupna cena ¢, Clifu
je 20Sk. Predpoklada sa jednodiiova dodacia lehota.

Optimalnu vysku zasob dostaneme podla (4.8), Q* = 325,777 kusov
Clifu. Optimélna dfzka dodavkového cyklu je podla (4.1) C* = 0,614 roka.
Pri dodacej lehote jeden defi, ¢o je 5i= roka, je podla (4.11) hladina objed-
nania h = 1, 45 kusov. Celkové skladovacie naklady dostaneme zo vztahu
(4.13) vo vyske H,(Q*) = 11264, 62 Sk. Cistiace prostriedky nemdzeme ku-
povat'na zlomky, vysledok zaokuhlime na 325 kusov Clifu. Pri 326 kusoch
dostavame vyssie naklady.

V sticasnosti je aktudlna modifikacia Harris-Wilsonovho modelu s obsta-
rdvanim a rabatom. Predpoklady klasického modelu zostavajt v platnosti,
ale naviac sa predpoklada, Ze v pripade nakupu najmenej @, jednotiek sub-
stratu klesne ndkupna cena (v dosledku poskytnutia rabatu) na ¢,, ¢, < ¢,.
Nakladova funkcia bude mat’v tomto pripade tvar

e, + ca% + cs% ak @Q < Q,
Hy(Q) b 0 (4.14)
RARNI 4 >
)\cr—i-caQ tey akQ20r
Vidime, Ze niz8ia nakupna cena sa prejavi len v pripade uplatnenia rabatu
v posune celej nakladovej funkcie H;(Q) smerom nadol. Staciondrny bod
Q* je opat’dany Harris-Wilsonovym vzorcom (4.8). Ak je Q* # Q,, potom
mozu nastat’tri moznosti:

e Q" < @, Hy(Q*) < Hy(Q,) - minimélne naklady sa dosahuja pri
vyske dodavky Q*, ktora je optimalnou velkostou dodéavky, pri¢om
sa rabat nevyuZije,

e O < Qp Ho(Q*) > Hy(Q,) - minimélne néklady sa dosahuju pri
vyske dodévky Q,, ktora je optimalnou velkostou dodavky, pricom
sa vyuziva rabatova cena,
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e Q* > Q, Hy(Q") < Hy(Q,) - minimélne naklady sa dosahuju pri
vyske dodavky Q*, ktora je optiméalnou velkostou dodavky, pricom
sa vyuZziva rabatova cena.

Priklad 4.3. (Gazda) Pokra¢ujme v priklade 4.1 a predpokladajme, Ze do-
dévatel zmenil stratégiu predaja tak, Ze za ndkup presahujtci 400 kusov
dava 10% rabat t.j. predava Clif za 18 Sk.

Kedze Q" < Q,, musime este vypocitat’ H,(400) = 10217, 08. PretoZe je
Hy(Q,) < Hy(Q"), rozhodneme sa pre dodavku velkosti 400 kusov Clifu s
uplatnenim rabatu.

4.2 Model s diskrétnou spotrebou

Najjednoduchsia diskrétna verzia Harris-Wilsonovho modelu sa 1i8i len
predpokladom o spotrebe, ktora sa realizuje v jednotkovych kvantach. Vy-
voj stavu zasob je zobrazeny na obr.4.3 Na za¢iatku doddvkového cyklu C

Q-1

| I WW

%W% |

_ / 7 .
el el
| C | C ‘ C

Obr. 4.3: Vyvoj stavu zasob v modeli s diskrétnou spotrebou

sa predpoklad4, Ze jednotka zasob je okamZite spotrebovand. Pocet spot-
rieb v dodavkovom cykle je @, a tak stredny stav zasob v dodavkovom
cykle je

£(Q) = Z]Ql - Q(gé D_¢9 5 ! (4.15)

Potom prislusna nakladové funkcia ma tvar

H(Q)]= (ca+ CEQ) 5 = cas + c£(Q) =[ad +a%t|  @16)

ktoré sa od nékladovej funkcie (4.5) spojitého modelu 1isi len konstantou

PR

Optimalnu velkost’dodavky vsak vzhladom na diskrétnost'nakladovej
funkcie nemdZeme priamo hl'adat' pomocou derivécie. Ak vak upustime
od predpokladu diskrétnosti funkcie H(Q), tj. relaxujeme premennu @,
potom stacionarny bod Q* je opat’ uréeny Harris-Willsonovym vzorcom
(4.6). M6zu nastat’nasledujtice tri pripady:

e ni(Q*) = Q*, potom je Q* celé &islo, a teda aj optimalna velkost’
dodévky,

o int(Q*) < QF, H(int(Q*)) < H(int(Q*) + 1), potom je int(Q*) opti-
malna velkost’dodévky, v pripade rovnosti mame dokonca dve opti-
malne rieSenia,

o nt(Q*) < Q*, H(int(Q*)) > H(int(Q*) + 1), potom je int(Q*) + 1
optimélna celo&iselna velkost’ dodavky.

Cuicenie. Zobrazte tri pripady povodnej a relaxovanej H(Q) a uréte opti-
malne rieSenie. Navrhnite a zobrazte ¢as a hladinu objednania dodévky a
dodaciu lehotu.

4.3 Modely s deficitom

V tychto modeloch moze nastat’situdcia, Ze ked pride poziadavka na vyber
zo skladu, nemoZno ju uspokojit, lebo tito komodita na sklade chyba.
Podla spdsobu riesenia problému deficitu zasob sa rozlisuja modely s
odloZenou spotrebou a modely so stratenymi predajmi.

V pripade modelu s odloZenou spotrebou predpokladame, Ze neuspo-
kojena poziadavka bude uspokojend z nasledujtcej dodavky. Jednotkovy
naklad deficitu ¢, moZno chédpat’ako pendle za zadrzanie dodavky jednej
jednotky substratu za jednotku ¢asu. Vysku deficitu, t.j. pocet neuspokoje-
nych poziadaviek v jednom dodavkovom cykle, budeme znacit’s. Ostatné
predpoklady Harris-Wilsonovho modelu ostévajii v platnosti.

Nakladova funkcia potom obsahuje naviac aj novy druh nakladov de-
ficitu. Dodavkovy cyklus C = C, + C, sa sklada z dvoch obdobi: C;, ked
st uspokojené vietky poziadavky na vyber zo skladu, a Cy, ked vznika de-

= %, priemerny stav zésob v jednom dodédvkovom
cykle je
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|
C, O,
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Obr. 4.4: Vyvoj stavu zasob v modeli s odloZzenou spotrebou

Podobne plati & = & atak priemerny stav deficitu vjednom dodavkovom
cykle je

Nakladovéa funkcia ma potom tvar

1 Ry 52
H(Q,5)] = (ca+¢.CE(Q) + caCE(s)) 5 = Cad + B3l + sy | (417)

Optimaliza¢na uloha potom vedie na hladanie minima nakladovej funkcie
(4.17) s nutnou podmienkou

0H(Q,s) 0H(Q; s)

So =0 Tprt=0 (4.18)

o = [2Xcq  [cq+ ¢ (4.19)
Cs Cd

2
U (4.20)
ca(cq + ¢s)

¢o vedie k vztahom

V pripade modelu so stratenymi predajmi predpokladame, Ze neus-
pokojend poziadavka je stratend, pri¢om ¢, sti ndklady za ¢asovii jednotku
trvania deficitu. Ostatné predpoklady st ako v modeli s odloZenou spotre-
bou. Obdobie deficitu tu budeme oznatovat’ 7. Potom dika celého cyklu
je

Q+ A7

C=C+71= +7= by

Obr. 4.5: Vyvoj stavu zasob v modeli so stratenymi

Priemerny stav zasob pocas dodavkového cyklu je

QG @
£Q =5 =3¢

Nékladova funkcia ma tvar

HQ,7)| = (o + cxCE(Q) + cuf)é

LA, @ 7
N CaQ-i— AT CSQ(Q—F)\T

)+CuQ+)\T

2e,\ + Q% + 2¢,TA
2(Q + M)

4.21)

Optimaliza¢na tloha potom vedie na hladanie minima nakladovej funkcie
(4.21) s nutnou podmienkou
OH(Q,7) _ —aiQ* + asQ7 + a3 + a4
= =0 422
aQ (@ + A7)? (422)
OH(Q,7)  —b1Q*+ b:Q + by + by
or (Q + Ar)?

=0 (4.23)

Optimélne hodnoty Q* a 7" moZno hladat’s danou presnostou £ > 0
nasledujticou itera¢nou metédou

Qi = )2 (424)

C.S
alQ% — a4
=X - 4.25
& ay@Qy + a3 (4.25)

b2 — v/ b% + 4b1 (b3Tg + b4)

Q2 = 5%, (4.26)




Ak Q1 — Qo] > £, v dal3ej iteracii polozime @ = @, a nové hodnoty 7,
a (), dostaneme zo vztahov (4.25) a (4.26). V opa¢nom pripade kon¢ime s
hodnotami Q* = Q, a 7* = 7.

Pozndmka. Vyssie uvedena iteracna metdda nie je vhodna na ru¢né spra-
covanie. Nie v kazdom pripade je tieZ zarucena konvergencia k optimal-
nemu rieSeniu. Pomerne naro¢nd numericka analyza dava v niektorych
pripadoch aspoti postacujice podmienky rieSitelnosti.

4.4 Klasické stochastické modely

V stochastickych modeloch sa riesi deficit zasob rovnako ako v determinis-
tickych modeloch s deficitom, a to bud’ odloZenou spotrebou alebo stratenymi
predajmi. V dosledku nahodnej spotreby sa vsak naviac rozlisuje, ¢i je stale
znamy momentalny stav zasob pri signalizicii zmien, alebo ¢i sa robi inven-
tarizacia zasob pri periodickej kontrole zésob. Najskor sa budeme zaoberat’
problému urcenia velkosti poistnej zisoby pri ndhodnej spotrebe.

4.4.1 Poistna zasoba pri ndhodnej spotrebe

Obr. 4.6: Trend stavu zasob v modeli s poistnou zdsobou a nahodnou
spotrebou pre L < C*

Zasoby sa z hladiska ich funkcie niekedy delia na obratové (zabezpetu-
juce beznt potrebu) a poistné (zabraiujice vzniku deficitu zasob). Poistnd
zdsoba sa vytvéra s cielom zniZit’ vplyv nahodnej spotreby (dopytu). Jej
udrziavanie zvySuje nédklady na skladovanie ale zniZuje naklady stivisiace
s deficitom zasob. Efektivne riadenie zasob potom predpoklada urcenie
optimalnej velkosti poistnej zdsoby, pri ktorej uvedené naklady dosiahnu mi-
nimélnu hodnotu a sticasne st splnené pravidla objednavania.
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Uvazujme model, v ktorom moZze dojst’k deficitu zasob len pocas kon-
$tantnej dodacej lehoty L. Nech S, je spotreba (dopyt) pocas L a predpo-
kladajme, Ze pravdepodobnost’ deficitu zasob pocas L neprekro¢i hodnotu
o - riziko deficitu. Ulohou je urtit’ velkost poistnej zasoby tak, aby

kde L) je velkost spotreby pocas L.

Ak budeme predpokladat) Ze spotreba je ndhodna veli¢ina s normal-
nym rozdelenim N (u, 0?), potom aj spotreba S, pocas L je na veli¢ina s
normélnym rozdelenim s parametrami y1, a o7. Ulohou je urtit’ B tak, aby
platilo (4.27) t.j. pravdepodobnost’ deficitu zdsob bola nanajvys a. Vztah
medzi rozptylmi ¢ a o, moZno odvodit'v tvare

o1 = \ino? (4.28)

kde t;, ¢as (znovu)objednania dostaneme zo vztahu (4.10)
Medzi funkciou hustoty f(z) a poistnou zasobou B platia nasledujtice
vztahy:

PSL>B+u,)<a (4.29)
Postupnymi tiravami dostaneme

FB+pr)>1-a, (4.30)
a po normovani mame

o(Z)>1-0 (431)
oL
kde @ je distribu¢na funkcia normovaného norméalneho rozdelenia N (0, 1).
Vztah (4.31) nAm umoziiuje uréit’ pri zvolenom riziku « dolnii hranicu
poistnej zisoby B. Vidime, Ze velkost’ poistnej zasoby nezévisi od strednej
hodnoty spotreby p; pocas dodacej lehoty, ale zavisi iba na variabilite
spotreby pocas doby dodania o;. Akje o, = 0ide o deterministicky model,
v ktorom netreba uvaZovat'poistnt zasobu.

Priklad 4.4. Predpokladajme, Ze dopyt po nejakej komodite (v ks) md normdlne
rozdelenie N (100, 100) riziko deficitu o = 0,05. Nech optimdlna diZka cyklu
C* = 4 dni. Najdite poistnii zdsobu pre L = 2,5, 11 dni.

Akje a = 0,05 potom @(%) = 0.95 = ®(1,64), &ize B = 1.640;. Pre
L=2dnijeL < C*aor =+/(4—2)-100 = 14.142 a tak B = 23.2 ks. Pre
L=5dnijelL >C*>1/2a0;, =+/(b—4)-100 = 10 = tak B = 16.4 ks.
Konetne pre L = 11dnije L > C* < l/2ao0r = /round(11/4) - 100 = 17.32
=tak B = 28.4ks.




4.4.2 Signalizicia zmien a odloZend spotreba

V pripade modelu so signalizdciou zmien a odloZenou spotrebou sa obmedzime
na jedini nahodnt veli¢inu, a to spotrebu S uréent hustotou f(z) pocas
dodacej lehoty. Vyznamnti tlohu tu zohrava stredna spotreba zasob pocas
dodacej lehoty

£(S) = /0 ” e (z)da 432)

Predpoklada sa tieZ stacionarna spotreba s intenzitou A pocas celého prog-
nézovaného obdobia. Dodavkovy C cyklus zostane pre jednoduchost’de-
terministicky. Dodacia lehota L je nahodnd veli¢ina, o ktorej budeme pre
jednoduchost’ predpokladat’len L < C. Znalost’jej hustoty nebude po-
trebna, nakolko predpokladéme, Ze vzdy, ked spotreba klesne pod hladinu
objednania h, bude objednana dodavka za ¢as L dodan4. Vel'kost'dodévky
Q je vzdy kon$tantnd a jednorazové na zadiatku kazdého dodavkového
cyklu.

Obr. 4.7: Vyvoj stavu zdsob v modeli so signalizdciou zmien s odloZenou
spotrebou

Stiopat’zname akviziéné naklady najednu dodavku c,, naklady na skla-
dovanie jednotky zasob za jednotku ¢asu ¢, a ndklady deficitu na jednot-
kové mozstvo substratu c,. Vysku deficitu tu budeme v désledku ndhodnej
spotreby nahodna veli¢ina U(h) zrejme zavisla od hladiny objednania .

Cielom je ur¢it’ optimalne hodnoty Q* a h*, pri ktorych st priemerné
naklady na skladovanie

H(Q,h)|= (ca + ¢,CE(Q) + c,CE(U(R))) (4.33)
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minimalne, pricom
(4.34)
:Q+£(h782)+5(hfs):%+h,g(s) (4.35)

/hoo(g; — ) f(z)dz — /hoo of (2)de — hE*(h) 4.36)

Optimélne hodnoty @* a 7* mozno hladat’ pomocou parcidlnych derivécii

OH(Q,h) X e A
T = *Ca@ + 5 — CHE(U(h))@
0H(Q,h) A

B = gF ) =0 (4.38)

odkial dostaneme stistavu dvoch rovnic

o \/u(ca +aé(U(h) @39)

Cs
csQ*
Cu

=0 (4.37)

F*(r*) = (4.40)
ktora nemd explicitné rieSenie. MdZeme ho néjst’opit’s danou presnostou
€ > 0 len numericky itera¢nou metédou

Q= /2 (4.41)

Cs

CsQl
Cu

0, - \/2/\(6,1 + cuf (U(hy))) (4.43)

Cs

hy = F* (2L (4.42)

AK Q) — Qs] > ¢, v dal3ej iterécii poloZzime Q; = @, a nové hodnoty 7
a (Y dostaneme zo vztahov (4.42) a (4.43). V opaénom pripade konéime s
hodnotami Q* = Q4 a h* = hs.

Hadlay a Within ukazali, Ze tento postup konverguje k jedinému opti-
malnemu rieSeniu, ak plati @; < @9, kde @, a @ st vypocitané z (4.39) a
(4.40) pre h = 0.

Pozndmka. Analogicky sa postupuje aj v pripade modelu so signaliziciou
zmien a stratenou spotrebou. Rozdiel je len vo vypocte stredného stavu
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Obr. 4.8: Vyvoj stavu zasob v modeli so signaliziciou zmien a stratenou
spotrebou

zasob. Vychadza sa z uvahy, Ze maximalny stav zasob je Q@ + h — £(S),
minimélny stav je h — £(S), ak nedoslo k deficitu, a 0, ak deficit nastal.
KedZe pre nenulovy stav deficitu plati £(U(k)) = £(S) — h, mdZeme pre
oba pripady pisat’

£(Q) :(Q+h—£(S)) + (h— E(S) +£(U(R))) _

2
=9 O s (4.44)

Naékladové funkcia je opét’ tvaru (4.33). Nutné podmienky jej globdlneho
minima vedt na systém dvoch rovnic

o \/2/\(ca + el (U(h) w45)

Cs
Q"

F* * —
(%) Cu A + ¢, Q*

(4.46)

ktord nema explicitné rieSenie. Rieenie sa hlada analogickou iteratnou
metédou.

4.4.3 Periodicka kontrola a odloZena spotreba

V pripade modelu s periodickou kontrolou a odloZenou spotrebou sa optimali-
zuje jednak hladina doplnenia zdsob M, po ktort sa dopltajt zasoby, a dlzka
kontrolného cyklu C, ktord je pri konstantnej dodacej lehote L < C rovna
dodavkovému cyklu. Objednédvky na sklad sa robia vzdy do vysky zésob
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M, obr.4.10, pri periodickej kontrole. Ta sa odohra v ¢ase C' — L po poslednej
jednorazovej dodavke. Akvizi¢né naklady sa zlucuja s inventariza¢nymi
nakladmi do fixnych nédkladov ¢;. Budeme predpokladat) Ze okrem skla-
dovacich nékladov ¢, tu mame nédklady deficitu ¢, tentoraz zavislé len od
velkosti deficitu.

Obr. 4.9: Vyvoj stavu zasob v modeli s periodickou kontrolou a odloZenou
spotrebou

Spotreba S je tu popisana ako dvojrozmernd ndhodna veli¢ina mnoz-
stva z a ¢asu ¢ hustotou f(z,t). Priemerna spotreba poc¢as dodacej lehoty
Lije

E(S) = /OOO xf(z,L)dx (4.47)

Predpoklada sa opat’stacionarna spotreba s intenzitou A pocas celého prog-
nézovaného obdobia, priemerna spotreba v celom cykle C je teda AC.
Nakladovéa funkcia za jednotku ¢asu ma tvar

H(M,C)| = (¢; + e;CE(Q) + e, (U(S))) (4.48)

pricom




Optimalne hodnoty M* a C* moZno hladat’pomocou parcialnych derivacii

PH(M,C) ¢

F ] y f(z,C)dz =0 (451)

OH(M,C) ¢ 9¢(U(8)) _

50 = cz E(U(S)) +cu 5 = 0 (4.52)
Analytické riesenie je spravidla velmi obtiaZzne, uspokojivé je priblizné
numerické rieSenie zaloZené na vztahu (4.51). Zvolime C; a vypocitame
M; z integrélnej rovnice

ci= / f(z,Ci)dz (4.53)
Cs JuM;

Dvojica (M*, C*) z takto ziskanych hodnoét s minimalnou hodnotou H (M*, C*)
sa povaZzuje za dobré aproximativne rie3enie.

4.5 Frontové modely zasob

Systémy hromadnej obsluhy vystupuja aj pri modelovani zasob, nakolko
Poissonovym procesom mozno modelovat’

o tok dodivok, ked' tok zékaznikov reprezentuje jednotky dodavky a
operacia obsluhy zédkaznika predstavuje uspokojenie jednotky spot-
reby,

e tok spotreby, ked' tok zakaznikov je tok jednotiek spotreby substratu a
obsluha predstavuje doplitanie zasob v ase od podania objednavky
po prichod dodavky na sklad.

451 Systém M/M/1/c0

V tomto modeli st zakaznici doddvkami na sklad. Tok dodévok je Pois-
sonov tok s intenzitou ). Priemerna dizka medzery medzi prichodmi jed-
notkovych dodévok na sklad ma strednt dobu ;. Doba obsluhy dodavky
zodpoveda dobe od objednania dodavky po jej odobratie a ma expone-
cidlne rozdelenie s parametrom p. Jednotka zasob opustajtica systém po
priemernej dobe Il‘ je teda spotrebovana.

Mnozina stavov S = {0, 1,2, ...} predstavuje pocet jednotiek zasob v
sklade. Stav 0 reprezentuje stav deficitu zasob, ked’ neméze byt’ ziadna
jednotka spotreby uspokojend. Systém je opit’ zaujimavy po stabilizacii

132

v pripade p = 2 < 1. Pomocou stacionarneho rozdelenia 7 vyberieme

tie charakteristil‘:y, ktoré umoznia optimalizovat’ uvazovany zasobovaci
systém.

Priemernd vygka zasob v sklade je rovna podla (2.3) strednému poctu
zakaznikov v systéme

-1 (4.54)

Optimalizacia sa aj v modeloch tohto typu realizuje hladanim minima
nékladovej funkcie H(p) zloZenej z priemernych nakladov skladovania a
z priemernych nakladov deficitu pri zndmych jednotkovych sadzbéch c, a
Cu

H(p) = ¢;£(Q) + eumo = csﬁ +eu(l—p) (4.55)
Lahko zistime, Ze optimélnym rieSenim je
(4.56)

Nevyhodou optimalizacie nakladovej funkcie H(p) je, Ze neoptimalizuje
priemerny stav zéasob, ktory tak mdZe nadobudnut’ neprijatelné hodnoty.
Mozeme vSak vypocitat’ pravdepodobnost, Ze stav zasob prekro¢i urdita
kritickt hodnotu ¢

PQ>q) =) m=p"" (4.57)

Jj=q+1

Priklad 4.5. V sklade s ndhodnyjmi doddvkami, pri ktorom mozno riadit'len inten-
zitu prichodov doddvok na sklad st niklady na skladovani 10 Sk a néaklady deficitu
1000 Sk pripriemernej spotrebe 100 jednotiek tyZdenne. Vypocitaje charakteristiky
skladu pri minimdlnych nikladoch.

Optimalnu intenzitu A\* prichodov dodavok do skladu dostaneme z
optimélneho vyuzitia skladu

c 10
=1, = =1—4/— =0.
P Ve V 000 = 9

A= p*u=0.9100 = 90
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Priemerny stav zasob je

Pravdepodobnost’ deficitu
To=1—p"=1-09=0.1

Priemerné tyzdenné néklady

*

H(p") = CSIL +eu(1— p*) =10.9+1000. 0.1 = 190
—p

Pozndmka. V pripade potreby ohrani¢it'maximalny stav zasob hodnotou m
mozno pouzit’systém M/M/1/m. Problematicka vSak moZze byt'interpre-
tacia odmietnutych dodavok, ktoré by bolo treba vratit’dodavatelovi.

4.5.2 Inverzny systém M/M/n/n

V tomto modeli st zédkaznici jednotkové poziadavky spotreby na sklad.
Tok spotrieb je Poissonov tok s intenzitou ). Priemerna dzka medzery
medzi prichodmi jednotkovych poziadaviek na sklad ma strednda dobu
+. Doba ,,0bsluhy” spotreby je dobou dodacej lehoty na novi jednotku
substratu a ma exponecialne rozdelenie s parametrom p. Jednotka spotreby
optista vzdy systém okamZite po svojom prichode. Ak v3ak nijde nejaka
linku volnt, potom je na sklade asporn jedna jednotka zasob, ktorou bude
tato poziadavka uspokojend, a zaroveti je vystavena novéa objednavka na
doplnenie z4sob skladu. Po priemernej dobe 1 i e takto k dispozicii nova
jednotka substratu. Ak poziadavka spotreby na]de vsetky linky obsadené,
znamena to, Ze sklad je prazdny, a preto bude v dosledku deficitu zésob
odmietnuta.

(@]

Obr. 4.10: Inverzny Systému M /M /n/n

Problém mézeme modelovat Markovovym retazcom {N(¢) };cr s mno-
zinou stavov S = {0,1,2,...,n}. Stavu i systému zodpoveda pocet jedno-
tiek zasob v sklade. Stav 0 reprezentuje stav deficitu zasob, ked nemdze
byt’ Ziadna jednotka spotreby uspokojena. Na rozdiel od klasického sys-
tému M/M/n/n, v inverznom systéme vsak prichod zakaznika (jednotky
spotreby) nespdsobuje zvacsenie stavu systému o jednotku, ale naopak
zmens3enie stavu systému o jednotku, ¢omu zodpovedé prechodovy graf
4.11.

2p

A

Obr. 4.11: Prechodovy graf inverzného systtmu M/M/n/n
Podla vety 1.4.3 je retazec ergodicky. M4 jediné stacionarne rozdelenie,
a tak zo vztahov (1.60) a (1.61) dostavame
on
(=)

(at) i

J=0

Tn ak0<j <n

pricom parameter o = % sa nazyva predstih zdsob.
Potom priemerny stav zésob £(Q) v stabilizovanom systéme je uréeny
vztahom

n

E(Q) =) jmj=m, an (% (4.59)

=1 =1

Pre vypocet charakteristik 7o, 7,, £(Q) mozno vyhodne vyuZit' tabelo-
vané funkcie kumulovanych hodnot Poissonovho rozdelenia

(4.60)




ktoré vedu k vztahom
(4.61)
(4.62)

(4.63)

Priemerny pocet objednanych jednotiek substratu je n — £(Q). Priemerny
pocet uspokojenych spotrieb pocas dodacej lehoty je podla Littlovej for-
muly tiez

A1 —m) all— 1) = a . nP,(a) — aP, (@)
PR ) Pu(a)

Optiméalnu hodnotu hladiny zasob n* moZno ziskat'maximalizaciou prie-
merného ¢istého zisku pocas dodacej lehoty

Z(n) = c.(n — £(Q)) - ¢.(Q) (4.64)

kde ¢, je hruby zisk z predaja jednej jednotky zésob a ¢, sti ndklady na
skladovanie jednotky zasob v ¢ase priemernej dodacej lehoty.

=n-£(Q)

4.6 Diferenciicia zasob metédou ABC

ManaZérskeé rozhodovanie v podnikoch vyZzaduje venovat'pozornost’jed-
notlivym druhom poloZiek v zasobéach pripadne skupinam poloZziek. Opti-
malizécia aplikovana na vSetky polozky zasob byva v praxi neefektivna -
i zbyto¢na. Nie vsetky polozky st pre podnik rovnako vyznamné hlavne
z hladiska tiverovej zataZenosti a nakladovosti podniku.

Cielom metody ABC, je roztriedit vsetky druhy poloZiek v zdsobdch do sku-
pin A,B,C. Vychddza zo zvolenej miery dbleZitosti. najcastejsie st to celkové
jednotkové (ro¢né) naklady na zasoby, celkové hodnota predaja poloZiek
a pod.

Vychodiskom klasifikacie poloZiek v zasobach je tzv. krivka ABC, ktord
moZno zobrazit v rovine takto:

e 0s x predstavuje polozky usporiadané zostupne vzhladom na na-
klady spojené s polozkami, pripadne vzhladom na jednotkové ceny
ceny poloziek v zavislosti na zvolenej miere doleZitosti.
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e 0s y predstavuje celkové naklady, pripadne celkova hodnota predaja
poloziek opét’v zavislosti na zvolenej miere dolezitosti v kumulativ-
nom vyjadreni.

y

x - polozky v zostupnom poradi
y - kumulativne hodnoty zvolenej miery doleZitosti

Obr. 4.12: Krivka ABC

Teoretickd krivka ABC - obr.4.12, je zaloZena na pravidle 20-80: Bod A na
krivke predstavuje 50% kumulativnej hodnoty zvolenej miery doleZitosti
(0s y), ktorej odpoveda 20% celkového poctu druhov poloziek v zasobéach.
Bod B na krivke predstavuje 50% celkového poctu druhov poloZiek v
zasobéch (os x), ktorej zodpoveda 80% kumulativnej hodnoty zvolenej
miery dolezitosti (os y).

Body A a B rozdelia priestor pod krivkou ABC na oblasti:

e A - patria do najvyssej triedy na miere doleZitosti. Predstavujua sice
malé percento (20%) celkovych zésob, ale sa podielaji na 50% celko-
vej hodnoty zvolenej miery dolezitosti,

e C - patria do najniz8ej triedy na miere doleZitosti. Pocetne predsta-
vuju sice vel'kt skupinu poloZiek (50%) celkovej zasoby, ale ich podiel
na celkovej miere doleZitosti je pomerne nizky (20%),

e B - sa nachddzajt medzi polozkami v oblastiach A a C.

Priklad 4.6. Predmetom vyrobnej cinnosti mliekarenského podniku sii nasledu-
jlice komodity: mliecne vyjrobky, nealkoholické a mliecne ndpoje a kokteily, mlie-
karenské obaly a zdkladny materidl. Napr. pre zakladny material boli dife-
rencované zasoby takto: Oblast’ A: 14.81% druhov poloziek sa podiela na
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Dopyt Naklady na skladovanie Intenzita
[ks/rok] [Sk/den] dopytu
R; Ssi Ai = Ri/ T
5300 0,02 14,722
3100 0,06 8,611
10300 0,03 28,611

Tabulka 4.2: Roény dopyt, ndklady a intenzita dopytu skladovanych polo-
ziek

65.15% nakladov na zasoby a oblast’B: 44.44% druhov poloZiek sa podiela
na 31.61% nakladov na zé&soby.

4.7 Aplikacie - cvicenia

Nasledujuce priklady st vhodné ako cvicenia.
Priklad 4.7. Obchodnd organizdcia ma zabezpecit’ doddvky urcitého vijrobku v
mnoZstve 3600 ks za rok (T = 360 dni. Ndklady na objedndvku ¢inia 122.5 Sk,
jednotkové niklady na skladovanie vijrobkov sii 0.5 Sk na deri

Zobrazte graficky priebeh zasobovacieho procesu pre rozli¢né hodnoty
dodéavky Q od 30 ks aZ po hodnotu 100 ks a urcte optiméalnu velkost’
dodavky pri konstantnom spojitom dopyte. Vysledok porovnajte s dis-
krétnym modelom s dennou spotrebou 20 ks.
Priklad 4.8. UvazZujme, Ze sa rocne objedndvajii u jedného dodivatela tri skladové
polozky. Niklady na jednu spolocnii objednivku ¢inia 25 Sk. Velkost’ dopytu,
néklady na skladovanie a intenzita dopytu sii pre jednotlivé poloZky uvedené
v tabulke 4.2. Odvod'te vzorce pre n polozkovy model EOQ pre vypocet
optimdlnej dizky spolocného cyklu

2)¢,

O = |
Dicn Csii

(4.65)

optimdlnu velkost polozky i
Qr =\ C* (4.66)
celkové ndklady pri optimdlnej dlzke cyklu

n
Hp(C*) =T, |2Mcq Y csiki
=1
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Dopyt Pravdepodobost’
pocas L dopytu

1650 0.05

1600 0.08

1550 0.14

1500 0.45

1450 0.09

1450 0.06

1350 0.04

Tabul’ka 4.3: Dopyt pocas dodacej lehoty L

a vydislite ich pre tabelované hodnoty.

Priklad 4.9. Uvazujme, dopyt 1000 ks/rok s nikladmi na objedndvku 50 Sk a na
skladovanie 0.5 Sk. Jednotkovd nakupnd cena zdvisi od velkosti objedndvky takto:
50 Sk pri odbere menej neZ 100 ks, 48 Sk pri odbere menej nez 200 ks a 46 Sk pri
odbere najmenej 200 ks.

Ulohou je stanovit: optimalne mnoZstvo objednavky, pocet objedné-
vokm za rok a celkové jednotkové naklady na zasoby pri zohl'adneni ra-
batov (mnoZstevnych diskontov).

Priklad 4.10. Nech je dopyt pocas dodacej lehoty pri hladine objednania zdsob
h = 1500 jedn. vyjadreny tabulkou 4.3. Jednotkové rocné niklady na skladovanie
sii ¢, = 2p.j./jedn. a deficitné ndklady sii cy = 2 p.j./jedn. Optimdlne sii 4 doddvky
za rok.

Ur¢te optimalnu hodnotu poistnej zasoby pri minimalnych ocakéva-
nych celkovych skladovacich a deficitnych nakladoch. Vypocet realizujte
v tabulke 4.4.

Priklad 4.11. Rozhodnite metédou ABC o diferencidcii zdsob podniku na ziklade
zoznamu zdsob za rok v tabulke 4.5.




Poistna zasoba Velkost’ Pravdepodobnost’ | Celkové naklady na
nedostatku nedostatku poistna zasobu
B 7 Di c4 ;i + ¢ B

minimum

Tabulka 4.4: Vypo&et optimalnej volby poistnej zasoby B* pri minimélnych

oc¢akavanych nakladoch

Cislo Mnozstvo Naklady
polozky [kg] [Sk]
1 42124 2328222
2 12227 1321685
3 8710 944164
4 256082 845071
5 23335 680449
6 40108 427232
7 3550 319500
8 11383 201078
9 124 201078
10 2360 111467
11 2988 91482
12 769 78874
13 4419 69386
14 217 24152
15 22 9824

Tabulka 4.5: Zoznam ro¢nych zasob zakladného materiélu podniku




