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Tlacova predloha tychto textov bola vytvorend v typografickom systéme
A TEXpod opera¢nym systémom Linux.



- Kde je moudrost?

— Ztracena v znalostech.

- Kde jsou znalosti?

— Ztraceny v informacich.

— Kde jsou informace?

— Ztraceny v datech.
Anonymus.

Uvod

So vstupom do tretieho tisicrodia vstupuje fudstvo do veku, ktory sa bude
pravom charakterizovat privlastkom informacng. Sme a stale viac budeme zahr-
novani mnozstvom informaéciii najréznejsiecho druhu. Tlaé, televizia, rozhlas so
svojimi pozemskymi i satelitnymi verziami a v poslednej dobe hlavne internet st
zdrojmi stale vii¢sieho mnozstva informacie. Mnozstvo informécii vznika, prenasa
sa a spracovava sa v suvislosti s ¢innostou statnych a regionalnych tradov, vyrob-
nych podnikov, bank, poistovni roznych fondov, §kol, zdravotnickych zariadent,
policie, bezpecnostnych sluzieb, i samotnych obcanov. NajcastejsSim operaciami
s informéaciou je jej prenos a ukladanie, spracovanie a vyuZzivanie. V poslednej
dobe rastie tiez vyznam jej ochrany pred odcudzenim, zneuzitim ¢i neautorizov-
nou zmenou.

Technolégia prenosu, ukladania a spracovavania informéacie podstatne ovplyv-
nuje rozvoj Tudskej civilizacie. Literattira uvddza ako prva informadni revoliciu
vynéjdenie pisma. Dovtedy Gstne odovzdavana informécia sa ulozenim dala pre-
nasat v priestore i ¢ase. To sposobilo, Ze civilizacie ovladajice pismo zacali pred-
biehat dovtedy rovnako rozvinuté spolo¢enstva — dodnes sa najdu niektoré kmene
v zabudnutych castiach sveta stale zijice v dobe kamennej.

Druht informac¢nt revoliciu spdsobilo vynéjdenie knihtlade. Moznost Sirenia
informécie medzi Siroké vrstvy Iudi sposobilo enormny narast vzdelanosti a dalo
zéklady pre priemyslentd revoliciu a vznik modernej industridlnej spoloc¢nosti
a viedlo k stcasnej vedeckotechnickej revolucii.

Tretia informacna revoltcia sa spaja s rozvojom vypoctovej a komunikacne;j
techniky a s jej schopnostou ukladat, prenasat a spracovavat enormné mnoZstvo
informacie. Oslobodenie informacie od jej materidlneho nosica pri prenose a ob-



rovska kapacita ukladacich médii spolu s pocitacovym spracovanim sa povazuje
za nastroj rozvoja s nedoziernymi désledkami.

Na druhej strane je vSak stcasnd rozvinutd spolocnost ovela zloZitejsie or-
ganizovana. Globalizacia sveta je jednym z charakteristickych javov sucasnosti.
Ekonomiky jednotlivych krajin uz nie st izolované — charakteristické sa nad-
narodné spolo¢nosti. Dnes pravdepodobne neexistuje zlozitejsi vyrobok, ktory
by bol vyrobeny len v jednej krajine. Podstatné problémy krajin prerastaju ich
hranice a stavaju sa celosvetovymi. Takymi st ochrana zivotného prostredia, glo-
béalne oteplovanie, jadrovéa energetika, nezamestnanost, medzindrodnd kriminalita
atd. RieSenie takychto problémov vyzaduje stic¢innost vlad, manazmentov velkych

obc¢anov, ¢o je nemozné bez prenosu informécii medzi jednotlivymi subjektami.

Jednou z tlohu kazdej modernej spolo¢nosti je teda budovat dostatoéne vy-
konnt siet na prenos informécii a optimélne ju vyuzivaf. Vystavba spojovacich
sieti je v8ak velmi nakladné a preto ¢asto stojime pred otazkou, ¢i je uz dané spo-
jenie vyuzité na maximum kapacity, alebo sa d& pouzitim nejakej optimalizacnej
metddy preniest cez toto spojenie viac informaécie.

Dat fundovant odpoved na ttto otdzku nebolo a dodnes nie je lahké. Pouzitie
optimaliza¢nej metddy vyzaduje vytvorit matematicky model zdroja informécie,
prenosovej cesty, dejov a procesov, ktoré sa odohravaja pri prenose informécie.
Tieto problémy sa zacali velmi néstojéivo ohlasovat po II. svetovej vojne. Ne-
bolo ich mozné zaradit do Zziadnej dovtedy etablovanej matematickej disciliny.
Musel teda vzniknuf novy vedny odbor — tedria informécie. T4 sa stala stucastou
vtedy vznikajtcej vedy o riadeni — matematickej kybernetiky, ktord postupnym
vyvojom vrastla do eSte mladsej vedeckej discipliny — informatiky.

Tedria informéacie deli prenos informécie na nasledujice fazy:

e vysielanie sprav zo zdroja

kédovanie sprav v kéderi
e prenos cez informac¢ny kandl

dekédovanie v dekdderi

e prijem sprav u prijemcu

Prv, nez sa za¢neme zaoberat matematickym popisom jednotlivych faz pre-
nosu informécie, bude treba vyriesit problém, ¢omu informéciu priradit a ako ju
kvantifikovat. Tu by mohol neskiiseny mlady adept informatiky podlahnit poku-
Seniu stotoznit mnoZstvo informaécie s velkostou stboru, do ktorého sa tato in-
formécia zapise. Kto si vSak spomenie na komprimaéné programy (PKZIP, ARJ,



RAR,...) zisti, Ze existuje vela plnohodnotnych sposobov zapisu, t. j. zakédova-
nia tej istej informécie do stiboru, kazdy z nich vedie k inej velkosti vysledného
stboru. Informéaciu teda nie je mozné ztotoznit s datami, ktoré predstavuja jej
ZApis.

Vicsina literatary o} tedrii informaécie zacina uvedenim
Shannonovej-Harleyovej formuly I(A) = —log, P(A) bez akjekolkvek motivacie.
Citatel, ktory sa dostal k pionierskym pracam o informécii urcite zistil, ze cesta
k tejto formuli nebola priamociara. V prvej kapitole o zavedeni informécie sa
snazim ukézat tUto motivaciu, kde okrem tradi¢ného pristupu, ktory priraduje
informéciu javom pravdepodobnostného priestoru, uviddzam i (podla miia
mimoriadne krasny) sposob zavedenia informécie bez pojmu pravdpodobnosti
podla Cerného a Brunovského.

Matematicky model informacéného zdroja mozno formulovat pomocou pojmov
elementarnej tedrie pravdepodobnosti, ale uvadzam tu i model zaloZeny na pojme
stéinu spocitatelného poctu priestorov s mierou. Druhy sposob uz predpokladé
isté znalosti z tedrie miery, avSak umoziuje elegantne definovat niektoré pojmy
ako ergodicitu zdroja (a neskor i ergodicitu kanala). Sti¢astou studia informadéncy
zdrojov je zavedenie jeho informacnej vydatnosti — entropie.

Hlavnou tilohou kédovania sprav je prispdsobit abecedu spravy abecede, v kto-
rej pracuje kanal. Kédovanie mé v8ak aj dalsie tilohy, a to kompresiu sprav, schop-
nost kédu zistit, ze nastal isty pocet chyb pri prenose, alebo dokonca schopnost
opravit niekolko chyb pri prenose. Kompresia na jednej strane a schopnost ob-
javovat, alebo opravovat chyby st vSak protichodné poziadavky a vyhoviet im
nie je vzdy jednoduché. Ukazuje sa, ze pri rieSeni problémov kédovania sa daja
s vyhodou vyuzit vysledky algebry z oblasti koneénych grap, kone¢nych okruhov
a telies a linearnych priestorov nad koneénymi telesami. Za vyvrcholenie spoje-
nia poznatkov o kédovania o zdroji povazujem zékladna vetu o kédovani zdroja,
ktora hovori, Ze entropia zdroja je dolnou hranicou strednej dlzky binarne skom-
primovanych sprav zo zdroja.

Prenosovy kanél sa d4 modelovat prostriedkami elementarnej tedrie pravdepo-
dobnosti. V tejto praci sa obmedzim na najbeznejsi stacionarny kanal bez paméte
preto, lebo popisuje najbeznejsie prenosové kanaly a je relativne jednoduchy na
matematické skiimanie.

Ak chceme definovat kapacitu prenosového kandla, méZeme postupovat ana-
logicky ako pri definovani jeho fyzikalnych analégii. Kapacita krizovatky je maxi-
mum z poctu vozidiel, ktoré nou prejdi za jednotku casu. Kapacita vodovodného
potrubia je maximélne mnozstvo vody, ktoré nim pretecie za jednotku ¢asu. Ka-
pacitu informaéného kanéla je potom celkom prirodzene definovat ako maximéalne
mnozstvo informécie, ktoré moze preniest za jednotku casu.



Podobne by sme mohli kapacitu kanala definovat ako maximum pod¢tu bitov,
ktory kandl prenesie za jednotku casu. Tato definicia by obstdla v pripade
bezchybnej prace kanala. Ktory redlny kanal vSak dokéZe preniest data bez
najmensej chyby? Realne prenosové cesty si v prostredi silného priemyselného
elektrického rusenia, Sumu, statickych atmosferickych vybojov a mnohych dalsich
rusivych vplyvov. V redlnom informac¢nom kanali sa informacia pri prenose moze
¢iasto¢ne zmenit alebo i stratif (sktste pod Linuxom prikaz ping). Uréit kapacitu
takéhoto kanéla so Sumom je uz znac¢ny teoreticky i prakticky problém.

Predstavme si, ze stojime pred nasledujiucim problémom: Cez dany kanal sa
néam nedari preniest bez zdrzania informécie z nejakého zdroja. Je to skutocéne
zapri¢inené len nizkou kapacitou kanéla, alebo je chyba v nespravnom kédovani?
Tu sa ukaze, Ze vysledok porovnania entropie zdroja s kapacitou kandla je
rozhodujuci pre prenositelnost sprdv bez zdrzania cez kanal danej kapacity.
Presne je tato skuto¢nost formulovand vo forme priamej a obratenej Shannonovej
vety.

Na tedrii informécie ma fascinuje, ako sa tu ucelne a zmysluplne spajaja
vysledky spojitej i diskrétnej, deterministickej i nedeterministickej matematiky,
tedrie pravdepodobnosti, tedrie miery, tedrie Cisel i algebry do jednej ucelenej
zmysluplnej a aplikovatelnej tedrie. Prajem citatelovi, aby pri studiu tejto knizky
zazil podobné estetické potesenie ako ja pri jej pisani.
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Kapitola 1

Informacia

1.1 MozZnosti a spésoby zavedenia informacie

Ak 7iadame informéciu o odchode rjchlika Tatran zo Ziliny do Bratislavy, mo-
zeme ju dostat presne forme nasledujucej vety: ,Rychlik Tatran do Bratislavy
odchddza zo Zilliny o 20 hodine a 19 miniite.“ Priatel, ktory si nepamété presne,
nam vsak moéze odpovedat nasledovne: ,Neviem presni minitu, ale urcite Tat-
ran do Bratislavy odchddza zo Ziliny medzi 20:00 a 21:00.“ Ak néis zaujima,
akd je predpoved teploty na zajtrajsi den, dostaneme ju nasledovne: ,,Zajtra sa
bude teplota vzduchu pohybovat medzi 18 aZ 22 stupriami Celsia.“ Student infor-
muje svojich rodicov o vysledku skusky vetou: ,Zo skusky z algebry som dostal
zndmku B.“ Alebo len strucne: , Skusku z algebry som urobil.“ Na zaciatku fut-
balového zéapasu reportér odhaduje: ,,Na stretnutie sa prislo podivat 5 aZ 6 tisic
divdkov. “ V priebehu stretnutia, potom, ¢o dostal presné tidaje od usporiadatelov,
spresnuje: ,Na zdpas prislo 5764 platiacich divakov.“

Kazdy z uvedenych vyrokov nesie so sebou ist informéciu. Intuitivne citime,
Ze presné odpoved o odchode vlaku (20:19) obsahuje viac informécie ako priate-
Tova (medzi 20:00 a 21:00), hoci aj t4 druha je pre nas v Case ntadze uzitoéna.
Kazdy bude tiez sthlasit, ze ,,skiuska za B“ nesie viac informacie ako ptihe ,,urobil
som“. Podobne udaj 5764 platiacich divakov nesie so sebou viac informéacie ako
odhad 5 az 6 tisic divakov.

Rychlik Tatran moéze odchédzat o 00:00, 00:01, 00:03, ..., 23:58, 23:59 —
existuje 1440 moznosti odpovede. Pre vysledok skuisky z algebry existuje v nasom
hodnotiacom systéme 6 moznosti (A, B, C, D, E, FX). Lahsie uhddneme vysledok
skusky z algebry, ako hodinu a minatu odchodu rychlika. Intuitivne citime, Ze

11



12 KAPITOLA 1. INFORMACIA

v presnej odpovedi na otazku o odchode vlaku je viac informacie ako v odpovedi
o vysledku skusky. Ako v8ak kvantifikovat mnoZstvo informaécie?

D4 sa predpokladat, Ze informécia bude definovand ako redlna funkcia
I:A— R (kde R je mnozina redlnych ¢isel), ktord kazdému prvku z nejakej
mnoziny A priradi nezdporné realne ¢islo — mnozstvo informécie. Prvy problém
spociva v $pecifikovani mnoziny A. Na prvy pohlad by sa mohlo zdaf vhodné
brat za mnoZinu A mnozinu vyrokov. Pracovat s vyrokmi vSak nie je velmi
pohodlné. Radsej by sme mali do ¢inenia s nejakymi Standardnejsimi
matematickymi objektami. Kazdy vyrok nestci informéaciu je vlastne veta
v tvare: ,Nastal jav A.“ resp. ,Nastane jav A.“ Jav A v tedrii informécie
mozeme, podobne ako v tedrii pravdepodobnosti, definovat ako podmnozinu
mnoziny Q vSetkych elementarnych (t. j. dalej uz nerozlozitelnych) javov.
Informéciu teda budeme priradovat mnoZindm — podmnoZindm tzv. zdkladnej
mnoziny {2 elementarnych javov.

Ak je Q koneénd mnozina, mozeme za jav A brat jej lubovolni podmnozinu.
Ak je vSak Q nekonefnd (napr. mnozina redlnych &isel, t. j. @ = R), mozu
pri definovani informdacie mnoziny A vzniknif isté teoretické problémy stvisiace
s meratelnostou! mnoziny A. Ako neskér uvidime, informécia mnoziny A zavisi
na jej pravdepodobnostnej miere. Preto sa obmedzime iba na také systémy
podmnozin mnoziny 2, pre ktoré vieme urc¢it ich mieru. Ukazuje sa, Ze systémy
meratelnych mnoZin obsahuji samotni zdkladni mnozinu 2 a st uzavreté na
operéaciu dopliitku a spoéitatelného zjednotenia.

Definicia 1.1. Nech © je mnozina, ktori budeme volat aj zédkladny priestor.
o-alebrou podmnozin zékladného priestoru €2 nazyvame taky systém .4 podmno-
zin mnoziny €2, pre ktory plati:

1. Qcd
2. Ak Ac A potomaj A®=(Q—A)c A

3. Ak A, A pren=1,2,...,00, potom aj UAnEA.

n=1

Vidime, 7e o-algebra obsahuje zakladny priestor 2, s kazdou postupnostou
mnozin obsahuje aj ich zjednotenie, a s kazdou mnozinou A obsahuje aj jej
doplnok A®. D4 sa Tahko ukézaf, 7e o-algebra obsahuje prazdnu mnozinu (),
a s kazdou postupnostou mnozin obsahuje aj ich spolo¢ny prienik.

1Meratelnd mnozina je takd mnozina, ktorej mozno priradit Lebesgueovu mieru. Ukazuje
sa, Ze nie vietky podmnoziny mnoziny realnych &isel st meratelné. Citatel, ktory sa zaujima
o praktické aplikdcie matematiky, sa vSak problémom nemeratelnosti nemusi znepokojovat,
pretoze vsetky autorovi zname priklady nemeratelnych mnozin boli zostrojené pouzitim axiému
vyberu — teda nekonstruktivne, a preto je kazda praktickd mnozina meratelna.



1.1. MOZNOSTI A SPOSOBY ZAVEDENIA INFORMACIE 13

Ak teda vezmeme za mnozinu A o-algebru meratelnych podmnozin nejakého
zékladného priestoru 2, mame prvy problém vyrieSeny.

Druhym problémom je, ako zaviest redlnu funkciu I : A — R (kde R je
mnoZinaredlnych ¢isel) tak, aby hodnota I(A) pre A € A vyjadrovala informéciu,
ktort dostaneme v sprave, Ze nastal jav A.

V analogickej sitacii sme boli, ked sme zavadzali pravdepodobnost na
o-algebre A, kde sa dalo postupovat trojako — elementarne, axiomaticky a
pomocou pojmu normovanej miery na meratelnom priestore (€,.4). Pre nase
ucely bude stacdit analdgia elementdrneho pristupu. Tento postup zavedenia
pravdepodobnosti sa d4 charakterisovat nasledovne:

Predpokladame, ze zakladny priestor () pozostava z koneéného poctu n rov-
nako pravdepodobnych elementdrnych javov; pravdepodobnost kazdého z nich
musi byt rovna % Za prvky o-algebry A berieme () a vSetky koneéné zjednotenia
elementarnych javov. Potom kazdej mnoZine A € A priradime pravdepodobnost
™, kde m je pocet elementarnych javov obsazenych v tejto mnoZine. Tento po-
stup moZno zovSeobecnit aj pre pripad, kedy elementdrne javy maji nerovnaké
pravdepodobnosti p1,ps,...,pn, kde p1 +po + -+ +p, = 1.

Zakladnou vlastnostou pravdepodobnosti P(A) na mnozine A je aditivita —
pre A, B € A také, ze ANB = () je P(AU B) = P(A) + P(B). Pre informéciu
I(A) vSak ocakévame, ze ak A C B, potom I(B) > I(A), t. j. Ze informéacia
ze [(AUB) <I(A), I(AUB) < I(B), a preto pre nenulové I(A), I(B) nemoze
platit (AU B) =I(A) + I(B).

Myslienka dalsieho postupu je nasledovna. KedZe bindrna operacia
+:RxR—-=R

nevyhovuje pre vyjadrenie informacie disjunktného zjednotenia pomocou infor-
maécii zloziek, zavedieme ind operaciu

@ : Ry xRy — RY,

kde Rar je mnozina nezapornych realnych ¢isel, pomocu ktorej bude vyjadrime
informéciu disjunktného zjednotenia Iubovolnych dvoch disjunktnych mnozin A,
B nasledovne

I(AUB)=1(A)® I(B).

Pochopitelne, zatial eSte nevieme, ¢ vobec takd operacia existuje, a ak existuje,
¢i je takych operéacii viac, a ak ano, ako sa od seba liSia. Vsimnime si este, ze na
rozdiel od operacie s¢itania +, ktord je definovana na kartézskom stcine R x R,
nam staci, aby bola operacia & definovana pre nezaporné realne ¢isla, t. j. aby
bola definovana na mnozine Rf x R
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Spisme si, aké vlastnosti ocakdavame od informaécie

. I(A) >0 pre vSetky A € A (1.1)
2. I(Q)=0 (1.2)
Ak Ae A Be A, ANB =10, potom [(AUB) =1(A) & I(B)

4. Ak A, /A= U A;, alebo A, \, A= ﬂ A;, potom I(A,) — A. (1.4)

=1 i=1

Vlastnost 1. hovori, ze mnozstvo informécie je nezaporné cislo, vlastnost 2.
hovori, Ze zo spravy, Zze nastal jav Q, neziskame Ziadnu informéciu. Vlastnost
3. hovori, Ze informéciu disjunktného zjednotenia javov dostaneme z informa-
cii jednotlivych javovo pomocou operacie @ a poslednd 4. vlastnost hovori, Ze
informacia je v istom zmysle spojita na A.

Majme dva javy A, B ktoré so sebou nest informaciu I(A), I(B). Moze sa
stat, Ze skutoc¢nost, Ze nastal jeden z nich, neddva Ziadnu informéciu o druhom.
V tom pripade je informéacia I(A N B) javu A N B rovnd su¢tu informécii oboch
javov. Z toho nasledujuca definicia:

Definicia 1.2. Hovorime, Ze javy A, B su nezavislé, ak plati

I(AN B) = I(A) + I(B) (1.5)

Teraz zosumarizujeme vlastnosti binarnej operacie &

1. z20y=ydx (1.6)
2. (zoy)®z =26 (Yd=2) (1.7)
3. I(A)@I(A%) =0 (1.8)
4. @:Rf xR = R{ je spojitd funkcia dvoch premennych (1.9)
5. (z+z2)dy+z)=(dy) +=2 (1.10)

Vlastnosti 1. a 2. vyplyvaja z komutativity a asociativity mnozinového zjednote-
nia. Vlastnost 3. mozno odvodif z poziadavky I(£2) = 0 nasledujicou postupnos-
tou rovnosti
0=1I(Q)=I(AUA®) =I(A) @ I(A°)
Vlastnost 4. — spojitost je prirodzend poziadavka vyplyvajica zo 4. poziadavky
na spojitost informaécie I.
Ostéva objasnit, odkial sa vzala poziadavka 5. Majme dva disjunktné javy A,

B také, ze A je nezavislé od C a tiez B je nezavislé od C. Ak z toho, Ze nastal
jav A, sa ni¢ nedozviem o jave C' a ani z toho, Ze nastal jav B, sa ni¢ nedozviem
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o jave C, potom ani z toho, Ze nastal jav A U B, nedostanem Ziadnu informaciu
o jave C, a teda javy AU B a jav C st nezavislé. Ozna¢me x = I(A), y = I(B),
z = i(C) a po¢itajme informéciu I [(AU B) N C))

IAUB)NO)]=I(AUB)+I(C)=I(A) e I(B)+I(C)=x2dy+ 2z (1.11)

I[AuB)NO))=I1[AnCYuB)NC)=IANCY®I(BN(C) =
=[IA)+ICO))e[I(B)+I1O))=@+2)@®@y+2 (112
Porovnanim vztahov (1.11), (1.12) dostaneme ziadant vlastnost 5.

Veta 1.1. Nech bindrna operdcia & vyhovuje axiomam (1.6) aZ (1.10). Potom
bud x @y = min{z,y}, (1.13)
alebo z @y = —klog, (2—% + 2—%) , kde k > 0. (1.14)

Dokaz tejto vety je zlozity, ¢itatel ho majde v [5].
Zaujimavé ale je, ze (1.13) je limitnym pripadom (1.14) pre k — 0+.

Nech najprv = y a teda min{z,y} = x. Potom

— klog, (2_% —1—2_%) = —klog, (2.2_%) =

— —klog, (2“%*1)) - fk.(—% Y1) =z—k

Teraz je uz vidiet, Ze predchadzajtci vyraz konverguje k = pre k — 07.
Nech z > y, potom min{z, y} = y. Plati:

Y

“klog, (2*% +2*%) — —klog, (2*%.(2 = 4 1)) =y — k.log, (2+ n 1)

Na dokézanie ndsho tvrdenia stac¢i ukdzat, Ze druhy c¢len posledného rozdielu
konverguje k 0 ak k — 0%. PouZitim 1’Hospitalovho pravidla méme

i log, (2% + 1)
lim k.log, (2‘T + 1) = lim ———— % =
k—0+

k—0t %
2y—=)/k 15(2).(y—
~ i Vi ~ In(2 i 2
=T I =@ - o). lim Sy =

k

pretoze (y — ) <0, (y — 2)/k — —oo pre k — 0, a preto 2(=2)/F — .
Je teda limy,_o+ —klogy (27% + 2_%) = min{z, y}.
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Veta 1.2. Nech x1,x9,...,%, su nezdiporné redlne ¢isla. Potom

@xi =210 x2P - Dxy, = —klog, (2_17-1 NI e N 2_%> (1.15)
i=1
Dokaz. Dokaz matematickou indukciou podla k si ¢itatel lahko urobi sam. |

1.2 Elementarna definicia informacie

Ked uz méme definovant operdciu ¢, mozeme sa pokusit zaviest mmnozstvo
informécie analogicky ako to robi elementarna definicia pravdepodobnosti. Nech

{A1, Ay, ..., A, } je rozklad priestoru € na javy s rovnakou informaéciou, t. j. nech
n

1L Q=|JA; kde A;nA; =0 prei # j (1.16)

2. I(A)=I1(A3)=---=I(A,) =aprei#j (1.17)

Chceme urcit veli¢inu a. Z (1.16), (1.17) vyplyva

O:I(Q):I(Al)@I(Ag)@~~@I(An):a@aeam@a:éa (1.18)

n—krat

_Jmin{a,a,...,a} =a ak @y = min{z, y}
| —klogy (279/F .- +279/k)  ak @y = —klog, (27%/F + 27v/k)
(1.19)

Pre prvy pripad @;_, = a = 0 a teda kazdy jav rozkladu {41, As,..., A,}
nesie so sebou nulovt informéciu. Toto je vysledok nezaujimavy a nema vyznam
sa nim dalej zaoberaf.

Pre druhy pripad

@a = —klogy | 27%F ... 4 279F | = _klog, (n.2_“/k) =a—klogy(n) =0
i=1

n—krat
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Z posledného vytahu vyplyva, ze

1
a = k.logy(n) = —k.log, <) (1.20)

n
Nech jav A je zjednotenim m réznych zdkladnych javov A; , Ai,,..., A4, .

Potom
I(A) = I(A) e Il(Ay) 8@ 1(4;,)=aBa® - Ba=
~——_— ———
m—krat
= —klog, |27F 27 4. 4 27F | — —klog, (m.z‘“/k) =
m—krat

= —k.logy(m) — k.log, (2_“/]“) = —k.logyo(m) — k. (—a/k) =
= —k.logy(m)+a = —k.logy(m) + k.logy(n) =
n m
k. log, (E) = —k.log, (g) (1.21)
Veta 1.3. Nech A = {A1,Ay,..., A} je disjunktny rozklad priestoru Q na

javy s rovnakou informdciou. Potom pre informdciu I(A;) kazdého javu A;
1=1,2,...,n plati

I(A;) = —klog, % (1.22)

Nech A =A;; UA;,,U---UA,  je zjednotenie m réznych mnozin rozkladu A, t. j.
Ai, € A, A, # A, pre k # 1. Potom pre informdciu I(A) javu A plati

I(A) = —klog, % (1.23)

Vsimnime si zaujimavt analdgiu s elementarnym zavedenim pravdepodob-
nosti. Ak je zékladny priestor €2 rozdeleny na n disjunktnych javov Ay, As, ..., A,
s rovnakou pravdepodobnostou p, potom tuto pravdepodobnost vypocitame zo
vztahu 3" ;p = n.p = 1 a teda P(A4;) = p = 1/n. Ak je nejakd mnozina A
disjunktnym zjednotenim m mnozin rozkladu, potom jej pravdepodobnost vypo-
¢itame ako P(A) = m/n.

Pri zavadzani informaécie sa informacia a kaZzdej mnoziny A; rozkladu urci
pomocou vztahu (1.19), odkial mame I(4;) = a = —k.log,(1/n) a informécia
mnoziny A, ktora je zjednotenim m disjunktnych mnozin rozkladu sa vypoéita
ako I(A) = —k.log, (m/n).

Zastavme sa eSte na chvilu pri konstante k. Tato zavisi od toho, ako zvolime
jednotku informécie. Réznym hodnotdm k odpovedd rozna mierka urcovania
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velkosti informéacie. (Pri éiselnom vyjadrovani vzdialenosti tiez vysledok zavisi
od toho, ¢ tuto vzdialenost vyjadrujeme v kilometroch, milach ¢ yardoch.)

Pre prechod od sustavy logaritmov so zdkladom a k logaritmom so zakladom
b plati znamy vzorec

log, (z) = log,(a).log,(z) = %.loga(x). (1.24)
0g,(b)
Namiesto konstanty k a logaritmu pri zdklade 2 by mohol vo vzfahoch (1.20),
(1.21) vystupovat iba logaritmus pri lubovolnom zéklade. Toto skuto¢ne niektori
autori aj pouzivajui, najmi v starsej literattre sa obcas objavi pouzivanie deka-
dického logaritmu.

Pre urcenie koStanty k& moze byt uZitoénd nasledujica tvaha. Vypoétova
a digitalna prenosova technika prendsa informaciu prevazne pomocou binarnych
znakov, ktoré mozu nadobudat len dve hodnoty 0 a 1. Bolo by prirodzené, keby
jeden takyto znak prenasal jednotkové mnozstvo informacie, ktoré nazveme 1 bit.

Nech © = {0,1} je mnozina hodnét, ktoré moze nadobtudat jeden bindrny
znak, A; = {0}, Ay = {1}, nech obe tieto jednoprvkové mnoziny nesti rovnaki
informéciu a, ktort by sme radi prehlasili za jednotkovii. Chceme, aby I(A4;) =
I(As) = a=1. Podla (1.20) 1 = a = k.log,(2) = k. Ak teda chceme, aby vzorce
(1.20), (1.21) vyjadrovali mnoZstvo informéacie v bitoch, musime v nich polozit
k = 1. Odteraz budeme predpokladaft, ze informéciu meriame v bitoch a teda ze
k=1.

1.3 Informacia ako funkcia pravdepodobnosti

Pri elementarnej definicii informacie na zaklade rozkladu 2 = A; UA;U---U A,
sme odvodili, Ze velkost informécie pre mnozinu A, ktord je zjednotenim m
zédkladnych mnozin je I(A) = —logy(m/n), pravdepodobnost mnoziny A je
P(A) = m/n. V tomto pripade by sa dalo pisat I(A) = —log, (P(A)).

Poktisme sa dostat k definicii informécie z iného konca, a to pomocou prav-
depodobnosti. Predpokladajme teda, Ze informécia I(A) javu A z&visi iba od
pravdepodobnosti P(A) javu A, t. j. I(A) = f (P(A)), pricom funkcia f nezavisi
od toho, aky je pravdepodobnostny priestor ({,.4, P). Aké mozné funkcie pripa-
daja do tivahy na mieste funkcie f?7 Ukazeme, ze jedinou funkciou pripadjicou do
tvahy je funkcia f(x) = —k.log,(x). Pouzijeme pritom postup podla [Cerného].

Najprv vsak rozsirime definiciu 1.2 nezavislej dvojice javov nasledovne.

Definicia 1.3. Kone¢na alebo nekonecénd postupnost javov {A,}, sa nazyva
postupnostou (informacne) nezdvislych javov, ak pre kazdu koneéni vybrani
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postupnost A;,, A;,, ..., A; plati
m m
1<ﬂ Aik> => I(A,). (1.25)
k=1 k=1

Aby informécia mala ,rozumné“ vlastnosti, treba pozadovat, aby funkcia f
bola spojita a aby javy nezavislé v pravdepodobnostnom zmysle ostali nezavis-
Iymi v zmysle tedrie informdcie. To znamena, Ze pre pre postupnost nezavislych
javov Ay, As, ..., A, plati

I(AiNnAsn---NA,) = f(P(A1NAsn---NA,))=f (ﬁ P(AZ-)> (1.26)
i—1

a sucasne

I(A N Ay NN Ay) = I(A) =) f (P(A) (1.27)

Lavé strany poslednych dvoch vztahov musia byt rovné, a preto

f (H P(A») => f(P(A)) (1.28)
1—1 1—1

Nech st vsetky javy Aj, As,..., A, rovnako pravdepodobné, nech P(A;) = =z.
Potom f(z™) = n.f(z) pre vSetky x € (0,1). Pre x = 1/2 mame

ram =1 () =mt (5)- (1.20)
Proz =L je fla") = f (21/) —1(3) =nt@ =nt (5 )

z ¢oho mame . . )
f <21/n) = ﬁ'f (2> (1.30)

Konecne pre z = Si/n je

takze

(o) 340
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Pretoze (1.31) plati pre vSetky kladné ¢isla m, n a pretoze predpokladéme, Ze
funkcia f je spojité, musi platit

1 1
I <27~> =ux.f (2> pre vSetky redlne éisla x € (0, 00).

1
Vytvorme pomocnt funkciu g predpisom g(z) = f(x) + f <2) Jlog, ().
Potom plati

se) = 1w+ 1 (3) tomle) = £ (2099) 4 1 (3 ) lomslo) =

(g )+ 7 (5) toeate) =
“logy(x).f (;) 4 G) log,(x) = 0

1
Funkcia g(z) = f(x) + f <2> .log,(x) je identicka 0, a preto

f)=—f (;) ogy () = —k. logy () (1.32)

Pre mnozstvo informécie z posledného vztahu vyplyva sldvna Shannonova —
Hartleyova formula
I(A) = —k.log,(P(A)) (1.33)

Podobne, ako pri elementarnom sposobe definovania mnozstva informacie, aj
tu vystupuje koeficient k zavisly na mierke urcovania velkosti informécie.

Nech Q = {0,1} je mnozina hodnot, ktoré moze nadobidat jeden bindrny
znak, Ay = {0}, A2 = {1}, nech obe tieto jednoprvkové mnoziny maji rovnaki
pravdepodobnost P(A;) = P(As) = 1/2. Kedze velkost informécie je funkciou
pravdepodobnosti, nest obe mnoziny A;, As rovnaki informaciu a, ktort by sme

2
¢ize k = 1. Aj pri tomto pristupe sme dosli k analogickému vysledku ako pri
elementarnej definicii informacie.

1 1
radi prehlésili za jednotkovi. Preto musi byt 1 = f (2 = —k.log, <> =k,

V mnohych ucebniciach je éitatel postaveny pred hotovi definiciu velkosti in-
formécie pomocou Shannonovej-Hartleyovej formuly I(A) = —log, P(A), z kto-
rej sa potom odvadzaju jej vlastnosti. Citatel sa moze spytat, preco je velkost
informécie definovand prave takouto formulou. Elementarny, axiomaticky i prav-
depodobnostny sposob zavedenia informécie ukazuju, Ze je to tak preto, lebo inak
sa to proste neda.



Kapitola 2

Entropia

2.1 Pokusy

Ak dostaneme spravu, Ze nastal jav A € A s pravdepodobnostou P(A),
dostaneme s fiou informéaciu — log,(P(A)) bitov. Predstavme si teraz, Ze méme
zakladnil mnozinu javov {2 rozdelenti na kone¢ny pocet disjunktnych javov a pokus
je organizovany tak, ze sa po jeho vykonani dozvieme, ktory z tychto disjunktnych
javov nastal. Teraz sa mozeme sa spytat, akil neistotu mame pred vykonanim
tohoto pokusu, alebo aki informaéaciu ziskame po jeho vykonani.

V niektorych pripadoch mézeme pokus organizovat — mozeme uréif, aké
budt jednotlivé mnoziny rozkladu, ¢o chceme urobit tak, aby sme dostali po
vykonani pokusu ¢o najvicsiu informéciu. Rozklad mnoziny €2 na javy, z ktorych
kazdy zodpovedd jednému z vysledkov pokusu, volime podla vhodne zvolenej
otazky, siboru otazok, moznosti meracieho postupu a podobne. Spravne zvoleny
experiment je v mnohych odboroch Tudskej ¢innosti jednym z rozhodujtcich
predpokladov tspechu.

Definicia 2.1. Nech (Q,.4,P) je pravdepodobnostny priestor. Konecény
meratelny rozklad istého javu je konefnd mmnozina javov (t. j. podmnozin Q)
{A1, Ay, ... Ay} takd, ze A; e Aprei=1,2,...,n, A =QaA;nA; =0
pre i # j. Koneény meratelny rozklad P = {4, As,..., A,} istého javu Q
nazyvame tiez pokusom.

V niektorej literattre sa od mnozin {A1, As, ..., A, } pokusu P Ziadaju osla-
bené predpoklady, a to P (J;_, A;) = 1a P(A;NA;) = 0prei# j. Oba pristupy
st prakticky rovnocenné a vysledky jedného sa daji preniest na vysledky dru-
hého.

21



22 KAPITOLA 2. ENTROPIA

Pokus by mal byt organizovany tak, aby jeho vykonanie prindsalo ¢o najvacésiu
informéaciu. Ak chcem zistit odchod vlaku, viac informécie mi d4 otézka ,,O ktorej
hodine a mintte odchadza vlak Tatran zo Ziliny?“ ako otazka ,Odchéadza vlak
Tatran zo Ziliny predpoludnim alebo popoludni?“. Prv4 otazka rozdeluje priestor
Q moznych vysledkov na 1440 javov, druhé otazka len na dva javy.

Obe otéazky teda definuju dva pokusy P1, Ps. Za predpokladu, ze vsetky javy
su v rdmci svojho pokusu rovnako pravdepodobné, maju vsetky javy pokusu P;
pravdepodobnost 1/1440, javy pokusu Py maju pravdepodobnost 1/2. Ktorykol-
vek jav pokusu P; prindSa —log,(1/1440) = 10.49 bitov, oba javy pokusu Pq
prindsaju rovnakd informéciu — log,(1/2) = 1 bit.

Nezéavisle na tom, aky bol vysledok pokusu P; dostaneme informaciu 10.49 bi-
tov, podobne po vykonani pokusu Py dostaneme vzdy informéciu 1 bit. Mnozstvo
informécie, ktoré dostaneme po vykonani takéhoto pokusu, budeme povazovat
tiez za mieru jeho neurcitosti pred jeho vykonanim — entropiu pokusu.

2.2 Shannonova definicia entropie

Vieme teda definovat neuréitost - entropiu H(P) pokusu P = {A;, Ay, ..., A, },
ak v8etky jeho javy A; maju rovnaki pravdepodobnost 1/n — v tomto pripade je
H(P) = — logy(1/n).

Co vsak v pripade, ked javy pokusu nemaji rovnakd pravdepodobnost?
Predstavme si, ze Q = Ay U Ay, A3 N Ay =0, P(A;) = 0.1, P(43) = 0.9. Ak
vysledkom pokusu bude A;, dostaneme informdaciu I(A4;) = —log,(0.1) = 3.32
bitov, ale ak vyjde Ay, dostaneme informéciu len I(A) = —log,(0.9) = 0.15
bitu. Vysledna informécia teda zavisi na vysledku pokusu. Ak vyjde A;, sme na
tom vyborne, lenZe to sa stane len v jednej desatine pripadov. V 90% pripadov
vsak vyjde Ay a v tejto viicSine pripadov sme na tom so ziskanou informéciou
zle.

Predstavme si teraz, ze pokus vykoname velky pocet krat — napr. 100 krat.
Priblizne v desiatich pripadoch dostaneme informéciu 3.32 bitov, priblizne v 90
pripadoch dostaneme informéciu 0.15 bitu, celkovi ziskant informéciu mozno
vydislit ako 10 x 3.32+90 x 0.15 = 33.2+13.5 = 46.7 bitov. Priemern4 informécia
na jeden pokus je 46.7/100 = 0.467 bitov. Moznostou, ako vo vSeobecnom pripade
zaviest entropiu pokusu je definovat ju ako strednt hodnotu informécie.

Definicia 2.2. Shannonova definicia entropie. Nech (2, .4, P) je pravde-
podobnostny priestor, na ktorom je dana informécia I(A) = —log, P(A). Nech
P ={A;, A, ..., A,} je pokus. Entropia H(P) pokusu P je strednd hodnota dis-
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krétnej ndhodnej veli¢iny X, ktora nadobtida na podmnozine A; hodnotu I(4;),!

t. j.

n n

H(P) =Y I(A:i)P(A;) = = P(A;).log, P(A;) (2.1)

i=1 i=1

Dosledny citatel by sa teraz mohol spytaf, ¢o sa stane, ked sa v pokuse
P ={A,A4,,...,A,} vyskytne mnozina A; s nulovou pravdepodobnostou. Po-
tom totiz vyraz — P(a;). log, P(A;) nie je definovany. PretoZe lim, o x log,(z) =
0, je prirodzené dodefinovat funkciu n(z) nasledovne

—x.log,(x ak x>0
() = o)
0 ak x = 0.

Takyto zapis vsak trochu zastiera tvar nenulovych scitancov formuly, a preto
radsej ostaneme pri tvare (2.1) s tym, Ze ucinime nasledujacu dohodu:

Dohoda 2.1. Odteraz budeme prepokladat Ze vyraz 0.log,(0) je definovany a ze

0.log,(0) = 0.

Toto dobre vyjadruje skuto¢nost, Ze ak k nejakému pokusu P, (t. j. meratel-
nému rozkladu mnoziny 2) priddme prézdnu mnozinu — (t. j. nemozny vysledok),
dostaneme novy pokus P’, ktorého neurcitost bude rovnaka, ako pri pokuse P.

IPresne by sme mohli definovat nahodnt veli¢inu X ako
n
X(w) = =D xa; (@) logy P(A:).,
i=1

kde x 4, (w) je indikdtor mnoziny A, t. j. x4, (w) = 1 prave vtedy, ked w € Ay, inak x 4, (w) = 0.
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2.3 Axiomaticka definicia entropie

Postup pri odvodeni Shannonovej formuly v predchadzajtcej casti je jednoduchy
a nazorny, no nie vsetci autori st s nim spokojni. Nespokojni st najmaé ti, ktori by
radi zaviedli entropiu bez individualnej informécie I(A) javu A. Skisme sledovat
myslienkovy postup pri zavidzani miery neuréitosti H(P) pokusu P bez vyuzitia
pojmu informécie.

Majme pokus P = {A;, As,..., A}, nech p1 = P(4;), p2 = P(Ag), ...,
pn = P(A,). Predpokladdme, Ze funkcia H nezavisi od konkrétneho tvaru
pravdepodobnostného priestoru (2, A, P), ale zévisi iba od &isel p1,pa,...,0n,
teda

H(P) = H(p1,p2;---,Pn)

Funkcia H (p1, p2, - - - , pn) by mala mat niektoré prirodzené vlastnosti vyplyvajice
z jej vyznamu. Tieto vlastnosti mozno formulovat ako axiémy, z ktorych potom
mozno odvodit vlastnosti, resp. tvar funkcie H.

Existuje niekolko sustav axiémov, my uvedieme tzv. Fadejevovu sistavu
z roku 1956:

AFO0: Funkcia H(pi,p2,...,pn) je definovand pre vSetky n a pre vSetky
pr >0, po >0,..., p, > 0 také, ze Z?lei = 1, a nadobtda reélne
hodnoty.

AF1: H(p,1— p) je spojita funkcia premennej p € (0, 1).

AF2: H(pi,pa,...,pn) je symetrickd funkcia, t. j. pre Tubovolnti permutéciu «
Cisel 1,2,...,n plati:

H(p-rr[l]vpﬂ'[2]7 cee 7p7r[n]) = H(p17p27 cee 7pn) (22)
AF3: Ak p, =q1 +¢2>0,q >0, g2 >0, potom
H(plaan"'apn—lvqlaQ2) -

q1 Q2
:H(p1,p2,,pn_1,pn)+an (pap) (23)

K tymto axiémam pridame eSte Shannonovu axiému. Oznac¢me

Shannonova axidma znie:
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AS4: Ak m < n, potom F(m) < F(n).

Axiéma AQ je prirodzena — chceme, aby entropia existovala pre vSetky mozné
pokusy a aby bola realnym ¢islom. Axiéma A1l vyjadruje prirodzena poziadavku,
aby sa pri malej zmene pravdepodobnosti dvojprvkového pokusu malo zmenila
jedho neurcitost. Axidma A2 hovori, Ze nezélezi na poradi, v akom s vymenované
javy pokusu, ¢o je zas velmi prirodzené poziadavka.

Na dlhsie sa treba pristavit pri axiéme A3. Predpokladajme, Ze mame pokus
P = {A4,A,,...,A,_1,A,} s pravdepodobnostami pi,pa,...,pn, od ktorého
prejdeme k pokusu P’ = {Ay, As,...,A,_1,B1, B2}, ktory vznikne tak, Ze
poslednit mnozinu A, pokusu P rozdelime na dve disjunktné casti By, B-.
Potom P(B;) + P(B2) = P(A,). Ak ozna¢ime P(B;) = ¢1, P(B2) = g2, potom
Pn = q1+¢2. Aky bude prirastok neistoty, ak prejdeme od pokusu P k pokusu P’?

Ak uZ nastane jav A,, tak pri pokuse P’ mame e$te dodatoént neistotu, ¢i
nastal jav B; alebo Bs. Podmienené pravdepodobnosti javov B, Bs za pred-
pokladu, Ze nastal jav A,, sa P(B1 N A,)/P(A,) = P(B1)/P(An) = ¢1/Dn,
P(ByN A,)/P(A,) = P(B2)/P(Ay) = q2/pn, takze ak uz nastal jav A, ostdva

nam este neurditost
DPn DPn

Avsak jav A, nenastane vzdy, ale len s pravdepodobnostou p,,. Preto rozdelenie
mnoziny A, na disjunktné javy Bi, Bs prispeje k celkovej neurcitosti ¢iastkou

pn-H <q17 q2> .
Pn Pn
Fadejevove axiémy AF0, az AF3 su dostatoéné na odvodenie tvaru funkcie
H a da sa z nich dokézaf i platnost Shannonovho axiému AS4. Dokaz je vSak
dost zlozity, a preto si pre naSe Gcéely dodame celkom prirodzentt Shannonovu
axiomu AS4, ktora vravi, ze ak mame dva pokusy P, Ps, prvy s m rovnako
pravdepodobnymi javmi, druhy s n rovnako pravdepodobnymi javmi a m < n,
potom neurcitost pokusu P; je mensia ako neurcitost pokusu Ps. Rozpaky pri
predvidani vysledku pokusu s mensim poc¢tom rovnocennych javov st mensie ako

.....

Tato poziadavka sa zda byt velmi prirodzena a my ju prijmeme ako axiému.

Veta 2.1. Shannonova entropia

n n

H(P) =Y I(A)P(A;) = —>  P(4;)log, P(A;)

i=1 i=1

spliia axiomy AF1 aZ AF3 a Shannonovu aziomu AS4.
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Dokaz. Overenie jednotlivych axiém je jednoduché a priamociare, Gitatel si si
ho Tahko urobi sam. |

Teraz na zéklade axiémov AF1 az AF3, AS4 dokdzeme niekolko tvrdeni,
ktoré nam ukazu niektoré zaujimavé vlastnosti funkcie H spliiajicej tieto axiémy.
Jednotlivé tvrdenia nas postupne dovedit az k Shannonovej entropickej formule.
Pretoze podla vety 2.1 Shannonova entropia dana vzorcom (2.1) splia vietky
axiémy, nasledujice vety platia aj pre nu.

Veta 2.2. Funkcia H(p1,p2,...,Pn) je spojitd funkcia na mnoZine
n
Q, = {(l’l,CEQ,...,(Bn) | z; >0 prei=1,2...,n, sz = 1}.
i=1

Dokaz. Matematickou indukciou podla m. Pre m = 2 je tvrdenie axiémou AF1.
Nech funkcia H(x1,23,...2Tm) je spojitd na Q,,. Nech (p1,pa,...,Pm,Pm+1) €
Qm+1. Predpokladajme, Ze aspoii jedno z ¢isel py,, pm+1 je nenulové (inak
zmenime poradie ¢isel p;). PouzZitim axiémy AF3 mame:

H(p1,p2;- s PmsPmt1) =
= H(p17p27 ey Pm—1, (pm +pm+1))+
+

Pm Pm+1
Pm + Pm41).-H < , ) 2.5
( - ) (pm + pm+1) (pm Jrpm—O—l) ( )

Spojitost prvého sé¢itanca pravej strany (2.5) vyplyva z indukéného predpokladu,
spojitost druhého séitanca vyplyva z axiémy AF1. |

Veta 2.3. H(1,0) =0.

Doékaz.
11 11 1
H<2,270> —H(2,2>+2.H(1,0) (2.6)
=~
11 11 11 11
H{(- - =H - —|=HOL)+H|(=-,-)=H|(=-, = H(1 2.
(359) <0,2,2> 0.+ (53) = (3.5) +H0.0) @1

1
Porovnanim pravych stan (2.6), (2.7) dostdvame §.H(1,0) = H(1,0), z ¢oho
vyplyva H(1,0) = 0. |

Veta (2.3) hovori, Ze neurcitost pokusu pozostévajaceho z dvoch javov, z kto-
rych je jeden isty druhy nemozny, je nulova.
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Veta 2.4. H(p17p27 cee 7pn70) = H(plap27 s 7pn)

Dokaz. Aspon jedno z ¢isel p1, po, . . ., pn je kladné. Nech je to p,, (inak zmenime
poradie). Potom

H(p17p27"'7p’n70) = H<p17p27"'7pn> +an<1a0) (28)
——
0
]

Zase jedna dobré vlastnost entropie — nezévisi na tom, kolko javov s nulovou
pravdepodobnostou sa vyskytuje v rozklade.

Veta 2.5. Nechp, =q¢1 +q2+ -+ qgm > 0. Potom

H(p17p27"'7pn—1aQI7qQa"'aQ’rﬂ) =

:H(p17p277pn)+an (ql,qQ,,%> (29)
Pn Pn Pn
Dokaz. Matematickou indukciou podla m. Pre m = 2 je tvrdenie axiémou AF3.
Nech tvrdenie plati pre pre nejaké m > 2.
Polozme p’ = g2 + g3 + - - - + ¢m+1, predpokladajme, Zze p’ > 0 (inak zamenime
poradie q1, 2, - . ., Gm+1)- Podla indukéného predpokladu

H(p17p27"'7pn—1aQI7qQ7"'aQ’m+1) =
————
=2 s dk
q q
:H(P1;P2;~~~apn71,Q1aP/)+P/~H <2,7'~~; m;Fl) =
—~— p p
Pn
/ /
q1 P p q q
= H(p17p27"'7pn) + Pn. |:H (la) +—H (?a"'a mT1>:| . (210)

Pn Pn Pn p p

Dalej podla indukéného predpokladu plati

/ /
o e g :H(‘h,p>+pg<q3,...,qm,+l>. (2.11)
—_—

Vidime, Ze prava strana (2.11) je totozna s obsahom velkej hranatej zatvorky
na pravej strane vztahu (2.10). Dosadennim Tavej strany vztahu (2.11) do (2.10)
dostévame (2.9). [ ]
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Veta 2.6. Nech prei=1,2,...,n mdme p; = ¢i1 + Gi2 + - -+ + qim,; > 0. Potom

H(Q117QI2 .. -qlmlaQ21aQ223 .. -aQ2m2, ey qn1yqn2, - - -aq”mn) =

n
qi1 i Qim;
:H(pl,pg,...,pn)—FZpi,H (ll’ﬂ,“_’m> (2'12)
im1 bi  Di bi

Dokaz. Opakovanym pouzitim vety (2.5). |
11 1
—,—,...,— |. Potom F(mn) = F(m)+ F(n).

s Ty
n n n

Veta 2.7. Oznac¢me F(n) = H (

Dokaz. Pouzitim vety 2.6 mame

1 1 1 1
F(mn) = H(, , . — >:
mn mn mn mn
m-krat m-krat
n-krat
11 1 "1 11 1
(n’n’ ’n)+;n (m’m7 7m)
11 1 1 1
= H(v7 9 >+H(17 ’ )ZF(TL)+F(m)
nn m' m m
]
11 1
Veta 2.8. Nech F(n) = H (, — e, ) Potom F(n) = c.logy(n).
n'n n

Doékaz. Podla vety 2.7 plati F(m.n) = F(m) + F(n). Specidlne pre m = n je
F(n?) = 2.F(n), F(n*) = F(n*~1n) = F(n*~1).F(n) = (k- 1).F(n) + F(n) =
k.F(n). MoZeme teda pisat:

F(n*) = k.F(n) (2.13)

Vztah (2.13) méa niekolko doésledkov:

1. F(1) = F(1?) = 2.F(1), ¢oho vyplyva, ze F(1) = 0, a teda
F(1) = c.logy(1) pre kazdé c.

2. Pretoze podla axiémy AS4 je funkcia F' na mnoZine prirodzenych ¢isel
rastica, je pre kazdé m >1 F(m) > F(1) >0
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Vezmime dve prirodzené éisla m > 1, n > 1 a Tubovolne velké prirodzené &islo
K. Potom existuje prirodzené cislo k také, ze

mP <nf < mhtL (2.14)
Pretoze F' je rastuca funkcia, je aj
F(mF) < F(n®) < F(m**1).
Pouzitim (2.13) dostavame
kE.F(m) < K.F(n) < (k+1).F(m).

Z posledného vyrazu mame (F(m) > 0, takZe nim mozno delif bez zmeny
nerovnost)
k < F(n) - kE+1
K = F(m) K

Pretoze je (2.14) mézeme podobnou tvahou postupne pisat

(2.15)

10g2(mk) < 10g2(”K) < 108?2(mk+1)

k.logy(m) < K.logy(n) < (k + 1).logy(m),
a teda (spometime si, ze m > 1 a teda log,(m) > 0)
k < log,(n) - k:—l—l.

K = log,(m) K (2.16)

F(n) logy(n)
F(m)’ logy(m)

Ak porovndme vyrazy (2.15) a (2.16) vidime, Ze oba zlomky lezia
E k+1 1
v intervale <K’ ;;) dlzky %@ teda

Ty~ Togam]| < (2.17)

‘ F(n)  logy(n) 1

Cely postup mozeme zopakovat pre lubovolne velké ¢islo K, a preto (2.17) musi
platif pre Iuboviné K, ¢o je mozné len tak, Ze

F(n) _ log, (n)

F(m)  logy(m)’

a teda
logy (1) ( F(m) )
F(n)=F(m). = logy(n). 2.18
Ak v (2.18) fixujeme m a poloZime ¢ = 102(7(7;1), dostaneme F'(n) = c.logy(n).
2
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Veta 2.9. Nechp1 >0, p2 >0,..., p, >0, >." , p; = 1. Potom

H(p1,p2,.--,pn) = —C-Zpi-logz(l%‘) (2.19)

Dokaz. Dokadzeme najprv (2.19) pre pi,pa,...,p, racionilne — t. j. v tvare

zlomkov dvoch celych nezdpornych ¢&isel. Nech s je spoloény menovatel ¢isel
,Pn, nech p; = 4 pre i = 1,2,...,n. Podla (2.12) vety 2.6 mozeme
s

P1,pP2,---
pisat
1 11 1 1 1
H(S,...,S, g,. ,,...,...,S,>_
—— —— N——

q1-krat q2-krat qn-krat

1
:H(p17p27"'7p71 +Zp’b ( q aq):

= H(p1,p2,...,pn) +c. Zpi. log,(g:) (2.20)

=1

Pretoze lava strana (2.20) je rovna F(s) = c.log,(s), mdZeme pisat

H(p1,p2, ..., pn) = clogy(s) —c. szlogg ¢i) =

= clogy (s Z —Cszlog2 i —chzlogg —Cszlogg i) =

=1

= —chi[logz(qi) —logy(s)] =
= —c) pilogy () = —e3_piloga(p) (221)
i=1 i=1

Pretoze funkcia H je spojitd a (2.21) plati pre vstky raciondlne p; > 0,

p2>0,..., p, >0 také, ze Y . p; = 1, musi (2.21) platit aj pre vietky redlne

argumenty p; spliiujuce tie isté podmlenky |
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Ostéva ndm uréit konstantu c. Aby sme boli v zhode s doteraj$imi pozia-
davkami, aby entropia pokusu s dvoma rovnako pravdepodobnymi javmi bola
jednotkovd, musi byt H(1/2,1/2) = 1, z ¢oho vyplyva

11 1 1 1 1 1 1

Axiomatickou cestou sme sa dostali k tej istej Shannonovej entropickej for-
muli, ako v pripade, ked sme entropiu definovali ako strednii hodnotu diskrétne;
nahodnej veli¢iny informacie.

2.4 Dalsie vlastnosti entropie

Veta 2.10. Nech pre vsetky i = 1,2,....,n plati p; > 0, ¢; > 0, >\ p; = 1,
S 4 =1. Potom

= “pilogy(pi) < = > pilogy (i), (2.22)
i=1 i=1

pricom rovnost nastdva prdve vtedy, ked p; = q; pre vietky i =1,2,...,n.
Dokaz. Najprv dokdzeme platnost nerovnosti

In(l1+y) <y pre y>-1

1
Polozme ¢g(y) = In(1 4+ y) — y a hladajme jej extrémy. Je ¢'(y) = — — 1,
Y

1
g"(y) = —— > 0. Rovnica ¢'(y) = 0 ma jediné rieSenie y = 1 a ¢g'(1) = —1 < 0.
Yy

Funkcia g(y) nadobtda svoje maximum v bode y = 1. Je preto g(y) < 1, t. j.
In(1+y)—y <1atedaIn(l+y) <y, priCom rovnost nastava prave vtedy, ked
y = 1. Ak v (2.22) piSeme x — 1 namiesto y dostaneme vzfah

In(z) <z—1 pre x>0, (2.23)
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ricom rovnost nastiva prave vtedy, ked z = 0.
Y

Dosadme teraz do (2.23) za x = 4 Postupnymi tpravami dostavame
pi

In(g;) — In(p;) < % -1

piln(g;) —piln(p;) < ¢ — pi
—piIn(p;) < —piIn(q:) +q; — pi

_szln pz = szln QI +Z% sz

=1 =1
n n
In(p;) In(g;)
_ ; < — .
,sz m(2) = ;pl In(2)
- sz 10g2 pz > sz 10g2 (h

pricom rovnost v prvych troch riadkoch nastédva prave vtedy, ked p;, = g,
rovnost v poslednych troch riadkoch nastava prave vtedy, ked p; = ¢; pre vSetky
i=1,2,...,n. |

Veta 2.11. Pre dané n funkcia

H(p1,p2, - pn) = — >_ pilogs(pi)

nadobida mazimum pre p1 = ps = -+ =p, = 1/n.

Dékaz. Vezmime pi,ps,...,p, lubovolné také, Ze spliiuju predpoklady vety,
1

a polozme v (2.22) ¢ = g2 = -+ = g, = —. Potom
n

H(p1,pa, ... pn) = szlo& pi) < szlog2< >=
1 11 1
:—log2< ) Zpl— log,( ) H(n’n’“"n>
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2.5 Pouzitie entropie pri rieseni niektorych uloh

Casto sa vyskytuja tlohy typu: ,Zistite na najmensi podet merani (otazok,
skugok), ktory elementarny jav koneceného pravdepodobnostného priestoru
Q = {ws},...,{wn}} nastal.* Chceme teda vediet vysledok tzv. zdkladného
pokusu B = {{w;},{wa},...,{wn}}

V pripade nekonec¢ného pravdepodobnostného priestoru je situdcia trochu
zlozitejsia. Nech (2, A, P) je pravdepodobnostny priestor. Predpokladajme, ze
nastal elementérny jav w € Q. My nemame moZnost (a ani potrebu) zistit, o ktory
elementarny jav ide, ndm staci vediet, do ktorej mnoziny disjunktného rozkladu
B = {By, Bs,..., B, } priestoru §2 tento jav padol.? Pokus B = {By, Ba, ..., B,}
na priestore Q, A4, P odpovedajici na otézku, ktorti chceme pokusom zistit,
budeme volat zékladny pokus.

Pokial nie je Specifikované inak, predpokladame, Ze vSetky mnoziny zéklad-
ného pokusu maju rovnakiu pravdepodobnost. Potom entropia takéhoto pokusu
je logy(n) — t. j. jeho vykonanim dostaneme informéciu o velkosti log,(n) bitov.

Pre zistenie odpovede na otazku, ktora nas zaujima, ¢asto nemézeme zorgani-
zovat priamo zakladny pokus B, napriklad preto lebo pocet vysledkov pokusov,
ktoré sme schopni urobif, je obmedzeny. Jeden z prikladov obmedzeného poétu
moznych vysledkov je situécia, ked na otdzku mézeme dostat iba dve odpovede —
»ano“ alebo ,nie“. Ak chceme dostat na nasu otdzku najvicsiu mozna (stredni)
informdciu, musime ju polozit tak, aby pravdepodobnost oboch odpovedi bola ¢o
najblizsie k ¢islu 1/2.

Priklad. V triede je 32 ziakov, jeden z nich vyhral literdrnu sifaz. Ako sa
na ¢o najmensi pocet otdzok, na ktoré modzeme dostat iba odpovede ,dno* alebo
Hnie“, zarucene dozvieme, ktory ziak to bol? Ak by nebolo obmedzenia na pocet
dovolenych odpovedi, problém by plne vyriesil zdkladny pokus s 32 vysledkami,
pri¢om by ziskana informacia bola log,(32) = 5 bitov. Pri dvoch vysledkoch
pokusu mozeme ziskat jednou otéazkou najviac 1 bit informaécie, takZze minimalny
pocet takychto otdzok na zistenie vitaza je 5.

Ak sme v priemernej slovenskej koedukacnej triede, mozeme polozit otazku:
»Je vitaz chlapec?“. Otézka je dobre zvolené, lebo v priemernej slovenskej triede
byva priblizne rovnaky pocet chlapcov a dievéat. Odpoved na takito otéazku
prinesie v kazdom pripade, ¢i odpoved bude ,,d4no“, alebo ,nie“ priblizne 1 bit
informaécie.

2 Ak chceme zistit teplotu snehu kvoli spravnemu voskovaniu lyzi, staéi zistif, &i je v rozsahoch
(—o00,—12), (—12,-8), (—8,—4), (—4,0) a (0,00), pretoze mame k dispozicii vosky uréené na
vymenované teplotné intervaly.
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Otazka ,Je vifaz Jano Mrkvicka?“ prinesie strednt informéaciu velkosti
H(1/32,31/32) = —(1/32).log,(1/32) — (31/32).10g5(31/32) = 0.20062 bitu.
Moze sa stat, Zze odpoved bude ,,4no“ a v tom pripade sme ziskali plnych 5 bitov
informécie. To sa vSak stane len v jednom pripade z 32, v ostatnych pripadoch
dostaneme odpoved ,nie“, a vtedy dostaneme iba 0.0458 bitu informadcie.
V strednej hodnote prindsa otdzka typu ,Je vitaz Jano Mrkvicka?“ 0.2 bitu
informécie. Je mozné zistif stredny pocet S otdzok tohoto typu potrebnych na
identifikdciu vitaza, avSak ani tento pocet otdzok S nestadi na zarucené urcenie
vifaza — na to by bolo treba v najhorsom pripade 31 otdzok tohoto typu.

Je preto dobré, aby kazda otazka delila ziakov pripadajich do Gvahy, na dve
rovnaké polovice. Potom je mozné dopracovat sa vysledku po piatich otézkach.

Predchadzajuci priklad moze vyzerat trochu umely — ak mame ¢loveka ochot-
ného odpovedat na pét otazok ,4no“ alebo ,nie“, pravdepodobne bude ochotny
odpovedat aj na otdzku zdkladného pokusu ,,Kto vyhral literdrnu stutaz?“.

Priklad. Majme 22 elektrickych Ziaroviek spojenych do série (napr. na via-
no¢ny stromcéek). Jedna ziarovka sa vypalila. Mdme po ruke ohmmeter, ktory mo-
Zeme zapojit do ktoréhokolvek miesta obvodu. Akym najmensim poc¢tom merani
zaruCene najdeme chybnu ziarovku. Zakladny pokus mé entropiu log,(22) = 4.46
bitu. Na zistenie zlej ziarovky budeme potrebovaf najmenej 5 merani. Pri prvom
merani zapojime ohmmeter pred prva ziarovku a za jedenastu ziarovku. Tym
ur¢ime, ¢i je chybna ziarovka medzi prvou a jedendstou, alebo medzi dvanastou
az dvadsiatou druhou ziarovkou. Usek, v ktorom je porucha, rozdelime na pokial
mozno rovnaké Casti a zase uréime, v ktorej je chybnéa ziarovka. Po prvom merani
bude podozrivych 11 Ziaroviek, po druhom merani 4 alebo 5 Ziaroviek, po trefom
merani 2 alebo 3, po Stvrtom merani uz zistime chybu alebo tisek s dvoma chyb-
nymi ziarovkami, a nakoniec po piatom merani (ak je vobec potrebné) definitivne
ur¢ime chybu.

Priklad. Mame 27 minci, z ktorych jedna je falosna - je o malicko lahsia
ako pravd. Mame vahy s dvoma miskami. Na aky najmensi pocet vazeni mozno
zarucene urcit falo$ni mincu?

Zakladny pokus mé 27 rovnako pravdepodobnych vysledkov, jeho entropia je
log,(27) = 4.755 bitov.

Ak dame na misky vah nerovnaky pocet minci, vzdy prevazi miska s vA¢Sim
pocétom minci. Z takéhoto pokusu nedostaneme Ziadnu informéaciu. Ak ddame na
obe misky rovnaky pocet minci, moézu nastat tri pripady. Aby sme ich mohli
lahsie popisat, ozna¢me A mnozinu minci na lavej miske vah, B mnozinu minci
na pravej miske vah a C' mnozinu ostatnych minci. Ak je faloSna minca v mnozine
A, prevazi Tava miska, ak je faloSnd minca v mnoZine B, prevazi prava miska,
ak je falosnd minca v mnozine C, misky budt v rovnovahe. Na$ pokus teda
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odpovie na otézku, v ktorej mnozine lezi falosnd minca. Aby sme z pokusu
dostali ¢o najviac informécie, mali by maf mnoziny A, B, C pokial mozno
rovnakt pravdepodobnost. (V nasom pripade sa to dd, lebo podet minci je
delitelny troma). V takom pripade mozno jednym vazenim dostat informéciu
log,(3) = 1.585 bitu. Ked7e 4.755/1.585 = 3, na vyrieSenie tlohy bude treba
miniméalne tri vazenia. Konkrétne riesenie bude nasledovné: Pre prvé vazenie
rozdelime mince na tri mnoziny po 9 minci. Vysledkom bude identifikdcia mnoziny
s falosnou mincou. Pri druhom véaZeni rozdelime podozrivii mnozinu 9 minci
na tri podmnoziny po tri mince. Vysledkom druhého pokusu bude identifikacia
podozrivej trojprvkovej mnoziny. Pri trefom véZeni ddme na kazdt misku po
jednej minci, jedna minca ostane mimo. Vysledkom posledného vazenia bude
identifikacia jednej falo$nej mince. Stacia nam teda tri vazenia.

Préve popisany postup moZno priamo pouzit pre hladanie lahsej faloSnej
mince medzi n mincami, ak n = 3F. Ak n nie je delitelné ¢slom 3, potom
n=3n+1=m+m+ (m+1) — v tom pripade ddme na obe misky vih
po m minci a mimo véh ostane m + 1 minci - t. j. |A| = |B|=m , |C =m + 1|,
alebon =3m+2=(m+1)+ (m+1)+m — v tom pripade ddme na obe misky
véh po m + 1 minci a mimo vdh ostane m minci — t. j. |[4| = |[B| = m+ 1,
|C| =m.

Priklad. Majme znovu 27 minci, z ktorych je jedna falo$né — lisi sa vahou od
pravej. Teraz vSak nevieme, ¢ je TahSia alebo fazsia nez prava minca. Mame urcit
nepravi mincu a zistit, ¢i je tazsia alebo lahSia nez prava. Zakladny pokus mé
teraz 2 x 27 = 54 moznych vysledkov — chybnd moze byt kazd4 z 27 minci,
pricom moze byt TahSia alebo fazsia ako pravd minca. Entropia zdkladného
pokusu je log,(54) = 5.755 bitov, zatial ¢o entropia jedného pokusu vazenim
je logy(3) = 1.585 bitu, z ¢oho uz vidno, Ze na uréenie nepravej mince nemozu
stacit tri pokusy.

Priklad. Majme n velkych bedni s gulickami. Gulicky vo vSetkych bedniach
st rovnaké az na jednu, v ktorej st gulicky o 1 gram fazsie, nez v ostatnych
bedniach. Mame k dispozicii presné dvojmiskové vahy so zavazim, ktorymi do-
kézeme odvazit Tubovolné mnozstvo gulic¢iek s presnostou lepSou nez 1 gram. Na
kolko vazeni moZno zarucene ur¢it, v ktorej bedni st tazsie gulicky? Zakladny
pokus mé n moznych vysledkov, jeho entropia je log,(n). Ak by sme z kazdej
bedne vybrali po gulicke, dostali by sme problém falo$nych minci. Zamyslime sa
vsak, ¢i nemozno pokus zorganizovat tak, aby na jedno vézenie dal viac moznych
vysledkov, ako tri. Pokus urobime nasledovne: Z prvej bedne ddme na lav misku
1 gulicku, z druhej 2, atd. az z n-tej bedne n guli¢iek. Na pravii misku dame
1+24---4+n=(1/2)n(n+ 1) guli¢iek z prvej bedne. Ak prevazi prava miska,
tazsie gulicky st v prvej debne. Ak prevazi lava miska, doddme zavazie k gramov
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0 v

na vyvazenie misiek. Potom tazsie gulicky su v k-tej debne. Na vyriesenie tilohy
staci jedno vazenie.

Priklad. Telefénne vedenie z miesta P do miesta @ je 100 metrov dlhé.
Niekde medzi miestami P, @) sa vedenie prerusilo. Vedenie modzeme merat tak,
ze ho v Tubovolnom X mieste ,napichneme® a zistime, ¢i je spojenie medzi
miestami P a X. Treba urcit postup s minimalnym poc¢tom merani, ktorym
zarucene identifikujeme tsek vedenia nie dlhsi neZ jeden meter, v ktorom je
vedenie prerusené. Ak oznac¢ime Y vzdialenost miesta poruchy X od miesta P,
potom Y je spojitd ndhodnd veli¢ina, Y € (0,1000). My sice nemame definovant
entropiu pokusu s nekoneénym poc¢tom moznych vysledkov, ale intuitivne citime,
pokusu, ktory odpovie, v ktorom tiseku z n rovnakych tsekov je prerusené vdenie
atdje H(1/n,1/n,...,1/n) =log,(n). Nastastie, nasou tilohou nie je urcit presne
miesto chyby, sta¢i ndm tsek s chybou nie dlhsi nez 1 meter. Ako zdkladny pokus
budeme brat pokus

B = {(0,1),(1,2),...,(98,99), (99, 100) }

s entropiou H(B) = log,(100) = 6.644 bitov. Ak uz mame identifikovani chybu
v intervale (a, b), meranie umoziuje pre lubovolné ¢ € (a, b) rozhodnut, & chyba
nastala v intervale (a,c) alebo (c,b). Ak predpokladdme, Ze pravdepodobnost
vzniku chyby v nejakom intervale je imerna jeho dlzke, na to, aby sme dostali
z pokusu ¢o najvicsiu informdciu, treba volit polohu bodu c tak, aby delil interval
(a,b) napoly. Vtedy bude mat takyto pokus entropiu log,(2) = 1 bit. Pretoze
pokus B mé entropiu 6.644 bitov, bude treba apon 7 merani. Postup zistovania
chyby bude teda nasledovny: Prvym meranim zistime, ¢i chyba nastala v prvej
alebo druhej polovici vedenia, druhym meranim uré¢ime tisek s chybou dlhy 100/22
m, atd. aZ Siestym meranim uréime tsek (a,b) s chybou dlhy 100/2¢ = 100/64 =
1.5625 metra. Tento interval obsahuje prave jeden celociselny bod, do ktorého
polozime deliaci bod ¢ pre vykonanie siedmeho posledného merania.

V doterajsich tlohach sme hladali tak organiziciu pokusov, ako pomocou
ich minimélneho poc¢tu zarudene urcit, ktory elementdrny jav, resp. ktory jav
n-prvkového zékladného pokusu nastal. Ak je to mozné, zorganizujeme ihned zé-
obmedzeni len na pokusy istého typu. Kombiniciou minimalneho poctu tychto
pokusov méme ziskat rovnaki informéaciu ako zékladnym pokusom. Doln4 hranica
poctu dovolenych pokusov bude priamo timerné entropii zakladného pokusu a ne-
priamo imerné entropii dovoleného pokusu. Najvicsie rozpaky pred vykonanim
pokusov budeme mat vtedy, ked vSetky elementdrne javy budi mat rovnaki prav-
depodobnost — vtedy neurcitost pokusu bude H(1/n,1/n,...,1/n) = logy(n).
Toto ¢islo je maximum informécie, ktoré mozno vytazit zo zédkladného pokusu
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a my musime byt pripraveni aj na tuto sitaciu. Preto predpokladdme rovnaka
pravdepodobnost elementarnych javov zékladného pokusu. Tento predpoklad na-
viac vedie k postupu, ktory nepreferuje ziaden elementarny jav.

Zmenil by sa nas postup v pripade, keby jednotlivé elementirne javy ne-
boli rovnako pravdepodobné? Ak ciel - ndjst minimélny podet pokusov, ktorym
mozno zarucene identifikovat elementarny jav, potom nie. Mohli by sme vSak
ulohu preformulovat nasledovne: ,,Najst taku organizaciu pokusov, pri ktorej je
stredny pocet pokusov minimdlny*“. Upustili sme od poziadavky ,zarucene urcit“.
Priptistame moznost, ze v niektorych nepriaznivych, ale malo pravdepodobnych
situdcidch bude treba vela otdzok, chceme vSak aby pri velkom podte pripadov
bol stredny pocet pokusov minimalny. Pri takto formulovanej ilohe budeme po-
stupovat inak.

Priklad. Na Starte automobilovych pretekov bolo 18 dut. Z nich autd a; a as
st z technologicky vyspelého timu, a preto pravdepodobnost vitazstva kazdého
z nich je 1/4. Z ostatnych 16 aut as, . . ., a1s ma kazdé pravdepodobnost vitazstva
rovnd 1/32. Zéklady pokus mé tvar

A = {{a1},{az}, {as},. .., {a1s}},

jeho entropia je

111 1 1
H(A)=H (4, 139’ 32 ...,32> = 3.5,

takze stredny podet otézok s dvomi odpovedami nemdze byt mensi nez 3.5.
Jednym z moznych postupov je v prvej otédzke rozhodnif medzi mnozinami
A ={a1,a2} a As = {as,ay,...,a15}. V polovici pripadov vyjde A;, a tam staci
uz len jedna otdzka na urcenie konkrétneho vitaza. V druhej polovici vyjde A5 so
Sestnastimi rovnocennymi prvkami, a tu treba na urcenie jedného z nich dalsie
4 otazky. Stredny pocet otazok je teda %.2 + %.5 = 3.5. Vyssie popisany postup
na zarudené urcenie vitaza vyzaduje v naSom priklade vzdy 4 a v niektorych
pripadoch aj 5 otazok.

Pojem entropie sa tiez velmi tispesne vyuZiva pri modelovani pohybu cestuji-
cich v skiimanom regiéne. Majme regién rozdeleny do n z6n a chceme uréit pre
kazda dvojicu zén ¢, j mnozstvo Q;; ludi cestujicich zo zény ¢ do zény j. Priamo
mozno hodnoty @;; uréif komplexnym dopravnym prieskumom, ktory je vSak
velmi drahy. Ovela lahgie je uréif pre kazda zénu ¢ poéet P; cestujucich, ktori
zo zony ¢ odchadzaju a tiez pocet R,; cestujicich, ktori do zény ¢ prichadzaju.
Zrejme plati > | P, = Z?Zl R; = @, kde Q je celkovy pocet cestujucich za
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sledované obdobie. Pre nezndme pocty (Qij musia platit nasledujice rovnosti

n
> Qiy=R; prej=12,...,n (2.24)
1=1
> Q=P prei=12...,n (2.25)
=1

Qij >0 prei, 7=1,2,...,n (2.26)

Nech ¢;; st ndklady na prepravu jedného cestujiceho zo zény ¢ do zény
j. (Tieto ndklady obsahuji nielen cestovné, ale aj casové straty cestujiiceho,
nepohodlie cestovania atd.) Jednou z hypotéz je, ze dopravny systém sa ustali
tak, Ze sa budii minimalizovat celkové dopravné naklady

C=> cijQij. (2.27)

i=1 j=1

Za predpokladu tejto hypotézy mozno hodnoty @;; dostat minimalizaciou (2.27)
za prepokladov (2.24), (2.25) a (2.26), ¢o je problém znamy ako klasickd vybilan-
covand dopravné tloha. Zial, prave popisany model dava vysledky znaéne odlisné
od praktickych pozorovni.

Ukazuje sa vSak, ze v rdmci rovnakej spolo¢ensko - ekonomickej situacie je
rovnakd miera slobody volby ciela, ktora sa dé4 vyjadrit entropiou

H <Q“Q12 Qun On Q2 Qo (Bt Qna Q"”). (2.28)
QR Q Q Q Q@ Q QR Q Q
Podiel @iy v (2.28) totiz vyjadruje pravdepodobnost, ze cestujtci cestuje zo zény
i do zény j.

Entropické modely zaloZené na maximalizacii (2.28) resp. na kombindcii kri-
teridlnych funkcii (2.27) a (2.28), alebo rozsirenim ohraniéeni o jedno z C' < Cjy
alebo H > Hj uz lepsie zodpovedaju praktickym skiisenostiam.
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2.6 Podmienena entropia

Ozna¢me B = {By, B, ..., By, } nejaky pokus na pravdepodobnostnom priestore
(Q, A, P). Predpokladajme, Ze nastal jav w € €. Chceme vediet, ktory z javov B;
nastal, t. j. pre ktoré j = 1,2,...m je w € Bj. Pre nejaké ohranicenia nemézeme
vykonat pokus B (tym skor sa nemozeme dozvediet, ktory jav w € Q nastal), ale
dozvieme sa vysledok pokusu A = {A;, Ay,..., A, }.

Predpokladajme, Ze jeho vysledkom je jav A;. Ak uZ vieme, Ze nastal jav A;,
javy Bi, Ba, ..., By, nastant s pravdepodobnostami P(B;|A;), P(Bz|A4;), ...,
P(By,|A4;). Neurditost pokusu B sa zmeni z hodnoty

H(B) = H(P(B1), P(By), ..., P(Byn)

na hodnotu

ktorti budeme oznacovat H(B|A;).
Definicia 2.3. Nech st dané dva pokusy

A (A1, Ao, ... AL},
B = {By,Bs,...,Bn}

Podmienenou entropiu pokusu B za predpokladu, Ze nastal jav A; (alebo len za
podmienky A;) je

H(B|A;) = H(P(B1]A;), P(Bs|Ay), ..., P(Bn|A;)) =

==Y P(Bj|Ai). logy(P(Bj|Ai))  (2.29)

j=1

Zrekapitulujme si v kratkosti predchadzajicu tvahu. Zaujimame sa o vysledok
pokusu B, ktory ma entropiu H(B). Nastal jav w € Q; my sme vSak dostali
spréavu, ze w € A; a tato sprava zmenila entropiu pokusu B na H(BJ|A;). Ku
kazdému w €  existuje prave jedna mnozina A; € A také, ze w € A;. MozZeme
teda kazdému w € 2 priradif jednozanc¢ne éislo H(B|A;) — toto priradenie je
diskrétnou ndhodnou veli¢inou na Q.3 Stredna hodnota tejto ndhodnej veli¢iny
je >Ticy P(A:).H(B|A;).

3Presne by sme mohli definovat tito nahodnu veli¢inu ako

h(B|A)(w i H(B|A) XA, (),
(w)

kde x 4, (w) je indikdtor mnoziny A;, t. j. x4, = 1 préave vtedy, ked w € Ay, inak x4, (w) = 0.
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Definicia 2.4. Nech st dané dva pokusy

A:{A17A27"'7A7L}) B:{BlvBZa'“vB’m}'

Podmienenou entropiu pokusu B za predpokladu, vykonania pokusu A (alebo
len za podmienky A) je

n

H(B|A) =) P(A;).H(B|A)) (2.30)
Plati
S P(A).H(BlA) = ZP P(B1|A;), P(Bs|Ay),. .., P(Bm|A;)) =

— _ZZP P(B;|A;).logy(P(Bj|Ai)) =
L AOB) o P(A;N B;) _
- ZZP @) ( P(A) )

_ —ZZPA N B;) log2< (ﬁ(zf))'

1=1 j=1

Mozeme teda tiez pisat

H(B|A) = ZZP A; N By).log, (W) (2.31)

1=15=1

Cim bude hodnota H(B|A;) mensia, tym presnejsie jav A; charakterizuje
vysledok pokusu B. Ak teda navrhujeme pokus A ako jeden z pokusov, ktorych
minimalny pocet zarucene dospiet k uréeniu javu B;, potom sa treba snazif
navrhnit pokus A tak, aby maximum z hodnét H(B|A;) bolo minimélne.

Definicia 2.5. Nech A = {A;, As,..., A}, B={By,Ba,...,Bn} st dva po-
kusy na pravdepodobnostnom priestore (2,4, P). Potom kombinovanym poku-
som pokusov A, B nazveme pokus

A/\B:{AiﬂleAiEA, BjEB} (2.32)

Ak najprv vykondme pokus A a potom pokus B, (alebo aj naprv B a potom
A), dozvieme sa to isté, t. j. ziskame rovnaku informéciu, ako keby sme vykonali
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pokus A A B. Ak uz vykoname pokus A a jeho vysledok je A;, podmienend
entropia pokusu B za predpokladu, Ze nastal jav A;, je H(B|A4;). Kedze jav A;
mé pravdepodobnost P(4;), jeho prispevok k celkovej strednej hodnote pokusu B
za predpokladu, Ze je zndmy vysledok pokusu A, je P(A;).H(B|A;) a podmienend
entropia pokusu B za prepokladu, Ze pozndme vysledok pokusu A, je H(B|A) =
>oio1 P(A).H(B|A;).

Podla vety 2.6 (str. 28) plati vztah (2.12). Vezmime pokus A A B. Oznaéme
qij = P(AZ N Bj)7 i = P(Al> Potom plati

m m
=D _pAiNB) =3} a;
=1 =1

Predpoklady vety 2.6 st teda splnené a preto je

H(A/\B) = H q11,9125 - - - 91m> 421,422, -92m, ---,9n1,4n2;---gnm -
| S ——
p1 P2 Pn
= H(pl,p%...,pn)—i—Zpi.H(%7(1’27...7qim):
=1 pi Di bi
= H(P(A1),P(4s),...,P(A,)) +
“ P(A; N B1) P(A; N By) P(A; N B,,)
P(A =
I < P(4) ° P(A) U P(AY

=1

— H(A) + H(B|A)

<.

Teda plati nasledujiica veta:

Veta 2.12.
H(AAB)=H(A)+ H(B|A) (2.33)

Podla vztahu (2.33) je H(B|A) zvyskova entropia kombinovaného pokusu
A A B po vykonani pokusu A. Vidime tiez, ze ¢im je entropia H(A) pokusu A
vicsia, tym mensia je podmienend entropia H(B|A).

Definicia 2.6. Nech A = {4;,4,,...,A,}, B = {B1,Bs,...,B,} st dva
pokusy na pravdepodobnostnom priestore (€2, .A, P). Hovorime, Ze pokusy A,
B st statisticky nezévislé (alebo len nezavislé), ak pre kazdé i = 1,2,...,n
j=1,2,...,m st A;, B nezavislé javy.

M
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2.7 Spoloc¢na informacia pokusov

Znovu sa vratme k situdcii, ked sa zaujimame sa o vysledok pokusu B
s entropiou H(B). Tento pokus vSak z nejakych dovodov nemodzeme vykonat, ale
vykondme pokus A. V situécii, ked uz pozndme vysledok pokusu A, neurditost
pokusu B sa zmeni z H(B) na H(B|A) — toto je stredné mnozstvo dodato¢nej
informécie, ktort mozno ziskat z pokusu B po vykonani pokusus A. Rozdiel
H(B) — H(B|A) moZno povaZovat za stredné mnozstvo informécie o pokuse B
obsiahnuté v pokuse A.

Definicia 2.7. Stredné mnozstvo informacie I(A,B) o pokuse B v pokuse A je
I(A,B)=H(B)—- H(B|A) (2.34)

Veta 2.13.
I(A,B)=H(A)+ H(B)— H(A AB) (2.35)

Dékaz. Dosadenim za H(B|A) = H(AAB)—H(A) z (2.33) do (2.34) dostaneme
Ziadany vztah. |

Zo vzfahu (2.35) vidime, ze I(A,B) = I(B, A), t. j., Ze informécia o pokuse B
obsiahnutd v pokuse A sa rovnd informaécii o pokuse A obsiahnutej v pokuse B.
Preto sa niekedy hodnote I(A,B) hovori aj spoloéna informdcia pokusov A, B.

Veta 2.14. Nech A = {A;, As,..., Ay}, B ={B1,Bs,...,By} st dva pokusy
na pravdepodobnostnom priestore (2, A, P). Potom

i=1 j=1

(2.36)

Dokaz. Pretoze A = {A1, As, ..., A, } je disjunktny rozklad priestoru Q je

BZZBzﬂQZBzﬂLnJAIL:LnJA,LﬂBz

i=1 =1

Pretoze zjednotenie na pravej strane posledného vyrazu je disjunktné, je

P(B;) = zn: P(A;NB))
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Dosadenim za H(B|A) zo vztahu (2.31) do defini¢nej rovnosti I(A, B) dostavame

I(A,B) = H(B) - H(B|A) =

=35 o i+ 355 o (P <

=1 j=1
= (A; N By)
==Y "> P(AinB).log, P( +ZZPA N B;) log2( =
j=1i=1 i=1 j=1 P(4;)
Rt - (AN B\
= Z;jg;P(AlI’WB]).log;2 —l—;;PA N B;) log2( PAY =

- zn:iP(A,; N Bj). {logg (W) — log, P(Bj)] =

i P(A;N By)
pINCILEACr )

i=1 j=1
|

Veta 2.15. Nech A = {A;, As,..., Ay}, B ={B1,Bs,...,B,} st dva pokusy
na pravdepodobnostnom priestore (2, A, P). Potom

0<I(A,B), (2.37)
pridom rovnost nastdva prdve vtedy, ked si pokusy A, B Statisticky nezduvislé.

Dokaz. Pouzijeme vztah (2.36) z vety 2.14 a nerovnost Inz < x — 1, ktora plati
pre vSetky x > 0, pricom rovnost nastava prave vtedy, ked z = 1.

P(A; N B)). log, <m) = P(4, 1 B,).1n(2).In (W) <
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pri¢om rovnost plati prave vtedy, ked

P(A;).P(B))
P(AZ n B])
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=1, t. j. vtedy, ked st javy

A;, Bj nezavislé. Pouzitim prave dokdzanej nerovnosti mame

n m

P(A;).P(B;)
—I(A,B) = P(A; N B;).1 S L
am) = B3 rnn) o (R <
< In(2).| Y Y (P(4).P(B)) = P(AinBy))| =
Li=1 j=1
= In(2).| > > P(A).P(Bj) =Y Y P(AinB;) | =
Li=1 j=1 i=1 j=1
=1
= In(2).| > P(A)) _P(Bj)—1| =In(2).| Y P(4;)-1| =0,
L i=1 j=1 i=1
-1 =1
pricom rovnost plati prave vtedy, ked st vietky dvojice javov A;, B;
prei=1,2,...,n,7=1,2,...,m nezavislé. |
Veta 2.16.
H(BJA) < H(B), (2.39)

pri¢om rovnost nastdva prdve vtedy, ked si pokusy A, B Statisticky nezdvislé.

Doékaz. Tvrdenie vety vyplyva zo vztahu 0 < I(A,B) = H(B) — H(B|A),

v ktorom rovnost nastéva, len ked st pokusy A

Veta 2.17.
H(AANB)<H(A)+

, B statisticky nezavislé. |

H(B), (2.39)

pri¢om rovnost nastdva prdve vtedy, ked si pokusy A, B Statisticky nezdvislé.

Dokaz. Podla (2.35) vety 2.13 a podla vety 2.15 je 0 < I(A,B) = H(A) +
H(B) — H(A A B), pricom rovnost nastava prave vtedy, ked st pokusy A, B
Statisticky nezavislé. |



Kapitola 3

Zdroje informacie

3.1 Realne zdroje informacie

Objekt (osoba, zariadenie, pristroj), ktory je schopny na svojom vystupe produ-
kovat nejaky signal, budeme volat zdroj informécie. Zdrojom informécie moze
byt ¢lovek signalizujtci baterkou znaky Morseovej abcedy, kldvesnica pocitaca,
vysielajica 8-bitové slova, telefénny pristroj produkujici analégovy signal od 300
do 3400 hertzov, signal z prehravaca kompaktnych diskov produkujtci 44000 16-
bitovych vzoriek za sekundu, televizny obrazovy signél obsahujtci 25 obrazkov za
sekundu atd. Vidime, Ze televizny obrazovy signal bude neporovnatelne zlozitejsi,
neZ telefénny signal. Ale kazdy uznd, Ze desat minit sledovania obrazovky s mo-
noskopom, prenasaného tymto zlozitym signdlom nedéd tolko informécie, kolko
desaf minit telefonického rozhovoru.

Zdroje informécie moézu produkovat spojity alebo diskrétny signal. Kazdy
spojity signal vSak mozno v diskrétnych casovych okamzikoch odmeraf — dis-
krétne vzorkovat, a pokial je vzorkovacia frekvcencia dvojnasobnd ako maximaélna
frekvencia signélu, stacia tieto diskrétne vzorky na plnohodnotni rekonstrukciu
povodného signdlu. Mozeme teda predpokladat, Ze zdroj produkuje v ¢asovych
okamzikoch ¢ = t1,to,t3,... signaly X, X:,, X¢,,..., ktoré moézeme povazo-
vat za diskrétne ndhodné veli¢iny — nadobtdaji len konecne vela réznych hod-
no6t. Koneénd mnozinu réznych diskrétnych signalov produkovanych zdrojom na-
zveme abecedou zdroja, jednotlivé prvky abecedy zdroja nazveme znakmi. Casové
okamziky t = 1,12, t3,... mozu, ale nemusia byt pravidelné. Napriklad zdroj vy-
sielajici v Morseovej abecede pouziva symboly bodka, ¢iarka, kratka medzera
(oddeluje bodky a ¢iarky v rdmci jedného pismena), dlhd medzera (oddeluje od
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seba jednotlivé pismend). V inej interpretécii mézeme oddelovaciu medzeru medzi
bodkami a ¢iarkami v rdmci jedného pismena povazovat za sucast bodky a ¢iarky,
a v tomto pripade mame zdroj produkujuci tri znaky a to bodky, ¢iarky a me-
dzery. V oboch interpretaciach vSak casové okamziky, t = t1,ta, t3, ..., v ktorych
sa vysielaju jednotlivé symboly, nie st rovnaké — vyslanie bodky trva kratsie, nez
vyslanie ¢iarky.

Je vyhodné povazovat ¢asovy interval medzi dvoma za sebou nasledujicimi
¢asovymi okamzikmi za jednotkovy — potom pracujeme s ndhodnymi veli¢inami
X1, X0, X3, ...

Definicia 3.1. Diskrétny nahodny proces je postupnost ndhodnych veliéin X =
X1,X5,X5.... Ak X; nadobudne hodnotu a; pre i = 1,2,... , postupnost
ai, as, ... nazveme realizaciou ndhodného procesu X.

V tejto kapitole budeme sktimaf informa¢nti vydatnost réznych zdrojov in-
formécie. Zdroje informécie sa od seba liSia frekvenciou, s akou st schopné vy-
sielat, po¢tom znakov abecedy zdroja — hodnot, ktoré moézu nadobudat ndhodné
veli¢iny X; — a tiez ich pravdepodobnostnym rozdelenim. Aby sme sa zbavili
vplyvu frekvencie zdroja, budme sa snazif charakterizovat zdroje podla mnoz-
stva informécie pripadajice na jeden vyslany znak. Avsak ani frekvencia vystupu
znakov zo zdroja, ani mohutnost vystupnej abecedy zdroja neurcuje plne mnoz-
stvo informaécie, ktoré produkuje zdroj. To bude znacne zavisiet aj od rozdelenia
pravdepodobnosti ndhodnych velicin X;.

3.2 Matematicky model informac¢ného zdroja

Definicia 3.2. Nech X je kone¢nd mnozina, nech X* je mnozina vsetkych ko-
neénych postupnosti prvkov z X véitane prazdnej postupnosti e = {}. Mnozinu
X nazveme abecedou, jej prvky znakmi abecedy X, prvky mnoziny X* nazveme
slovami, e prazdnym slovom. Ozna¢me X™ mnozinu vSetkych n-prvkovych po-
stupnosti znakov z X, jej prvky nazveme slovami dlzky n. Nech P : X* — R je
realna nezdporné funkcia definovand na X* s nasledujicimi vlastnostami:

1. Ple)=1 (3.1)
2. > Plan,..a) =1 (3.2)

(1,20 )EX™

3. Z P(x1, @y Yntds - - - s Ynam) = P(x1, ..., Tp) (3.3)

(Yn+1sYntm)EX™
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Potom usporiadant dvojicu Z = (X*, P) nazveme zdrojom informécie alebo
kratko zdrojom. Cislo P(z1,22,...,7,) nazveme pravdepodobnostou slova
LlyeeeyLp.

Cislo P(x1,22,...,7,) vyjadruje pravdepodobnost toho, Ze zdroj od svojho
okamziku spustenia vys$le v ¢ase 1 znak 1, v Case 2 znak x, atd., az v dase n vysle
znak x,, ¢o sa da povedat i tak, ze P(z1,2a,...,2,) je pravdepodobnost vysla-
nia slova x1, o, ..., x, za n casovych okamzikov od spustenia zdroja. Podmienka
(3.1) hovori, 7ze za 0 ¢asovych okamzikov vysle zdroj prazdne slovo s pravde-
podobnostou rovnou 1, druhd podmienka hovori, Ze za n casovych okamzikov
od spustenia zdroj s istotou vysle nejaké slovo z abecedy X. Tretia podmienka
sa volad podmienkou konzistencie a vyjadruje poziadavku, aby pravdepodobnost
mnoziny vietkych slov dlzky n +m zaéinajicich slovom 1, xa, . .., x, bola rovna
pravdepodobnosti P(z1, 23, ...,Ty), lebo

{ylay%---ayn-i-m | Y1 = T1,Y2 :$27~-->yn:xn} =

= U {.’17]_,532,...,55“,2]_722,...,Zm}

21,22...,2mEX™

Na tomto mieste je potrebné pripomentt dva rozdiely medzi chdpanim pojmu
yslovo“ v lyngvistickom a naSom zmysle. V lyngvistickom zmysle slovo napr.
slovenského jazyka je taka postupnost pismen, ktord je prijatd do mnoziny slov —
slovnika slovenského jazyka. Tak napriklad slovo ,,vikend“ je slovom slovenského
jazyka na rozdiel od slova ,weekend*. V nasom informatickom zmysle si chdpané
ako slova vsetky konec¢né postupnosti znakov abecedy X, ,vikend“, ,weekend“,
ydnekeew*, qwdiyaztj“ — to vSetko s slovd abecedy X = {a,d,b,c,¢,...,2,2}.
Druhym podstatnym rozdielom je, Ze slova v prirodzenom jazyku sa oddeluja
medzerou, na rozdiel od nésej definicie, v ktorej je vystup zo zdroja mozné chapat
ako jedno (moZno aj velmi dlhé) slovo, ale sti¢asne aj niekolko bezprostredne po
sebe nasledujucich slov, ktoré nie st od seba ni¢im oddelené, resp. vystupné slovo
si mozeme podelit na slova v Tubovolnych miestach ako ndm je to pre nase tcely
vyhodné.

Zaujima nés pravdepodobnost P,(y1,y2...,Ym), s akou zdroj vysle slovo
Y1,Y2 - .-, Ym vV Case n, presnejsie v ¢asovych okamzikoch n,n+1,...,n+m — 1.
Tuto pravdepodobnost vypocitame nasledovne:

Po(y1,Y2, -y Ym) = Z P(z1,29, .y Tn1,Y1,Y2y -« - s Ym) (3.4)

(Ilv-u:wnfl)eXn_l
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Definicia 3.3. Hovorime, Ze zdroj (£, P) je stacionarny, ak pravdepodobnosti
P;(z1,xa,...,x,) nezdvisia od i, t. j. ak

Pi(z1,22,...,2n) = P(x1,29,...,2,) prekazdé i a kazdé z1,25...,2, € X"
(3.5)

Oznaéme X; diskrétnu ndhodnii premennti, ktord bude popisovat vyslanie
jedného znaku zo zdroja (Z,P) v Case i. Potom jav ,v Case i zdroj vyslal
znak x“ je vlastne javom [X; = z] a teda P([X; = z]) = P;(z). Vyslanie

slova z1,%2,...,x, v ase ¢ mozno pomocou nédhodnych veli¢in X; modelovat
ako jav [X; = z1] N [Xi11 = z2) N -+ N [Xs4n—1 = x,], Go skratene zapiSeme
[Xi =21, Xi41 = x2,..., Xitn—1 = Z,), z Coho méme

P([XZ = x]_’XiJrl = Z2,... ,Xi+n_l = an = Pi(a'}]_,l’z, e ,J}n).

Definicia 3.4. Hovorime, Ze zdroj (£, P) je nezavisly, ak pre lubovolné i, j, n, m
také, ze 1 + n < j plati

P([Xi =21, Xit1 =22, .., Xign-1 = Tp| N

NX; =1, X501 =vy2, -, Xjpm—1 = ym}) =
= P([Xi = 21, Xi1 = @2, -+, Xijno1 = @)
P(X;=v1,Xj11 =2, Xjfm—1 = Um))-

Zdroj je nezéavisly, ak vyslanie lubovolného slova v Tubovolnom ¢ase j nezavisi
od toho, ¢o zdroj vyslal do Casu j. Niekedy sa takymto zdrojom hovori aj
bezpamitové.

Zdroj vysielajuci stat v slovenskom jazyku nie je nezavisly zdroj. Ako uvadza
Cerny v [5] je vela slovenskych slov, obsahujtcich ,,ZA“, ale Ziadne slovo neob-
sahuje podslovo ,ZAZA“. Je teda P(ZA) > 0, a v pripade nezévislosti by malo
byt P(ZAZA) = P(ZA).P(ZA) > 0, ale P(ZAZA) = 0. Gramatické pravidlo
o zhode predmetu a privlastku spdsobi, ze slovo ,EHOLCHLAPA“ (medzeru
s povazujeme tiez za symbol abecedy) bude mat nenulovi pravdepodobnost,
kym slovo , EMULCHLAPA® sa vyskytuje s nulovou pravdepodobnostou.

Z kratkodobého hladiska by sme s istym pribliZenim mohli povazovat pisant
sloven¢inu za staciondrny zdroj, avSak z hladiska storo¢i badat aj tu zmeny
— Coraz menej sa pouzivaju niektoré slova ako rinok, kantar, pitvor, merica,
dieza a zadinaju sa pouzivat nové slovd ako vikend, mobil, procesor, internet.
Stacionarita zdroja je vSak jednym zo zakladnych predpokladov, za ktorych
mozeme dostat v tedrii informdcie pouzitelné vysledky, preto odteraz budeme
predpokladat, Ze zdroje, s ktorymi pracujeme, st stacionarne. Tento predpoklad
je v praktickych situaciach splneny.
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3.3 Entropia zdroja

Majme staciondrny zdroj (Z, P). Nech m4 abeceda zdroja m symbolov, t. j. nech
Z ={a1,az,...,an}. Chceme vediet, aki stredni informéciu dostaneme, ked sa
dozvieme, aky znak zdroj vyslal. Vyslanie znaku v Iubovolnom ¢ase mozno pri
staciondrnom zdroji povazovat za vykonanie pokusu

B = {{al}, {az},..., {am}}

s pravdepodobnostami p; = P(a1), p2 = P(a2), ..., pm = P(ay,,). Entropia
tohoto pokusu je H(B) = H(p1,p2,...,Pm), €0 je strednd hodnota informacie
ziskanej tymto pokusom.

Sktimajme teraz informéaciu, ktort dostaneme v dvoch po sebe idtcich znakoch
vyslanych zo stacionarneho zdroja Z = (Z*, P). Prislusny pokus bude teraz

Co = {(aiy,ai,) | aiy, € Z, ay, € Z}.
Pokus B mozeme prezentovat aj ako
B = {{al} x Z, {az} x Z, ..., {am} x Z}.

Ak definujeme D = {Z x {a1}, Z x {as2}, ..., Z x {am}}, potom C3 = BAD
a H(D) = H(B) = H(p17p27- .. apm)

Podla vety 2.17 (str. 44) plati

H(Cy) = HB AD) < H(B) + HD) = 2.H(B)

Predpokladajme, Ze pre pokus
C, = {(ail,ai2,...,ain) | a;, € Z, pre k = 1,2,...,71}
plati H(C,) < n.H(B). Pokus C,, ma rovnaku entropiu ako pokus

C, = {(ail,a1;2,...,a,;n) X Z | a; € Z, prek:l,?,...,n}

Oznacéme

Cui1 = {(ail,ah,...,ainﬂ) | a;, € Z, pre k = 1,2,...,n+1},
D= {Z” x {a1}, Z" x{as}, ..., Z" x {am}},

potom

H(Cpns1) = H(C, AD) < H(C.) + HD) < n.HB) + HB) = (n+ 1).H(B)
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Vidime, ze v pripade stacionarneho zdroja, ktory nie je nezavisly, je priemerna
1
entropia na jedno pismeno —H(C,,) vZdy mensia ako entropia prvého pismena.

To nés vedie k myslienke, definovat entropiu zdroja ako priemernt entropiu na
jedno pismeno pre velmi dlhé slova.

Definicia 3.5. Nech Z = (Z* P) je zdroj informécie. Entropiu zdroja Z

definujeme ako

1
H(Z)=-lim — . Y P(xy,a2,...,2).logy(P(1, 22, ..., Tp)). (3.6)

Pre stacionarny nezavisly zdroj Z = (Z*, P) vypocitame entropiu lahko. Plati
totiz nasledujtca veta.

Veta 3.1. Nech (Z*, P) je staciondrny nezavisly zdroj. Potom

— Y P(x).log, P(x). (3.7)

reZ

Dokaz. Plati:

Z P(x1,22,...,2Tp). 10ge(P(z1, T2y ..., 2p)) =
(Z1y..,xn)EZ

= > P(x1).P(x2),..., P(xn).[logy P(x1) +logy P(x2) + -+ - +logy P(xn)] =

= Z P(x1).P(z2),..., P(z,).logy P(z1)+

(1420 EZ
+ > P(x1).P(x2),..., Plas). logy P(a2)+
(1420 )EZ
P ce
+ > P(x1).P(z2),...,P(x,). log, P(x,) =
(Z1,y..,xn)EZ
= > P(z1).dogy P(x1) . > Plag).P(as),..., Plan)+-- =
r1€Z (z2,...,xn)EZ

= Z P(z1).logy P(x1)+ Z ).logy P(z2)+-- -+ Z (23).logy P(x3) =

r1E€EZ T2E€EZ r3€Z

=n. ZP Jdog, P(x).

reZ
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Z posledného vyrazu uz vyplyva tvrdenie vety. ]

Ak je zdroj len staciondrny, limita (3.6) vobec nemusi existovat.

Veta 3.2. Shannon — Mac Millan. Nech Z = (Z*, P) je staciondrny nezdvisly
zdroj. Potom k lubovolnému e > 0 existuje prirodzené éislo n(e) také, Ze pre vietky
n > n(e) je

1
P{xl,...xn ezm | ‘g.logQP(xl,...xn)—i—H(Z)‘ 25} <c (38

Dokaz. Tuto vetu uvadzame bez dokazu. [ |

Oznacéme

1
E(n,e) = {xh...xn ez" | ‘E.logZP(xl,...xn) —|—H(Z)’ < 5} (3.9)

Shannonova — Mac Millanova veta hovori, ze pre kazdé € > 0 existuje mnozina
E(n,¢), pre ktora plati P(E(n,e)) > 1 —e.

Plati:
1
(x1,...,2n) € E(n,e) < —e< Elog2P(x1,...,xn)+H(Z) <e =
— —n(H(Z)+e) <logy P(x1,...,2,) < —n(H(Z) —¢) —
— 2 HE) < Py, ... x,) < 27 EHE) 7

Nech |E(n,¢)| je poCet prvkov v mnozine E(n,e). PretoZe pravdepodobnost

.....

1> P(E(n,e)) > |E(n,¢e)].2 " HE)+e),
Na druhej strane je pravdepodobnost kazdého prvku mnoziny E(n,e) mensia nez
2—n(H(Z)=¢) 4 ¢oho

1—e < P(E(n,e)) < \E(n76)|.27n(H(2)7s).

7 tychto nerovnosti dostavame nasledujiice ohranicenia:
(1 —¢).2nHE)=8) < |E(n, )| < 2nH(E)+9) (3.10)

Mnozina vietkych slov dizky n sa teda rozpadne na vyznamni mnozinu E(n,¢),
ktora ma priblizne 2#(2) slov, ktorych pravdepodobnost sa maélo ligi od 27(2)
a na zvySok slov s bezvjznamnou celkovou pravdepodobnostou.
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Slovencina pouziva 26 pismen abecedy bez diakritiky a 15 pismen s diakritikou
a,¢,d,é,1,1, 1,1, 6,0, 5, £, 4, ¥, 2. Naviac sa pouzivaji aj interpunkéné znamienka
(¢iarka, dvojbodka, bodkoéiarka, pomlcka, uvodzovky, bodka, vykriénik, otdznik
a medzera). Aj ked prijmeme ndmietku, Ze slovenc¢ina by vystacila bez pismen
q, w, X, potrebuje jej abeceda Z minimélne 40 znakov. (A to eSte nepouzivame
velké pismend.) Entropia slovenéiny uréite neprevysi ¢islo 2. Podet vSetkych 8-
znakovych slov abecedy Z je teda 408, |E(8,¢)| odhadneme na 282 = 216,

16

2
Je =—— =6.1078
¢ 108

Mnozina FE(8,¢) vyznamnych 8-znakovych slov obsahuje priblozne 6 miliéntin
percenta poctu vSetkych 8-znakovych slov.

3.4 Produkt informac¢nych zdrojov

Definicia 3.6. Majme dva informa¢né zdroje 2, = (4*, P), 25 = (B*, Ps).
Produktom zdrojov 21, Z2 nazveme zdroj Z; x Z; = ((A x B)*, P), kde (A x B)
je kartézskym stG¢inom mnozin A a B (t. j. mnozinou vSetkych usporiadanych
dvojic (a,b), kde a € A, b € B) a kde P(e) = 1 (pravdepodobnost vyslania
prazdneho slova za 0 ¢asovych okamzikov) a kde

P((a17b1>,(ag,bg),...,(an,bn)) = P(al,ag,...,an).P(bl,bg,...,bn) (3.11)
pre fubovolné a, € A, b; € B, 4,5 € {1,2,...,n}.

Veta 3.3. Produkt zdrojov Z,, Z5 je korektne definovany, t. j. pre pravdepodob-
nost P plati (3.1), (3.2), (3.3) z definicie zdroja 3.2.

Dokaz. Vztahy (3.1), (3.2), (3.3) z definicie zdroja 3.2 (str. 46) prepiSeme
nasledovne:

1. Ple)=1 (3.12)
2. > P((a1,b1), (az,b), ..., (an,by)) =1 (3.13)

(a1,b1),...,(an bn)E(AXB)™
3. Z P<<a17b1)7(aQ’b2)’"'7(anabn)a(p1aq1)7~-~7(pm7Qm)) =
(p1,91) -+, (Pm+qm ) E(AX B)™
:P((a17b1>,(G;Q,bg),...,(an,bn)) (3.14)
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Prvy vztah vyplyva z definicie 3.2 zdroja Z; X Z5. Dokézeme platnost tretieho
vztahu.

> P((a1,b1), (a2,02), -, (@ns by)s (P15 G1)s - - s (Prns ) =

(P1,q1),-+,(Pm,am) E(AX B)™

= Z Z P(ay,...,an,p1y- -y Pm)-P1, .. bnyq1y .oy Pm) =

P1P2---Pm EA™ q1q2...¢m EB™

= Z P(at,...,Qn,D1,- -, Pm) Z Py, b, @iy sPm) =

P1P2...PmEA™ q1q2...qmE€B™
= P(ay,az,...,a,) . P(b1,ba,...,by) = P((a1,b1), (az,b2), ..., (an,by))
Analogicky sa dokaze jdnoduchsi druhy vztah. |

Veta 3.4. Majme dva informacné zdroje Z1, Z5 = s entropiami H(Z), H(Z5).
Potom pre entropiu zdroja Z1 X Z5 plati

H(Zl X Z2> :H(Zl) —I—H(Zg) (315)
Doékaz
H(Zl X ZQ) =
.1
:nlingoﬁ Z P((al,bl),...,(an,bn)).logQP((al,bl),...,(an,bn)) =
(a1,b1),-.-,(an,bn)E(AXB)"
.1
= lim — > {P(al,...,an).P(bl,...,bn).
(a1,b1),..,(an,bn)E(AXB)™
.[logy P(a1,...,an) + logy P(b1,...,by)] } =
1
= lim — Z P(ay,...,an).P(by,...,by). logy Play,...,an) +
P (@1b1)s (b ) E(AX B
+ > P(ay,...,an).P(b1,...,by).logy P(by,... by)| =

(a1,b1),...,(an,bn)E(AXB)"

1
= lim — Z P(ay,...,a,).logy Play,...,a,) . Z P(by,...,by) +

n—oo N
a1,...,ap €A™ bi,....,bp, €B™

=1



54 KAPITOLA 3. ZDROJE INFORMACIE

+ > P(y,...,by)logy P(by, ..., by) . Y Plag,....an)| =

bi,...,by €B a1yeeyn EAR
=1
.1
= lim — E P(ay,...,an).logy Play,...,an)+
n—oo n

ag,...,an €A™

1
+ lim = )" Pby,...,by)logy P(by,...,by) = H(Z1) + H(Z,).
bi,....,bp, €B™

Definicia 3.7. Nech Z = (A*, P) je informaény zdroj. Definujme 2% = Z x Z
a dalej indukciou 2" = 2" x Z.

Zdroj Z" = Z x Z x --- X Z je zdroj s abecedou A™. Pouzitim vety 3.4 a mate-
—_—
n-krat
matickej indukcie dostaneme nasledujiicu vetu:
Veta 3.5. Nech Z je informacny zdroj s entropiou H(Z). Potom pre entropiu
H(Z™) zdroja Z™ plati
H(Z")=n.H(Z) (3.16)

Definicia 3.8. Nech Z = (A4*, P). Oznatme Z(;) = ((4%)*, P)) zdroj s abe-

cedou A*, kde Puy(ar,az,...,a,) pre a; € AR a; = ajass . .. ai, je definované
ako
P(k)(alaaZa“-;an) = P(ai1,012,. .., a1k, 021,022, - -, A2k, - - -, A1, An2; - - - 5 Onk)

Informacny zdroj Z() vznikne z informacného zdroja Z tak, Ze zo zdroja
Z budeme odoberaf kazdy k-ty okamzik celé vystupné slovo dlzky k v povodnej
abecede, pricom budeme vystupné k-znakové slovd brat ako znaky novej abecedy.

Pozor! Je podstatny rozdiel medzi Z;) a 2k Kym vystupné slova zdroja
Z (1) st k-tice po sebe idicich znakov povodného zdroja Z a ich znaky moézu byt
medzi sebou zavislé, slova zdroja Z* vznikli ako k-tice vystupov k navzajom
nezavislych identickych zdrojov so zdrojom Z a znaky v ramci jednotlivych
vystupnych slov st navzajom nezavislé.
V pripade stacionarneho nezévislého zdroja Z je vSak Z) = zZk.
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Veta 3.6. Nech Z je informacény zdroj s entropiou H(Z). Potom pre entropiu
H(Z(,y) zdroja 2 plati
H(Zu)) =k.H(Z) (3.17)

Dokaz. Plati

1
H(Z(k)) :nh—{gog Z P(k)(al,ag,...,an) =
ay,...,ap €EA"

1
= lim — E P(ag1, -y 01k, Q215 -« 3 A2y v+ s ply - - -5 Apk) =
n—oo N
aj; €A pre 1<i<n, 1<j<k

1
= lim — E P(z1,x0,...,Tpnk) =
n—oo n
T1,X2,.,Tp k EA

— k| lim > P(z1,x2,...,x01)| = k.H(Z) (3.18)

Posledna veta hovori, Ze stredné informacia na jedno k-znakové slovo — znak
zdroja Z() — je k-nasobkom strednej informaécie pripadajicej na jeden znak
povodného zdroja Z. Je to ofakévana skutoénost — ,uzatvorkovanim* vystupu
zdroja Z po k znakov sa strednd informacia pripadajica na jeden znak pévodne;j
abecedy zdroja Z nezmeni.

3.5 Informacny zdroj
ako sucéin priestorov s mierou*®

Aj ked pomocou modelu z predchddzajicej kapitoly dokdZeme odvodit vSetky
potrebné vlastnosti zdrojov, mé tento model isté nedostatky. Jednym z nich je,
Ze systém funkcii P(x1, 2, ..., %, ) sa nedd interpretovat ako pravdepodobnostné
miera na mnozine Z* vsetkych slov abecedy Z.

Existuje model, ktory tento nedostatok nema, vyZzaduje vsak pouzitie aparatu
tedrie miery.

Nech Z = {a1,as,...,a,}. Ozna¢me

Q= ﬁ z (3.19)

1=—00
mnozinu vS8etkych postupnosti prvkov z mnoziny Z tvaru

w = (...,W_Q,w_l,WO,wl,CUQ,.-.)
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Na mnozine €2 definujeme pre kazdé celé ¢islo ¢ nahodnt funkciu X; predpisom
X,L' (w) = W;.
Nech Ei, Es, ... Ej st podmnoziny mnoziny Z. Cylindrom nazveme mnozinu

CTL(E17E27"'7E]€) =
={w | Xp(w) € By, Xpp1(w) € By, Xpyi1(w) € By}

Nech z1,22,...,2; je lubovolnd koneénd postupnost prvkov z mnoziny Z. Ele-
mentarnym cylindrom nazveme mnozinu

ECn(x17x27 ctt 7Ik) =

= {w | Xn(w) =1, X,H_l(t.U) =22,..., Xn+k_1(w) = xk}

Vsimnime si, Ze mozno pisat

Cn(Er,Eoy...,Ey) =X ZXZX{E1} x{Eo} X -+ x{Ex} X ZXZx ...,
resp.
EC,(z1,22,...,x5) = X Z X Z x{z1} x{zo} x - x{xp} x Z x Z x ...
Elementarny cylinder EC, (x1,22,...,z;) predstavuje situdciu, kedy zdroj
v Case n az n+ k — 1 vysle slovo (z1, 22, ..., zk).

Oznac¢me Fy mnozinu vSetkych cylindrov. Mnozina F; obsahuje prazdnu
mnozinu (napriklad cylinder C;(0) je prazdny), obsahuje Q (pretoze C1(Z) = Q),
je uzavretd na konecCené prieniky a na konecené zjednotenia. Preto existuje
najmensia g-algebra F podmnozin priestoru €2 obsahujuca Fy.

Definicia 3.9. Informaénym zdrojom s abecedou Z nazveme pravdepodobnostny
priestor Z = (Q, F, P), kde Q = [[;~__ Z, F je najmensia o-algebra podmnozin
priestoru € obsahujica vsetky cylindre a kde P je nejakd pravdepodobnostna

miera na o-algebre F.

Pretoze kazdy cylinder mozno napisat ako zjednotenie elementdrnych cylindrov,
stadilo by definovat F ako najmensiu o-algebru obsahujicu vSetky elementérne
cylindre.

Definiciou 3.9 sme dosiahli, ¢o sme chceli. Mame pravdepodobnostny priestor,
v ktorom je vyslanie lubovolného slova v Tubovolnom ¢ase javom (elementarnym
cylindrom) a na ktorom sa daji véeobecne modelovat a studovat rézne vlastnosti
zdrojov.
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Definicia 3.10. Nech (Q, F, P) je pravdepodobnostny priestor, nech T': Q@ — Q
je vzajomne jednozna¢né zobrazenie na 2. Pre A C  ozna¢me

T'A={w|T(w) e A} T(A) ={T(w)| we A}. (3.20)
Indukciou moézeme definovat 7" A takto: T~ A je definované v (3.20). Majme
definované T~" A, potom definujeme T~ ("*D A = T-1(T~"A).
Hovorime, Ze zobrazenie T je meratelné, ak pre kazdé A € F je T~ 1A € F.

Hovorime, Ze zobrazenie T zachovdva mieru, ak T' je meratelné zobrazenie a ak
pre kazdé A € F je P(T1A) = P(A).

Hovorime, ze T je premiesavajlice zobrazenie, ak T je vzadjomne jednoznac¢né,
zachovava mieru a pre lubovolné dve mnoziny A, B € F je

lim P(An T "B) = P(A).P(B). (3.21)
Hovorime, ze mnozina B € F je T-invariantna, ak T~ !B = B.

Hovorime, ze T je ergodické zobrazenie, ak T' je vzajomne jednoznac¢né, zachovava
mieru a vSetky jeho invariantné mnoziny majt mieru 0 alebo 1.

Veta 3.7. Nech T je premiesavajuce zobrazenie. Potom T je ergodické zobraze-
nie.

Dokaz. T je vzdjomne jednoznacéné a zachovava mieru. Treba dokézat, Ze jediné
T-invariantné mnoziny s mnoziny miery 0 alebo 1. Nech B € F' je T -invariantna.
Potom

lim P(AN T~ 'B) = P(A).P(B)
P(ANnB)=P(A).P(B) prekazdé AcF
P(BN B) = P(B).P(B)
P(B) = (P(B))?

Veta 3.8. Ergodicka veta. Nech T je ergodické zobrazenie na pravdepodob-
nostnom priestore (Q, F, P). Potom pre kaZdi mnoZinu A € F a pre skoro vietky
w € Q plati

Jim =37 v (T'(w) = P(A), (322)

kde xa(w) je indikdtor mnoZiny A, t. j. xa(w) =1, ak w € A, inak xa(w) = 0.

Dokaz. Dokaz vety je zlozity, ¢itatel ho najde v [3]. [ |
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Definicia 3.10 a vety 3.7, 3.8 platia pre vSeobecné pravdepodobnostné pries-
tory. Vrafme sa teraz k informa¢nému zdroju Z = (Q, F, P), kde © je mnozinou
vSetkych z oboch stran nekoneénych postupnosti znakov konecnej abecedy Z. Na
mnozine €2 definujeme vzajomne jednoznacné zobrazenie T', ktoré nazveme posun
predpisom

Xn(T(w)) = Xni1(w) (3.23)
w = ...,W_2,W_1,Wp,W1,W2,...
T(w) = ...,W_1,Wy ,W1,W2,W3,...

Zobrazenie T ,,posunie“ postupnost znakov w o jedno miesto dolava.

Je este jeden pohlad na zobrazenie T'. Nech T"(w je n-krat aplikované zobra-
zenie T, teda
T w)=T(T(...T(w)...)).

n-krat

Exaktne mozno definovat indukciou T'(w) = T(w), T (w) = T(T"(w)).
Xo(w) je znak postupnosti w vyslany zdrojom v fase 0, Xo(T(w)) je znak
postupnosti w vyslany zdrojom v ¢ase 1, Xo(T?(w)) je znak postupnosti w
vyslany zdrojom v case 2 atd.

Majme cylinder C,,(E1, Ea, ..., Ey), potom

T 'C.(Ey, Fs,...,Ey) = Cpi1(Er, Ea, ..., Ey),
T~™C,(E1, Fa,...,EL) = Coym(Er, By, ..., Ey).

Zobrazenie T spolu s pravdepodobnostnou mierou P podstatne charakterizuje
vlastnosti zdroja, preto za zdroj mézeme povazovat Stvoricu Z = (Q, F, P,T).

Definicia 3.11. Hovorime, Ze zdroj Z = (Q, F, P,T) je staciondrny, ak posun T
je mieru zachovavajice zobrazenie.

Veta 3.9. Nech Fo je algebra generujica o-algebru F. Nech T—1A € F
a P(T7YA) = P(A) pre kazdé A € Fy. Potom je T mieru zachovice zobraze-
nie.

Dokaz predchadzajicej vety vyZzaduje znalost postupov tedrie miery, preto ho
neuvadzame. Pre pristup k modelovaniu zdrojov pomocou aparatu teérie miery je
vSak tato veta typickd tym, ze v mnohych pripadoch staéi dokézat nejaki vlastnot
miery alebo zobrazenia T pre prvky generujicej algebry Fy a prostriedky tedrie
miery dokazu tieto vlastnosti pre vSetky javy zo o-algebry, generovanej algebrou
Fo. Désledkom tejto vety je, Ze pre ddkaz stacionarity zdroja Z staci ukézat, ze
posun 7T zachovéava mieru cylindrov.
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Priklad 3.1. Majme zdroj Z = (Q,F, P,T) s kone¢nou abecedou
Z = {a17a27' . 'aar}'

Nech st dané pravdepodobmnosti py = P(a1), p2 = P(az2),..., pr = P(a,),
>, pi = 1. Mieru P definujeme mnozinou jej hodnot na vSetkych elementarnych
cylindrov predpisom

P(ECn(ail,aiz, N ,aik)) = DPi1DPigs -+ Pig- (324)
Tato mieru fahko rozirime na algebru Fy vSetkych cylindrov
P(C'n(El7 Es, ..., Ek)) = P(Ey).P(Es)..... P(Ey). (3.25)

Veta 3.10. Nech Fy je algebra generujica F. Ak T1*A € F a P(T71A) = P(A)
pre vsetky A € Fo, potom je T zobrazenie zachovajice mieru.

Tedria miery teda zarucuje existenciu jedinej miery P na F splitujicej (3.24).
Niekedy sa zobrazenie T na prave popisanom pravdepodobnostnom priestore
nazyva Bernouliho posun. Prislusny zdroj je stacionarnym a nezavislym zdrojom.
Otazkou je, ¢i je Bernouliho posun ergodickym zobrazenim. Vezmime dva cylindre
A =C4(E1,Es,...,Ey), B=Ci(F1,Fs,...,F). Ak je n dostatoéne velké, bude
maf mnozina ANT ™A tvar

ANT™"B =
= XILIXIZXEIXFEyX - XE,XZX - XLIXFIXFyX-- - XFIXZXZ...

¢o je vlastne cylinder Cs(E1, Fs, ..., Ey, Z,...,Z, F1, Fs, ..., F}), ktorého prav-
depodobnost je podla (3.25) Hle P(E;). Hé‘:l P(F;) = P(A).P(B). Ak A, Bst
cylindre, mame

lim P(ANT"B) = P(A).P(B) (3.26)
Opit si pomdzeme vetou z tedrie miery.
Veta 3.11. Nech Fy je algebra generujica o-algebru F. Ak (3.26) plati pre vietky
A, B € Fy, potom je zobrazenie T premiesavajice.

Bernouliho posun je premiesavajice a teda aj ergodické zobrazenie.

Priklad 3.2. Nech Q, F, T st ako v predchadzajicom priklade, ale nech P

je teraz vSeobecna pravdepodobnostnd miera na F takd Ze sa zachovava pri
zobrazeni T. Povedat, ze T zachovava mieru P je ekvivalentné s tvrdenim, Ze

P{w | X (w) € By, Xps1(w) € Ba, ..., Xppio1(w) € By, } (3.27)
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nezavisi na n, ¢o je ekvivaletné s definiciou stacionarity ndhodného procesu
o0

Pretoze mnozina vSetkych kone¢njch zjednoteni disjunktnych elementarnych cy-
lindrov tvori algebru generujicu o-algebru F, je miera P na F jednoznacne ur-
¢ené svojimi hodnotami

P(a:l,xg, . ,xk) = P{w ‘ Xn(w) = .131,X7L+1(w) =X2,... ,Xn+k_1(w) = J?k}

PretoZze musi platit (3.27) a pretoze T zachovava mieru, musi byt 329
1. P(xy,22,...,25) >0 (3.29)
2. ZP(xl,x2,...,a:k,x):P(xl,xg,...,xk) (3.30)
3. zr: P(z) =1 (3.31)
4. ip(l',l‘l,l’g,...,.’lﬁ}g):P<$1,ZL‘2,...,SL‘]€) (3.32)

Naopak, ak mame systém funkcii P(xq,...,zx) spliiujicich (3.29), (3.30), (3.31)
a (3.32), potom existuje jedind miera P na F, ktord sa zachovava pri zobrazeni
T a pre ktoru plati (3.28).

Definicia 3.12. Hovorime, Zze matica II = (g;;) typu r x r je stochasticka
matica, ak ¢;; > 0 pre vSetky 7, j také, ze 1 < i <r, 1 < j <r a plati

-
Z(h’j:l pre kazdé i = 1,2,...,r.
j=1

Hovorime, Ze mnozina indexov Z C {1,2,...,r} je uzavreta, ak

Y gij=1  prekaidéieT.
JjeI

Nech IT = (g¢;;) je stochastickd matica typu r x r. Hovorime, Ze matica II je

rozlozitelna, ak existuje uzavretd mnozina indexov Z C {1,2,...,r} taka, Ze
IT#{1,2,...,r}.

Hvorime, %e matica Il je nerozloZitelna, ak jedinou uzavretou mnozinou indexov
je mnozina {1,2,...,r} vSetkych indexov.

Priklad 3.3. Nech IT = (g¢;;) je stochastickd matica typu r x r, ktorej riadky
a stlpce zodpovedaji prvkom abecedy Z. Nech p = (p1,p2,...,pr) je taky
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riadkovy vektor, pre ktory je p.II = p. Na maticu IT nekladieme Ziadne dalsie
predpoklady. Definujme

P(z1,22,...,Tk) = Py -Qzy 0 -Quozg- - - - - Qo 12n (3.33)

Lahko overime, ze funkcie P () definované v (3.33) spliaju (3.29), (3.30), (3.31)
a pretoze p.II = p, plati aj (3.32). Existuje teda miera P na F, pre ktort
plati (3.28). Zobrazenie T na priestore Z = (Q,F, P,T) nazveme Markovskym
posunom, zdroj Z nazveme Markovskym zdrojom.

Z(j’-f) pravdepodobnost, Ze zdroj po vyslani znaku a; po k krokoch
" . k S
vysle znak aj, t. j. P{X1 = a;, Xpq1 = a;} = pi.qgj), q,g.)) =1, ak ¢ = j, inak

qg.)) = 0. Dalej ozna¢me

Oznaéme q

1 n—1 *)
. k
o = Jun, 5 dy

Pre takto definovany zdroj plati nasledujtca veta, ktort uvedieme bez dokazu.

Veta 3.12. Nasledujice styri tvrdenia su ekvivalentné

a) Zobrazenie T je ergodické.
b) Veliciny s;; nezdvisia od i.
¢) Matica IT je nerozloZitelnd.

d) Pre lubovolné i, j je s;; > 0.

Ergodicita zdroja je velmi silné vlastnost. Pre ergodické zdroje vzdy existuje
entropia. Pre ergodické zdroje plati Shannonova — Mac Millanova veta (ktort
sme doteraz formulovali len pre staciondrny nezéavisly zdroj).

Ako sme uz ukazali, pisany jazyk (napr. slovencina) je sice s istym priblizenim
staciondarnym zdrojom, ale ani zdaleka nie je nezévislym zdrojom. Ak javy A, B
st dve slova (t. j. elementarne cylindre), potom T~ "B s velkym n predstavuje
jav, ze slovo B bude vyslané v dalekej budiicnosti. D4 sa predpokladat, Zze ¢im
a slova T~"B, tym menej bude jav T~ "B zavisiet od javu A. Moézeme teda
predpokladat, Ze lim, ..o P(ANT "B) = P(A).P(B), a teda Ze zobrazenie T je
premiesavajice, z ¢oho vyplyva ergodicita zobrazenia T'. Pisany jazyk mozeme
teda s dobrym priblizenim povazovat za ergodicky zdroj informaécie.
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Kapitola 4

Kodovanie

4.1 Prenosovy retazec

Vseobecné schéma prenosového retazca je nasledujtca:

Zdroj signalu | — | Kéder | — | Prenosovy kanal | — | Dekdder | — | Prijimac

Zdroj signalu, prenosovy kanal a prijimacie zariadenie mo6zu pracovat v iplne
inych abecedach. Vysielacie stidio ma hudobnu skladbu ulozenti na CD nosici
— teda v binarnom kéde. Aby ju mohlo vysielat FM prenosom, musi z tohoto
bindrneho kédu vytvorit vysokofrekvenény signal (okolo 100 MHz, ¢o je signél,
ktorym pracuje prenosovy kandl), ¢o nie je ni¢ iného, ako zakédovanie. Radiovy
prijima¢ prijme FM signal a spracuje ho do koneénej podoby zvukovych vin -
dekdéduje signal kanalu.

Ak chceme preniest spravu pomocou baterky schopnej vydéavat len signaly
bodka, c¢iarka a medzipismenovd medzera, musime prendSany text upravif -
zakédovat pomocou napr. Morseovej abecedy do tychto znakov.

Hlavnym dévodom kédovania sprav je prispésobenie abecedy zdroja abecede
prenosového kanala. Pritom vSak mézeme mat i dalSie ciele — napriklad chceme,
aby zakédovana sprava bola ¢o najkratsia (kompresia sprav). Na druhej strane
mozeme ziadaf, aby bolo mozné poznaf, ¢i v zakédovanej sprave nedoslo be-
hom prenosu k jednej alebo viacerym chybam, resp. aby zakédovana sprava bola
odolné voci jednej ¢i viacerym chybam pri prenose. Naviac chceme, aby kom-
presia, zistovanie chyby, ¢i odstratiovanie chyby boli vypoétovo ¢o najjednoduch-
gie. Jednotlivé poziadavky st protichodné a nie je vzdy jednoduché zaistit ich

63
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samotné, nie to eSte v kombinécidch. Kédovanie nemé za ciel utajenie spravy,
preto je nutné rozlisSovat ho od $ifrovania — kryptografie, ktorych ciefom ochrana
a utajenie dat.

Problémami kdédovania, kompresie dat, kédov odhalujicich chyby a samo-
opravnych kédov sa zaobera tedria kédovania, ktorej zaklady uvedieme v tejto
kapitole.

4.2 Abeceda, kéd a kdédovanie

Nech A = {aj,as,...,a,} je konetnéd r-prvkovd mnozina. Prvky mnoziny A
nazveme znakmi, mnozinu A abecedou. Mnozinu
(o]
A=A
i=1

nazveme mnozinou vsetkych slov abecedy A. Dl7ka slova a € A* je podet
znakov slova a.

Na mnozine slov abecedy A zavadzame binarnu operaciu zretazenia slov:
Ak b =biby...by, c =cica...cq st dve slova z A*, potom definujeme

blc =b1be...bycica ... ¢4

Zretazenia slov piseme bez medzery, ¢i iného oddelovacieho znaku. Kazdé slovo
mozeme povazoval za zretazenie jeho Gasti Tubovolnym sposobom, ako sa ndm
hodi. Tak napriklad 01010001 = 0101|0001 = 010]100|01 = 0]|1]0|1]0/0]0|1.

Nech A = {aj,a2,...,a,}, B = {b1,ba,...,bs} st dve abecedy. Kédovanie

je zobrazenie
K:A— B*,
t. j. predpis, ktory kazdému prvku abecedy A priradi slovo abecedy B. Abeceda
A je zdrojova abeceda, jej znaky st zdrojové znaky, abeceda B je kédova
abeceda a jej znaky st kédové znaky. Mnozinu vSetkych slov kédovej abecedy
typu
K={b|b=K(a), ac A} = {K(ar), K(az),..., K(a,)}

nazveme kédom, kazdé slovo z mnoziny K je kédové slovo ostatné slova
z abecxedy B st nekédové slova. Vyznam maju iba prosté kédovania, t. j.
také, kde réznym zdrojovym znakom a;, a; € A zodpovedaji rozne kédové slova
K(a;), K(aj), preto budeme vzdy predpokladat, ze zobrazenie K je prosté.
Kazdé kédovanie K moézeme rozsirit na kédovanie K* zdrojovych slov predpisom

K*(ai,aiy - - .i,) = K(ai,)|K(ai,)|. .. |K(ai,)
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Kdédovanie K* je vlastne kédovanim znak po znaku.

Kédovanie moze roznym znakom priradit kédové slova roznej dizky. Casto sa vsak
stretdvame s kédovaniami, u ktorjch vietky kédové slova maji rovnaka dizku.
Blokové kédovanie (dizky n) je také kédovanie, ktoré vietkym zdrojovym
znakom priradi kédové slova rovnakej dlzky n.

Priklad 4.1. Nech A = {a,b,¢,d}, B = {0,1}, nech K(a) = 00, K(b) =
01, K(c) = 10, K(d) = 11. Potom spravu aabd (t. j. slovo v abecede A) za-
kédujeme ako K*(aabd) = 00000111. Ak na strane prijimaca dostaneme slovo
00000111 a pozname zobrazenie K, vieme, ze kazdy znak zdrojovej abecedy bol
zakédovany do dvoch znakov kédovej abecedy, a teda jediné mozné rozdelenie
prijatej spravy na kédové slova je 00/00|01|11, ¢o vedie k jednoznaénému deké-
dovaniu spravy. Kédovanie K je blokovym kédovanim dlzky 2.

Priklad 4.2. Studenti st hodnoteni zndmkami 1, 2, 3, 4. Vieme, Ze najéastej-
Sia znamka je 2 a potom 1. Na zakdédovanie Styroch znakov zdrojovej abecedy
A = {1,2,3,4} by stadili dva znaky binérnej kédovej abecedy B = {0, 1}. Pre-
toze vSak trojky a Stvorky sa vyskytuji zriedkavo, a dvojky zas velmi casto,
chceme dvojkdm dat ¢o najkratsie kddové slovo. Navrhneme preto toto kédova-
nie: K(1) = 01, K(2) = 0, K(3) = 011, K(4) = 111. Sprava 1234 bude za-
kédovand ako 01|0/011|111. Ak budeme postaveni pred tlohu dekédovat spravu
010011111, budeme musiet postupovat od zadu. Ak napriklad dostaneme ¢ias-
toéna spravu 01111 . .., nevieme, ¢i bola vyslana ako 0[111]1. .., alebo 01]111...,
alebo 01111 ..., nemoZeme ho preto dekddovat znak po znaku.

Definicia 4.1. Hovorime, Ze kédovanie K : A — B* je jednoznaéne dekddo-
vatelhé, ak zo znalosti zakédovane]j spravy K*(aja; ...a,) modzeme vzdy urdit
zdrojova spravu aia; ... ay, t. j. ak je zobrazenie K* : A* — B* prostym zobra-
zenim.

Priklad 4.3. Rozsirme zdrojovi abecedu z prikladu 4.2 na A = {1,2,3,4,5}
a definujme kédovnie K (1) = 01, K(2) = 0, K(3) = 011, K(4) = 111,
K(5) = 101. Majme spravu 0101101. Pre dekdédovanie by sme ju mohli rozdelit
nasledovne: 0/101]101, 01|01]|101, 01|011]|01, pri¢om tieto delenia zodpovedaju
zdrojovym slovam porade 255, 115, 131. Vidime, Ze napriek tomu, ze kédové
zobrazenie K : A — B* je prosté, prislusné zobrazenie K* : A* — B™* prosté nie
je. K nie je jednoznacne dekédovatelné kédovanie.

4.3 Prefixové kédovanie a Kraftova nerovnost

Definicia 4.2. Prefixom slova b = b1by...b; nazveme kazdé zo slov
b1, biba,..., bibs...bg_1, bibs...bx. Kédovanie resp. kdd sa nazyva prefixové,
ak ziadne kédové slovo nie je prefixom iného kédového slova.
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Vsimnime si, ze kazdé blokové kédovanie je prefixovym kédovanim. Rozsire-
nym prefixovym kédovanim, s ktorym sa vSetci dennodenne stretavame, je prira-
denie telefénnych ¢isel staniciam v sieti Slovenskych telekomunikécii. Telefénne
¢isla nie st blokovym kédom, pretoze &isla stanic maju roznu dizku — napr, 120
— informacie resp. 155 — zachranna sluzba st len trojmiestne, ale pre vsetky sta-
nice s troma dekadickymi ¢islicami nevystacime. Cislo Ziadnej telefénnej stanice
nemoze zacinat ¢islom inej stanice, pretoze by sa v priebehu vytacania dlhsieho
¢isla vzdy ohlésila stanica s prefixom. Tak napriklad ¢islo 120 je vyhradené pre
informécie, a Ziadne iné telefénne ¢islo v sieti Slovenskych telekomunikacii nema
¢islo typu 120XXX.

Prefixové kédovanie je jediné kddovanie, ktoré mozeme dekédovat znak po
znaku — t. j. v priebehu prijimania spravy (a nemusime ¢akat na prijatie celej
spravy). Dekédovanie prijatej spravy robime tak, Ze v nej ndjdeme najmensi pocet
znakov zlava, ktoré tvoria kédové slovo K (a) niektorého zdrojového znaku a, tieto
znaky dekdédujeme, zrusime dekédované znaky z kédovanej spravy a pokracujeme
dalej rovnakym sposobom.

Veta 4.1. Kraftova nerovnost. Majme zdrojovi abecedu A = {ay,as,...,a,}
s r znakmi, kddovi abecedu B = {by,ba,...,b,} s n znakmi. Prefixovy kdd
s dlZkami kddovych slov di,ds, ..., d, existuje prdve vtedy, ked

n~h Tl T <1 (4.1)

Dokaz. Nech plati Kraftova nerovnost (4.1). Usporiadajme znaky zdrojovej
abecedy tak, aby platilo d; < dy < -+ < d.. Za K(a;) zvolme Iubovolné
slovo abecedy B dlzky d;. Predpokladajme, Ze uz mame priradené kédové slova
pozadovanej dlzky K(a;), K(az2), ..., K(a;). Pri volbe kédového slova K (a; 1)
dlzky d;,1 sa musime vyhnat n(%+1=9) slovam dlzky d;,;, ktoré maji prefix
K(a;), n\4i+1=492) slovam dlzky d; 1, ktoré maji prefix K(a;;1) atd. az n(di+1—d:)
slovam dlzky d;. 1, ktoré maju prefix K (a;), pricom vetkych slov dlzky d;,; je

n+1. Podet zakazanych slov je teda

pldivi—d1) | p(divi—d2) o 4 p(div1—di) (4.2)
Ked7e plati (4.1), tym skor plati pre prvych i + 1 ¢lenov lavej strany (4.1):
I o e R A EALI (4.3)
Po vynésobeni nerovnosti (4.3) ¢islom n%+1 dostéavame
pldiv1—d) o p(dipai—da) o 4 pldig1i=di) 4 1 < pdit1 (4.4)

Podla (4.4) je pocet zakdzanych slov aspoii o 1 slovo mensi, nez pocet vSetkych
slov dizky d; 41 a preto mdzeme toto slovo definovat ako kédové slovo K (a;y1)-
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Majme prefixovy kéd s dizkami dy,do, ..., d,. Predpokladajme d; < dy <
... < d,. Existuje n slov dlzky d,, ktorymi mozno zakédovat pismeno a,. Pre
kazdéi =1,2,...,7—1 jeslovo K (a;) prefixom n(¢~%) slov dizky d,. — tieto slova
st pre vyber slova K (a,) zakdzané (inak by totiz kéd nebol prefixovy). Pretoze
aj pre slovo K (a,) sa uslo jedno kédové slovo dlzky d,., musi platit:

pldr=d) 4 pldr=da) L 4 pldr=droa) 4] < pdr (4.5)

Vydelenim nerovnosti (4.5) éislom n?" dostavame pozadovant Kraftovu nerov-
nost (4.1). [ |

Poznamka 4.1. Algoritmus na zostrojenie prefixového kédu s dlzkami
slov dy,ds,...,d,. Prva cast dokazu vety 4.1 je konsStruktivna, ddva ndvod na
zostrojenie prefixového kédovania, ak st dané pozadované dizky d; < dy <

- < d, kédovych slov spliiujice Kraftovu nerovnost. Za K(ay) zvolime lu-
bovolné slovo dizky di. Ked uz méme uréené K(a1), K(as), ..., K(a;), za
K(a;y1) zvolime Tubovolné slovo dizky d;;, ktoré nema ako prefix Ziadne zo
slov K(ay), K(a3),..., K(a;). Existenciu asponi jedného takéhoto slova zarucuje
Kraftova nerovnost.

Veta 4.2. Mac Millan. Pre kaZdé jednoznacéne dekddovatelné kddovanie so
zdrojovou abecedou A = {ay,as,...,a.} a kddovou abecedou B = {b1,ba,...,b,}
s dlzkami kodovijch slov dy,ds, . .., d, plati Kraftova nerovnost (4.1).

Dékaz. Majme jednoznacéne dekédovatemé kédovanie K s dlzkami kédovych slov
di <dy <---<d,. Oznaéme

c=n"M g7 4. g (4.6)

V dalsom postupe sa budeme snazit ukazat, ze ¢ < 1.

Nech k je Tubovolné prirodzené ¢islo. Majme mnozinu My, vSetkych slov kédove;j
abecedy typu b = K(a;,)|K(ai,)|...|K(a;,). Dlzka kazdého takéhoto slova b
je diy +di, +--- + d;, a je mensia alebo rovna k.d,, pretoze maximalna dlzka
kédového slova je d..

Skimajme vyraz

n

Ck _ [n—dl + n—dz 4+ n_d'r‘]k = Z Z Z n_(dil+di2+'”+dik) (47)
i1=1lis=1  ip=1

Pretoze K je jednoznacne dekddovatelné, plati pre dve rozne slova zdrojovej
) !
abecedy ajas...a;,, ajay...a;

K(ai,) K (ai,)] - - [K(ai,) # K(az,)| K (ai,)| .. | K (az,).

ik
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Preto ku kazdému slovu b = K(a;, )| K (as,)|...|K(a;,) z mnoZiny My, mozno
priradif prave jeden s&itanec n~(%i1tdi>t+div) na pravej strane (4.7) taky, ze
jeho zaporne vzaty exponent (d;, + d;, + --- + d;, ) sa rovna dlzke slova b. Ako
sme uz ukazali, maximalna dizka slova z mnoziny My, je kd,.. Ozna¢me M = kd,..
1
Vyraz na pravej strane vztahu (4.7) je polynémom stupiia M premennej — ,
n

a preto ho mozeme zapisat v tvare
M
F=sin T +son 24 F+syn M= E s;.m "
i=1

V stiéte na pravej strane (4.7) sa vyskytuje ¢len n~% prave tolkokrat, kolko slov
z mnoziny M), ma dizku i. Pretoze kédovéa abeceda ma n znakov, najviac n’ slov
z mnoziny M, moéze mat dizku i, ¢o znamena, ze s; < n’. Mdzeme teda pisat:

k= sl.n_l + 82.11‘2 + -+ SM.n_M <

<ntn Tl a4 <=1 41441 =M=kd, (48)

a teda

o

- <d, . (4.9)
Pretoze nerovnost (4.9) musi platit pre fubovolné k, musi byt ¢ < 1. |

Dosledkom Mac Millanovej vety je, Ze Ziadnym jednoznacne dekédovatelnym
kédovanim nedosiahneme kratsie dizky kédovych slov ako prefixov§m kédovanim.
KedZe prefixové kédovanie ma vela vyhod — jednoduché dekédovanie znak po
znaku, netreba cakaf na prijem celej spravy — staci sa obmedzif na prefixové
kédovanie.

4.4 Najkratsi kod - Huffmanova konstrukcia

Nech je dany staciondrny zdroj Z = (2, A, P), ktory produkuje jednotlivé znaky

zdrojovej abecedy A = {ai,as,...,a,} s pravdepodobnostami pi,ps,...,pr,
Z:=1 pi = 1. Majme prefixové kédovanie K také, ze dlzky kédovych slov
K(a1), K(a2), ..., K(a,) st dy,ds,...,d,. Potom stredni dlzka kédového

slova kédovania K je
d(K) :p1-d1 +p2.d2+'~~+pr.dr :Zpldl (4]_())
i=1

Ak kédovanim K kédujeme spréavu s velkym pocétom N znakov, modZeme oca-
kévat, ze dlzka (pocet znakov) zakédovanej spravy v abecede B bude priblizne
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N.d(K). Kedze velmi ¢asto (z hladiska prenosu alebo uloZenia spréavy) chceme,
aby zakddovand sprava bola ¢o najkratsia, hladame kédovanie K s minimélnou
strednou dlzkou kédového slova d(K).

Definicia 4.3. Majme dant zdrojova abecedu A = {ay,as,...,a,} s pravdepo-
dobnostami vyskytu p1,pa,...,pr a kédovi abecedu B = {b1,bs,...,b,}. Naj-
kratsie n-znakové kédovanie abecedy A je také kédovanie K : A — B*, ktoré
mé najmensiu stredni dizku kédového slova d(K).

Najkratsi prefixovy kdd skonstruoval O. Huffman (¢itaj hafmen) v roku 1952.
Budeme sa zaoberaf hlavne binarnym kédovanim, pretoze je z hladiska aplikécii
najdolezitejsie. Predpokladame, Ze zdrojové znaky aq,as,...,a, st usporiadné
zostupne podla pravdepodobnosti, t. j. p1 > p2 > -+ > p,..

Ak mame len dva znaky a1, as s lubovolnymi pravdepodobnostami, je siticia
jednoduché — najkratsie kédovanie je K(a1) = 0, K(az) = 1 (alebo K(ay) =1,
K(a2) =0).

Definicia 4.4. Majme abecedu s r znakmi A = {aj,as,...,a,} s pravdepo-
dobnostami znakov p1 > p2 > -+ > pr. Redukovanou abecedou abecedy
A nazveme abecedu A = {ay,az2,...,4,-1}, kde @; = a; pre i = 1,2...,r — 2,

ar—1 = a*,kdea* # Aap(a;) =pla;)prei =1,2...,7r—2, p(Gr-1) = pr—1+pr—2.

Veta 4.3. Nech A je redukovnd abeceda abecedy A, nech K je najkratsie prefixové
bindrne kodovanie redukovanej abecedy A. Potom kddovanie K definované

K(a1) = K(a1), K(az) = K(az), ..., K(ar_2)=K(ar_2),  (4.11)

K(ar—1) = K(a,-1)|0, K(a,) = K(a,)|1, (4.12)
je nagkratsim prefizovym bindrnym kodovanim abecedy A.
Doékaz. Dokéazeme najprv dve pomocné tvrdenia.

Lema 4.1. Nech A = {ay,as,...,a,} je zdrojovd abeceda s pravdepodobnostami
vyskytu znakov p1 > ps > .-+ > p,.. Potom mozno zostrojit najkratsi prefizovy
bindrny kod K" taky, Ze slovd kddové K" (ar—1), K" (a,) sa lisia len v poslednom
znaku.

Dokaz. Nech K’ je najkratsie prefixové bindrne kddovanie abecedy A. Ak ozna-
¢ime d) dizku slova K'(a;), musi platit

dy <dy<---<d. (4.13)

Ak by totiz dj > dj,, vzajomnou zamenou K'(a;) a K'(a;;1) by sme dostali
prefixové kédovanie s mensou strednou dizkou kédového slova.
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Vytvorme nové kédovanie K* tak, ze K*(a;) = K'(a;) pre vsetky
i = 1,2,...,r — 1 a K*(a,) bude to slovo, ktoré vznikne zo slova K'(a,)
vynechanim posledného znaku. Koédovanie K* vzniklo z najkratsieho
prefixového kédovania K/, samo vSak uZz nemodze byt prefixovym kédovanim,
lebo by malo mensiu strednti dizku kédového slova nez kédovanie K’. Slovo
K*(a,) musi byt preto prefixom nejakého iného slova K'(a;). (Je to totiz jediné
skratené slovo prefixového kédovnia K'). Preto d;. — 1 < d resp. d;. < d’;, aviak
vzhladom na (4.13) d; < d;,, z ¢oho méme d’; = d;.. Preto
dy<dy <. .dj=dj, = =d, (4.14)
t. j. vBetky kédové slova poéinajic slovom K'(a;) az po posledné slovo K'(a,)
majt rovnaki dizku, pricom slova K'(a;), K’(a,) sa ligia len vo svojom poslednom
znaku. Ak si tieto dve slovd posledné, t. j. ak j = r — 1, K’ je hladané
kédovanie K”. Inak z kédovania K’ zostrojime kédovanie K" tak, Ze vzdjomne
zamenime kédy znakov a;, a,_1. Exaktne zapisané K" (a;) = K'(a;) pre vsetky
i=1,2,...,r,i# 4, i#r—1, K"(a;) = K'(a,-1), K" (a,-1) = K'(a;). |

Lema 4.2. Nech K je prefixovy kod redukovanej abecedy, nech K je kdd povodnej
abecedy A = {a1,as,...,a,} s pravdepodobnostami p1,pa,...,p, , pre ktory plati
(4.11), (4.12). Oznaéme d; resp. d; dlzku slova K (a;) resp. K(a;) a d(K) resp.
d(K) stredné dlzky kédovijch slov kédovani K, K. Potom plati:

d(K) = d(K) = pr—1 + pr.

Dékaz. Pretoze plati (4.11) je d; = d; pre i = 1,2,...7 — 2. Pretoze (4.12),
dr_1 = d, = d,._1 + 1. Pre pravdepodobnosti znakov redukovanej abecedy plati
pi=piprei=1,2,...7—2, pp_1 = pr_1+pr. S vyuzitim tychto vzfahov mozeme
pisat

r—1

d(K) = Zﬁi-di =p1.di +p2.dy+ -+ prodr 2+ (pro1+pp)dr1,
i=1

d(K) = Zpi~di =pi.di+pedy+ -+ proodr_o+
i=1

+pr—1.(dr—1 + 1) + pp.(drq + 1),

odkial mame

d(K) - d(K) = (prfl +pr)~(drfl + ]-) - (prfl +pr)'dr71 = Pr—1 +p7‘
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Kone¢ne dokézeme tvrdenie vety. Nech K je najkratsi prefixovy kéd reduko-
vanej abecedy. Nech kéd K je definovany pomocu vztahov (4.11), (4.12). Aj kéd
K je prefixovy (lebo K bol prefixovy). Podla lemy 4.1 mozno zostrojit najkratsi
prefixovy kéd K" taky, ze kédové slovd K" (a,—1), K" (a,) sa lisia len v posled-
nom znaku. Ku kédu K” mozno jednoznaéne zostrojit kéd K" kéd redukovanej
abecedy, takze pr oba kédy platia vztahy (4.11), (4.12), kde namiesto K piSeme
K. Preto podla lemy 4.2 plati

d(K") = d(K") = pry+p,  &ze d(K")=d(K") +p,—1+pr

Z tych istych dovodov mozeme pisat

d(K) — d(K) = py—1 + p» dze d(K)=d(K)+ pr—1+ pr

Pretoze vSak K bol najkratsi kéd redukovanej abecedy, musi byt d(K) < d(K")
a preto 3 )
d(K) = d(K) +pr—1 +pr < d(K") + pr_1 + pr = d(K")

Pretoze K" bol najkratsi prefixovy kdd, je
d(K") < d(K).

Z poslednych dvoch nerovnosti méame d(K) = d(K”) — aj kédovanie K je
najkratsim binarnym kédovanim. |

4.5 Algoritmus na zostrojenie
Huffmanovho kédu

Budeme postupne budovat binarny koremnovy strom, ktorého listy buditi znaky
zdrojovej abecedy A. Kazdy vrchol stromu bude mat priradenti pravdepodobnost
a binarny znak 0 alebo 1

Krok 1: Zostrojme hranovoohodnoteny graf G = (V, H,p), kde V = A a kde
p(v) je pravdepodobnost znaku v. Inicializa¢ne polozme H = (). Vsetky
vrcholy z V inicializa¢ne prehlasime za neoznacené.

Krok 2: Nijdeme dva neoznacené vrcholy w, w z mnoziny V s najmensimi
pravdepodobnostami p(u), p(w). Oznackujme vrchol u znackou 0, vrchol v
znackou 1. Mnozinu vrcholov V rozsirme o vrchol z, t. j. polozme V :=V U
{z} pre nejaké x ¢ V, polozme p(x) := p(u)+p(w), H := HU{(z,u), (z,v)}
a novy vrchol = prehlasime za neoznaceny.
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Krok 3: Ak je graf G suvisly, chod na Krok 4, inak pokrac¢uj Krokom 2.

Krok 4: Teraz je graf G korefiovym stromom s listami (t. j. vrcholmi stupiia 1)
zodpovedajucimi znakom zdrojovej abecedy A. VSetky vrcholy stromu G
okrem korena st ozna¢ené bindrnymi znackami 0 alebo 1. Z korena stromu
do kazdého listu vedie jedina cesta, postupnost bindrnych znaciek vrcholov
na tejto ceste urcuje prefixovy kéd prislusného znaku.

Analogicky sa skonstruuje i n-arny Huffmanov kéd. Predpokladajme, Ze abe-
ceda A ma r = n + k.(n — 1) znakov. Keby nie doplnime abecedu A o fiktivne
znaky s nulovou pravdepodobnostou — kédové slova priradené tymto fiktivnym
znakom zostanu nevyuzité. Najdeme n znakov zdrojovej abecedy s najmensimi
pravdepodobnostami a tymto znakom priradime znaky kédovej abecedy v Tubo-
volnom poradi — budi to posledné znaky ich kédovych slov. Abecedu A zreduku-
jeme tak, Ze namiesto n znakov s najmensimi pravdepodobnostami doddme jeden
znak so suc¢tom pravdepodobnosti nahradenych znakov. Zredukovana abeceda ma
n+ (k—1).(n — 1) znakov. Ak k — 1 > 0 urobime znovu redukciu atd.

4.6 Vztah entropie zdroja
a dlzky najkratsieho kédovania

V Casti 3.3 (str. 49) bola definované entropia zdroja informécie ako

1
H(Z)=- lim — . Z P(x1,29,...,25).10gy P(x1,22,...,2,). (4.15)

n—oo M

(z1,.ees Tn)EZ
Pre staciondrny nezavisly zdroj Z s r-prvkovou abecedou A = {aj,as,...,a,}
s pravdepodobnostami znakov py,ps, ..., p, sme ukazali, (veta 3.1 na str. 50) ze

H(Z)=— Zpl. log, (ps).

Majme Tubovolné binarne prefixové kédovanie K abecedy A s dlzkami kédo-
virch slov dy, dsa, . . ., d, a so strednou dlzkou slova d = d(K). Chceme zistit vztah
medzi veli¢inami H(Z) a d pre pripad staciondrneho nezévislého zdroja.
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Mozeme postupne pisat:

W0 = St (L) S S o () 4] -
= oo (2 ] = S s (52)] -
- ynfn(3) -

- [zz _1] <o,

Prvé nerovnost v predchadzajicom postupe vyplyva z nerovnosti In(z) < z — 1
aplikovanej na x = 27% /p; , druh4 nerovnost plati preto, lebo prirodzené é&isla
d; sa dlzkami kédovjch slov prefixového kédovania a plati pre ne Kraftova
nerovnost Y ;_; 27% < 1. Plati teda H(Z) < d(K) pre kazdé prefixové (a teda
aj jednoznacne dekédovatelné) kédovanie.

IA

Zvolme teraz d; tak, aby platilo —log,(p;) < d; < —logs(p;) + 1. Potom

1 1
1og2( ><d = S <2d = 27di<p
Di Di

Pouzitim poslednej nerovnosti mézeme pisat

Zr:rdi < erpi <1
=1 i=1

Prirodzené ¢isla d; pre i = 1,2,...,r spliiuju Kraftovu nerovnost,+ a preto
existuje binarne prefixové kédovanie s dlzkami kédovych slov dy,ds, ..., d,. Pre
strednti dlzku slova tohoto kédovania plati:

d= sz d; < sz logs (p:) Zn logy (pi +Zp7 = +1

Nech dopt je dizka najkratsieho prefixového binarneho kédovania abecedy A.
Potom plati H(Z) < dept < d < H(Z) + 1.
Dokézané modzeme zhrntt do nasledujicej vety:
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Veta 4.4. Nech Z je staciondrny nezdvisly zdroj s entropiou H(Z), nech dopt
je strednd dizka kddového slova najkratsieho bindrneho prefitového kddovania
abecedy A. Potom plati:

H(Z) < dopy < H(Z) + 1. (4.16)

Priklad 4.4. Majme stacionarny nezavisly zdroj Z so zdrojovou abecedou
A = {z,y,z} s troma znakmi, ktorych pravdepodobnosti vyskytu st p, = 0.8,
py = 0.1, p. = 0.1. Kédovanie K(z) = 0, K(y) = 10, K(z) = 11 je najkratsie
binarne prefixové kédovanie abecedy A s dizkou d(K) = 1x0.8+2x0.1+2x0.1 =
1.2. Entropia zdroja Z je H(Z) = 0.922 bitu na znak. Ak mame dostato¢ne dlhy
N-znakovy zdrojovy text, potom dlzku prislusného zakédovaného textu mozno
odhadnuat éislom N x 1.2, jej dolnd hranica hranica uréend podla vety 4.4 je
N x 0.922. Dlhy zakédovany zdrojovy text bude teda v tomoto pripade o 30%
dlh$i ako dolny odhad jeho dizky uréeny entropiou H(Z).

Dal by sa najst este kriklavejsi priklad percentualnej odchylky dolnej hranice
uréenej entropiou zdroja a dlzkou optimalneho prefixového kédovania (skiiste
ps = 0.98, p, = 0.01, p, = 0.01). Pretoze ziadne jednoznac¢ne dekdédovatelné
kédovanie zdrojovej abecedy A nemoze mat mensiu strednti dizku kédového slova,
tento priklad nas nenapliia prilisnym optimizmom ¢&o sa tyka uzito¢nosti dolného
odhadu vo vete 4.4.

Kdédovanie znak po znaku vSak nie jedinym spésobom, ako zakédovat zdrojovy
text. V Casti 3.4 (str. 54) bol v definicii 3.8 k zdroju Z s entropiou H(Z)
definovany zdroj Z, s entropiou k.H(Z), ktory mé za zdrojovi abecedu mnozinu
vSetkych k-znakovych slov. V pripade, ze Z je stacionarny nezavisly zdroj, je zdroj
Z(x) totozny s produktom ZF a je je tiez staciondrnym nezavislym zdrojom. Pre

stredntt dlzku d((,’;)t kédového slova najkratsieho bindrneho prefixového kédovania

abecedy AF plati vztah (4.16) z vety 4.4:

H(Z(k)) Sdf,’;,)t < H(Z(k)) +1
kH(Z) <dS) < k.H(Z)+1

(&)

d(k)

H(Z) g"T"t < H(Z)+ % (4.17)

Préve dokadzané poznatky zhrnieme v nasledujtcej vete:

Veta 4.5. Zakladna veta o kédovani zdrojov. Nech Z = (A*, P) je staci-
ondrny nezdvisly zdroj s entropiou H(Z). Potom je strednd dizka zakddovaného
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bindrneho textu pripadajica na jeden znak zdrojovej abecedy A zdola ohranicend
entropiou H(Z). Pritom sa dd ndjst prirodzené ¢islo k a bindrne prefizové kddo-
vanie slov z A* také, Ze strednd dizka zakddovaného textu pripadajica na jeden
znak zdrojovej abecedy A je lubovolne blizko entropii H(Z).

Zakladné veta o kédovani zdrojov plati aj pre vSeobecnejsie stacionarne zdroje
Z (dokaz je vSak o Cosi zlozitejsi). Jej vyznam je v tom, Ze ukazuje entropiu zdroja
ako limitnt hodnotu strednej dizky binarne zakédovaného textu pripadajtceho na
jeden znak zdrojovej abecedy. Ukazuje sa tu, ze pojem entropie bol dobre zvoleny
a mé svoj hlboky vyznam. VSimnime si tieZ, Ze pre bindrne kédovanie vo vztahu
(4.16) vo vete 4.4 vystupuje entropia H(Z) bez prepocitavacieho koeficientu
(resp. s koeficientom 1), ¢o je dosledok toho, Ze sme Stastne zvolili ¢islo 2 za
zéklad logaritmu pri Shannonovej definicii informacie, resp. pri Shannonovej —
Hartleyovej formuli pre entropiu.

Ako sme uz ukézali, prirodzeny jazyk ani zdaleka nemoZno povaZovat za
nezévisly zdroj, jeho entropia je ovela mensia, ako entropia prvého pismena
Hy = =Y, p;log,(p;). V takychto pripadoch by sme mohli dostat kratsiu dizku
zakodovanej spravy tak, Zze by sme za znaky zdrojovej abecedy brali dvojice,
trojice, pripadne n-tice povodnej abecedy A. Huffmanove kédovanie je zédkladom
mnohych metéd kompresie tidajov, kde sa k sprave zakddovanej v blokovom
bindrnom kdde hladé efektivnejsi sposob uloZenia.

4.7 Kody objavujuce chyby

V tejto Casti sa budeme zaoberat blokovymi kédmi s n-prvkovou kédovou
abecedou a mnohokrat Specialne dekadickymi ¢islami. Do spracovanie takychto
prirodzenych kédov je byva véleneny aj Tudsky ¢initel, ktory je zdrojom ¢astych
chyb. Otézkou teraz je, ¢i je mozné néjst kéd taky, ktory by zistil, Ze pri prenose
nastala jedna, alebo aj viac chyb istého druhu. Z anglosaskej literatiry mame
udaje o relativnej pocetnosti chyb vznikajicich pisanim textov na klévesnici resp.
pisacom stroji.

e Jednoduchd chyba a — b 79%

e Susedné transpozicia ab — ba 10.2%

Skokové transpozicia abc — cba 0.8%

Blizenci aa — bb 0.6%

Fonetickd chyba X0 — 1X 0.5%
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e Ostatné chyby 8.9%

Vidime, Ze najbeznejsie ludské chyby st jednoduché chyba a zdmena poradia
dvoch susednych pismen. Medzi ostatnymi chybami méze byt aj vynechanie
¢i pridanie znaku, avsak blokovy kdéd takito chybu ihned odhali, lebo meni
dlzku kédového slova. Foneticka chyba je pravdepodobne anglickou $pecialitou
a vychddza z malého rozdielu medzi anglickymi éislovkami (napr. fourteen —
fourty, fifteen — fifty apod.).

Ak mé kédova abeceda B n znakov, potom pocet vietkjch slov dizky k je
n* — to je najvicsi mozny pocet slov blokového kédu dlzky k s n kédovymi
znakmi. Jedinym sposobom, ako na strane prijimaca zistif chybu v prijatom
slove je tento: Pre kédové slova vyuzif len ¢ast z n* moznych slov, ostatné
slovéa prehlasit za nekédové. Ak prijmeme nekédové slovo, vieme, Ze sme prijali
slovo s chybou. Problémom vsak je, ako ur¢it mnozinu kédovych slov tak, aby pri
jednej alebo i viacerych chybéach istého druhu vzniklo z kédového slova nekédové
slovo, a ako rychlo urcit, ¢i prijaté slovo je alebo nie je kédové. Pri studovani
tejto problematiky sa najskér obmedzime na jednoduché chyby, ktorym niekedy
hovorim preklepy.

Definicia 4.5. Hammingova vzdialenost d(v,w) dvoch slov v = v1vs . .. vy,
W = wiwi ...w, je poCet miest, na ktorych sa znaky slov v, w lisia, t. j.

div,w)=[{i| v #wi, i=12,...,n}.

Minimalna vzdialenost A(K) blokového kédu (K') je minimum zo vzdiale-
nosti vSetkych dvojic roznych slov kédu K.

A(K) = min{d(a,b) | a,b € K, a # b}. (4.18)
Hovorime, Ze kéd K objavuje t-nasobné jednoduché chyby, ak pri zmene
Tubovolnych ¢ znakov kédového slova u vznikne nekédové slovo.

Ak teda prijmeme nekédové slovo, hovorime, Ze sme objavili chybu. V§imnime
si, ze blokovy kéd K s minimélnou vzdialenostou A(K) = d objavuje (d — 1)-
nasobné jednoduché chyby.

Priklad 4.5 (Kéd dva z piatich). Dva prvky z piatich mozno vybrat (g) =10
sposobmi, ¢o mozno vyuzit pre kédovanie dekadickych cifier nasledovne:

1 11000 | 6 00101
2 10100 | 7 00011
3 10010 | 8 00110
4 10001 | 9 01100
5 01001 | 0 01010
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Kéd dva z piatich objavuje jednu chybu — pri zmene ktorejkolvek 0 na 1
vznikne nekédové slovo s troma znakmi 1, pri zmene 1 na 0 dostaneme nekédové
slovo obsahujiice len jeden znak 1. Kédové slovda 11000 a 10100 maja vsSak
Hammingovu vzdialenost rovnu 2, z ¢oho vyplyva, Ze kdd dva z piatich neobjavuje
vsetky 2-nasobné jednoduché chyby.

Priklad 4.6. Kéd s kontrolou parity je osembitovy kéd, kde prvych 7 bitov
je Tubovolny 7-miestny bindrny blokovy kéd a kde je posledny binarny znak
doplneny tak, aby pocet jednotkovych bitov bol parny. Kéd s kontrolou parity
objavuje jednu jednoduchti chybu, jeho minimdalna vzdialenost je 2. Princip
kontroly paritou bol velmi ¢asto pouZivany pri prenosoch a bocas sa s nim
stretneme aj v stcasnosti.

Priklad 4.7. Zdvojovaci kéd. Ide o kéd parnej dlzky, v ktorom sa kazdy znak
opakuje dvakrat. Zdvojovaci binarny kéd dizky 6 ma osem kédovych slov:

000000 000011 001100 001111 110000 110011 111100 111111

Zdvojovaci kéd mé minimdalnu vzdialenost rovna 2, objavuje jednu jednoduchu
chybu.

Priklad 4.8. Opakovaci kéd. Princiom opakovacieho kédu je niekolkondsobné
opakovanie toho istého znaku. Kédové slova st len slovd pozostavajuce z toho
istého znaku — napr 11111, 22222, ..., 99999, 00000. Opakovaci kéd K dlzky n
mé minimalnu vzdialenost AK = n a preto objavuje (n — 1)-ndsobné jednoduché
chyby. Vsimnime si, Ze za predpokladu, Ze nastali maximélne dve chyby, pri
opakovacom kéde dlzky 5 vieme zrekonstruovat povodné slovo. Ak prijmeme
10191, za predpokladu vzniku maximalne dvoch chyb vieme, ze bolo vyslané
slovo 11111.

Priklad 4.9. Medzinarodné éislo vagonu je 12-miestne dekadické ¢islo tvaru
XX XX X XXX XXX X

Prva cifra predstavuje ¢islo medzinarodného spolocenstva, druhd triedu vyhovo-
vania medzinadrodnym predpisom, v tretej a Stvrtej cifre je zakédovany vlastnik,
piata cifra obsahuje kéd zakladného triedenia voziia, dalsie trojcislie predstavuje
kéd technickej Specifikacie vozna, trojcisle od deviatej po jedenastu cifru obsahuje
poradové ¢islo voziia a poslednd dvanésta cifra je kontrolna ¢islica.
Majme ¢islo vagoéna

10203040506070809010011012

Kontroln4 ¢islica aq2 sa uréi tak, aby ciferny sacet Cisel

2(11 as 2&3 Q4 2@5 aeg 2617 as 2@9 aio 2&11 ai12
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bol delitelny ¢éislom 10. Cifry na parnych a neparnych miestach sa spracovévaji
odlisne — evidentne tu videt snahu poistit sa i proti susednej zdmene. Nech na
dvoch susednych miestach st cifry C, D, nech C je na neparnom mieste. Ozna¢me
d(Y) ciferny sucet ¢isla 2Y pre Y =0,1,...,9 . Potom

2y kY <4
5(Y) = axt =
2Y -9 akY >4

Hladajme, pre ktoré hodnoty cifier C, D sa kontrolnd ¢islica po ich susednej
zémene nezmeni. Aby sa kontrolné éislica pri susednej zdmene cifier nezmenila,
musi dat stcet 6(C) + D ten isty zvysok pri deleni desiatimi ako 6(D) + C' a teda
ich rozdiel musi byt delitelny desiatimi.

20+D-2D-C=C-D ak C<4aD<4
20-9+D-2D-C=C—-D—-9 akC>5aD<4
204D —-2D+9-C=C—-D+9 akC<4aD>5
204+9+D—-2D-9—-C=C—-D ak(C>5aD>5

5(C)+D—8(D)—C =

V prvom a Stvrtom pripade rozdiel C'— D je deliteIny desiatimi prave vtedy, ked
C = D, z ¢oho vyplyva, ze kéd rozpozna kazdu susedni zamenu takych cifier, ze
V druhom pripade ak C' > 5 a stéasne D < 4, potom 1 < (C' — D) < 9. Vyraz
5(C)+ D —06(D)—C je v tomto pripade rovny (C — D) — 9. Posledny vyraz moze
byt delitelny desiatimi len vtedy, ked C' — D = 9, ¢o moze nastat len pre dvojicu
C=9,D=0.

V tretom pripade ak C <4a D >5je0—-9=-9<(C—-D)<4-5=-1.
Vyraz §(C)+ D — (D) —C je v tomto pripade rovny (C' — D) +9. Posledny vyraz
moze byt delitelny desiatimi len vtedy, ked C — D = —9, ¢o moze nastat len pre
dvojicu C' =0, D = 9. Vidime, Ze rovnica

§y(C)+D—-6(D)—C=0 mod 10

ma len dve rieSenia, ato C=0,D=9aC =9, D =0.

Kédovanie vozinov teda objavi jednu jednoducht chybu alebo jednu susednt
zédmenu dvojice znakov roéznej od 09 a 90. Ak sa v éisle vozna kdekolvek zameni
dvojica 09 za 90, resp. 90 za 09, kontrolna cislica sa nezmeni a teda kéd takito
chybu nezisti. Objavovanie ktorejkolvek susednej zameny sa vSak konstruktérom
tohoto kédu nepodarilo zaistit.
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4.8 Elementarne metédy objavovania chyb

4.8.1 Kody s kontrolnou rovnicou mod 10

Pre dekadické kédy urc¢ime kontrolnt ¢islicu a,, z rovnice

n—1
an = — Zwi.ai mod 10.

i=1
Tento pristup mozno eSte trochu zovseobecnit tak, Ze kédové slové tvorené znakmi
a1 az a, su prave tie slova, ktoré vyhovuju tzv. kontrolnej rovnici

> wi.a;=c mod 10. (4.19)

i=1

Ak sa v slove ajaz ... a, zmeni a; na aj, bude lava strana kontrolnej rovnice pre
takto zmenené slovo rovna

n
E w;.a; + wj.a; — wj.a; = ¢+ wj.(a —a;) mod 10
i=1

Prislusny kéd neobjavi jednoduchu chybu, ak

wj.(a —a;) =0 mod 10

Posledna rovnica ma jediné riesenie a} = a; prave vtedy, ked w; nie je stdelitelné
s ¢islo 10. Na miestach w; mozu byt len &isla 1, 3, 7 a 9.

Sktisme zistit, ¢i kéd s kontrolnou rovnicou (4.19) objavuje susedné zameny.
K6d nezisti susednti zdmenu znakov z, y na miestach ¢, ¢ + 1 prave vtedy, ked

WY + Wig1.2 — Wi — wit1.y =0 mod 10
w;.(y — ) —wip1.(y —x) =0 mod 10
(w; — wiy1)(y —x) =0 mod 10

K tomu, aby poslednd rovnica nemala okrem rieSeni x = y Ziadne dalSie je nutné
a sta¢i, aby (w; — w;+1) bolo nesudelitelné s 10. Ak ma vSak kéd s kontrolnou
rovnicou (4.19) rozoznavat jednoduché chyby, musi byt w; € {1,3,7,9} a preto
je (w; — w;41) vdy parne.

Veta 4.6. Nech K je desiatkovy blokovy kod dizky n s kontrolnou rovnicou (4.19).
Kdd K objavuje jednoduché chyby prdve vtedy, ked si vietky w; nesudelitelné s 10,
t. 5. w; € {1,3,7,9}. Ziaden desiatkovy blokovy kdd dizky n s kontrolnou rovnicou
(4.19) neobjavuje jednoduché chyby a sicasne aj susedné zdmeny.
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Priklad 4.10. EAN European Article Number je 13-miestny dekadicky kdéd,
ktorym sa jedine¢ne oznacuju vyrobky v ramci Eurépy. EAN kéd byva preve-
deny do ¢iarového kédu, ktory je umiestneny na obale vyrobku. Pri manipulacii
s vyrobkami sa tento kéd snima opticky, ¢im sa zniZuje pracnost pri evidencii,
fakturécii, inventarizécii a dalsich operaciach s vyrobkom.

Prvych dvanast znakov a; az ai2 kédu EAN je vyznamovych, znak a3 je
kontrolny a vypocita sa z rovnice

a13 = —(l.a; + 3.a2 + l.az + 3.a4 + - - - + L.ag; + 3.a12) mod 10

Koéd EAN odhaluje jednoduché chyby. Pre dvojicu znakov x, y, na dvoch sused-
nych miestach neparnom a parnom kéd neodhali susednt zamenu, ak

(x+3y)—Bz+y)=0 mod 10
(2y —22) =0 mod 10
2(y—2)=0 mod 10

Poslednd rovnica mé tieto rieSenia (x,y):

(5,5), (5,0), (6,6), (6,1), (7,7), (7,2), (8,8), (8,3), (9,9), (9,4)

Pre desat usporiadanych dvojic roznych znakov kéd EAN neobjavi susednu
zédmenu. Z hladiska po¢tu neobjavenych chyb je na tom horsie ako medzindrodny
Ciselnik voziiov, pre ktory je neobjavitelna iba susednd zdmena znakov (0,9) a

(9,0).

4.8.2 Kontrola modulo 11

Tieto  kédy  pracuji s  kédovou abecedou B U {X}, kde
B ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,0}, pricom kédové slovd maju vSetkych prvych n — 1
znakov z abecedy B posledny kontrolny znak a,, z abecedy B U {X} uréeny tak,
aby platila nasledujica kontrolné rovnica

Zwi.ai =c¢ modl1ll, kdeO<w; <10prei=1,2,...,n. (4.20)
i=1

Podobne ako v pripade kontroly modulo 10 ukézeme, ze kéd kontroly modulo 11
objavuje jednoduché chyby na mieste j prave vtedy, ked rovnica

wj.(as —a;) =0 mod 11
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= a; ziadne iné riesenia, a to je prave vtedy, ked w; je nestideli-

telné s 11 na ¢o staci, aby w; # 0.
Na to, aby kdd s kontrolou modulo 11 objavoval susedné zameny na miestach i,
1 + 1 staci, aby rovnica

nema okrem a

(w; —wit1).(y—2) =0 mod 11

okrem rieseni, kde z = y nemala ziadne iné rieSenia. Na to vSak staci, aby
w; # w;+1. Prikladom tohoto kédu je kéd ISBN.

Nakoniec poznamenajme, ze vlastnost objavovania jednoduchych chyb a sused-
nych zadmen sa nestrati, ak dovolime, aby vSetky znaky kédovych slov (nielen
kotrolny znak) boli z abecedy B U {X}.

Priklad 4.11. ISBN — International Standard Book Number je 10 miestne ¢islo
pridelovné kazdej oficidlne vydanej knihe, v ktorom prvé Styri znaky ajasazaq
uréuju krajinu a vydavatelstvo, dalsich pif znakov asagaragag predstavuje éislo
knihy v rédmci Specifikovaného vydavatelstva a posledny znak aig je kontrolny

znak urceny rovnicou
9

alg = Zi.ai mod 11
i=1
Znaky a; aZ ag st z abecedy A = {0,1,...,9}, znak ayg je z abecedy AU {X},
kde znak X predstavuje hodnotu 10.
Posledna rovnica je totozna s rovnicou

10
Zi.ai =0 mod 11,
i=1
pretoze —aig = —aig + 11.a19 = 10.a19 mod 11. Ak a19 = 10, piSe sa na mieste

a1p znak X. Toto je istd nevyhoda ISBN kdédovania, pretoze kédova abeceda
je 1l-prvkova, ale znak X sa vyuziva len zriedka. ISBN kdéd objavuje vsetky
jednoduché chyby a vsetky susedné zameny.

Mnoho dobrych vlastnosti mé tzv. geometricky kéd modulo 11, kde ¢isla
w; v kontrolnej rovnici (4.20) st uréené ako

w; =2° mod 11

Priklad 4.12. Cisla bankovych tétov slovenskych bank. Cislo bankového
ucétu je desatmiestne dekadické ¢islo

ap, a1, az, as, a4, as, ag, a7, ag, ag.
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Vyznam jednotlivych pozicii Narodna banka Slovenska nespecifikuje, avSak pre
vSetky banky plati rovznky kontrolny mechanizmus. Platné ¢islo bankového u¢tu
musi vyhovovat kontrolnej rovnici

9
0= (Z 2i.ai> mod 11 = (L.ag+2.a1+4.a24+8.a3+- - -+512.a9) mod 11 =
1=0

= ((LQ + 2a1 + 40,2 + 8&3 + 5@4 + ].0&5 + 9@6 + 7CL7 + 3&8 + 6@9) mod 11.

Tu je pouzity geometricky kéd modulo 11.
Kéd bankovych uctov teda odhaluje okrem jednoduchych chyb aj vSetky susedné
zadmeny, ba naviac aj vzdjomné zameny znakov na roéznych poziciach ¢isla uctu.

Priklad 4.13. Rodné éislo. Na stranke www.minv.sk/vediet/rc.html je uve-
dend nasledujuca specifikacia:

Rodné ¢islo je definované v zédkone ako ¢iselny identifikacny osobny udaj, vytvo-
reny z datumu narodenia osoby, jej pohlavia a rozliSovacej koncovky.

Rodné ¢islo ma tvar RRMMDDKKKK, kde

RR vyjadruje posledné dve ¢islice roku narodenia osoby.

MM vyjadruje mesiac narodenia a pohlavie osoby (napr. pre muZa naro-
deného v januari je to dvojcislie 01 pre zenu 51, pre muza narodeného v
decembri je to dvojéislie 12 a pre zenu 62).

DD vyjadruje deii narodenia osoby (napr. pre osoby narodené v 1. den
mesiaca je to dvojéislie 01, pre osoby narodené 15. deti je to dvojéislie 15).

KKKK je rozlisujiaca koncovka pre osoby narodené v ten isty den. Pre osoby
narodené pred 1.1.1954 je koncovka trojmiestne cislo, pre osoby narodené
po 31.12.1954 je koncovka Stvormiestne ¢islo, ¢ize osoba narodenad pred
1.1.1954 m4 devitfmiestne rodné ¢islo a osoba narodend po 31.12.1953 mé
desatmiestne rodné ¢islo. Napriklad muz narodeny 31.12.1925 moze mat
rodné ¢islo 251231 123, Zena narodend v ten isty den 256231 123, muz
narodeny 1.1.1954 moze mat rodné ¢islo 540101 4311, Zena 545101 1324.
Desatmiestne rodné ¢islo musi byt delitelné ¢islom 11, pre devitmiestne
rodné ¢islo uvedend podmienka neplati.

Majme desatmiestne rodné ¢éislo ag, a1, as, as, a4, as, ag, az, as, ag. Skimajme, aké
druhy chyb je moZno u rodnych ¢isel objavit.

Z podmienky delitelnosti rodného ¢&isla ¢islom 11 vyplyva nasledujtca kon-

trolné rovnicas:
9

Zmi.ai =0 mod 11

1=0
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Ak je i parne &islo, t. j. i = 2k, potom 10° = 10%* = 100* = (99 + 1)*.
Podla binomickej vety mozeme pisat

(99 +1)% = (:) 99" + (k f 1> 99kt ... 4 <11€) 99" + 1. (4.21)

Kedze ¢islo 99 je delitelné jednéstimi, z posledného vyjadrenia mame

10'=1 mod 11 pre i parne.

Ak je i nepérne &islo, t. j. i = 2k + 1, potom 10° = 10%*+1 = 10.100* =
10.(99 + 1)*. S vyuzitim (4.21) mozeme pisat

10.(99 4+ 1) = 10. [(Z)ggk + (k f 1)99’6—1 4+t (];)991 + 1] =

_ k k k k—1 k 1
_1o.<k>99 +10.<k_1>99 + +10.<1)99 + 10.

Z posledného vztahu mame
10°=10 mod 11 pre i nepérne.
Kontrolné rovnica desatmiestneho rodného éisla mé teda tvar
ap + 10a; + as + 10a3 + a4 + 10as + ag + 10a7 + ag + 10ag =0 mod 11, (4.22)

odkial uz na zaklade doterajsich poznatkov o kontrole modulo 11 moZeme tvr-
dit, Zze kéd desatmiestnych rodnjch ¢isel objavuje okrem jednoduchych chyb aj
susedné zémeny!.

4.9 Kobdovanie
s kontrolnym znakom nad grupou*

Pri kédoch s kontrolnou rovnicou modulo 10 alebo 11 kédy objavovali jednoduché
chyby prave vtedy, ked zobrazenie 6(a;) = (w;.a; mod 10) (zvySok po deleni ¢isla
w;.a; desiatimi) bolo permutéciou. Dokonca aj priradenie §(z) = ciferny stacet 2.x
v kédovani Zelezni¢nych voznov je permutaciou a tam sme dosiahli doteraz
najlepsi vysledok, co sa tyka zabezpecenia proti susednym zdmenadm. Vznika teda
myslienka ¢leny w;.a; kontrolnej rovnice nahradif permutaciami §;(a;).

LCitatel si lahko overi, Ze ekvivalentnd rovnica s kontrolnou rovnicou (4.22) je rovnica

ag—a1 +az —a3z+aqg —as+ag —ar+ag —ag =0 mod 11.
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Priklad 4.14. Medzinarodné ¢islo vozna je vlastne kéd s permutaciami

0123456789
&‘”%_'”_5““_(0246813579>

0123456789
%‘“M_'”_éu“_<o123456789>

a s kontrolnou rovnicou
12

Z(Si(ai) =0 mod 10
i=1
Priklad 4.15. K6d nemeckych postovych poukaZok je desatmiestny deka-

dicky kéd ajas...a1g s kotrolnym znakom a1y s kontrolnou rovnicou

10

Z(L(ai) =0 mod 10

1=1
kde
0123456789 0123456789
61_64_67_(1234567890) 02 = 05 = 05 _<2468013579>
0123456789) 5 (0123456789)
10

(%:66:69:<3691470258 0987654321

Ani jeden z uvedenych kédov kontroly modulo 10 neobjavuje vSetky susedné
zémeny. Preto dal$im zovSeobecnenim je nahradenie grupy zvyskovych tried
s grupovou operdciou a @b = (a + b) mod 10 nejakou inou grupou G = (A4, *)
a kontrolni rovnicu formulovat ako

n
[[oi(ai) =c (4.23)

i=1
Multiplikativny tvar grupovej operédcie * naznacuje, Ze grupa G nemusi byt

komutativna.

Definicia 4.6. Nech A je abeceda, nech G = (A, x) je grupa. Nech 41, ds, ..., dn,
su permutéacie na A. Potom kontrolnou rovnicou (4.23) definovany kéd nazveme
kéd s kontrolnym znakom nad grupou G.

Permutéacie st vzdjomne jednozna¢né zobrazenia A na A. Preto ku kazdej
permutécii § existuje inverzna permutécia oznéovana ! pre ktort plati

§(a) =z prave vtedy, ked 0 () = a.
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Ak méame dve permutécie J;, §; potom predpisom ; (5j(a)) vznikne permutécia,
ktort budeme znacit §; o §;, teda

§i06;(a) =6;(0;(a)) Vaec A

Veta 4.7. Aby kdd K s kontrolngm znakom nad grupou G = (A, x) rozpoznal
zdmenu lubovolnyjch susednijch znakov na miestach i, i+ 1 je nevyhnutné a stact,
aby

@ %011 00, (y) # y*disr08; ()
pre véetky x € A, y € A, x £ y.

Pre Abelovsku grupu G = (A4, +) mozno vztah (4.7) prepisat v tvare
X+ 0410 (5;1(y) Y+ 0110 (51-_1(35), odkial mame nasledujuci désledok:

Désledok. Kdd K s kontrolngm znakom nad Abelovou grupou G = (A,+)
objavuje zdmenu lubovolnich susednijch znakov na miestach i, 1 + 1 prdve vtedy,
ked pre lubovolné x, y € A, x # y plati:

& —0iy100; H(x) #y — dig1 06, (y). (4.24)

Dokaz. Nech kéd K rozpoznava susedni zadmenu na miestach 4, i+ 1. Potom pre
Tubovolné a;, a;11 také, Ze a; # a;11 plati:

bi(ai) * 6iy1(ait1) # 0i(ait1) * iv1(as) (4.25)

Pre lubovolné x € A existuje nejaké a; € A také, ze , potom a; = 5;1(x). Podobne
pre Tubovolné y € A existuje nejaké a;; € A také, Zze , potom a;11 = 6; '(y).
Dosadme do (4.25) najprv = za §;(a;) a y za §;(aiy1), potom 0; *(x) za a; a 0; *(y)
za a;4+1. Dostaneme

@ # 6i1(aiv1) # Y+ 0i1(ai)
xx 041 (67 (y)) #y*6iv1(6; 1 (2))
@ x Giy1 00, H(y) # y*Sip1 08, ()

Nech plati (4.25) pre vSetky =, y € A, x # y. Potom (4.25) plati aj pre
Tr = 5¢(ai), Yy = 5i(ai+1), kde iy, Q41 S A, a; 7é Aj41-

8i(ai) * 6i41 0 6;  (8i(air1)) # 6i(aip1) * Sig1 0 6; ' (8i(as))
di(ai) * 5i+1(5;1 (5i(ai+1)) ) # 0i(aiy1) * 5i+1(5;1 (5i(ai)) )
—_———— —_————

ai41 a;

0i(ai) * diy1(aiy1) # 0i(aiv1) * ip1(ai)
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z ¢oho vyplyva, ze kéd K objavuje susednt zdmenu na miestach 2, ¢ + 1. |
Vsimnime si vztah (4.24). Ten hovori, Ze priradenie = — (2 — §;+1 0 5; ' (z))

je prosté — je tiez permutéaciou.

Definicia 4.7. Permuticia ¢ (multiplikativnej) grupy G = (A, *) sa nazyva
uplnym zobrazenim, ak
n(x) =z 6(x)
je zase permutacia.
Permutécia § (aditivnej ) grupy G = (A, +) sa nazyva iplnym zobrazenim, ak
n(z) =z +0(x)
je zase permutacia.

Veta 4.8. Kod K s kontrolngm znakom nad Abelovou grupou G = (A,+)
objavujict jednoduché chyby a susedné zdmeny existuje prdve vtedy, ked existuje
uplné zobrazenie grupy G.

Dokaz. Definujme zobrazenie p: A — A predpisom u(x) = —z. Zobrazenie p je
prosté - je to permutécia. Pre lubovolni permutdciu 6 mnoziny A je zobrazenie
x+— —0(x) = po d(x) zase permutéciou.

Nech kéd K objavuje susedné zdmeny, potom podla dosledku vety 4.7 je
zobrazenie x — (z — §;41 0 J; '(z)) permutaciou. Ale

T — 04100, *(x) =2+ podiy 06, (x) =2+ d(x)
—_———
()

Permutacia ¢ definovand predpisom 6 = p o ;1 0 9; ! je hladanym tplnym
zobrazenim.

Nech existuje tplné zobrazenie ¢ grupy G. Definujme
8 = (nod). (4.26)
Potom
= 0ip1007 (1) =2 — (o6 o (1o d) T (z) =2 — (o d)(x) = @ + d(a),

z ¢oho vyplyva, ze © — 0;41 0 9; !(x) je permutacia. Podla désledku vety 4.7 kéd
s kontrolnym znakom nad grupou G s permutaciami ¢; definovanymi v (4.26)
objavuje susedné zdmeny. |

Veta 4.9. Nech G je Abelova koneénd grupa. Potom plati:
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a) Ak je G grupa nepdrneho rddu, potom je identita na G uplngm zobrazenim.

b) Grupa G rddu r = 2.m, kde m je nepdrne ¢islo, nemd Ziadne uplné
zobrazenie

¢) Nech G = (A,+) je Abelova grupa pdrneho radu. Potom na G existuje iplné
zobrazenie prdve vtedy, ked grupa obsahuje aspori dve rozne involicie, t. j.
také proky g€ A, Zeg#0,ag+g=0

Dokaz. Dokaz tejto vety patri do tedrie koneénych griup, presahuje zamery tejto
publikacie, preto vetu uvadzame bez dokazu.

Ak méame abecedu A = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} na ktorej definujeme grupovt
operaciu @ predpisom a ® b = (a +b) mod 10, mozno vsetky kédy s kontrolnou
cifrou modulo 10 interpretovat ako kédy s kontrolnym znakom nad Abelovou
grupou G = (A, ®). Této grupa je radu r = 10 = (2.5), a preto v nej neexistuje
uplné zobrazenie.

Dosledok. Neexistuje ziaden dekadicky kéd s kontrolnym znakom nad Abelo-
vou grupou G = (A,®), kde A = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, ktory by objavoval
jednoduché chyby a susedné zameny.

Jedina Sanca na zostrojenie dekadického kédu, ktory by objavoval jednoduché
chyby a susedné zameny je skusit kdd s kontrolnym znakom nad nekomutativnou
grupou.

Definicia 4.8. Diederovska grupa D,, j konecna grupa radu 2.n tvaru
{La, a,...,a" L b ab,a%, . .., a"_lb},
kde plati

a"=1 (a"#1prei=1,2,....,n—1
=1 (b#1)

ba=a""1b

Diederovu grupu D,, budeme znacit

D, = <a,b | a"=1=1"1% ba= a"71b>

Diedrovska grupu I,, mozno interpretovat ako grupu symetrii pravidelného
n-uholnika — prvok a ako rotéciu okolo stredu o uhol 27 /n, prvok b ako osova
stmernost. Pre D3 1 = (ABC), a = (CAB), a®> = (BCA), b = (ACB),
ab= (BAC), a®>b = (CBA).
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Veta 4.10. Nech D,, = <a,b | a» =1=10% ba = a”*1b> je Diederova grupa
nepdrneho rddu n, n > 3. Definujme permutdciu § : D,, — D,, predpisom
S(a)y=a""1"" a §(a'b)=adb Vi=1,2,...,n—1 (4.27)
Potom pre permutdciu 6§ plati:
x.0(y) #y.0(x) Vr,y €D, také, Ze x # y. (4.28)

Dokaz. Prv nez sa pustime do samotného dokazu, uvedomme si jednu skutoc-
nost. Podla definicie Diederovej grupy je b.a = a™ 'b. Kedze a” 1.a = 1, je

a" ! = a7, apreto plati ba = a~1b. Nech k je lubovolné prirodzené ¢islo. Potom
b.a® =a 1ba* ! = a"2ba*"2 = -.. = a~Fb. Pre lubovolné celé ¢islo plati
b.a® =a="b. (4.29)

Lahko sa overi, Ze § je prosté zobrazenie — permutécia. Aby sme overili (4.28),
budeme rozoznavat tri pripady.
1. pripad
r=a ,y=a’, kdei# 7,0 <i,j <n—1.Keby platilo x.0(y) = y.d(x), potom by
a'.a”~ 155 = = al.a" 17, 7 &oho vyplyva a2~ = ¢2(—7) = 1. Cislo 2(i — j) musi
byt delidelné naparnym ¢islom n, keby totiz 2(i — j) = kn+r,kde 1 <r <n-—1,
potom by a2(i=9) = ghntr — ak"a” = l.a” # 1. Ak m4 nepérne n delit 2(i — ]),
musi byt (¢ — j) delitelné ¢islom n, ¢o modze nastat len tak, ze (i — j) = 0, lebo
0<i,j<n-—]L.

2. pripad:

r=a',y=a’b,0<i,j <n—1. Nech z.6(y) = y.6(x), t.j. a’a’b = a’ba™ 17"
Pouzitim (4.29) méme a‘*7b = a’.a'T'b odkial postupne dostaneme

a'ti = @'+l 1 = a. V definicii Diederovej grupy D, pre n > 3 vsak a # 1.

3. pripad:

z =ab,y=ab 0<ij<n-—1 Nech z.0(y) = y.0(z), ¢o v tomto pripade
znamené a'b.a’b = a’ba’b. S vyuzitim (4. 29) méme a’bb.a~/ = a’bba~". Pretoze
b.b = b?> = 1 ma posledna rovnica tvar a’~7 = a/ %, &ize a?(*~7) = 1. Pri rieSeni
1. pripadu sme vSak ukazali, Ze je to mozné len ak i = j.

Veta 4.11. Nech D,, = <a,b | a® =1=101% ba = a”71b> je Diederova grupa
nepdarneho radu n, n > 3. Nech permutdcia 6 : D,, — D,, je definovand predpisom
(4.27). Definujme permutdcie §; = &6° prei = 1,2, ..., m. Potom blokovy kdd diZky
m s kontrolngm znakom nad grupou D, objavuje jednoduché chyby a susedné
zdmeny.

Dokaz. Podla vety (4.7) sta¢i ukazat, ze pre x # y
T %011 00; H(y) # y* i 06, (x)
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Keby pre nejaké x # y v poslednom vzfahu platila rovnost, dosadenim za
d; = 0%, 6;41 = 6! by sme dostali

xx 6T o5 (y) =y x 6T 0 8i(x)
z o 6(y) =y 0(x),

¢o by bolo v spore s vlastnostami (4.28) permutécie d. |

Poznédmka 4.2. Definiciu (4.27) mozno zovSeobecnit nasledovne: Definujme
6 : D, — D, predpisom

§(a) =a"* a §a'b)=da" N Vi=1,2,...,n—1 (4.30)

n—1

Potom definicia (4.27) je Specidlnym pripadom (4.30) pre ¢ =d = 3

Priklad 4.16. Diederova grupa Ds = <a,b | a® =1=1"0% ba = a4b>. Prvky
grupy D5 mozno priradit dekadickym znakom nasledovne:

2 3

|a|a®|d®|a

1]|a 4‘1)
oj1]2[3]4|5[6] 7] 8]09

Pre grupovi operdaciu ¢ * j bud platif nasledovnd schéma

[ = [ 0=j=i [ 5=j20 ]

0<i<4 (i+j) mod5 5+ [(+j) mod 5]

5<i<9 | 5+[i—4) mod5 | (i—j) mod5

z ktorej dostaneme tabulku pre operaciu *
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4.10 VsSeobecna teoria kodov
opravujucich ¢ jednoduchych chyb

Majme abecedu A = {a1,as,...,a,} s r znakmi. V tejto ¢asti budeme skimat
blokové kédy dlzky n, t. j. podmnoziny typu K C A" z hladiska vSeobecnych
moznosti objavenia a opravy t jednoduchych chyb.

Podla definicie 4.5 je Hammingova vzdialenost d(a,b) dvoch slov a, b €
A™ rovna poctu miest, na ktorych maja slovd a, b rézne znaky. Minimalna
vzdialenost AK je podla definicie 4.5, vztahu (4.18) (str. 76 ) rovnd minimu
zo vzdialenosti vSetkych dvojic réznych slov kédu K. Kéd K objavuje t-nasobné
jednoduché chyby, ak pri zmene ITubovolnych ¢ znakov slova ¢ vznikne nekddové
slovo. Ak teda prijmeme nekédové slovo, hovorime, Ze sme objavili chybu.

Maximum vzdialenosti dvoch slov z A™ moze byt n — to v pripade, ked
prislusné slovd nemaji ani na jednom mieste rovnaky znak.

Veta 4.12. Hammingova vzdialenost je metrikou na A", t. 5. plati:
d(a,b) >0, d(a,b)=0 < a=b
d(a,b) = d(b,a)
d(a,b) < d(a,c) + d(c,b)

(A™,d) je teda metricky priestor.

Dokaz. Overenie vlastnosti metriky je jednoduché a prenechdvame ho éitatelovi.
|

Definicia 4.9. Gula Gi(c) o strede ¢ € A™ a polomere t je mnoZina

Gi(c) ={x | x € A", d(x,c) < t}.
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Gula G¢(c) je mnoZina vSetkych takych slov, ktoré vznikli zo slova ¢ nanajvys
t jednoduchymi chybami.

Sktmajme, kolko prvkov obsahuje G;(c). Pocet slov, ktoré sa lisia od ¢ € A™

prave na jednom mieste, je rovny n.(r —1) = .(r—1), pretoze na kazdom z n

n
1
miest slova ¢ zmenou pévodného znaku na niektory iny dostaneme r — 1 réznych
slov, ktoré sa lisia od c len na jednom mieste (pripomenme, ze |A| = r).
s . . n g
Pocet slov, ktoré maji od slova c vzdialenost prave 2 je (2) .(r—1)2, pretoze

s (T A . v 1 p
dvojicu zmenenych znakov slova ¢ mozno vybrat <2) sposobmi a kazdu takito
dvojicu mozno nahradit (r — 1)? sposobmi znakmi r6znymi od povodnych.

Podobne sa ukézZe, Ze pocet slov, ktoré maji vzdialenost od slova ¢ rovni ¢ je

<n) .(r — 1)%. Samotné slovo c je tiez prvkom gule G(c) a prispieva k poctu jej
i

prvkov ¢islom 1 = (g) (r —1)%. Pocet slov v G¢(c) je teda

Gy (c)| = zt: (?) (r— 1)1 (4.31)

=0

Pocet prvkov gule G(c) nezdvisi na tom, aké slovo ¢ sme vybrali za jej stred —
vietky gule o rovnakom polomere ¢ maji rovnkd mohutnost (4.31).

Definicia 4.10. Hovorime, ze kéd K opravuje t jednoduchych chyb, ak
pre slovo y, ktoré vzniklo z niektorého kédového slova nanajvys ¢ jednoduchymi
chybami, existuje jediné slovo x také, ze d(x,y) < t.

Vsimnime si, ze ak b € G¢(c1) N G¢(cz), potom slovo b mohlo vzniknaf
nanavys ¢t jednoduchymi chybami z oboch slov ¢y, c2. Ak mé teda kéd K opravovat
t chyb, musi byt pre fubovolntu dvojicu ¢, ¢o roznych kédovych slov

Gt(C1) N Gt(Cz) = (Z) (432)

Predpokladajme, ze kéd K C A™ opravuje t jednoduchych chyb. Kedze
|A™| = r™, pre pocet kédovych slov |K| vzhladom na (4.31) a (4.32) plati

i (?) (r=1)" K < (4.33)

=0

Pri ndvrhu kédu opravujtceho ¢ jednoduchych chyb sa snazime ¢o najlep$ie vyuzit
priestor (A", d). Idedlne by bolo, keby sme dostali taky systém disjunktngch guli
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o polomere t, ktory by pokryval celi mnozinu A", t. j. keby v (4.33) platila
rovnost.

Definicia 4.11. Hovorime, ze kéd K C A" je t-perfektny kdod, ak
Va, be A", a#b Gi(a)NGyb)=10
U Gt(a) =A"

ack

Veta 4.13. Kdd K opravuje t-ndsobné chyby prdve vtedy, ked
A(K) > 2t + 1, (4.34)

kde A(K) je minimdlna vzdialenost kodu K (pozri definiciu 4.5, vztah (4.18) na
str. 76).

Dékaz. Nech plati (4.34).
Keby existovali a € K, b € K také, ze Gi(a) N Gy(b) # 0, vezmeme
c € G¢(a) N G¢(b). Podla trojuholnikovej nerovnosti plati

d(a,b) < d(a,c) +d(c,b) < 2t.
—— =
<t <t
¢o je v spore s prepokladom, ze AKC > 2t + 1.

Nech kéd K C A™ opravuje t jednoduchych chyb. Potom pre lubovolné
a, b € K je Gi(a) N G¢(b) = 0. Keby d(a,b) = s < 2¢, vytvorme postupnost

ag,ap,as,...,a, (4.35)

tak, Ze polozime ay = a, a ked uz mame definované a;, definujeme a;,; nasle-
dovne: Postupne prechadzame znakmi slova a; a porovnavame ich so znakmi slova
b na rovnakej pozicii. Ked poprvykrat natrafime na znak slova a; na pozicii k,
ktory sa nezhoduje s rovnako polozenym znakom slova b, definujeme slovo a;
ako slovo a; so zamenenym znakom na pozicii k k-tym znakom slova b. Postup-
nost (4.35) predstavuje jeden z moznych spdsobov, ako sa postupne pdsobenim
jednej jednoduchej chyby za druhou transformovalo slovo a na slovo b.

Vidime, 7e a; = b, d(a,a;) = i a d(a;,b) = s—iprei =1,2,...,s. Preto
d(a,a;) =t a, € Gy(a) a tiez d(ay,b) =s—t <2t —t =1, a teda a; € G¢(b), ¢o
je v spore s predpokladom, 7e G:(a) N G¢(b) = 0. |

Priklad 4.17. Majme abecedu A = {ay,as,...,a,}. Opakovaci kéd dizky k
je blokovy kdd, ktorého kédové slova pozostavaja z k rovnakych znakov, t. j.
K ={a1ay...a1, asas...as, ... , apar...a,}. Minimalna vzdialenost opako-
vacieho kédu dizky k je AKX = k a takyto kéd opravuje t-nasobné chyby pre
t < k/2. Pre k nepérne, t. j. k = 2t + 1 je opakovaci kéd t-perfektny.
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Priklad 4.18. Kdéd s kontrolou parity (pozri priklad 4.6, str. 77) ma minimélnu
vzdialenost 2, a preto neopravuje ani jednu jednoduchii chybu.

Priklad 4.19. Kéd dvojrozmernej kontroly parity. Je to bindrny kéd, pri
ktorom informac¢né znaky zapiSeme do matice typu (p,q). Potom ku kazdému
riadku pridame jeden symbol kontroly parity riadku a ku kazdému stipcu pridame
jeden symbol kontroly parity stipca — oba kontrolné znaky tak, aby sme dosiahli
parnu paritu riadkov i stipcov a nakoniec priddme znak ,kontroly kontrol“ tak,
aby aj parita vyslednej matice bola parna. Tento kéd opravi jednu jednoduchi
chybu — takéato chyba zmeni paritu prave jedného riadku i a prave jedného stipca
J potom chybny znak je na mieste (4, j). Priklad kédového slova prep =3, ¢ = T:

101 | 1 « kontrola parity riadku
000 | O
001 | 1
010 | 1
111 | 1
111 | 1
000 | O
kontroly parity stipcov — 110 | 0

«— celkovéa kontrola parity

Majme kéd K, ktory opravuje ¢ chyb. Ak sme uz prijali nejaké slovo a (¢ uz
s chybami, alebo bez nich), potrebujeme predpis, ako zo slova a dostat povodné
vyslané slovo bez chyb.

Definicia 4.12. Dekdédovanie kédu K je Tubovolné zobrazenie §, ktorého defi-
ni¢ny obor D(§) je podmnozinou mnoziny A" vietkych slov dizky n, obsahuje
a pre fubovolné a € K je 6(a) = a. Ak D(J) = a™, hovorime, Ze dekédovanie § je
uplné, inak hovorime, ze dekédovanie § je Ciastoéné.

Pri definicii pojmu ,,dekédovanie“ prichddza k nasledujicemu terminologic-
kému problému: Ak je zobrazenie K kddovanie, potom dekédovanim by malo
byt inverzné zobrazenie K ~1. Lenze pri problematike kédov opravujtcich ¢ chyb
nezavisi ani tak na tvare kédovania K, ako na vlastnostiach mnoziny kédovych
slov. Preto do ivah o objavovani a opravovani chyb ani konkrétny tvar kédovania
nezahfniame. Ak chceme pri prenose slov s chybami zistit, aky znak x bol zakddo-
vany a poslany, ked sme prijali slovo a, identifikujeme znak x ako z = K~ o§(a).
Urdit tvar inverzného zobrazenia k vzijomne jednozna¢nému zobrazeniu K ne-
byva tazké, problémom vSak byva urcit zobrazenie §. Aby sme ani do dalsich Gvah
nemuseli zavadzat konkrétny tvar kédovania K, dohodneme sa, ze pod dekédo-
vanim budeme rozumiet zobrazenie § podla definicie 4.12 tak, ako ho pouziva
i vécSina literatiry o kédovani.
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U niektorych kédov moézeme rozlisit jednotlivé znaky na informacéné a kon-
trolné. Kontrolné znaky st uplne urcené informa¢nymi znakmi. Napriklad dva-
nastmiestne medzinarodné ¢islo vagénu mé prvych jedenast znakov informacnych
a jeden — posledny dvanasty znak kontrolny. Podobne je to s ISBN ¢islom knihy,
¢ EAN kédom tovar atd. Kéd s kontrolou parity dlzky 8 ma 7 informacéngch
znakov a jeden kontrolny znak.

Ak vieme, ako st definované jednotlivé polozky resp. znaky kédovych slov,
nie je problém rozdelit znaky na informacéné a kontrolné. Ako to vSak urobit pre
kéd K C A™, ked pozndme len to, ako vyzerd mnozina kédovych slov? Odpoved
dava nasledujica definicia:

Definicia 4.13. Nech I C A™ je blokovy kéd dlzky n. Hovorime, ze kéd K ma k
informacénych a n—k kontrolnych znakov, ak existuje vzdjomne jednoznac¢né
zobrazenie ¢ : AF < K. Zobrazenie ¢ nazveme kédovanie informaénych
znakov.

Priklad 4.20. Opakovaci kéd dizky 5 s abecedou A = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
ma jeden informad¢ny znak a 4 znaky kontrolné, pretoze zobrazenie ¢ definované

$(0) = 00000 (1) =11111 ¢(2) = 22222 ¢(3) = 33333 (4) = 44444
$(5) = 55555  (6) = 66666 ¢(7) = TTTT7T B(8) = 88888  (9) = 99999

je vzajomne jednoznaéné zobrazenie ¢ : A! — K.

Priklad 4.21. Zdvojovaci kéd dizky 2n ma n informac¢ngch a n kontrolnjch
znakov. Kédovanie informacnych znakov ¢ : A” « K definujeme predpisom

dlarag . ..ay) = ajaiasas ... anay,.

Priklad 4.22. Kéd dva z piatich (pozri priklad 4.5) vobec nemd oddelené
informacné a kontrolné znaky. Pocet kédovych slov tohoto kédu je 10 — nie je
mocninou ¢isla 2, a preto nemdze existovat vzdjomne jednoznacéné zobracenie
mnoziny {0, 1} na mnozinu kédovych slov mohutnosti 10.

V mnohych prikladoch sme videli, ze kontrolna ¢islica bola poslednym znakom
kédového slova. Podobne by sme si priali, aby aj pri kédoch s & informaénymi
a n — k kontrolnymi znakmi najprv v kédovom slove vystupovali informac¢né
a az potom kontrolné znaky. Takéto kédovanie informa¢nych znakov nazyvame
systematické. Presne tento pojem urcuje nasledujiaca definicia:

Definicia 4.14. Blokovy kéd K je systematicky, ak pre kazdé slovo
aias ...ap € A* existuje prave jedno kédové slovo a € K také, ze

a=aaz...0,0k41.-.0n
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Priklad 4.23. Opakovaci kéd je systematicky s k = 1. Kéd s kontrolou parity
dlzky 8 je systematicky s k = 7. Kéd medzinarodného ¢isla voziia je systematicky
s k=11.

Priklad 4.24. Zdvojovaci kéd s dlzkou 2n viicsou ako 2 nie je systematicky.

Veta 4.14. Nech K je systematicky kod s k informacénymi a n — k kontrolngmi
znakmi. Potom pre minimdlnu vzdialenost AK plati

AK <n—k+1. (4.36)

Doékaz. Zvolme dve slovd a = ajas...ap_1a; € A¥, @ = ajas...ap_1a, € AF
lisiace sa len v poslednom k-tom znaku. Pretoze kéd K je systematicky, ku
kazdému z takychto slov existuje prave jedno slovo b resp. b kédu K, také, ze a
je prefixom b, resp. a je prefixom b:

b =aias...ap_ 100541 ... anp,

b=aias...0,-10,0k+1 - --Cp.

Kedze sa slova b, b zhoduji na k — 1 miestach mdzu sa nezhodovat najviac na
n—(k—1) = n—k+1 miestach. Jed(b,b) <n—k+1ateda AK <n—k+1. W

Dosledok Kéd K s k informa¢nymi a n — k kontrolnymi znakmi moze opravovat

-k
najviac {nQ] chyb (kde [z] je cela Cast ¢isla x).

Priklad 4.25. Pre zdvojovaci kéd dlzky n = 2t je k = t, n—k = t, ale minimalna
vzdialenost tohoto kédu je 2, ¢o je pre velké ¢ hlboko pod odhadom (4.36), ktory
pre nas pripad dava AKX <2t —t+1=¢t+1.

Definicia 4.15. Nech K je kéd s k informaénymi a n — k kontrolnymi znakmi.
Pomer

R=— 4.37
nazveme informaény pomer.

Pri navrhovani samoopravnych kédov sa snazime zabezpedit sa proti ¢o naj-
prirodzenou poziadavkou je dosiahnut ¢o najvicsi informaény pomer, ¢o je v roz-
pore so zvysSovanim poctu kontrolnych znakov. Naviac na priklade 4.25 vidime,
ze nie kazdé zvySovanie poctu kontrolnych znakov musi viest k zviiéSovaniu mi-
nimalnej vzdialenosti kédu.



96 KAPITOLA 4. KODOVANIE

4.11 Pripomenutie niektorych algebraickych
struktar

Grupa je mnoZina G spolu s bindrnou operéciou . priradujicou kazdym dvom
prvkom a € G, b € G prvok a.b (kratko len ab) tak, Ze plati:

(i) Ya,be Gabe G

)
(ii) Va,b,c € G (ab)c=a(bc) — asociativny zdkon
(iii) 31 € G Va € G 1la = al = a — existenica neutradlneho prvku
)

(iv) Va € G Ja=' € G aa! = a=! = 1 — pre kazdy prvok grupy existuje
inverzny prvok.

Grupa G ke komutativna, ak plati Va,b € G ab = ba. V tomto pripade sa zvykne
grupova operacia zapisovat aditivne, t. j. a + b namiesto a.b a neutralny prvok sa
pri aditivnom zapise oznacuje ako 0. Inverzny prvok k prvku a sa v komutativnom
pripade nazyva opacny prvok a oznacuje sa —a.

Teleso je mnozina T obsahujica (okrem inych prvkov) prvky 0 a 1 spolu
s operaciami + a . takymi, ze plati:

(i) Mnozina T spolu s operéciou + je komutativna grupa s neutralnym prvkom
0.

(ii) Mnozina T — {0} spolu s operdciou . je komutativna grupa s neutralnym
prvkom 1.

(iii) Va,b,c € G a(b+ ¢) = ab+ ac — plati distributivny zakon

Vlastnosti telesa si mozno lepsei uvedomime, ak (i), (ii), (iii) definicie rozpiSeme
na jednotlivé konkrétne podmienky, ktoré musi teleso spliiat:

Teleso je mnozina T taka, ze prvky 0 € T a 1 € T spolu s operaciami + a .
takymi, ze plati:

(T1) Ya,beT a+beT,abeT.

(T2) Ya,b,c € T a+ (b+c¢) = (a+b) + ¢, a(bc) = (ab)c — platia asociativne
zakony.

(T3) VYa, b€ T a+b=>b+ a, ab=ba — platia komutativne zakony.

(T4) Ya,b,c € T a(b+ ¢) = ab + ac — platia distributivne zdkony.



4.11. PRIPOMENUTIE NIEKTORYCH ALGEBRAICKYCH STRUKTUR 97

(T5) Va € T a+0 = a, a.1 = a — 0 je neutrdlny prvok vzhladom k operécii ,,+*,

“

1 je neutralny prvok vzhladom k operacii ,,.“.

(T6) Va € T 3(—a) € T a+ (—a) = 0 — ku kazdému prvku T existuje opaény
prvok.

(T7) Va€T,a# 03a"t €T a.a! =1 - ku kazdému prvku T réznemu od nuly
existuje inverzny prvok.

Komutativny okruh s jednotkou je mnozina R takd, ze 0 € R, 1 € R spolu
s operdciami + a ., v ktorej platia (T1) az (T6).

Priklad 4.26. Mnozina celych ¢isel spolu s operdciami + a . je komutativnym
okruhom s jednotkou.

Faktorovy okruh modulo p. Majme mnozinu Z, = {0,1,2,...,p — 1}. Na
mnozine Z, definujeme operédcie @, ® nasledujicim spésobom

a®b=(a+b) modp a®b=(ab) mod p,

kde n mod p je zvysok po celoéiselnom deleni éisla n ¢éislom p. Lahko sa da
ukézat, ze pre [ubovolné prirodzené €islo p > 1 je Z, spolu s operaciami &, ®
komutativnym okruhom s jednotkou, t. j. splita poziadavky (T1) az (T6).

Na Z, sa moézeme pozerat i s nasledujiceho hladiska. Triedou modulo p
nazveme podmnozinu okruhu Z celjch éisel tak, Ze rozdiel jej Tubovolnych dvoch
prvkov je delitelny ¢islom p. Triedu oznacujeme jej Iubovolnym reprezentantom
v hranatej zatvorke. Mozeme teda triedu modulo p obsahujicu celé ¢islo a
definovat nasledovne:

[al={a+pk|k=0,+1,-1,42,-2,...}

Lahko sa ukaze, ze ak dve triedy [a], [b] maja asponi jeden spoloény prvok, potom
[a] = [b]. Dalej je vidiet, Ze vSetky triedy okruhu Z modulo p st [0], [1], ..., [p—1].
Ak dva prvky a, @’ maja tu ist triedu modulo p, budeme pisat

a=d modp

a hovorit, Ze prvky a, a’ st kongruentné modulo p.
Ozna¢me Z, mnozinu vSetkych tried modulo p, t. j. Z, = {[0],[1],...,[p — 1]}.
Na Z,, definujeme operacie + a . predpisom:

[a] +[b] =[a+ 0] [al.[b] = [ab]

Ukazuje sa, ze takto definované opericie s¢itania a nasobenia st korektne defino-
vané — t. j. nezavisi na vybere reprezentanta triedy. Mnozina Z, s takto definova-
nymi operaciami + a . je znovu komutativnym okruhom s jednotkou a nazyvame
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ju faktorovym okruhom okruhu celych ¢isel Z modulo p, alebo len fakto-
rovym okruhom modulo p.

Obidve reprezentacie Z, = {0,1,2,...,p — 1}, Z, = {[0],[1],...,[p — 1]} st
ekvivalentné, pre fubovolné a,b,c € {0,1,2,...,p — 1} je a ® b = ¢ prave vtedy,
ked [a] 4 [b] = [¢], a ® b = ¢ prave vtedy, ked [a].[b] = [¢]; rozdiel je len v oznaceni
prvkov a operécii. Budeme preto pouzivat jednoduchs$iu prvi reprezentéciu, kde
naviac budeme namiesto @ a ® pouzivat + a . ked neddjde k nedorozumeniu.

Priklad 4.27. Okruh Zg bude mat nasledujice tabulky pre operécie séitania
a nasobenia:

TUR W N = O+
Tk W N~ OO
S UL W N =
— O Ol W NN
N = O O R Ww
W N H O U
LW N = O Ut
UL W N = O
O OO OO OoOI0o
U W~ O
=N O RN O
N O WO wWwOolw
DR O N R O
=N W ot oot

Podla vyssie uvedenych tabuliek je 5.5 = 1, t. j. inverznym prvkom prvku 5 je
prvok 5. Prvky 2, 3, 4 vobec nemaji inverzny prvok. Podmienka (T7) v Zg nie
je splnend — Zg nie je telesom.

Pre potreby kédovania buda vyhodné také faktorové okruhy Z, ktoré su tele-
sami. Je teraz pred nami otdzka, kedy je Z, telesom. Odpoved déava nasledujtca
veta.

Veta 4.15. Faktorovy okruh Z, je telesom prdve vtedy, ked p je prvocislo.

Linearne priestory nad telesom 7. Nech T je teleso. Linearnym priestorom
nad telesom T je mnozina £ spolu s bindrnou operaciou + (s¢itanie) a skaldrnou
operaciou . (skaldrne nasobenie) takymi, ze plati

Ll) VujveLa VteT wu+veLl , tuel.

L2) Vu,v,we L ut (v+w)=(ut+v)+w.
L3) Vu,ve L u+b=b+u
L5) vue £L 3F(—u)e L také,ze u+(—u)=o

(L1)
(L2)
(L3)
(L4) Joe L také, ze YueLl uto=u
(L5)
(L6)

Va,veLa VteT t(u+v)=tu+tv
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(L7) Vue La Vs,t €T (st)u=s.(tu)
(L8) Vue L a Vs,teT (s+tju=su+tu
(L9) Yue £L 1lu=u.

Poziadavky (L1) az (L5) st ekvivalentné s poziadavkou, aby (£, +) bola komu-
tativna grupa s neutralnym prvkom o. Pre linearne priestory sa pouziva synony-
mum vektorové priestory, ich prvky sa volaja vektory.

Vektory ujp,us,...,u, sa nazyvaju linearne mnezavislé, ak zo vztahu
Yo tiu; =o vyplyva t; = 0 pre i = 1,2,...,n. Hovorime, Ze linedrny priestor
L je koneéne dimenzionalny, ak existuje také prirodzené ¢islo k, Zze kazdé
k 4+ 1 prvkovd mnozina vektorov z L je linearne zavisld. V konecne
dimenzionalnom priestore maji vsSetky maximalne nezavislé mnoziny vektorov
rovnakt mohutnost. Mohutnost n maximalnej linedrne nezavislej podmnoziny £
sa nazyva dimenzia linedrneho priestoru Z — v tomto pripade hovorime, Ze
priestor je n-dimenziondlny. Béza koneéne dimenziondlneho linedrneho
priestoru je Iubovolnd maximalne nezdvisld mnozina jeho vektorov.

Linedrny priestor 7™ je priestor n-prvkovych postupnosti typu
u = uUjus... Uy, kde u; € T a kde je sCitanie a skalarne nasobenie definované
nasledovne:
Nech u = ujus ... Up, V=0103...0,, t € T. Potom

u+v=(uy+v)(uz +v2)...(u,~+vy) tou = (tuy)(tuz) ... (tuy).
Skalarny saéin vektorov u, v je definovany nasledovne
u*xV =1uivy + usvs + - -+ Upvp
Hovorime, Ze vektory u, v st ortogonalne, ak u* v = 0.
Délezitost priestoru T™ vzplyva z nasledujtcej vety:

Veta 4.16. KazZdy n-dimenziondlny vektorovy priestor nad telesom T je izo-
morfny s priestorom T".

V tedrii linedrnych kédov sa vychadza z toho, Ze na kddovej abecede st
dané operacie + a . , s ktorymi je tato abeceda koneénym telesom. Potom sa
na mnozinu vSetkych n-znakovych slov v kédovej abcede mozno pozerat ako na
n-dimenziondlny linedrny priestor. Videli sme uz, ze faktorové okruhy Z, pre p
prvocéislo sa telesami. Okrem toho existuji konecéné telesé o p™ prvkoch (pozor,
nie st to v8ak okruhy Z,»). Mohutnost kédovej abecedy je pre takéto tvahy
obmedzena na c¢isla typu p™, kde p je prvodislo, t. j. 2,3,4,5,7,8,9,11,13,16,17. . .,
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ale nemoéze byt 6,10,12,14,15 lebo tieto ¢isla nie st mocninami prvocisiel. Tieto
obmedzenia vsak nie st tragické, pretoze najdoélezitejsSou kédovou abecedou je

.....

.....

A nevyuzijeme.

4.12 Linearne kody

V tejto Casti budeme predpokladat, ze kédova abeceda A = {a1,a2,...,a,} ma
p prvkov, kde p je pvoéislo. Dalej predpokladame, Ze na abecede A st definované
operacie scitania + a sucinu . , s ktorymi A vytvare teleso. Mnozinu A™ n-
znakovych slov pokladdme za linedrny priestor s obvykle definovanym stctom
a skalarnym nasobkom vektorov.

Definicia 4.16. Kéd K sa nazyva linedrny (n,k)-kdd, ak je podpriestorom
dimenzie k linedrneho priestoru A™, t. j. ak dim(K) = k, a pre lubovolné a,b € K
a fubovolné ¢ € A je

a+bek, cack.

Linedrny (n, k)-kéd ako k-dimenziondlny podpriestor priestoru A™ musi mat
k-prvkovi bazu B = {by,ba,...,bs}. Potom kazdé kédové slovo a € A™ ma
jednoznacné vyjadrenie

a=ab; +aby+---+ akbk, (438)

kde aj,as, ..., a, su stradnice vektora a v baze B. Ak |A| = p, potom na mieste
kazdého a; moze staf p réznych &isel, z Coho vyplyva, Ze existuje p* roznych k-tic
ai,as,...,a, dosadenim ktorych do (4.38) dostaneme p* roznych kédovych slov
kédu K. Linearny (n, k)-kéd ma teda p* slov.

Vsimnime si priradenie ¢ : A¥ — A™ definované
Y(aras...an) ¢(aras...a,) = aiby + asbs + -+ + agby.

Zobrazenie ¢ je vzijomne jednoznacéné zobrazenie A* < K a teda podla definicie
4.13 mé linedrny (n,k)-kéd K k informaénych a n — k kontrolnych znakov.
Zobrazenie ¢ je kédovanie informac¢nych znakov.

Definicia 4.17. Nech K je linedrny (n,k)-kéd, nech B = {by,bs,...,bs} je
fubovolna baza kédu K. Nech b; = (b;; bia...bin)T pre i = 1,2,..., k. Potom
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matica
bT bi1 bio bin
G — bg _ boy baa ... bay, (439)
b} br1 bk2 bikn

typu (k x n) sa nazyva generujica matica kédu K.

Poznamka 4.3. Podla definicie 4.17 je generujicou maticou kédu K kazda
matica, ktorej

a) kazdy riadok je kédovym slovom,
b) riadky st linedrne nezdvislé, takze hodnost matice G je rovna k,

¢) kazdé kédové slovo je linedrnou kombinéciou riadkov matice.

Ak teda z matice G vytvorime ekvivalentnymi riadkovymi tipravami ekvivalentna
maticu G’, potom aj matica G’ je generujicou maticou kédu K.

Casto bude vyhodné vyuzivat maticové zapisy, v ktorych vektory budd vy-
stupovat ako jednoriadkové alebo jednostipcové matice. Dohodneme sa, ze slova
—t. j. vektory a € A" — budeme v maticovych zapisoch vZdy povaZovat
za stlpcové matice, t. j. ak a = ajas...a; sa vyskytne v maticovom zépise,
budeme predpokladat, ze

ai
a=| ®
ag

Ak budeme potrebovat vektor a v tvare jednoriadkovej matice, zapiSeme ho ako
a’, t.].
aT:[al as ... ak].

Skaldrny stc¢in dvoch vektorov u, v € A™ modzeme povazovat za sucin matic

a zapisat ako u”.v.

Poznadmka 4.4. Nech mé linedrny (n,k)-kéd pre bazu B = {by,bs,..., by}
generujicu maticu (4.39). Ak m4 slovo a = ajas...a, stradnice uy,us, ..., ux
v baze B, potom
by
b
aT:ulbip+qu§+~-~+ukb£:[u1 Ug ... uk] 2 ,

by
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alebo po rozpisani vektorov bl podrobnejsie

bir bi2 b1n
R e A N
br1  bra bien

alebo kratko
al =u’.G .

Priklad 4.28. Priklady linearnych kédov.

a) Binarny kéd dlzky 4 s kontrolou parity — linearny (4, 3)-kéd:
KcAY, A=1{0,1}: 0000, 00011, 0101, 0110
1001, 10010, 1100, 1111
Baza: B = {0011,0101,1001}.

Generujuca matica G =

= o O
= = O
o O =
— =

b) Ternarny opakovaci kéd dlzky 5 — linearny (5,1)-kéd :
Kc A, A={0,1,2}:  00000,11111,22222
Béza: {11111}.

Generujuca matica G = [ 11 11 1]

¢) Binérny zdvojovaci kéd dizky 6 — linearny (6, 3)-kéd :
KcAS, A={0,1}: 000000, 000011, 001100, 001111
110000, 110011, 111100, 111111
Béza: {000011, 001100, 110000}.

0 00011
Generujica matica G=|0 0 1 1 0 O
110 0 00

d) Dekadicky kéd dizky n s kontrolnou é&islicou modulo 10 nie je linedrnym
kédom, lebo neexistuje konecné teleso s poc¢tom prvkov 10.

Definicia 4.18. Hovorime, Ze dva blokové kédy K, K’ dlzky n st ekvivalentné,
ak existuje permutacia m mnoziny {1,2,...,n} takd, ze plati

aiay...a, € K prave vtedy, ked arpjar ... azpm €K
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Podla definicie 4.14 je blokovy kéd K s k informaénymi a n — k kontrolnymi
znakmi systematicky, ak ku kazdému ajasy .. .ay € A existuje prave jedno slovo
a € A" s prefixom ajas...a, € AF. Ako sme uz ukéazali, linedrny (n,k)-kéd
je kédom s k informaénymi a n — k kontrolnymi znakmi, avSak nemusi byt
systematicky. Zdvojovaci kéd je n = 2k je linearny kéd, ktory nie je systematicky,
ak k > 1. Staci vSak zmenif poradie znakov v slove ajas, ... a, dat najprv znaky
na neparnych miestach a potom znaky na parnych miestach a takto ziskany novy
kéd je uz systematicky. Toto sa d4 urobit s kazdym linedrnym (n, k)-kédom.

Veta 4.17. Linedrny (n,k)-kod K je systematicky prdve vtedy, ked k nemu
existuje generujuca matica G typu:

1 0 0 . 0 b1 bz ... hin—k

0 1 0 ... 0 by bos ... boy.
G=[EB[B]=| " "~ " T T R R CEY

0 00 1 bri hie Pin—k

Dokaz. Nech (4.40) je generujicou maticou pre kéd K. Nech u = uq, ug, . .. uy st
suradnice slova a = ajas . .. a, € K v baze, ktoru tvoria riadky generujicej matice
G. Potom podla poznamky 4.4 je a’ = b”.G. Specialne pre u = ajas .. .ay je

1 0 0 0 bu b12 bln—k
0 00 1 bp1 bra bkn—k
:[al ag oo Ak UVk41 ’Un],
kde v, je jednoznaéne uréené vztahom:
b
ba;
vk+i:[a1 as ... ak]. .

bri

Pre kazdé ajay...ar € AF existuje prave jedno slovo kédu K s prefixom
aias . ..ax. Kéd K je teda systematicky.

Nech je kéd K systematicky. Ak st prvé k stipce generujicej matice G
line4drne nezavislé, riadkovymi ekvivalentnymi ipravami ju méZeme previest na
ekvivalentni maticu G’ v tvare G’ = [ E | B |, ktord je tieZ generujicou
maticou kédu K.

Nech teda prvé k stipce generujiicej matice G systematického kédu K nie st
linearne zavislé. Potom ju méZeme ekvivalentnymi riadkovymi tpravami trans-
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formovat na ekvivalentny tvar
di1 di2 diz ... dig di(k+1) di(ky2y - - din
o da(k+1) daky2)y --- don

dk-1)(k+1) Ak—1)(k+2) -+ d(k—1)n
dk;(k+1) dk(k+2) “ e dkn

dg—1)1 dk—1)2 dk-1)3 -+ d—1)k
0 0 0 0

Matica G’ m4a hodnost k, pretoze je ekvivalentna s maticou G, ktord mala k
linedrne nezavislych riadkov. Pre u, v € A* také, ze u # v je u’ .G’ # v .G'.
Viimnime si, Ze prvych k saradnic vektora u”.G nezavisi na k-tej stradnici
vektora u, z ¢oho vyplyva, Ze existuje niekolko kédovych slov kédu K s rovnakym
prefixom a teda kéd K nie je systematicky. Z predpokladu, Ze prvé k stipce
generujucej matice su zavislé, sme dostali spor. |

Daosledok. Linedrny (n, k)-kéd K je systematicky prave vtedy, ked jeho lubovolna
generujica matica G mé prvé k stlpce linedrne nezavislé.

Veta 4.18. KaZdy linedrny (n, k)-kdd K je ekvivalentny so systematickym line-
arnym kodom.

Doékaz. Nech G je generujica matica (n,k) kédu K. Matica G ma k linearne
nezavislych riadkov, a preto musi mat (apon jednu) k-ticu linedrne nezavislych
stlpcov. Ak prvjch k stlpcov matice G je lindrne nezavislych, podla désledku
vety 4.17 je kéd K systematicky.

Ak st prvé k stipce linedrne zéavislé, urobime takt permutéciu 7 stipcov, aby
prvé k stipce boli linedrne nezavislé. Potom uz prislusny kéd K, ktory dostaneme
rovnakou permutaciou 7 znakov kédu K, bude systematicky. |

Existuje i iny spodsob charakterizicie linedrneho (n,k)-kédu a to tak, ze
vlastnosti kddovych slov charakterizujem ststavou lineadrnych rovnic, ktoré musia
vietky kédové slova spliiovat. Tak napriklad binarny kéd dlzky n s kontrolou
parity charakterizujeme rovnicou:

T +z2+ - F+x,=0
Zdvojovaci kéd dlzky n = 2k charakterizujeme ststavou rovnic:
X1 — T = O

T3 — Ty — 0
Toj—1 — T2 =0

Tp1—Tp =0
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Stistava rovnic pre opakovaci kéd dizky n bude:

x1 — 29 =0

‘Zl*"ﬂg:o

1 — 2, =0

Definicia 4.19. Kontrolna matica linearneho kédu K je takd matica H
prvkov kédovej abecedy A, pre ktora plati: Slovo v = vivs ... v, je kédové prave

vtedy, ked
hii hig hiy, U1 0
Hv— | 'zl iz vl | 0 (4.41)
S S 0
Strucnejsie: v € K prave vtedy, ked H.v = o.
Majme linedrny (n, k)-kéd K s generujiicou maticou
bl bir  bi2 bin
Go| P2 || b b2 b2n (4.42)
b} brr br2 bkn

typu (k x n). Akd ma byt kontrolnd matica kédu K t.j matica H taka, ze
H.u = o préave vtedy, ked u € K? Prvé, ¢o o matici H vieme povedat, je, ze
mé mat n stipcov (uz len preto, aby H.u bolo definované pre u € A™). Mnozina
vSetkych u € A™ takych, ze H.u = o je podpriestor priestoru A" dimenzie rovnej
n — dim(H) = dim(K) = k, odkial dim(H) = n — k. Stadéi teda hladat maticu H
ako maticu typu ((n — k) x n) s n — k linedrne nezavislymi riadkami. Nech h7 je
riadok matice H. Potom pre kazdé kédové slovo u € K musi byt

ul h = uihy + ushs + - + uph, = 0. (4.43)

Mohli by sme teda zostavit stustavu p¥ = |K| linedrnych rovnic typu (4.43), kde
by u prebiehalo vSetky kédové slova kédu K. Takyto systém linearnych rovnic by
vSak obsahoval prili§ vela linedrne zavislych rovnic. Staéi totiz, aby (4.43) platilo
pre vSetky prvky bézy podpriestoru K, potom bude (4.43) platit aj pre vSetky
prvky podpriestoru K. Pre h mozno zostavit tito ststavu linearnych rovnic:

b’h = 0
blh = 0

b’ h = 0
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¢o sa d4 v maticovom tvare zapisat
G.h =o. (4.44)

Kedze dimenzia matice G je k, mnoZina vSetkych rieSeni sistavy (4.44) je
podpriestor dimenzie (n — k) a preto mozno najst (n — k) linedrne nezavislych

rieSen{ ststavy (4.44) hy, hg, ... h,_ , ktoré buda riadkami hladanej kontrolnej
matice H, t.j
by
H-= h;
hy

Vsimnime si, ze

b7 00 0
bl 00 0
T _ 2 —
GH = | 2 |[h b oo b Jg=| 00
T
bl |, 00 o 0], n

Majme maticu H typu ((n—k) xn) dimenzie dim(H) = (n—k) pre ktoru plati
G.H" = Oy (n—k), kde Oy (1) je nulové matica typu (k x (n — k)). Oznac¢me
N C A™ priestor vSetkych rieseni rovnice Hu = o. KedZe pre vsetky prvky bazy
kédu K plati H.b; = 0,4 = 1,2, ...k, plati aj pre lubovolné kédové slovo u € K,

u= Zle u;b;:

k k

k k
Hu=H> ub; =) H(ub;) =) u(Hb;)=> uj.0o=o.
=1 =1

i=1 i=1

Méame teda K C N. Pretoze dim(H) = (n—k), je dim(N) rovna n —dim(H) = k.
Kedze K C N je baza by, bs, ..., by bazou priestoru NV, a teda K = N.

Préave dokazané skuto¢nosti mézeme sformulovat do nasledujicej vety.

Veta 4.19. Nech K je linearny (n, k)-kdd s generujicou maticou G typu (kX n).
Potom matica H typu ((n — k) x n) je kontrolnou maticou kédu K prdave vtedy,
ked

dim(H) = (n—k) a GH" =Opy(p), (4.45)

kde Opx (n—r) je nulova matica typu (k x (n — k)).

Pre systematické kédy je situécie jednoduchsia, ako hovori nasledujica veta.
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Veta 4.20. Linedarny (n, k)-kdd KC s generujicou maticou G = [ Eixk ‘ B ] md
kontrolnu maticu H = [ -BT ‘ E(—k)x(n—k) }

Dékaz. Oznaéme m = n — k. Potom mo6zeme matice G, H rozpisat nasledovne:

b7 1 0 ... 0 ... O|byy big ... biyg ... bim
bl 0 1 ... 0 ... O0|bay bog ... byg ... bay
G= b | T 0 0 ... 1 o 0| by by e by oo bm
b} 0 0 ... 0 ... 1|bg bra ... brg oo bim
hF{ —b11 —bgl e T O0p1 ... _bkl 1 0 0 0
hg 71)12 7b22 7bp2 7bk2 0 1 ... 0 O
H=nr | T by <bag oo by oo by [00 .. 1 .0
h’ —bim —bam oo —bpm oo —bpm |00 ... 0 ... 1

Pre b, h, plati

bé — [ 0 0 ... 1 ... 0 by by .o by oo by ]
WY = [ by by oo —bpg oo —bg O 0 ... 1 ... 0 ]

a preto je bl .hy = (—bpq + bpg) = 0 pre kazdé p, q € {1,2,...,n}, z éoho
GH" = Oy (i)

KedZe matica H s m = n — k riadkami obsahuje jednotkovii podmaticu
E(h—k)x(n—k), je dim(H) = n — k. Podla vety je 4.19 je H kontrolnou maticou
kédu K.

Definicia 4.20. Nech  C A" je linearny (n, k) kéd. Duélny kéd K+ kédu K
definujeme ako
Kt ={v]|av=0VacKk}.

Veta 4.21. Nech K C A" je linearny (n,k)-kod s generujicou maticou G
a kontrolnou maticou H. Potom dudlny kéd K+ kodu K je linedrny (n,n—k)-kdd
s generujucou maticou H a kontrolnou maticou G.

Dokaz. Plati v € Kt prave vtedy, ked

G.v=o. (4.46)
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Pretoze K1 je mnozinou rieSeni rovnice (4.46) a dim(G) = k, je K+ (n — k)-
dimenzionalnym podpriestorom A™ — t. j. linedrnym (n, (n — k))-kédom s kon-
trolnou maticou G.

Pretoze HGT = ((G")"H")" = (G.H")" = OF, ;) = Ogu_ryxs, je
kazdy riadok matice H ortogonalny s podpriestorom X a teda kédovym slovo
kédu K. Pretoze dim(H) = (n — k), generuji riadky matice H cely priestor K+,
t. j. matica H je generujtcou maticou kédu K.

Priklad 4.29. Dualny kéd binidrneho opakovacieho kédu K dizky 5 je kéd
obsahujuci vsetky binarne slova vivs ... v, také, Ze

v1 +v2 + v +vg4 +v5 =0.
Kéd K+ je kéd kontroly paritou.

Priklad 4.30. Dualny kéd k bindrnemu zdvojovaciemu kédu K je samotny kéd
K, teda K+ = K. Ten m4 totiz generujiicu maticu

110 0 00
G=|001100
0 00011

Lahko sa presved¢ime, ze G.GT = O3y 3 — generujtica matica binarneho zdvojo-
vacieho kédu K je zaroven i jeho kontrolnou maticou.

4.13 Linearne kody a objavovanie chyb

V Casti 4.7 v definicii 4.5 sme vSeobecne definovali, ¢o to znamena, ze kéd objavuje
niekolkondsobné chyby — totiz kéd K objavuje t-nasobné jednoduché chyby, ak
pri zmene Tubovolnych ¢ znakov lubovolného kédového slova u vznikne nekédové
slovo.

Teéria linedrnych kédov ndm umoziiuje podrobnejsie modelovat mechaniz-
mus vzniku niekolkonésobnej chyby a to tak, ako keby sa k vyslanému slovu
V = v10s ...V, behom prenosu pripocitalo slovo e = ejes ... e,. Potom namiesto
slova v prijmeme slovo w = wjws...w, pre ktoré plati w = v 4 e. Slovo e
nazyvame chybové slovo.

Definicia 4.21. Hovorime, Ze linedrny kéd K objavuje chybové slovo e, ak
pre kazdé kédové slovo v je slovo v + e nekédovym slovom.

Definicia 4.22. Hammingova vaha ||al| slova a € A™ je po¢et nenulovych znakov
slova a.
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Veta 4.22. Kazdy bindrny linedrny kod obsahuje bud len slovd pdrnej vdahy, alebo
md rovnaky pocet slov parnej a nepdrnej vahy.

Dokaz. Skutocne, ak existuje kédové slovo v neparnej vahy, fixujme ho a defi-
nujme zobrazenie f : K — K predpisom

fw)=w+v.
Je ihned vidiet, Ze f je vzdjomne jednozna¢né zobrazenie K na X priradujtce

kazdému slovu parnej vahy slovo neparnej vahy a naopak. Z toho uz vyplyva, ze
pocet slov parnej vahy je rovny poctu slov neparnej vahy. ]

Vsimnime si, Ze linedrny kdd objavuje t-nasobné chyby prave vtedy, ked
objavuje vSetky chybové slovd Hammingovej vahy mensej alebo rovnej t.

Pre objavovanie a opravovanie chyb ma podstatny vyznam minimalna vzdia-
lenost A(K) blokového kédu K, ktorad bola v definici 4.5 na str. 76 definovana
ako minimum z Hammingovyjch vzdialenosti vSetkych dvojic nerovnakych slov
kédu K. Ak totiz d = A(K), kéd K objavuje vSetky (d— 1)-nasobné chyby a opra-

d
vuje vSetky t-nasobné chyby pre ¢ < 5 (pozri vetu 4.13 na str. 92).

Pre linearny kéd sa A(K) urdi este jednoduchsie.

Veta 4.23. Pre linedrny kod K je minimdlna vzdialenost kddu A(K) rovnd
minimum z Hammingovych vdh vsetkijch nenulovych slov kodu IC, t. j.
AK) = i
(K) = Zoin, {fulf}
Dokaz. 1. Majme u, v € K také, ze d(u,v) = A(K). Nech w = u — v. Slovo w
mé prave tolko nenulovych znakov, v kolkych znakoch sa lisia slova u, v, preto
je
i < |w| = d(u,v) = AK 4.47
i, {ul} < [wl = d(u,v) = AK) (4.47)
2. Vezmime w € K také, Ze ||w| = minyex uzo{|ul}. Potom

A(K) < dlo.v) = [wl| < _min, {lul]} (4.43)

Vztahy (4.47) a (4.48) uz davaju tvrdenie vety. [ |

Definicia 4.23. Nech H je kontrolnd matica linedrneho kédu IC, nech
V =0103...0, € A" je Tubovolné slovo abecedy A dlzky n. Syndrom slova v
je slovo s = s182...8,, pre ktoré plati
V1 S1
H| 2 |=]| % , skratene H.v =s.

Un Sn
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Ak teda prijmeme slovo w, vypocitame jeho syndrom s = Hw, a ak s # o,
vieme, ze doslo k chybe. Naviac vieme, ze syndrom prijatého slova w = v + e je
rovnaky, ako syndrom chybového slova e. Je totiz

Hw =H(v +e) = Hv + He = 0 + He = He.

Kedze kéd K je podpriestor prave vSetkych rieSeni rovnice H = o, rovnica He = s
ma mnozinu vSetkych rieseni v tvare e + a, kde k € K. Tito mnozinu budeme
v dalSom oznacovat ako e + K.

Veta 4.24. Nech K je linedrny kod s kontrolnou maticou H. Nech d je minimum

z poctu linedrne zdvisljch stlpcov kontrolnej matice H. Potom pre minimdlnu
vzdialenost A(K) kodu K plati

d=A(K).

Dokaz. Podla vety 4.23 je A(K) rovné minimélnej vdhe nenulového kédového
slova. Nech d je minimum poétu linearne zavislych stipcov kontrolnej matice H.
Oznacéme ¢y, Cy, . . ., C, stipce kontrolnej matice H, t. j.

H=[c ¢ ... ¢ |.

Nech u € K je nenulové slovo s najmensou Hammingovou vahou |Ju|| = ¢. Slovo

u ma miestach ¢1,72,...,% znaky w;,,u;,,...,u;, a na ostatnych miestach znak
0, t. j.

T _

u'=[00 ...0u, 0...0wu, 0......0w, 0...00].

Pretozu u je kédové slovo, je Hv = o, t. j.

n
Hu = E U;.C; = Uy Cjy + Uiy Cigy -+ v, Ui, Uy, = O. (4.49)
i=1
Pretoze vsetky koeficienty wu;, st nenulové, st stlpce Ci;, Ciy, - .., C;, linedrne
zavislé, a preto
d < A(K). (4.50)
Majme d linedrne zavislych stipcov c;,,ci,,...,c; .- Potom existuju cisla
Uiy, Uiy, - - -5 Ui, také, Ze u; i + U4, Chy, . .., U, W5, = O, z ktorych aspon jedno
je nenulové. Definume slovo u také, Ze na miestach i, o, ...,4i5 bude mat znaky
Uiy s Uiy, - - -, Ui, @ NA ostatnych miestach znak 0, t. j.

u"=[00...0mwu, 0...0wu, 0......0wu, 0..00].
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Potom

n
Hu = E U;.C; = U4, Cjy + Uiy Cigy vy Ui Uy, = O, (451)
i=1

a teda u je nenulovym kédovym slovom, pre ktorého Hammingovu vahu plati
[lu]| < d a teda

A(K) < d.
Posledné nerovnost spolu s (4.50) uz déva pozadované tvrdenie vety. [ |

Veta 4.25. Linedrny kdd objavuje t-ndsobné chyby prdve vtedy, ked kazdijch t
stlpcov kontrolnej matice je linedrne nezdvislijch.

Dokaz. Ozna¢me d = A(K). Podla predchadzajicej vety 4.24 existuje v kontrol-
nej matici H kédu K d linedrne zavislych stipcov, a pre kazdé t < d je Tubovolnjch
t stipcov matice H linedrne nezavisljch.

Ak kéd K objavuje t-nésobné chyby, potom musi byt ¢ < d, a podla vety 4.24
je kazdjch t stipcov matice H linearne nezavislych.

Ak je kazdych ¢ stipcov matice H linearne nezavislych, potom podla vety 4.24
je t < d, a preto kéd K objavuje t chyb. |

4.14 Standardné dekddovanie

V predchadzajicej Casti sme ukazali, ako ur¢ime najvicsi pocet jednoduchych
chyb, ktoré je kéd K schopny objavit, a akym spdsobom zistime, ¢i nastalo
niekolko jednoduchych chyb (pochopitelne za predpokladu, Ze ich je najviac t).
Ak uz prijmeme nekédové slovo, chceme mu priradif kédové slovo, ktorého
pokazenim toto slovo pravdepodobne vzniklo (zase za predpokladov, Ze pocet
chyb neprekroéil hodnotu t). Na to slazi dekédovanie 6 definované v casti 4.10
v definicii 4.12 (str. 93) ako funkcia, ktora ma za definiény obor A™ alebo jeho ¢ast
obsahujtcu kéd K, a ktord kazdému slovu zo svojho defini¢ného oboru priraduje
kédové slovo, pri¢om je d na K identitou — kédovému slovu a priraduje d(a) = a.

Ak bolo vyslané slovo v a doslo k chybe vyjadrenej slovom e, prijmeme slovo
e+ v. Ak §(e + v) = v, dekddovali sme spravne.

Definicia 4.24. Hovorime, Ze linearny kéd K pri dekédovani § opravuje
chybové slovo e, ak pre vSetky v € K plati:

d(e+v)=v.
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Definicia 4.25. Nech L C A™ je linearny kéd s kédovou abecedou A. Pre kazdé
slovo e € A™ definujeme

e+K={e+v|vek}
Mnozina e + K sa vol4 trieda slova e podla kédu K.

Veta 4.26. Nech K C A" je linedrny (n, k)-kdd s kddovou abecedou A, |A| = p.
Pre lubovolné slovd e, e € A™ plati

(i) Ak e —¢€' je kodové slovo, potom e + K = €' + K.

(ii) Ak e — €' nie je kadové slovo, potom e + K, € + K si disjunktné.

(iii) Pocet slov kaZdej triedy je rovny poctu kddovych slov, t. j. |e+K| = |K| = p*

a pocet vsetkyjch tried je p™F.

Dokaz. (i) Nech (e —€') € K, nech v € K, a teda (
u=v + (e —¢€'). Pretoze K je linedrny priestor a (
a teda (¢ +u) € (¢/ +K). Ale e +u=¢€¢+v
(e+v) € (¢ + K). Ukdzali sme, ze (e + K) C (€
aj opafné inkluzia, a teda (e + K) = (¢’ + K).

+v) € (e + K). Polozme
—€) e K, jeajue Kk,
e—¢e')=e+v. Preto je
K). Analogicky sa ukaze

+ -0 o

(ii) Nech (e —e’) ¢ K. Keby existovalo w € (e + K) N (¢’ + K), museli by
existovat slova v, v/ € K také, Ze

wW=e-+V,

w=¢e +Vv,

odkial madme e +v =€ + v’ a dalej e — e =v/ —v € K, lebo obe slova v, v’
boli prvkami lindrneho priestoru K. Z predpokladu, ze (e+ )N (e’ + K) # () sme
dostali (e — €’) € K, ¢o je spor.

(iii) V uvahéach bezprostredne po definicii 4.16 (str. 100) sme ukdzali, Ze
linearny (n,k)-kéd s p-prvkovou abecedou mé p* prvkov. Chceme ukazaf, 7e
le + K| = |K| = p*. Na to stadi ukézat, Ze ak u, w € K, u# b, potom
e+u#e+w. Keby véak e+ u=e+ w, potom by (po odéitani e od oboch
strdn rovnice) u = w. Vsetky triedy slov podla kédu K maji rovnaky pocet
prvkov p*. Ked7e zjadnotenie vietkych tried slov podla kédu K je A™ a |A"| = p*
je

A’I’L n
Pocet vSetkych roznych tried podla kédu K = |IC|| = p—k =pn k.
p
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Definicia 4.26. Standardné dekédovanie. Definujeme tplné dekédovanie
0 : A™ — K nasledovne: Z kazdej triedy podla K vyberieme jedného reprezentanta
triedy tak, aby jeho vaha bola v danej triede minimalna. (Vyber reprezentanta
podla kritéria minimélnej vdhy nemusi byt jednozna¢ny — v tom pripade sa
musime rozhodntt pre jedného s miniméalnou véhou). Potom kazdé prijaté slovo
w € A" dekédujeme ako v = w — e, kde chybové slovo e je reprezentantom
triedy slova w, teda

0(w) = w — [reprezentant triedy (w + K)].
Priklad 4.31. Binarny (4, 3)-kéd K celkovej parity ma dve triedy

0000 + £ = {0000 0011 0101 0110 1001 1010 1100 1111}
0001 + £ ={0001 0010 0100 0111 1000 1011 1101 1110}

Trieda 0000 + K ma jednoznac¢ného reprezentanta — slovo 0000. Trieda 0001 + K
moze maf za reprezentanta fubovolné zo slov 0001, 0010, 0100, 1000. Podla toho,
ktoré z tychto slov vyberieme za reprezentantov, Standardné dekédovanie opravi
jednu chybu, ktora vznikne na prvom, resp. druhom, trefom alebo Stvrtom mieste.
Ak vznikne chyba na inom mieste, Standartné dekédovanie nedekéduje spravne.
Pre nas to nie je prekvapujtce zistenie, lebo vieme, ze kdd celkovej parity ma
minimalnu vzdialenost rovni 2, a preto nemoze opravovat ani vSetky jednoduché
chyby.

Veta 4.27. Standardné dekddovanie § opravuje prdve tie chybové slovd, ktoré si
reprezentantmi tried, t. j.
o(v+e)=46(v)

prdve vtedy, ked e je reprezentantom niektorej triedy podla kodu K.

Dokaz. Ak je e reprezentantom svojej triedy a v € I, potom slovo v + e padne
do triedy e + K a dekdduje sa ako d(e+v) = e +v — e = v — podla definicie
4.24 dekédovanie § opravuje chybové slovo e.

Nech €’ nie je reprezentantom svojej triedy, ktord ma za reprezentanta slovo
e#£ée. Je (e—¢€') e K. Nech v € K, potom slovo v + € padne do triedy e + K
a dekdduje sa ako §(v + €') = v + € — e # v. Ak €’ nie je reprezentantom svojej
triedy, Standardné dekdédovanie neopravuje slovo €’

Veta 4.28. Standardné dekddovanie § je optimdlne v tom zmysle, Ze neexistuje
dekodovanie 6*, ktoré by opravovalo tie isté chybové slovd ako § a naviac este
niektoré dulsie.

Dokaz. Vezmime €' € (e + K), nech e je reprezentantom triedy e + K, nech
e # €. Slovo v = € — e je kddové a nenulové. Ak vysleme slovo v a vznikne chyba
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posobenim chybového slova e, prijmeme slovo v +e=¢€ —e + e =¢€'. Kedze §
opravuje vSetky slova, ktoré si reprezentantami tried je §(v +e) = d(e’) = v.
Ked7ze 0* opravuje vSetky slova, ktoré opravuje 4§, je aj 6*(e’) = v.

Moéze dekédovanie §* opravovat slovo €7 Keby &no, potom by muselo byt
0*(o+¢€') = o, ¢o je v spore s tym, ze §*(e') = v # o. |
Veta 4.29. Ak je d = A(K) minimdina vzdialenost linedrneho kdd K, potom

d
standardné dekodovanie opravi vetky t-ndasobné chyby pre t < 3

d
Dokaz. Nech e je slovo véhy t < 3 Nechv e (e+K),v£e, v=e+u,uck.

d
Je |lu|l > d, |le|| =t < —. Preto pocet nenulovych znakov slova v =e +u je

aspoin d —t — t. j. ||v|]] > d — ¢ > t. Preto je kazdé slovo e s Hammingovou

vahou mensou nez — reprezentantom niektorej triedy slov podla kédu K. Kedze

standardné dekédovanie opravuje vSetky chybové slova, ktoré st reprezentantami
: o ) ) . ) < cd o
tried, opravuje vsetky chybové slova s Hammingovou vahou mensou nez —, ¢o je

ekvivalentné s tym, ze Standartné dekédovanie opravi vSetky t-ndsobné chyby. W

Principom $tandartného dekédovania je uréenie, v ktorej triede slov podla
kédu K sa dekédované slovo vyskytuje. Na to by prislusny dekédovaci algoritmus
musel prezrief tzv. Slepianovu tabulku vsetkjch slov dizky n abecedy A. Je to
tabulka, ktora ma tolko stlpcov, kolko je tried podla kédu K — p"~* a tolko
riadkov, kolko je kédovych slov — p*. V kazdom stipci tabulky st vietky slova
jednej triedy, v prvom riadku tabulky je reprezentant triedy. Po uréeni, v ktorom
stlpci sa dekédované slovo w nachadza dekédujeme tak, Ze od neho odéitame
slovo v prvom riadku prislugného stipca.

Trieda Trieda Trieda
e +K e+ K en+ K
reprezentant || ey =e; +0 | ex=ex+0 | ... | ey =€y + 0
e1 +up ez +uy emnm + ux
e; + uq €z + uq N em + U2 (452)
prvky
tried
e; + ug ez + ug emn + Ug

Slepianova tabulka, m = p" =%, s = |K| = p*.
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Slepianova tabulka mé p™ prvkov, ktoré v najhorSsom pripade musime prehla-
daf vietky. Pre bezne pouzivané binarne kédy dlzky 64 by to znamenalo v naj-
horsom pripade 264 > 10'° prehladani. Sikovnou implementaciou mozno plné
prehladévanie nahradit bindrnym prehladdvanim, ktoré by v tomto pripade po-
trebovalo len 64 pristupov do tabulky, ale ndroky na prislusné idajové struktary
ostavaju enormné.

Problém mozno znac¢ne zredukovat, ak si uvedomime, Ze vSetky prvky triedy
e + K maja rovnaky syndrom ako jej reprezentant e. Je to preto, lebo pre v € K
a kontrolnt maticu H kédu K plati:

H(e+v)=He+Hv=He+o0o=H.e.

Preto namiesto Slepianovej tabulky sta¢i tabulka s dvoma riadkami, kde

v prvom riadku st reprezentanti tried eq,esz,...,em, m = p” % a v druhom
riadku st prislusné syndromy si,S2,...,Sm.
reprezentant || e; [ ez | ... | e, (4 53)
syndrom || 1 [ S2 | ... | Sm ’

Teraz mozno Standardny dekddovaci algoritmus preformulovat nasledovne:
Pre prijaté slovo w vypocitame jeho syndrom s = H.w. V tabulke (4.53) ndjdeme
reprezentanta e triedy s rovnakym syndromom s a dekédujeme

d(w)=w —e.

Tabulka (4.53) ma p"~* stipcov a len dva riadky — jej rozsah je podstatne
mensi ako rozsah Slepianovej tabulky. Naviac moZno ocakéavat, Ze ani pri velkej
dlzke n kédu K sa nebude &islo n — k prili§ zvySovaf, pretoze znamena tiez pocet
kontrolnych znakov kdédu, a ten sa z hladiska udrzania dobrého informac¢ného
pomeru snazime zbyto¢ne nezvySovat.

4.15 Hammingové kody

Veta 4.30. p-znakovy linedrny kdd opravuje jednoduché chyby prdve vtedy, ked
Ziaden stlpec jeho kontrolnej matice nie je skaldrnym ndsobkom iného stlpca.
Specidlne bindrny linedrny kod opravuje jednoduché chyby prdve vtedy, ked stlpce
jeho kontrolnej matice su nenulové a navzdjom rozne.

Dokaz. Vieme, Ze kéd K opravuje jednoduché chyby prave vtedy, ked A(K) > 3,
¢o podla vety 4.24 (str.110) nastava prave vtedy, ked Tubovolné dva stipce
kontrolnej matice H st linearne nezavislé.
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Vo vseobecnom pripade st dva vektory u, v linedrne nezavislé prave vtedy,
ked jeden nie je skaldrnym nasobkom druhého, ¢o v pripade bindrnej abecedy je
préave vtedy, ked su oba vektory u, v nenulové a rozne. |

Definicia 4.27. Bindrny linedrny (n, k)-kéd sa nazyva Hammingov kéd, ak
jeho kontrolna matica H ma za stlpce vietky nenulové binarne slova dlzky n —k,
pri¢om kazdé z nich sa ako stipec matice H vyskytuje prave raz.

Ak sa maji v matici H vetky nenulové binarne slova dizky n — k vyskytovat
prave raz, musi byt pocet stlpcov v tejto matici rovny

n =207k _1,
Preto moze existovat len Hammingov (n, k)-kéd pre
(n, k) = (3,2), (7,4), (15,11), (31,26),...(2" —=1,2" —m —1),... .
Vsimnime si eSte, Ze informacny pomer (4.37) (str.95) s rasticim m rychlo rastie
57

k 1. Napr. pre m = 6 Hammingov (63,57)-kéd m4 informaény pomer 3 > 0.9.
Definicia 4.28. Dekédovanie Hammingovho kédu. Predpokladajme, Ze
stlpce kontrolnej matice H st usporiadané tak, Ze tvoria binarne rozvoje ¢isel
1,2,...,2m 1 Prijmeme vektor w a vypocitame jeho syndrom s = Hw. Ak

s = 0, slovo w nemenime. Ak s # o, slovo s je bindrnym rozvojom ¢isla i a my
zmenime ¢-ty znak prijatého slova w. Presnejsie

S(w) = {W’ aks=o (4.54)

w — e, ak s je bindrnym rozvojom c¢isla 1,
kde e; je slovo s jednotkou na mieste 1.

Veta 4.31. Dekodovanie ¢ definované v (4.54) opravuje jednoduché chyby. Pres-
nejdie: Ak sa slovo w lisi od niektorého kodového slova v manajvys v jednom
znaku, potom d(w) = v.

Dokaz. Ak w = v, potom aj w je kédové slovo a plati Hw = Hv = 0, a v tom
pripade 6(w) = w = v.

Nech sa slova v, w liSia prave v jednom znaku, t. j. w = v + e;. Potom
Hw = H(v + ;) = Hv + He; = He;. Ale He; je i-ty stipec matice H a ten je
rozvojom ¢isla i. Ak budeme dekddovat predpisom §(w) = w — e; = v, budeme
dekdédovat spravne. [ ]

Medzi kédmi opravujicimi ¢ chyb st najekonomickejSie tzv. perfektné kddy.
PodTla definicie 4.11 (str. 92) je blokovy kéd K dizky n t-perfektny, ak mnozina
guli {G¢(a) | a € K} tvori disjunknty rozklad mnoziny A" vsetkych slov dlzky n.
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Veta 4.32. Linedrny kdd je t-perfektny prdve vtedy, ked mnozina vietkych slov
vahy mensej alebo rovnej nezZt tvori systém vsetkych reprezentantov vsetkyjch tried
slov podla kddu K.

Dokaz. Prv, nez zatneme dokazovat tvrdenie vety, si vSimneme, Ze Iubovolné
slovo a € A™ moze byt reprezentantom niektorej triedy kédu K — totiz triedy
a + K. Na to, aby sme dokazali, Ze mnozina vsetkych slov vahy mensej alebo
rovnej nez t tvori systém vSetkych reprezentantov vSetkych tried slov podla kédu
K staci ukdzat dve skutocénosti, a to ze

e kazda trieda ma reprezentanta s vdhou mensou alebo rovnou ¢

e ak eq, ey su dve slova také, ze |le1]| < t, ||ez]] < t, potom e; + K, e; + K
st dve rozne triedy, t. j. es ¢ (e1 + K)

1. Nech K je t-perfektny linedrny kéd — t. j. pre kazdé slovo a € A™ existuje
prave jedno kédové slovo b € K také, Ze vzdialenost slov a, b je mensia lebo
rovnd t, t. j. d(a, b) <t. Ozna¢me e = a — b. Pretoze Hammingova vzdialenost
slov a, b je mensia lebo rovna ¢, je ||e|| < t. Potom je a = e + b. Kazda trieda
a + K ma reprezentanta e s vdhou mensou alebo rovnou t.

Keby existovali dve slova e, e také, Ze |le1|| < ¢, ||ez] < taes € (e1+K), potom
ez —e; € K a |ex —e1| < 2t. Z poslednej nerovnosti vyplyva pre minimélnu
vzdialenost A(K) kédu K: A(K) < 2t, ¢o je v spore s predpokladom, ze K opravuje
t chyb. Podla vety 4.13 (str. 92) totiz kéd K opravuje ¢ chyb prave vtedy, ked
AK) > 2t + 1.

2. Nech mnozina vsetkych slov vidhy mensej alebo rovnej nez ¢ tvori systém
vSetkych reprezentantov vSetkych tried slov podla kédu K. Najprv ukézeme, Ze
A(K) > 2t + 1. Keby totiz existovalo a € K také, ze ||al| < 2t + 1, bolo by mozné
vyjadrit a = e1 — eq, kde |le1|| <, |lez|| <t a e1 # ea. Podla (i) vety 4.26 (str.
112) by potom (e; + K) = (es + K), ¢o by bolo v spore s predpokladom, Ze
e1, eg su reprezentantmi réznych tried. Ak je teda A(K) > 2t + 1, vSetky gule
{Gi(a) | a € K} st po dvoch disjunktné.

Teraz ukdzeme, Ze pre kazdé a € A" existuje gula Gy(b), b € K taka, ze
a € G¢(b). Podla predpokladu existuje e € A”, |le|| <t také, ze a € (e + K). Da
sa teda pisat a = e + b pre nejaké b € K. Odtial a — b = e, a preto d(a,b) =
l(a=Db)|| = |le|l| <t a teda a € G¢(b). Systém guli {Gi(a) | a € K} tvori
disjunknty rozklad mnoziny A™, a preto je kéd K t-perfektny. ]

Veta 4.33. Hammingové bindrne kody su 1-perfektné. Kazdy 1-perfektny bindrny
linedrny kod je Hammingov.

Dokaz. Hammingov kéd dlzky 2™ —1 mé m kontrolnych znakov a podla tvrdenia
(iii) vety 4.26 (str. 112) m4 2™ tried. Oznaéme ey = o — nulové slovo dizky 2™ —1.
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Dalej ozna¢me pre i =1,2,...,2m —1
ee=[0 0 ... 01 0... 0],

t. j. vektor e; ma vsade nuly okrem miesta i, na ktorom mé znak 1. Vsetky e;
pre i =1,2,...,2™ — 1 st nekdédové slova.

Sktimajme triedy e; + IC pre : = 0,1,2,...,2™ — 1. Trieda ey + K je totozna
s mnozinou kédovych slov IC, a je preto rézna od ostatnych tried. Keby boli dve
triedy e; + K, e; + K totozné pre ¢ # j, potom by e; — e; € K, ¢o by znamenalo
linearnu zavislost i-teho a j-teho stipca kontrolnej matice kédu K, (¢o je v pripade
binarneho kédu rovnost prislusnych stipcov). Hammingov kéd mé vsak kontrolni
maticu, v ktorej ziadne dva stipce nie st rovnaké.

Pretoze Hammingov kéd K mé 2™ tried a my sme ukézali, Ze vSetky triedy
typu €; + K pre ¢ = 0,1,2,...,2™ — 1 st rozne (a je ich 2™), nemdze existovat
7iadna dalsia trieda. Mnozina vietkych slov dlzky < 1 tvori systém reprezentantov
vSetkych tried Hammingovho kédu K, a preto je tento kéd 1-perfektny.

Majme binarny linearny kéd K s m kontrolnymi znakmi, ktory je 1 perfektny.
Podla tvrdenia (iii) vety 4.26 (str. 112) ma kéd IC 2™ tried. Nech mé tento kdd
kontrolnt maticu H typu n x m. Podla vety 4.30 musia byt vsetky stipce matice
H nenulové a rozne. Preto pre poéet stipcov matice H plati n < 2™ — 1. Pretoze
je kéd K perfektny, podla vety 4.32 (str. 117) st vSetky binarne slova dizky n
s vahou nula alebo jedna prave vsetci reprezentanti tried. Takychto slov je n + 1
(nulové slovo a vSetky slova typu e; s prave jednou jednotkou na i-tom mieste).
Je preto

n+1=2",

n=2"-1.

Kontrolna matica kédu K je matica typu (27 —1) x m a jej stipce st prave vietky
rézne bindrne nenulové slova dizky m. K je teda Hammingovym kédom. ]

Definicia 4.29. Rozsireny Hammingov binarny kdéd je bindrny kdéd, ktory
vznikne rozsirenim Hammingovho kédu o znak celkovej kontroly parity.

Roz§ireny Hammingov kéd je (2™,2™ — m — 1)-kéd vSetkych slov
V = U3 ...vom takych, Ze v1vy...vom _1 je kédové slovo Hammingovho kédu
a vy +ve + .-+ vam = 0. Jeho minimalna vaha je 4. Tento kéd opravuje

jednoduché chyby a objavuje trojnasobné chyby.

Poznamka 4.5. Veta 4.30 dava névod, ako definovat p-znakovy Hammingov
kéd. Je to kéd s kontrolnou maticou H takou, ze
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(i) #iaden stipec nie je skalarnym nasobkom iného stipca

(ii) kazdé nenulové slovo je skalarnym nasobkom niektorého stipca matice H.

Maticu H mézZeme zostavif napriklad zo vietkjch stipcov rovnakej dizky takych,
ktoré maji prvy nenulovy znak rovny 1. D4 sa ukdzat, Ze p-znakové Hammingové
kédy maji mnohé vlastnosti rovnaké resp. analogické ako bindrne Hammingové
kédy. Tak napriklad vsetky Hammingové kédy st 1-perfektné.

4.16 Golayov kod*

Ozna¢me B stvorcovi maticu typu 11 x 11, ktorej prvy riadok obsahuje binarne
slovo 11011100010 a ostatné riadky vzniknd pravymi rotaciami prvého riadku,
t. j.

B = 1 11 11 1]. (4.55)
1 1 11 11
11 1 11 1
111 1 11
11 1 1 11
1 11 1 1 1

Binarne slovo 11011100010 m& na mieste 7 jednotku prave vtedy, ked je ¢ — 1
Stvorcom modulo 11, t. j. ak i — 1 = 02, 12, 22, 32, 42 =5 a 52 = 3. V celej casti
4.16 budeme predpokladat, Ze matica B je dana vzfahom (4.55).

Definicia 4.30. Golayov kéd Gas je systematicky bindrny kéd dizky 23 s gene-
rujicou maticou Gag definovanou

Biixit
Gos = Ei2x12 ;

11...11

kde Eq13x12 je jednotkova matica typu 12 x 12, By1x11 je Stvorcovd matica typu
11 x 11 definovana v (4.55).
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Golayov kéd Gaoy je systematicky binarny kéd dizky 24 s generujiicou maticou
G4, ktora vznikne z matice Gz pridanim stipca 11...10, t. j.

1

1

Goy = Ei2x12 | Briixut

1

11...11 0
11 111 1 1]
1 11 111 11
1 1 11 111 1
1 1 11 1 11 1
1 1 11 1 11 1
1 1 11 1 111
1 1 1 11 111
1 11 1 11 11
1 1 11 1 11 1
1 1 11 1 1 11
1 1 1 11 1 11
111111111111 |

Generujica matica Golayovho kédu Goy.

Vlastnosti kédov Goy, Gos.

Pocet informacénych znakov kédu Goy je 12, pocet kontrolnych znakov je
tiez 12.

Kéd Gy je samodudlny — jeho kontrolna matica je aj jeho generujicou
maticou (na to staéi overit, Zze skaldrny st¢in Iubovolnych dvoch riadkov
matice Gag je rovny 0).

Minimalna vzdialenost kédu Gy je 8

Kéd Gog je (23,12)-kéd, ktory je 3-perfektny.

Veta 4.34. Tietdviinen, Van Lint. Jediné netrividlne perfektné bindrne kody
st tieto:

a)

Hammingove kody pre jednoduché chyby,
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b) Golayov kdd Gas pre trojndsobné chyby a kddy s nim ekvivalentné,

¢) opakovacie kddy dizky 2t + 1 pre t-ndsobné chyby, kdet =1,2,3,....

Dokaz vlastnosti Golayovych kédov i poslednej vety presahuju ramec tejto
publikcie, preto ich neuvadzame. Na zaver tejto kapitoly eSte uvedme, Ze exis-
tuje perfektny Golayov terndrny (11, 6)-kéd opravujuci trojndsobné chyby. Jeho
generujlica matica je v tvare

D55
G = E¢x6 ;

11...11

kde Egy«g je jednotkova matica typu 6 x 6 a kde D5«5 je matica, ktorej riadky
tvoria vSetky cyklické pravé rotacie slova 01221. Okrem tohoto kédu (a kédov
s nim ekvivalentnych) st jediné perfektné ternarne netrividlne kédy Hammingove
a opakovacie kédy dlzky 2t +1 .

V pripade abecedy s viac ako troma znakmi sa jediné perfektné netrividlne
kédy Hammingove a opakovacie kédy dlzky 2t + 1.

Na zdver kapitoly o kédovani treba povedat, Ze jej naplii tvori iba tvod do
tedrie a praxe kddovania. Mnozstvo metdd a kédov sa do tejto kapitoly nevoslo
nielen z priestorovych dévodov, ale aj preto, lebo st1 zalozené na pojmoch konecne;j
algebry ako boolovsky polyném, okruhy plynémov, konecené telesa atd. Takymi
stt Reedove-Mullerove kédy, cyklické kédy, BCH kédy atd. Citatel vSak ttto
problematiku moze najst v pouzitej literattre a znalost tejto kapitoly mu znacne
pomdZe orientovat sa v problematike kédovania.
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Kapitola 5

Prenosové kanaly a ich
kapacita

5.1 Bezporuchové kanaly

Prenosovy kanal si mozeme modelovat ako komunikacné zariadenie so vstupom
a vystupom. Vstup dokéze spracovavat znaky vstupnej abecedy Y, z vystupu
kanala vystupuja znaky vystupnej abecedy Z. Vo vicsine pripadov Y = 7, ale
to nemusi byt pravidlom, preto budeme vstupnii a vystupnt abecedu odlisovat
oznacenim.

Priklad 5.1. Nech vstupnou abecedou Y skiimaného kanala je abeceda Y =
{0,1} reprezentovand napétovymi troviiami 0 = L-(low — nizka — napr 0.7 V)
a 1= H-(high — vysokd — napr. 5.5 V). Ak sa na vystupe objavi troveri 3.1 V,
nevieme rozhodnif, ¢i sme prijali nulu alebo jednotku. Preto na vystupe Grovne
z intervalu (0.7, 2.3) budeme interpretovat ako 0, trovne z intervalu (3.9, 5.5) ako
1 a Grovne z intervalu (2.3, 3,9) ako chybne prijaty znak *. Vystupnou abecedou
bude v tomto pripade Z = {0, 1, x}.

Priklad 5.2. Nech vstupnt abecedu Y kanala tvori mnozina vSetkych 8-bitovych
¢isel s parnou paritou. Ak ide o poruchovy kanél, mézu sa na vystupe objavit
aj 8-bitové ¢isla s neparnou paritou. Vystupnou abecedou Z kandla je mnozina
vsetkych 8-bitovych cisel.

Do vstupu kandla prichadza v diskrétnych ¢asovych okamzikoch i =1,2,3,...
postupnost znakov yi,%2,¥s,... a v tych istych ¢asovych okamzikoch sa na
vystupe objavuje postupnost z1,z29,23,..., t. j. ak sa v okamziku ¢ objavi na

123
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vstupe znak y;, potom v tom istom okamziku sa na vystupe objavi znak z;. (Tento
predpoklad sice odporuje fyzikdlnym zdkonom, podla ktorych sa aj najrychlejsie
mozné nosice informacie — fotény pohybuji koneénou rychlostou, avsak vo viiésine
pripadov je oneskorenie vystupu za vstupom z nasho hladiska zanedbatelné.)

Jednoduchsim pripadom prenosového kanila je bezporuchovy kanal, pri
ktorom v Case ¢ prijaty znak z; zavisi len na vyslanom znaku y; — t. j.

zi = fi(yi),

v tom pripade hvorime, Ze sa jedna o kanal bez pamiite! , resp. v ¢ase ¢ prijaty
znak z; jednoznacne zavisi len od vyslaného slova y1,y2,...,y; — t. j.

Zi = F‘i(ylay27"'7yi)a

v tom pripade hovorime, 7e ide o prenosovy kanal s pamitou.?

Od kandlov, ktorymi sa budeme zaoberat, budeme tiez ziadat jednu samoz-
rejmu vlastnost — vystupny znak z; nesmie nijako zdvisiet na ziadnom vstupnom
znaku y;4+r, K > 0. To ¢o sa na vystupe objavi v Case ¢ zavisi len na vstupoch
Y1,Y2,---,Yi, ale nesmie nijako zavisiet na vstupoch po case i. Tuto vlastnost
nazyvame nepredvidavost. Bezporuchovy kanal teda jednozna¢ne popiSeme st-
borom funkcii {fi}i:l,Z,A.. resp. {Fi}izLQ,m.

5.2 Prenosové kanaly so Sumom

V reédlnych situaciach je bezporuchovy kanal skor vynimkou, ako pravidlom.
Priemyselné rusenie, pocasie, atmosferické vyboje, staticka elektrina, kozmicky
Sum, vtaci v okoli vysielacich a prijimacich antén a mnohé iné vplyvy sposobuja
poruchy pri prenosoch. Ak vysleme cez ruseny kanal vstupné slovo vy, ys, ..., i,
modZeme vplyvom portch prijat Tubovolné vystupné slovo z1,z29,...,z;, ovSem
s roznou pravdepodobnostou. Podmienenti pravdepodobnost prijatia slova
Z1,%2,--.,2; za predpokladu, ze bolo vyslané slovo yi,ys,...,¥y;, oznacime
symbolom v(z1, 22, ..., 2i|y1, Y2, - -, y;). KedZe vstupnd abeceda Y, vystupnd
abeceda Z a funkcia v : |J;o,(Z% x Y*) — (0,1) plne charakterizuji prenosovy
kanal, mozeme definovat

INajbeznej$i pripad je ten, kedy Y = Z a f; je identita na Y = Z pre kazdé i. Vo
vSeobecnejsich pripadoch moéze funkcia f; zavisiet aj od ¢asového okamziku .

2Napriklad (CapsLock) sposobi Ze po jeho zadani klavesnica poéitaca vysiela po stladeni
alfabetickych klaves velké pismena, po jeho opétovnom stlaceni sa prepne do médu malych
pismen. Tento kandl si ,,pamita“ histériu vstupu a podla toho generuje vystupné znaky.

Podobne po vstupe (Alt)/(Shift) pod OS Windows sa klavesnica prepne na diakritiku.
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Definicia 5.1. Prenosovy kanal C je usporiadand trojica C = (Y, Z,v), kde Y
je vstupna abceda, Z je vystupné abeceda a v : |J;=,(Z x Y*) — (0,1), pricom
v(z1,22, .-, 2i|Y1, Y2, - - -, ¥;) je podmienend pravdepodobnost, Ze na vystupe sa
objavi slovo z1, 29, . .., 2; za predpokladu, Ze na vstupe bolo slovo y1,ys, ..., ¥;.

Oznacme v;(z|y1, Y2, - - -, y;) podmienent pravdepodobnost javu, Ze sa v Case i
objavi na vystupe znak z; za predpokladu, ze na v stupe bolo slovo y1, ¥, ..., y;.
Potom

Vi(Zi|y15y27"'7y’i): Z V(Zl722a"'7zi|y17y25'"7yi)'

21,2250 0585 —1
Hovorime, ze kandl C je kanal bez pamiite, ak v;(z;|y1,yo, ..., ¥;) zavisi iba na
Yi, t. j. ak
Vi(2i|y1,y27 s ,yi) = Vi(Zz‘\Z/i)~

Ak naviac v;(z;]y;) nezévisi na i, t. j. ak v;(2z;ly;) = v(zly:), hvorime, ze C je
stacionarny kanal bez pamiite.
Ak

V(Zla 2y« - 7Zi|y17y27 s 7yi) = V(Zl‘yl)l/(22|y2) s V(Zl|yl) = H V(Zk|yk)a

k=1
hovorime o stacionarnom nezavislom kanali.
5.3 Stacionarny nezavisly kanal
Majme staciondrny nezavisly kandl so vstupnou abecedou A = {aj,as,...,a,}
a vystupnou abecedou B = {b1,bs,...,b,}. Ozna¢me ¢;; = v(bj|a;) pravdepo-

dobnost, Ze ak je na vstupe kandla vstupny znak a;, na vystupe sa objavi znak
b;.

Hodnoty g¢;; sa volaji prenosové pravdepodobnosti a matica typu n x r

q11 q12  --- Qir
Q= q21 Qq22 ... (Q2r
dn1 dn2 ceo Qnr

je matica prenosovvych pravdepodobnosti. Poznamenajme, Ze sucet prvkov
kazdého riadku matice Q je rovny 1, t. j. 22:1 qrj = 1 pre kazdé k =1,2,...,n.
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Nech p; = P(a;) je pravdepodobnost javu, Ze sa na vstupne kanéla objavi
znak a;. Pravdepodobnost javu P(a; Nb;), Ze na vstupe kanala bude znak a; a na
jeho vystupe znak b;, vypocitame ako

P(ai n bj) = Diqij-

Pravdepodobnost P(b;), Zze sa na vystupe kanala objavi b; vypocitame ako stcet
prevdepodobnosti P(a; Nb;) + P(az Nb;) +---+ Pla, Nb;), t

n
= Zthtj-
t=1

Na vyskyt znaku a; na vstupe kandla resp. znaku b; na vystupe kandla sa mézeme
pozerat ako na vysledky pokusov

A = {{al}’ {a2}7 cees {an}}’
B {{bl}’{b2}7"'v{br}}'

Prijemcu sprav na vystupe kanala zaujima, aky znak bol vyslany — teda aky bol
vysledok pokusu A. Ma vsak k dispozicii len vysledok pokusu B. V ¢asti 2.7 sme
ukazali, Ze strednd hodnota informécie obsiahnuta v pokuse B o pokuse A sa
d4 vyjadrit ako spolo¢nd informécia I(A, B) pokusov A, B, pre ktoru vyuzijeme
vztah (2.14) z vety 2.14 (str. 42)

P(4; N B,
ZZPA N B;) 102< (54)?3(33)) (5.1)

=1 j=1

Vztah (5.1) mézeme prepisat pomocou pravdepodobnosti p;, ¢;; nasledovne:

P(a;Nb;)
I(A,B) = E g P(a;Nb;) logQP( JP,)
i=1 j=1
a _ bi%ij
= § § Diqij log
i=1 j=1 ! 2 Zt 1ptqt7

= sz Z Gijlogy = —— (5.2)

Zt 1 ptCIfj

Ak sa bude pokus A mnohokrat nezdvisle opakovat (t. j. na vstupe kandla
sa budu objavovat vystupy zo staciondrneho nezavislého zdroja s abecedou A
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a pravdepodobnostami p;, ¢ = 1,2,...,n), vyraz (5.1), resp. (5.2) je stredné
mnozstvo informécie prenesené kandlom pripadajice na jeden znak.

Specidlnym pripadom diskrétneho kanala bez pamiite je symetricky binarny
kanal, ktorého vstupnd abeceda je A = {0,1}, vystupnd abeceda je B = {0,1}
a matica prenosovych pravdepodobnosti je

a-(,7, 7). 53

kde 0 <p < 1.

Vsimnime si, Ze pre p = 1/2 je

a- (12 12) o

a preto
=\ 1 1/2
I(A,B) = Di Slogy =75
AB) = 2md g L
1/2
= Di logy —r—=rn——
Z Z 2 (1/2). 20 e
= Zpizilogglzo.
i=1  j=1
Hladajme pravdepodobnosti pi1,ps,...,pn, pre ktoré je mnoZstvo prenesenej

informéacie na jeden znak maximadlne, t. j. hladdme viazany extrém funkcie (5.6)
pri podmienke Y  p; = 1 a pri podmienke p; > 0 pre i = 1,2,...,n. Na to
mozeme pouzit metédu Lagrangeovych multiplikdtorov.

Polozme

n
F(p1,p2,....pn) = I(A,B) — Z

%
T

Z Z qij logy —)\Zpl. (5.5)

Zt lptqt] i=1
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Potom pre parcidlnu derivaciu funkcie F' podla k-tej premennej plati

oF 8
— = - A i) I(A,B A
Ipk 3pk Zp )=
= Z Qkj log2 —log, e sz Z L L
- Ptth Zt 1Ptqj
- Z’?_l Diqij
= qrjlogy =——— —logoe ) S — iy —
Z ! 2 _1 Ptth 2 JZ::I thl Peqej !
= Z Qkj log2 —log, e Z Qrj — A
_1 tht; j=1
= qug logy w———— — (logy e + ) (5.6)

Zt 1thtJ N———
C

Ak polozime (log, e+ ) = C, poloZenim parcidlnych derivacii rovno 0, dostaneme
nasledujiicu ststavu rovnic

Zpizl a qujlog2 =C prek=12,...,n. (5.7)
i— Dt tqm

D& sa ukédzat, ze funkcia I(A,B) zo vztahu (5.1), resp. (5.2) je konkdvna,
a 7e splnenie podmienok (5.7) sta¢i na to, aby prislusna hodnota funkcie 7(A, B)
bola maximalna.

Vsimnime si este, Ze ak dosadime do vztahu (5.2) na str. 126 pre vypocet I(A,B)
hodnotu C, ktord je rieSenim sustavy (5.7), za

qkj log =C,
Z 7ee Zt 1ptqw

dostaneme

sz Z qij 10g2 szc CZ;DZ =C.

- tht =1

Tieto rovnice nazveme kapacitné rovnice kanala.
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Pre symetricky bindrny kanal s maticou Q (5.3) kapacitné rovnice dostant
tvar

po+p1 = 1
D 1-p
plogy ———————+ (1—-p)logy —————— = C
% pop +p1(1 — p) 1=p) > po(L—p) +pip
—p p
1-p)logg ———— +plogy ————— =
(1=p) * pop + p1(1 —p) > po(1—p) +pip

Z rovnosti pravych stran (5.8) a (5.8) vyplyva rovnost ich lavych stran. Ak od
oboch stran tejto rovnosti od¢itame plogap a (1 — p)logy(1 — p), dostaneme

ploga[pop + p1(1 — p)] + (1 — p)logy[po(1 — p) + p1p] =
= (1 —p)logy[pop + p1(1 — p)] + plogy[po(1l — p) + p1p],

odkial mame
(2p — 1) logy[pop + p1(1 — p)] = (2p — 1) logy[po(1 — p) + p1p]- (5.8)

Ak by 2p = 1, v tom pripade p = 1/2 a I(A,B) = 0 bez ohladu na pravdepo-
dobnosti py, ps.
Ak p; # 1/2 potom z (5.8) mame postupne

pop+pi(l—p) = po(l—p)+mpp
(2p — 1)po (2p—1)p
Po = Dp1- (5.9)

Z (5.8) a (5.9) mame

| =

Po=DP1=

)

ot N

odkial po dosadeni za pg, p1 do (5.8) alebo (5.8) mame

C = plogy(2p) + (1 — p)logy 2(1 — p).

5.4 MnoiZstvo prenesenej informacie

Pripojme na vstup kanala zdroj S = (Y*, u). Pripometime, Ze pravdepodobnost
vyslania slova y = (y1,92, - --,Yn) je (Y1, Y2, - - -, yi). Ak sa na vstupe kanéla C =
(Y, Z, v) budi objavovat vstupné slova zo zdroja S, jeho vystup sa bude javit ako
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zdroj oznacovany symbolom R = R(C,S) s abecedou Z a pravdepodobnostnou
funkciou 7, pre ktora plati

w(z) = m(z1,22,...,2,) =
= Z V(z\y),u(y): Z V(thQa"‘7Zn|y17y27"’7yn)':u(y17y27"'7yn)-
yeyn Y1Y2..-Yn €Y

Okrem vystupného zdroja R = R(C,S) moézeme dvojici vstupného zdroja
S a kandla C priradif este aj tzv. dvojity zdroj D = ((Y x Z)*,w)), ktory
akoby vysielal dvojice (y;,z;) vstupného a vystupného znaku. Ak stotoznime
slovo (y1,21)(y2,22) - .. (Yn, 2n) s usporiadanou dvojicou

(yvz) = ((yl»y% R 7yn)a (217227 .. ~7zn))v

mozeme pravdepodobnost
w((yla Zl)(y27 22) AR (y’VH Zn)) - w((yla 2927 AR )y’ﬂ)v (Z17 227 MR ZTL)) = w(Y? Z)
vypocitat nasledovne

W(Yaz) = w((ylay27' .. ayn)7 (Z17Z27' . 7Zn)) = V(Z‘y) : ,U/(y) =
= V(ZlaZQa"'7Zn|ylay27"'ayn> 'u(ylayQa"'7yn>-

Mame teda do Ccinenie s troma zdrojmi - vstupnym S, vystupnym
R = R(C,S) a dvojitym D. Fixujme n a oznaéme A,, B, rozklady mnoziny
Y™ x Z™, na mnoziny tvaru

{y} x Z" = {(ylvaa"'ayn)} X va y = (yl,y27--~7yn) € an resp.
Yn X {Z} = Yn X {(217'227"'72”)}7 z = (2172'2,-.-,23”) S Zna

B, = {{yxZ"} | yGY"} :{{(yl,...,yn)}xZ” | (y1,---,9n) GY"}
{v"xz}|zeZ"} ={Y" x{(21,...,2)} | (21,..-,2a) € 2"}

>
3
Il

Definujme este kombinovany pokus D,, = A,, A B,,. Podla definicie je

D, = {(y,z) ‘ Yy € anz € Zn} =
= {((ylayQa"'7y7’b>7(z17z27"' 7Zn))|(yl7y2a-"7yn) S Yn,(Zl,ZQ,...7Zn) S ZTL}
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Odpoved na vysledok pokusu B,, nam hovori, aké slovo bolo vyslané. To ale
na prijimacej strane kanala C nevieme. Vieme vSak vysledok pokusu A,,. Kazdy
konkrétny vysledok Y™ x {z1,29,...,2,} pokusu A, zmeni entropiu H(B,)
pokusu B,, na hodnotu H(B,|Y"™ x {z1,23,...,2,}). Strednd hodnota entropie
pokusu B, po vykonani pokusu A,, je H(B,|A,). Po vykonan{ pokusu A,, sa
teda neurcitost H(B,,) zmeni na H(B,|A,).

Rozdiel B,, — H(B,|A,) = I(A,,B,,) je stredné informécia o pokuse B,,,
ktorti dostaneme po vykonani pokusu A,,.

Podla vety 2.13, vztahu (2.35) (str. 42)je
I(A,B)=H(A)+ HB)—- HAAB)
Pre nas konkrétny pripad

I(A,,B,) = H(A,) + HB,) — HD,)

Vieme, Ze pre entropie vstupného zdroja S, vystupného zdroja R(C,S) a dvo-
jitého zdroja D plati

H(S) =limp oo ~ - H(B,)
n

H(R) = limy .o~ - H(A,)
n

H(D) = limy .o ~ - H(D,)
n

Entropia zdroja informacie bola definovana ako limita stredného mnozstva
informécie pripadajtce na jeden znak pre velmi dlhé slovd. Podobne si mozeme
definovat (S, R) spolo¢né mnozstvo informécie vstupného zdroja S a vystupného
zdroja R ako

_ 1 _
I(§,R)= lim —-I(A,,B,)=H(S)+ H(R)— H(D).
n—oo N
Vidime, Ze stredné mnozstvo informécie pripadajtce na jeden znak velmi dlhych
slov prenesenych kandlom zévisi nielen od vlastnosti kanédla (t. j. podmienenych
pravdepodobnosti v), ale aj od vlastnosti vstupného zdroja.
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5.5 Kapacita kanala

Kapacitu kandla mozeme definovat troma sposobmi

e pomocou maximélneho mnozstva informacie pripadajicej na jeden znak,
ktoré je kandl schopny preniest

e pomocou maximalnej entropie zdroja, ktorého spravy je kandl schopny
prendsat s Tubovolne malym rizikom

e pomocou poc¢tu spolahlivo prenesenych postupnosti.

Tieto tri druhy kapacit si ozna¢ime Cp, Cy, Cj.

Kapacitu prvého druhu definujeme nasledovne

1 (C) = sup I(g, R(C’E)),
S

kde supremum berieme cez mnozinu vsetkych zdrojov s abecedou Y.

Pre definovanie kapacity druhého druhu potrebujeme najprv definovat celkovi

kvalitu prenosu a tiez ¢o to znamend, Ze spravy zo zdroja S mozno preniest cez
kanél C s Tubovolne malym rizikom.
V pripade, Ze vstupna a vystupné abeceda kanala C sa rovnaké, t. j. ak Y = Z
moZzeme niekolkymi sposobmi definovat realnu funkciu w s definiénym oborom
Y™ x Z™, ktora pre kazda dvojicuslovy = y1ys...yn € Y™, 2= 2120...2, € Z"
vrati redlne ¢islo w(y,z) vyjadrujtce ¢iselne, nakolko sa prijaté slovo z 1isi od
vyslaného slova y. Takéto funkcie nazyvame vahovymi funkciami. Typickymi
prikladmi vahovych funkcii si dve funkcie we a wy definované nasledovne:

0 aky=1z
We = .
1 inak
d
wy = M, kde d je Hammingova metrika.
n

Ak méme kandl C = (Y, Z,v) so zdrojom S = (Y, i), potom modZeme pomocou
vahovej funkcie w ocenif kvalitu prenosu ako strednii hodnotu zhody medzi
vyslanou a prijatou postupnostou

WSCw) = 3 Y wiy,a) - vialy) - u(y).

yEY " zEZn

V pripade tuplného prenosového retazca mame zdroj Sx = (X, ¢), ktorého
slovd v abecede X zakddujeme zobrazenim h : X* — Y™ na slova v abecede
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Y. Tieto sa po prenose kandlom C objavia na jeho vystupe ako slova v abecedy
Z, ktoré nakoniec dekédujeme zobrazenim ¢ : Z* — X* na slova v abecede X.
Prenos slova x € X™ bude teda nasledovny

x€ X" —>y=h~h(x)€Y" — vstup do kandla C —
— vystup z kandlaC —z € Z" — g(z) € X"

Po vyslani slova x € X™ prijmeme slovo g(z), pri¢om pripadnd odchylku ohod-
notime ako w(x, g(z)). Celkovi kvalitu prenosu ohodnotime nasledovne:

ra(Sx, b, Cog,w) = Y > wix,g(2)) - v(alh(x)) - $(x).

Hodnotu r,, nazyvame rizikom. Ak je riziko malé, prenos je bez velkého poctu
chyb. Naopak, ak je riziko r,, velké, pri prenose sa objavuje velky pocet nespréavne
prijatych slov dlzky n.

Definicia 5.2. Hovorime, Ze pri danej vahovej funkcii w moZzeme spravy zo
zdroja Sx = (X @) preniest cez kandl C = (Y, z,v) s lubovolne malym rizikom,
ak k Tubovolnému e existuje také n a také kédové a dekédové zobrazenia h a g,
ze rn(Sx,h,C,g, W) < €.

Definicia 5.3. Definujme
C$ =sup H(S), ¢ =sup H(S),
s s
kde supremum v oboch pripadoch berieme cez mnozinu vsetkych zdrojov S

prenesitelnych cez kandl C s lubovolne malym rizikom a kde kladieme w = w,
pre CS a w = wy pre C’{.

Pri definicii kapacity kandla tretim spésobom vychddzame z nasledujtceho
pojmu e-rozligitelnosti slov.

Definicia 5.4. Mnozina U C Y™ vstupnych slov je e-rozliSitelna, ak existuje
taky rozklad {Z(u) : u € U} mnoziny Z", ze

v(Z(u)u) > 1—e.

Pripometime, Ze rozklad {Z(u) : u € U} je systém takych podmnozin mnoziny
Z"™, ze plati:

1. Preu, veU,u#wijeZ(u)NZv)=9o

2. Upey Z(u) = 27,
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Cislo v(Z(u)|u) je podmienena pravdepodobnost javu, ze ak vysleme slovo u,
k nemu prijaté slovo padne do mnoziny Z(u).

Ak mnozina U C Y™ vstupnych slov je e-rozliSitelnd, a my prijmeme slovo
z mnoziny Z(u), vieme, ze s pravdepodobnostou 1 — ¢ bolo vyslané slovo u.

Pre ¢ > 0, kandl C a prirodzené ¢islo n ozna¢me d,(C,e) maximalny podet
e-rozllisiteInych slov z Y. Potom treti druh Cs kapacity kanéla C definujeme
takto

1
C3(C) = inf lim sup - log, d,, (C,€).

€ n—oo

.....

C1(C) = C5(C) = C{(C) = C5(C),

z ¢oho vyplyva, ze vSetky definicie kapacity kanédlu boli zvolené zmysluplne.

5.6 Shannonove vety

V tejto Casti budeme uvaZovat zdroj S s entropiou H(S) a prenosovy kandl C
s kapacitou C(C).

Veta 5.1 (Priama Shannonova veta). Ak pre staciondrny nezdvisly zdroj S a pre
staciondrny nezavisly kandl kandl C plati

H(S) < C(0),

potom moZno spravy zdroja S preniest cez kandl C s lubovolne malou pravdepo-
dobnostou chyby.

Veta 5.2 (Obratend Shannonova veta). Ak pre staciondrny nezdvisly zdroj S
a pre staciondrny nezdvisly kandl C plati

H(S) > C(C),

potom memozno sprdvy zdroja S preniest cez kandl C s lubovolne malou pravde-
podobnostou chyby.

Shannonove vety platia aj pre ovela vSeobecnejsie triedy zdrojov a kandlov
napr. pre ergodické zdroje a ergodické kanaly. Shannonove vetu ukazuju, ze pojmy
entropie zdroja a kapacity kanala boli zvolene dobre a navzajom tzko stuvisia.
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