CHAPTER VII

MODEL CPM A JEHO ZOVSEOBECNENIA

Rekapitulacia metédy CPM z hladiska tedrie rozvrhov

Rozvrhovaci problém, ktory riesi metéda CPM mozno charakterizovat nasle-
dovne: Je danad mnozina uloh J = {Ji,Js2,...,J,} a mnozina rovnakych par-
alelnych strojov M = {M;, M,,...,M,,}. Kazda z uloh J; pozostiva z jedinej
operacie o;, ktora sa vykond na Iubovolnom stroji stroji M; s ¢asom spracovania
p;. Predpokladajme, Ze pocet strojov m je dostatocne velky na to, aby ziadna tloha
pripravena na spracovanie nestéala len preto, Ze pre nu niet volného stroja. (Na to
sta¢i, aby m > n.) Na mnozine J je dana precedenén relacia <. Ulohou je najst
optimélny rozvrh z hladiska minimalizacie kritéria Cp,ay pri dodrzani relacie <.

Z hladiska klasifikicie LLRK mozno tento problém povazovat za systém
Poo|prec|Crax s precedencnou relaciou na mnozine tloha J.

Néaviznost tloh sa pre tento pripad modeluje tzv. siefovym digrafom, v ktorom
je kazdej tilohe J; pridelena prave jedna hrana ohodnotené dlzkou spracovania p;
ulohy J;, vrcholy — zaciatky a konce hran predstavuju casové zaciatky a konce
spracovania uloh (reprezentovanych s nimi incidentnymi hranami). Sietovy digraf
obsahuje dva Specidlne vrcholy z — zaciatok vykonavania projektu — jediny vrchol
s nulovym vstupnym stupfiom a k& — koniec vykonavania projektu — jediny vrchol
s nulovym vystupnym stupniom. Sietovy digraf je neorientovane suvisly acyklicky
digraf, v ktorom pre kazdy vrchol z existuje (z — z) drdha i (z — k) drdha. V acyk-
lickom digrafe je mozné oé¢islovat vrcholy tak, aby pre kazda hranu (i, j) platilo
i < j. Takéto ocislovanie budeme nazyvat monoténnym. Jednou z metéd monotén-
neho ocislovania je nasledujtci postup:

K1: Prekazdy vrchol z siefového digrafu vypoéitame dizku najdlhsej (z—x) drahy
p(x). (NajdlhSou drahou tu myslime drahu s najvaésim poc¢tom hran).
K2: Akakolvek postupnost vrcholov [1],[2],..., [NV] taka, ze

p([1]) < p([2]) < --- < p((N])

uréuje nové ocislovanie vrcholov (t.j. vrchol x bude mat ¢islo [z]) spliiujtce
poziadavku monoténnosti.

Pri monoténnom ocislovani vrcholov je z = 1, k = N, kde N je pocet vrcholov
sietovehé digrafu.

Hodnotu T trvania projektu uréime ako dpyay(z — k) dlzku maximélnej drahy od
zaiatku projektu z do konca projektu k. Kazda drahu dlzky T v siefovom digrafe
nazveme kritickou drahou (kritickych drah méze existovat viac). Ulohy leZiace na
kritickej drahe sa nazyvaja kritické tulohy.

Typeset by ApS-TEX
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Pre kazdy vrchol x sietového grafu uréime dva ¢asové okamziky — e(x) naskor
mozny zaciatok ¢innosti vychadzajuicich z vrchola = ako e(x) = dmax(2, z) a l(x) na-
jneskér nutny koniec ¢innosti vchadzajucich do vrchola x ako I(x) = T — dmax(z, k),
kde dax(, %) je dizka maximalnej (z—y) drahy. Pre vrchol z leZiaci na nejakej kri-
tickej drahe je e(z) = I(x), pre ostatné vrcholy je e(x) < I(x). Ulohy reprezentované
hranami (z,y) mézu byt v rozvrhu zadelené viacerymi sposobmi tak, Ze zacinaju
v lubovolnom ¢asovom okamziku uzavretého intervalu (e(x),(y) — ps;) (Toto zade-
lenie je vSak obmedzené ¢asovou polohou ostatnych iloh v rozvrhu. Predchadzajice
tvrdenie treba chépat tak, ze pre Tubovolni tlohu reprezentovani hranou (z — y)
a pre [ubovolné ¢ € (e(x),l(y) — pij) existuje optimalny rozvrh taky, zZe dand tloha
zaCina v Case t.) Zadelenie kritickych uloh v ¢ase je jednoznacéné — ich zaciatok
je ur¢eny hodnotou e(x) = I(x), kde x je vrchol siefového digrafu reprezentujuci
zaciatok prislusnej tlohy.

Ak by sme zmiernili poziadavku na trvanie projektu, a dovolili, aby sa mohla
posledna tloha dokon¢it v ¢ase D > T', potom by sa najneskor nutny koniec vykoné-
vania ¢innosti vchadzajicich do vrchola z poéital ako [(x) = D — dpax(z, k). Tym
vznikna rezervy aj pre ulohy, ktoré povodne lezali na kritickej drahe. Takymto
ktory mozno vyuzit na splnenie niektorych dodatoénych obmedzeni — napr. na
splnenie poziadavky na obmedzené zdroje.

Podla tedrie rozvrhov je rozvrh pre tulohy J = {Jy, Js,...,J,} uréeny postup-
nostou ¢asovych intervalov {(b1,c1), (ba,¢2), ..., (bn,cn)}, v ktorych sa maja ulohy
z J vykonédvat. RieSeniu tulohy sietového planovania eSte nedava rozvrh v tomto
zmysle, pretoze, podla predhadzajiceho textu, rieSeniu zodpoveda niekolko opti-
malnych rozvrhov.

Jednym z nich je ES—rozvrh (early start schedule) E, v ktorom je Start kazdej
z uloh naplnanovany v najskorSsom moznom okamziku vypocitanom metédou CPM,
inym je LS—rozvrh (late start schedule) L, v ktorom je Start kazdej ilohy naplano-
vany tak, aby skoncila v najneskor nutnom case uréenom metédou CPM.

Time — Cost trade of

Predpokladajme, Ze vrcholy sietového digrafu st ocislované tak, ze pre kazdu
hranu (7, j) plati i < j. Potom vrchol 1 je zaciatok vykondvania projektu, vrchol n
koniec vykonavania projektu. Oznacme:

N - pocet vrcholov sietového grafu
x; - zaciatok vykonavania tlohy J;
ti; - trvanie tlohy (7, j)

Potom pre tlohu sietového planovania mozno zostavit nasledujici matematicky
model linedrneho programovania:

Minimalizovat xn

za podmienok:

1‘1:0

Tj— T > Pij pre kazda hranu (i, )

Oznacme T hodnotu z pre optimalne rieSenie poslednej tilohy.



52 VII. MODEL CPM A JEHO ZOVSEOBECNENIA

Najskor mozné zaciatky x) tloh vychadzajucich z vrcholov i st optiméalnym
riesenim ulohy

N
Minimalizovat Z €T
i=1
za podmienok:
Tr1 = 0
N — T
Tj— T > Pij pre kazdu hranu (i, j)

: - . g vehadza e v v i st .
Najneskor nutné konce z tuloh vchadzajtcich do vrcholov i st optiméalnym
rieSenim ulohy

N
Maximalizovat Z T
i=1
za podmienok:
Tr1 = 0
N = T
Tj— T > Pij pre kazdu hranu (i, 7)

Pre praktické rieSenie tlohy siefového planovania je lineadrne programovanie zby-
tocne silnym aparatom, jeho vyznam vsak ocenime v nasledujicom zovSeobecneni
tejto tlohy.

Predpokladajme, Ze casy p;; vykonavania jednotlivych tloh nie st konsStanty, ale
kazdy sa moze menit v intervale (m;;, M;;). Zrychlenie vykonavania tlohy vsak
Cosi stoji. Nech f;;(t) = coij — cij.t pre t € (myj, M;;) je funkcia vyjadrujica
naklady na spracovanie tlohy (i, j) za predpokladu, Ze toto spracovanie bude trvat
cas t. Nech C pokuta za oneskorenie projektu o jednotku casu. Ako kriteridlnu
funkciu vezmeme stcet nakladov na spracovanie vSetkych tloh plus celkova pokutu
za oneskorenie. Kriteridlna funkcia bude teda:

Cleny—T)+ Z (coij — Cij-tij),
(i,j)eH

kde T je minimalna mozna doba trvania projektu, ¢;; je trvanie ulohy reprezen-
tovanej hranou (i,j) € H. Pretoze C.T a Z(ij)eH coi; st konstanty, mozno toto
kritérium nahradif jednoduchs$im

C.ZL’N — Z Cij.tij
(1,5)eH
Uloha zovseobecneného sietového planovania potom bude mat tvar:

Minimalizovaﬁ C..I‘N — Z Cij.tij
(4,)eH
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za podmienok:

Ir1 = 0
xj—x; —pij >0 pre kazda hranu (i, 7)
Pij < Mi;
Dij = Myj
Obmedzené zdroje

Kazdé tloha J; z mnoziny J moze vyzadovat isté zdroje. Moze to byt isty pocet
pracovnikov, nakladnych vozidiel, isté mnozstvo energie, pohonnych hmét, surovin
a podobne. Metéda CPM nepredpoklada ziadne obmedzenia na tieto zdroje. Sku-
tocnost je vSak blizsia k situécii, ked mame k dispozicii v jednom ¢asovom okamziku
len isté obmedzené pocty Tudi, dopravnych prostriedkov, ¢i obmedzené mnozstvé en-
ergie, materidlov atd. V takomto pripade uz nemozno naplanovat sicasné vykona-
vanie viacerych ¢innosti podla vysledkov metédy CPM, ale niektoré ¢innosti musia
pockat, kym sa ukoncenim inych neuvolnia zdroje potrebné pre ich spracovanie.

Je teda dand mnozina R = {R1, Rs, ..., R} zdrojov, z ktorych mame k dispozicii
v kazdom casovom okmziku iba A; jednotiek zo zdoja R;, pricom tloha J; potrebuje
v kazdom okamziku svojho spracovania a;; jednotiek zdroja R;. Oznac¢me Gg(t)
mnozinu vSetkych tloh, ktoré sa podla rozvrhu S vykonavaja v ¢ase t, t.j.

Gs(t)={Ji | i€ T, t€bici)}

Pre rozvrhovanie s obmedzenymi zdrojmi potom rozvrh S povazujeme za pri-
pustny, ak pre kazdy casovy okamzik t a pre kazdy zdroj R; plati

Z Qg S Aj.

i€Gs(t)
Formulacia pomocou celoéiselného linearneho programovania

Oznacme:
A; — mnozstvo jednotiek zdroja R;
a;; — mnozstvo zdroja R; poZzadovaného ulohou J;
x;+ — bivalentna premenna nadobudajica hodnotu 1 len ak dloha .J; skonéi v case
t
H — casovy horizont — mnozina casov t, v ktorych pripadd do tivahy skoncenie
nejakej ulohy J;

Potom ¢as ukoncenia tlohy J; mozno vyjadrit ako C; = Zte g b4, Cas zaciatku
vykondvania tlohy J; ako B; = Y,y t.x; — pj. Ak ma byt J; < J;, potom musi
Precedenc¢né obmedzenia mozno teda zapisat v tvare:

Z t.xy +p; < Z t.xj; pre vsetky 4,7 také, ze J; << J;
teH teH

Uloha J; s dlzkou spracovania p; sa vykonava v ¢ase t prave vtedy, ked medzi
casovymi okamzikmi ¢,¢t + 1,...,t + p; — 1 existuje okamzik u jej skoncenia, pre
ktory jeding plati z;, = 1, ¢o nastane prave vtedy, ked S “2i~1

u—t Liy — 1.
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Obmedzenia na zdroje mozno teda zapisat:

t+p;—1

zn:aik Z Tiu SAk Vte H
=1 u=t

Este treba dodat obmedzenie vyjdrujice, ze kazda tloha sa méa vykonat prave
raz:

Zl’itzl

Kriteridlna funkcia vyjadrujica minimalizaciu trvania projektu bude:

E t.z,: — min

teH

Tu sa budeme zaoberat iba pripadom jediného obmedzeného zdroja s celkovym
mnozstvom A jednotiek, a; bude predstavovat pocet jednotiek tohoto zdroja potreb-
nych pre vykonanie ulohy J;.

Nech S je Tubovolny rozvrh pre dant tlohu. Ozna¢me Gg(t) mnozinu vsetkych
tiloh, ktoré sa podla rozvrhu S vykonavaji v ¢ase t. Dalej ozna¢me:

re(t) = Z a; ri(t) = Z a; rs(t) = Z a;

1€GE(t) 1€GL (1) 1€Gs(t)

Funkcia rg(t) udava, kolko jednotiek zdroja je potrebnych v ¢ase t, ak sa tlohy
z J vykonavaja podla rozvrhu S.

Potom plati:
t
> re(w) 2
u=1

]~

rs(u) > ) rr(u)

Il
-

u

D
rs(u) < Y rr(w)
=D—

t

NE

D
Z re(u) <

u=D—t u

Il
»

—t u

VETA. Ak 22:1 rr(u) > t.A pre nejaké t € (1, D), potom neezistuje pripustny
rozurh dlzky D.

VETA. Ak Zz?:D—t rg(u) > t.A pre nejaké t € (1, D), potom neezxistuje pri-
pustny rozvrh dizky D.

Predchadzajtce dve vety vSak nedavaju zaruku existencie rieSenia v pripade, ked
pre vSetky ¢t € (0, D) plati Zizl rr(u) < t.Aresp. ZQ?:D_t rg(u) <t.A. Pomocou
nich vSak mozno odvodit odhad kritéria Cpax.

Oznacme R = 25:1 rg(u). Potom nutnou podmienkou pre existenciu vhodného
rozvrhu je R < D.A. Z posledného vztahu mozno odvodif dolnd hranicu trvania
projektu %.

Tento odhad mozno eSte trochu zlepsit takto: Nech « je prvy ¢asovy okamzik,
kedy rg(t) > A, nech [ je posledny c¢asovy okamzik, kedy rp(t) > A. Po-

tom nevyuzitd kapacita zdrojov od zaciatku do okamziku « je ZZ‘;} (A—rg(u)),
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nevyuzita kapacita od okamziku (3 do konca trvania projektu D je 25: 5 (A=
rr(u)). Potom nutnou podmienkou existencie pripustného rozvrhu dizky D je

R<D.A- y (A=rp@w) - Y (A-rp(u).
u=1 u=p+1

Sktimajme teraz problém Pm|prec|Cpax @ porovnajme ho s problémom
Poo| prec,resl|Cpax, t.j. so systémom s mnohymi paralelnymi identickymi
strojmi s jednym ohranicenym zdrojom, z ktorého kazda tuloha vyzaduje
jednotkové mnozstvo a ktoré ma kapacitu A = m. Pre kazdi mnozinu tuloh
J =4/, Ja,...,J,} maji oba spomenuté problémy ten isty optimélny rozvrh.

Heuristiky

Sietovy digraf je acyklicky graf. To umoznuje monoténne ocislovanie jeho vr-
cholov (t.j. také ocislovanie, aby pre kazdu jeho hranu (i, j) platilo i < j. Takéto
ocislovanie vrcholov urc¢uje poradie hran nasledujucim predpisom (i,75) < (k,1)
prave vtedy, ked ¢ <[ aleboi=1a k <.

HEURISTICKY ALGORITMUS NA  MINIMALIZACIU Cupax V  SYSTEME
Poo|prec, res|Crax-
KROK 1: O¢islujeme monoténne vrcholy siefového digrafu.
KROK 2: Monoténne ocislovanie vrcholov definuje poradie ¢innosti, v akom ich
zaradujeme do rozvrhu. Kazdua ¢innost zaradime v najskor$om moznom
intervale kedy sa pre nu volné zdroje.

Existuje mnoho roznych odéislovani vrcholov sietového digrafu, a teda mnoho
prislusnych rozvrhov vytvorenych predchadzajicim algoritmom. Zmenou ocislova-
nia (ndhodnou metédou random sampling) alebo i riadenou nejakym heuristickym
pravidlom mozno dospief k suboptimalnemu rieSeniu. KedZze do rozvrhu postupne
priddvame jednu tlohu po druhej, tdto metédu mozno nazvat sériovou.

Inou heuristickou metédou tvorby suboptimalneho rozvrhu je nasledujica tzv.
paralelend metdda.

V kazdom ¢ase vypoctu mame mnozinu Z zaraditelnych tloh, ktorych vsetci
predchodcovia st uz zaradeni. Podla nejakého pravidla vyberiem podmnozinu
Zy C 7 tloh, ktoré naraz zaradime do rozvrhu. Efektivnost tejto metédy zavisi
od pravidiel vyberu tejto preferovanej mnoziny uloh Zj.



