CHAPTER 1II

SYSTEMY S JEDNYM STROJOM

Predpokladajme, ze mame rozvrhovaci systém, v ktorom kazda dloha J; € J
pozostava s jedinej operacie 0;1 = 0; a pre kazda operaciu je urceny jediny stroj, na
ktorom sa tato operacia méze vykonavat. Dalej predpokladajme, ze medzi tilohami
z J neexistuje ziadna precedencna relacia a pokial dve tlohy J;, J; nevyzaduju
ten isty stroj, spracovanie jednej nijako neovplyvinuje spracovanie druhej. Vtedy sa
mnozina uloh J rozpadne na disjunktné podmnoziny J1,...,Jmn také, ze vSetky
tlohy leziace v podmnozine J; vyzaduji na svoje spracovanie (len) stroj M;. V
takomto pripade je spracovanie tloh z réznych podmnozin na roéznych strojoch
nezavislé, a dany rozvrhovaci problém sa rozpada na m nezavislych rozvrhovacich
problémov — kazdy s jednym strojom.

Budeme teda predpokladat, Ze méame dani n—prvkovi mnozinu tloh
J ={J1,J2,...,Jn}, z ktorych kazda pozostava z jedinej operacie o; — t.j. pocet
operacii i-tej ulohy g; = 1 pre 1 < ¢ < n, pocet strojov v systéme m = 1, pricom
stroj je stale k dispozicii. Dalej predpokladame, 7e vsetky ulohy z mnoziny J
vstupia do prazdneho systému naraz v ¢ase 0, t.j. 7, = 0 pre 1 < i < n Dalej
predpokladdme, ze pre kazda ulohu J; je dané p; = p;; trvanie jej (jedinej)
operacie a d; planovany cas ukoncenia.

Pre rozvrhovacie systémy s jednym strojom bez prerusenia operacii je rozvrh S
urceny postupnostou disjunktnych ¢asovych intervalov (b1, c1), (b2, c2), ..., (bn,cn),
kde (b;, c;) je interval, v ktorom sa spracovéva tiloha .J;, pricom dlzka tohoto inter-
valu ¢; — b; = p;. Pre okamzik ukoncenia tlohy C; plati C; = ¢;.

Pre rozvrhovacie systémy s jednym strojom s prerusenim operacii je rozvrh S
uréeny postupnostou disjunktnych éasovych intervalov (b, cik), @ = 1,2,...,n,
k=1,2,...,k;, kde k; je pocet ¢iastkovych intervalov v ktorych sa vykonava tiloha
J;. Predpokladame b;r, < ¢ir; < bj(x41) pre kazdé i, ktakézel <i<nal <k <k;.
Musi byt Y4t (i — bir) = pi-

Oznacme W; celkovt dobu cakania ulohy J; v systéme, C; okamzik jej ukonce-
nia a F; dobu jej pobytu v systéme. (W;, C;, F; st vystupné hodnoty rieSenia
rozvrhovacieho problému). Potom C; = F; = p; + W, pretoze r; =0

Napriek tomu, ze rozvrhovacie problémy s jednym strojom su relativne
jednoduché, maji svoj vyznam uz tym, Ze sa tu daju skimat rozne druhy
rozvrhov a rozne druhy rozvrhovacich kritérii a ich vysledky st dostatoc¢ne
nazorné. Niekolko vysledkov o tychto systémov mozno pouzit i v zlozitejsich
pripadoch bud ako smerovanie badania, alebo si zakladom pre priblizné rieSenie
realnych uloh. Existuje vSak mnozstvo realnych situécii, ktoré mozno dobre
modelovat systémami s jednym strojom.

Typeset by ApS-TEX
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DEFINICIA. Nech S je nejaky rozvrh pre systém s jednym strojom. Umely
prestoj v rozvrhu S je ¢asovy interval (t1,t2), v ktorom sa na stroji nevykonava
ziadna tloha, pricom v systéme je tilloha Cakajica na spracovanie.

DEeFINiCIA. Hovorime, Ze S je dominantnd mnozina rozvrhov pre kritérium f,
ak v S existuje aspon jeden optimalny rozvrh z hladiska kritéria f.

VETA 1. Majme systém 1||f, resp. l|lpmin|f, kde f je regquldrne optimalizacné
kritérium. Potom existuje taky optimdlny rozvrh S wvzhladom na kritérium f, v
ktorom neexistuje umely prestoj.

Dokaz pre systémy bez preruSenia (preempcie).

Nech rozvrh S definovany postupnostou intervalov (b1, c1), (b2, c2),. .., (by,cp)
obsahuje umely prestoj (t1,t2). Potom interval (¢1,t2) je disjunktny s kazdym
intervalom (b;, ¢;), t.j. pre kazdé i 1 <i < n plati bud ¢; < ¢1, alebo t5 < b;.

Zostrojme rozvrh S’ definovany postupnostou intervalov
(b, ch), (by,ch), ..., (b, c)) definovany nasledovne:

b; = bz C; = C; ak C; S tl (11)

b; = bl — (tQ — tl) C; =C; — (tg — tl) ak tg S bz (12)

Je vidiet, ze pre okamziky ukoncenia tloh plati C] = C; alebo C! = C; —(t2 = t1)
a teda C! < C;. Pretoze f je regularne kritérium — t.j. je nerasticou funkciou v
kazdej svojej zlozke, je f(S') < f(S). O

Dokaz pre systémy s prerusenim operacii je analogicky.

VETA. Majme systém llpmtn|f, kde f je reguldrne optimalizacné kritérium.
Potom existuje taky optimdlny rozvrh S wvzhladom na kritérium f, v ktorom niet
prerusent operdacii.

Nech tq,ts,...,t, su prave tie casové okamziky, v ktorych sa zacina alebo konci
vykonévanie niektorej tlohy, resp. jej prerusenej ¢asti. Kedze dominantnou mnozi-
nou rozvrhov pre regularne kritérium je mnozina rozvrhov bez umelych prestojov,
v Case t; pre 1 < ¢ < r stcasne konci vykonavanie jedného tuseku tlohy a stucasne
zacina spracovanie iného tseku inej ulohy. Ak v case t; konc¢i spracovanie celej
ulohy J;, potom C; = t;.

Nech S je rozvrh s prerusenim s casmi ukoncenia Ci,Cs,...,C), nech J; je
uloha, ktora sa spracovava aspon v dvoch tisekoch. Nech spracovanie predposled-
ného tseku tlohy J; je naplanované do Casového intervalu (t,,t,+1) spracovanie
posledného tuseku tlohy J; do ¢asového intervalu (t4,t;4+1), kde p+1 < ¢. Ak spo-
jime spracovanie predposlednej a poslednej cCiastky tlohy J; do jedného c¢asového
useku (ty, +t, —tp+1,t441) a Casy spracovania tsekov (t;, ;1) posunieme do inter-
valov (t; +t, —tpy1,tit1 +tp — tpy1) dostaneme novy rozvrh S’ s ¢asmi ukoncenia
C1,Cy,...,Cl, pre ktoré je C] < C; pre kazdé i = 1,2,...,n, z ¢oho pre regularne
kritérium f vyplyva f(S’) < f(S). Takto postupne mézeme odstranit vsetky pre-
rusenia v rozvrhu S. [

Vidime teda, Ze optimélne rieSenie vzhladom na regularne kritérium budeme
hladat medzi rozvrhmi bez prerusenia a bez umelych prestojov. Pre rozvrhova-
cie problémy bez preempcie pojde vlastne len o to, v akom poradi naukladame
tesne za sebou intervaly spracovania pre tlohy z danej mnnoziny 7. Rozvrh bude
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dany poradim — permutéaciou tloh z 7. Preto tieto rozvrhy budeme oznacovat ako
permutacné rozvrhy. Pocet réznych permutacii n-prvkovej mnoziny je n!, takze
pokusy rie§it rozvrhovacie tlohy tohoto typu prezretim vSetkych moznosti st i pre
malé ¢isla n odstidené na netspech. Pre mnohé optimalizacné kritéria vsak existuju
velmi jednoduché metdédy prislusnych rozvrhovacich problémov.

Nech 7 je mnozina prirodzenych ¢isel typu Z = {1,2,...,n}. Potom permutéciu
7 na mnozine Z mozno pokladaf za vzdjomne jednoznacné zobrazenie m konecnej
mnoziny Z do seba, ¢o mozno symbolicky zapisat 7 : Z — Z. Prvku i € Z priradi
iny prvok j € Z podla predpisu j = 7[i].

Majme dve permutéacie 7, 7. Potom mozeme definovat permutaciu ¢ — zloZenie
permutacii 7, 7 predpisom ¢[i] = 7 [7[i]]. PiSeme ¢ = 7.7.

K najjednoduchsim permutaciam patria permutacie 7y, ktoré zamienaju len
poradie dvoch prvkov na miestach k, [, t.j.

Tkl [k] = l
Tkl [l] =k
TRl =1 prei#£k, i £
TVRDENIE. KaZdi permutdciu @ mozno napisat ako zloZenie koneéného poctu
permutdcii typu Trr41), 1 <k <n.

Dokaz.

Nech (p[l] = k’, potom 7T12.7T23. .. .. ﬂ-(k—l)kz[l] =k

Postupnymi vymenami susednych prvkov sme dostali ziadany prvok k£ na prvé
miesto. Takisto postupnymi vymenami typu mo3.m34. .. .. T(k'—1)k’ dostaneme prvok
©[2] na druhé miesto pricom zachovadme prvok na prvom mieste atd.

CVICENIA.

1. Vyjadrite permutaciu mg; ako zloZenie permutdcii typu m;(;41)-
2. Dokéazte, ze vSetky permutacie mozno dostat ako zlozenie cyklickej permutéacie
a permutacie 7mys.

Pretoze sa permutacia casto tyka indexov, z doévodu zjednodusSenia zapisu sa

Casto permutécia zapisuje iba ako j = [i] namiesto j = 7[i]. V tomto zmysle
budeme pouzivat tento zapis i my.
Ak mame dané ulohy J = {Ji1,Js,...,J,}, zdpisom [1] ozna¢ime ¢islo tlohy,

ktora sa vykona prva, [2] je ¢islo tlohy, ktord sa vykond na druhom mieste atd.
Zapis [3] = 7 hovori, ze ako tretia sa vykona tloha .J;. Podobne Cf;; znamena dobu
ukoncenia ulohy, ktora sa vykona ako i—ta.

Minimalizacia ¢asu ukonc¢enia poslednej tlohy

Majme Tubovolny permutaény rozvrh v systéme 1||f. Pre ¢asy ukoncenia tloh v
lubovolnom permutac¢nom rozvrhu plati

Cnyp=Cgp <0 < Oy (1.3)

¢o nie je ni¢ iné ako samozrejmé tvrdenie, ze uloha, ktord sa spracuje ako prva,
sa ukon¢i skor, nez tuloha spracovand ako druhd atd. V tomto pripade bj;; = 0

Chy = ey = ppyy Ol = ¢l = 2 p—1 Pli-
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Vsimnime si, ze
Cny = ppj
Clo) = Cpy + pp2) =y + P2

Chax = C[n] = Zp[k] = sz (14)
k=1 =1

Posledna rovnost plati preto, lebo séitanie Tubovolného poctu s¢itancov nezavisi od
ich poradia. Vidime, ze C\,.x je pre vSetky permutacie rovnaké.
Pretoze vsetky tlohy pridu do systému naraz v ¢ase 0, su vSetky r; = 0, je

Fyij = Cry =y = Cpyp = ) o (1.5)
k=1

Vidime, Ze Cpax = Fmax a tadto hodnota nezévisi na permutécii [i]. Z hladiska
optimaliza¢ného kritéria Ciax resp. Fiax st teda vSetky permutacné rozvrhy ek-
vivalentné.

Minimalizacia kritéria (Cw)max, (F'W)max-
Skiimajme kritérium (CW)max = maxi<ij<n{Ci.w;} resp.
(Fw)max = maxi<;<n{F;.w;}. Vidime, Ze (Cw)max = (FW)max-

VETA. Optimdlny rozurh S pre systém 1||(Fw)max, mesp. 1||(Cw)max j€
wpy 2 W) 2 2 Win - (1)

Dokaz.
Nech S je optiméalny rozvrh s ¢asmi ukoncenia jednotlivych tloh C7,Cs, ..., C), a
nech neplati (1), t.j. existuje k, 1 > k > n — 1 také, Ze wy,) < w41]. Definujme
rozvrh S’ uréeny permutéciou [i]’, pre ktora plati: [i|' = [i] pre i # k, i # (k+ 1),
[k = [k + 1], [k + 1)’ = [k]. Casy ukonéenia jednotlivych tiloh podla rozvrhu S’
ozna¢me C1,CY, ... C!. Podla (1.4) mozeme pisat C[’i], = Cp; pre vietky i # k, i #
k + 1, lebo
(i =Cly aki<k,
; i1 Py = Clo—iy + Pl 2k i=F,

k :
Clyr =D _puy =4 X321 pyy = Cinory + Py + g = Ciry 2k =k,

J=1 i
> =1 Py = Ce—1) + Pl + P+
+ Z;‘:Iﬁ—z py) =Clup aki>k+1.

\

Pretoze W) = W) pre 1 7£ ]{7, 1 7é k+1a Wik] = Wik+1)y Wk4+1] = Wk), je
Crij-wp) = C[’i],.ww pre vsetky ¢ # k, i # k + 1. Plati:

C-wik) < Clrea] Wik+1);
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lebo Cpiy < Crg1y @ wig) < Wpg1]- Dalej plati:

C[’k],.w[k]/ = C[/k],.w[k+1] < C[/k+1]/-w[k+1] = C[k+1].w[k+1],
a tiez
Clrt1y Wikt = Clegr) i < Cligr] Wit),
z ¢oho uz vidiet, ze
m?x{C’[’i],.ww} < mZaX{C'[i].w[i]}.
Dokézali sme, ku kazdému, teda aj optiméalnemu rozvrhu S dokdzeme zostrojit lepsi
alebo rovnako dobry rozvrh S’, v ktorom plati (1).

Treba este ukézat, Ze pre optimalitu rozvrhu S staci, aby platilo (1). Na to staci
ukazat, ze ak plati w[k] = w[k + 1], permutéacia [*]' definuje permutaény rozvrh
s rovnakou kriteridlnou funkciou ako pévodna permutacia [*]. Rovnakjym pos-
tupom dokazu s predpokladom w[k] = w[k + 1] dojdeme k zéveru C[/k+1y Wg1] =
C’[k+1].w[k+1] a teda

O

Minimalizacia priemernej doby pobytu uloh v systéme

Priemernt dobu F pobytu tloh v systéme vypoéitame ako

F=o) Fg=22 2 pm=
i=1

=1 k=1
Py tPpp) P tPu) TP TPt P PRt T D) =
~— —=— ~ - N -— >
F Fla) Fia) Eln)
1 < ,
- > (n—i+1)py (1.6)
=1

VETA. Majme systém 1||F. Priemernd doba pobytu tlohy v systéme F je min-

imdlna prdve vtedy, ked
P <P < < Py (1.7)

Dokaz:

Dokazeme viac. Ukazeme, ze hodnota F—Z-O‘, kde a > 0 je miniméalna prave vtedy,
ked plati (1.7). Tvrdenie vety je potom $pecidlnym pripadom dokazaného tvrdenia
pre o = 1.

Majme rozvrh S uréeny permutéaciou [i] a nech existuje k, 1 < k < n také, ze
Plk] > Plk+1]- Definujme rozvrh S’ uréeny permutaciou [i]’, pre ktord plati:

[i] = [i] pre ¢ # k, i # (k+ 1), [k] = [k + 1], [k + 1]’ = [k]. Potom bude platit
Fi;0 = F;) pre vetky i # k, i # (k + 1) a tak mozno pisat

1 n n o
f8) = f(8) = <ZF[?] - Fy ) =
=1 1=1

1 - @ 1 o o «a o
- EZ (Fﬁ} ~ Flay ) ~n (F[k} + Firny — Floy - — Flpay > (1.8)

1=
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Plati:
k
Fiy = ppi Zp =T+ ppy (1.9)
1=1
k+1 k—1
Fips) = ) P = )Pl + P+ Pkt = T+ Py + Py (1.10)
=1 =1
Fly —Zp )= Zp[z + Py = Zp + Py =T + Pt (1.11)
k+1 k—1
k+1]/ = Zp[z’ = Zp Kt Pl = me + Plk+1] T Plk] =
=1

=T +pp + i+ (1.12)

Po dosadeni z () az () do () méme

1
= (T + p)® + (T + ppg + ppes1)™ — (T4 ppes1)® — (T + ppg + Pet1) ) =

= % (T +pp)® = (T + pes1y)®)  (1.13)

Pretoze podla predpokladu py > preqay, je i (T + ppy) > (T + ppy1)). Pretoze
r® je rasticou funkciou premennej z, je (T'+ pp))® > (T + pr+1))®, 2 ¢oho uz
vyplyva, ze f(S) — f(S’) > 0. Ak neplati (1.7), rozvrh S nie je optimélny.

Na to, Ze z (1.7) vyplyva optimalita rozvrhu S stac¢i ukazat, ze ak pre iny rozvrh
S’ s permutaciou [i)’ plati

Py <ppp < < Py (1.14,)

potom f(S) = f(S’). Permutéaciu S vSak mozno dostat z permutécie S aplikovanim
konec¢ného poctu susednych zdmen na miestach k, (k+ 1) takych, Ze pyy = ppy1]-
Zmenu ucelovej funkcie takejto zameny popisuje vztah (1.13), ktorého prava strana
bude v tomto pripade rovna 0. KedZe sa hodnota kriteridlnej funkcie zachové pri
kazdej susednej vymene, zachova sa i pri vyslednej permutécii [i]” definujtcej rozvrh
S'.

CVICENIA.

1. Dokéazte, Ze hodnota F pre rozvrh S dany permutéciou [i] je maximalna préave
vtedy, ked plati

Pl 2 P2 = 2 Pl - (1.15)

Minimalizacia vazeného suc¢tu déb pobytu.



16 II. SYSTEMY S JEDNYM STROJOM

VETA 2. Majme systém 1||Fw. Sicet vdZengjch déb pobytu v systéme Fuw je
minimdlny prdave vtedy, ked

bup PRl o Pl (1.16)

wnp o W2 Win]

Dokaz.

Nech 1 < k < n. Definujme rozvrh S’ s permutéciou [i]’, pre ktora je [k]" = [k+1],
k+1] = [k] a i) = [i] pre i # k, i # k+ 1. Nech f(S) = > | Fjj.wli]. Potom
dobu pobytu tlohy [i] Fj;; podla rozvrhu S a dobu pobytu tlohy [i]’ F[’Z.], podla

rozvrhu S’ plati

Prei =k, i=k+1 plati (1.9) az (1.12).

n n

F8) = £(8) =) Fywy — > Fapwyy =Y (Fgwy — Fpwpy) =
=1

=1 =1
= F[k].w[k] + F[k+1].w[k+1] - F['k],.w[k]/ — F['k+1],.w[k+1]/. (1.17)

Po dosadeni za Fiy), Fiyq), F[’k,],, F!

k1) 2 (1.9) az (1.12) dostavame:

1= (T+pp+Pp+1)) Wikt 1y =fi
+1— (TP +ppk+11) - wik) =i
= Plk]- W[k+1] — Plk+1]-W[k]

W) (TP +Pk+1]) Wikt — (THPp+1))-
W) (TP +0+1]) Wikt — (THPpe+1))-

~— —

w[k
w[k

Ak PHL o P 0 r0s) — £(87) > 0. Ak 2 = PHU 50 sy p(s7) = 0.
Wik]  Wik+1] Wik]  Wik+1]
Podobne, ako pri dokaze predchadzajicej vety z posledného vysledku vyvodime,
ze:
1. ak nie je splnend podmienka (1.16), prislusny rozvrh S nie je optimélny z hladiska
kritéria Fuw.
2. ak pre permutacie rozvrhov S, S’ prislusné permutécie spliiuji podmienku

(1.16), potom oba rozvrhy maju ti istti hodnotu kriteridlnej funkcie Fw.

Z oboch poslednych skutoc¢nosti uz vyplyva tvrdenie vety. [J
Minimalizacia maxima omeskania resp. maxima casovej diferencie.

VETA 2. Majme systém 1||Tmax mesp. 1||Lmax, S permutacny rozvrh. Na to, aby
mazimum omeskania Tiax = maxi<;<n{1;} resp. mazimum casovych diferencii
Lax = maxi<;<n{L;} jednotlivych uloh bolo minimdlne stact, aby

Dokaz.
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Nech dji) > dj;11) pre nejaky permutacny rozvrh S s permutéciou [i]. Definujme
rozvrh S’ s permutéciou [i]’, pre ktort je [k]' = [k + 1], [k + 1] = [k] a [¢;]’ = [i] pre
i # k,i# k+ 1. Chceme ukazat, ze f(S’) < f(S) pre kriteridlnu funkciu f = Lyax
resp. f = Tmax. Potom C['Z.] =Cp prei#ka LEZ.,] =Ly prei#k,i#k+1
Plati:

Ly = Cey —diwy - Lig41) = Cle1) — dip)

Pretoze Cy) < Cliq1) @ djgy > djg41), je
Lix) < Lig41)-

Na to, aby f(S’) < f(S) sta¢i ukézat, Ze L’[k], < Ly a LEkH], < L)

Pretoze Cfyy < Cfy 4 = Clt) Je:

= Clay — die1) < Cles) — dipgr] = Ly

Pretoze d) > djj1), plati:

Ligy1y = Cley1) — dig) < Cpregr) — digrr) = Ligy g

Pre kritérium T, je dokaz analogicky. [J
CVICENIA.

1. Mbze existovat viac optimdalnych rozvrhov pre systém 1||f, kde f je jedno z
kritérii (Fw)max, F, Fw, Tmax, Lmax ?
2. Formulujte postacujicu podmienku pre to, aby rozvrh S maximalizoval
- minimélnu ¢asovil odchylku Ly, = ming{L;}
- minimélne omesklanie T, = min{7;} (RieSenim je permutaény rozvrh,
ktory usporiada ulohy neklesajico podla ¢asovej rezervy d; — p;.)

Minimalizacia vazeného suctu ¢asovych diferencii.
, . s, s s T n T n
Skumajme teraz kritéria L =), L; a Lw =) . | L;.w;

Plati
L= Xn:Li = zn:(ci —d;) = Zn:(Fi —d;) = Xn:Fz - zn:di (1.19)
i=1 i1 i—1 i=1 i1
i=1 i=1 i1 i1 i=1

Kedze Y ., d; vo vztahu (1.19) resp. >, d;.w; vo vztahu (1.20) st konstanty,
kritérium L je minimalne prave vtedy, ked je minimélne kritérium F, kritérium Lw
je mionimalne prave vtedy, ked je minimalne kritérium Fw.

S pouzitim viet *, * mozno tvrdit:
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VETA. Majme systém 1||L. Priemernd casovd diferencia tiloh v systéme L je
minimdlna prdave vtedy, ked

PSP < S Dl -

VETA. Majme systém 1||Lw. Siucet Lw vdZenych casovich diferencii loh v
systéme je minimdlny prdve vtedy, ked

buj PR Pl

Minimalizacia vazeného maxima casovej odchylky resp. omeskania.
Pre kritérid (Lw)max = max;{L;.w;} a (Tw)max = max;{7T;.w;} mozno najst
optimalny rozvrh nasledujticim algoritmom:

LAWLEROV ALGORITMUS.
Oznacme Z mnozinu este nezaradenych uloh, p = >, p; celkovd doba spraco-
vania nezaradenych.
KROK 1. Polozme p:= Y  p;, Z:={1,2,...,n}, k:=n.
KROK 2. Polozme j :=to i € Z, pre ktoré je w;(p—d;) (pre kritérium (Lw)max)
resp. max(0,w;(p — d;) (pre kritérium (7w )max) minimalne.
KROK 3. Polozme [k] :=j,Z:=7 —{j},k:=k—1,p:=p—p;.
KROK 4. Ak k =0 STOP, inak GOTO KROK 2.

Minimalizacia priemerného omeskania.

Pre rozvrhovaciu tlohu 1||T, kde T = """, T; (T; = max(0,C; — d;) dlho nebol
znémy polynomialny algoritmus, ani sa nedarilo ni¢ dokazat o jej zlozitosti. Tejto
tlohe bolo venované enormné tsilie, kym sa v r. 1989 podarilo dokézat, ze je
NP-tazka.

Vieme vsak ukézat niektoré jej vlastnosti.

VETA. Pre rozvrhovaciu tilohu 1||T plati

a) Ak permutacny rozvrh S s vlastnostou djp) < djg) < -+ < dj,) obsahuje nanajvys
jednu omeskand ulohu, potom je S optimdlny rozvrh.

b) Ak dy = dy = --- = d,, potom na to, aby bol rozvrh S optimdlny staci, aby pre
prislusni permutdciu platilo:

PSP S S P -

c) Ak pre permutacny rozvrh S s vlastnostou ppy) < ppgy < - -+ < ppy) s vsetky tilohy
omeskané, potom je S optimalny rozvrh.

Rozvrhovacia tiloha 1||Tw, kde Tw = Y7, T;.w; patri medzi NP—fazké tlohy.

Minimalizacia po¢tu omeskanych uloh.
Ako posledna ulohu permuta¢nych rozvrhov uvedieme rozvrhovaciu ulohu, pri
ktorej hladdme rozvrh, ktory minimalizuje pocet omeskanych tloh.
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MOOROV ALGORITMUS NA KONSTRUKCIU ROZVRHU S MINIMOM OMESKANYCH
ULOH.
KROK 1. Vytvorime permutacny rozvrh, pre ktory je

dpy < dp < -+ < dpy

Vytvorme postupnosti £ := {d[},d[y,...,d}, L := { }. Polozme
aktudalny pocet ¢lenov postupnosti £ ng := n.

KROK 2. Ak ziadna davka z E nie je omegkand, postupnost tloh z F zrefazené
s lubovolnym poradim tloh z L dava optimé&lne rieSenie. Pocet prvkov
postupnosti L urc¢uje pocet omeskanych tloh. STOP.

Inak pokracuj KROKOM 3.

KROK 3. V postupnosti £ nijdeme prvi omeskana tlohu [k] (je to tloha na
k—tom mieste vE). Medzi prvymi k tlohami z E najdeme tlohu [j],
pre ktort je doba spracovania p; maximélna. Presunieme prvok j
z postupnosti £ do mnoziny L. Upravime patri¢ne permutaciu [i]
(x:=[j], prei = j+1,j+2,...,ng poloz [i] := [i+1], [ng] :=x, ng =
ng—1. Potom E = {[1],[2],...,[nEel}, L = {[ng+1], ng+2|,..., [n]}.
GOTO KROK 2.

Pouzitie dynamického programovamia

Ako sme uz videli, niektoré regularne kritéria veda k NP-tazkym tlohdm. V
tejto Casti sa budeme zaoberat pripadom, ked regularne kritérium f(Cy,Ca,...,Cy)
mozno napisat ako

f(C1,Cy,...,Cp) = Z g:(C;), kde g; st neklesajice funkcie. (1.23)
i=1

Nech J = {J1,Jo, ..., o}, Z2C J, 2' = J\ Z. Oznacme

EEDIEDWIEDIF (1.24)

jez jeEZ

Poznamenajme, ze ¢7 =0, gz = > Pi-

Ak su vSetky tlohy zo Z’ naplanované pred tlohami zo Z, potom prvéa tloha zo
Z zaéina v Case gz bez ohladu na usporiadanie tloh v Z’ a ¢asy C; ukondéenia tloh
zo Z zavisia iba od usporiadania mnoziny Z.

Ak je poradie tloh Z’, Z optimélne, potom i usporiadanie tloh v Z musi byt
optimélne bez ohladu na usporiadanie tloh v Z’.

Pre lubovolni podmnozinu Z C J ozna¢me

G(Z) = min {Zgi(@)hﬂohy Ji € Z st zaradené najskor v Case qg} (1.25)
i€z

Potom G(J) je optimalna hodnota tcelovej funkcie. Plati:

G(J) = min{g;(p;) + G(T = {7} (1.26)
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a pre Tubovolnti podmnozinu Z C J:
G(2) = min{g;(gz +p;) + G(Z — {j})} (1.27)

Specialne je:
G{s}) = gilagyy +pj) + G(2).

Pretoze vsak:

Gy +pi=> pi— > pi—pi=> pi aG@)=0,
=1 1=1

= ic{j}

plati:

G({s}) = gj(ij). (1.28)

Pozname G(@) a podla (1.28) vieme vypocitat G ({j}) pre kazda jednoprvkovi
mnozinu. Ak pozndme G(Z) pre vSetky (k—1)-prvkové mnoziny tvaru Z—{j}, po-
tom pouzitim vztahu (1.27) vypocitame G(Z) aj pre fubovolna k-prvkovi mnozinu
Z.

Heuristické postupy

Procedury prehladavajiice okolie.

Pri  permutaénych rozvrhoch si moZno definovat okolie rozvrhu
S = Jpu),Jp),- -5 Iy ako mnozinu vSetkych rozvrhov, pri ktorych zamenime
poradie tloh na dvoch susednych miestach. Podla inej definicie moZno okolie
rozvrhu S definovat ako mnozinu vSetkych rozvrhov, ktoré z S dostaneme
zédmenou miest dvoch Iubovolnych tloh. Procedury na prehladdvanie okolia prezri
vSetky rozvrhy z okolia daného centralneho rozvrhu S a z tych, ktoré maji mensiu
hodnotu ucelovej funkcie nez f(S), sa vyberie jeden s najmensou hodnotou
ucelovej funkcie. Tento sa stava novym centralnym rozvrhom S, v okoli ktorého sa
znovu hlada rozvrh s minimalnou hodnotou ucelovej funkcie. Procedtra kondi,
ked sa v okoli rozvrhu S nendjde zlepSujuci rozvrh. Takto najdené lokalne
optimum je vSak zriedkakedy globalnym.

Na metdde prehladévania okoli je zalozen4 i zlozitejSia metdda zvand tabu search.
Téato umoziuje po dosiahnuti lokdlneho optima aj takt volbu nového centralneho
prvku, ktory nezlepsuje kriterialnu funkciu. Aby sa zabranilo navratu do toho
istého lokalneho optima, metéda udrzuje zoznam zakazanych prechodov (od toho
tabu search). Takto sa umozni dostat sa po niekolkych zhorsujicich krokoch do
okolia iného (mozno lepsieho) lokalneho minima.

Nahodné vzorkovanie

Nahodné vzorkovanie — random sampling — je tiez jednou z metdéd na rieSe-
nie zlozitych tloh. Rozvrh — poradie tloh — sa vytvori ndhodne pouzitim genera-
tora nahodnych ¢isel. Vygenerovanie takéhoto nadhodného rozvrhu je rychle, preto
mozno v kratkom case vytvorit vzorku N nahodnych rozvrhov, ku kazdému vy-
pocitat prislusni hodnotu tcelovej funkcie a rekordny rozvrh si zapamitat. Ak je
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p pravdepodobnost najdenia optima pri jednom pokuse, pri N—prvkovej vzorke je
pravdepodobnost najdenia optima Py = 1 — (1 — p)". Ak hladdme permutacény
N
rozvrh n dloh, potom je p = 1 aPy=1- (1 — i) .
n! n!

Ukazuje sa, Ze nadhodné pravdepodobnost najdenia optima je mald, preto je
vhodné kombinovat metédu ndhodného vzorkovania s metédou prehladavania oko-
lia, t.j. pre kazdy nédhodne vygenerovany rozvrh metédou prehladania jeho okolia
najst lokalne optimum.

Rozvrhy so zapocitanim prestavovacich casov

V prechadzajucich rozvrhovacich tlohach sme ticho predpokladali, Ze stroj moze
spracovavat dalsiu tlohu bezprostredne po predchidzajicej tlohe bez akéhokolvek
prestavovania. Vo vSeobecnosti vSak zmena tlohy znamend i prestavenie stroja.

Velmi ¢asto je Gas na prestavenie stroja medzi tlohami nezavisly od typu
ukoncenej a zacinajucej ulohy. V takomto pripade sa tento prestavovaci cas
jednoducho zahrnie do ¢asu vykonavania kazdej alohy p;. S takto modifikovanymi
¢asmi vykondvania tiloh uz mozno pouzit vsetky doteraz diskutované rozvrhovacie
modely.

Su vSak pripady, ked z charakteru vykonévania tloh vyplyvaju prestavovacie
doby, ktoré su zavislé na dvojici ukoncovanej a zacinajtcej ulohy.

Conway uvadza ako priklad takéhoto problému vyrobnu farieb. V stroji na
vyrobu farieb sa vyrabaja farby Biela, Z1ta, Modré, Cervens. Po ukonéené vyroby
jednej farby sa musi stroj ocistit od zbytkov predchadzajicej farby. Zbytky Zltej
farby neovplyvnia tak vyrobu cervenej, ako zbytky modrej vyrobu bielej. Preto
dokladnost ¢istenia stroja — a teda aj nastavovacia doba — zavisi od predhédzajicej
a nasledujucej farby. Nastavovacie doby mozno zadat vo forme tabulky

B Z M C

B 01 2 3

Z 6 0 1 2

M 8 6 0 1

C 9 8 6 0

Existuje (4 — 1)! = 6 roznych vyrobnych cyklov, ktoré maju podla tabulky
vSeobecne rozne sumarne nastavovacie doby:

1.B-Z2-C-M-B 1+2+6+8=17

2B-72-M-C-B 1+1+1+9=12

3.3.B-C-Z-M-B 348+14+8=20

4. B-C-M-7Z-B 3+6+6+6=21

5. B-M-7Z-C-B 2+6+2+9=19

Tu sa uz nastavovacie doby nedaju jednoducho zahrnit do vykonéavacich ¢asov
jednotlivych uloh. Existencia nastavovacich ¢asov tu uz meni charakter rozvrho-
vacieho procesu. Oznac¢me s;; nastavovaci ¢as pri prechode stroja od tulohy J; k

ulohe J; pre ¢,j = 1,2,...,n. Naviac ozna¢me sp; dobu nastavovenia stroja z
pociatocného stavu pre vykonéavanie ulohy J;.
Potom

Fiy = sopy + Py

Fuy = Fg) + spyj2) + pp2)
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Fln) = Fln—1] + 8[n-1)[n] + P[]
Potom:

n

Cruax = Fanax = Y 81 + D Dji -

=1 =1

KedZe poslednd suma je nezavisla na permutécii 7, optimalny permutacny rozvrh
z hladiska kritéria Cpax resp. Fiax bude ten, ktory minimalizuje Y ., S[i—1][i]-

Uloha minimalizacie sumérnej doby nastavovania stroja je analogickd s pres-
lavenou ulohou obchodného cestujiiceho. Pri tejto tillohe ma obchodny cestujici
navstivit n miest (vzdialenosti medzi ktorymi st dané maticou {s};; a vratit sa
do vychodzieho miesta, pricom treba minimalizovat celkovi prejdent vzdialenost.
Uloha obchodného cestujticeho m4 niekolko matematickych modelov. V reéi tedrie
grafov je formulované ako hladanie minimélnej hamiltonovskej kruznice v hranovo
ohodnotenom digrafe. Formulacia pomocou celi¢iselného linearneho programovania
je nasledujtica: Nech z;; je 0 — 1 premennd, pre ktort z;; = 1 prave vtedy, ked po
tilohe meste i bezprostredne navitivime mesto j. Uloha obchodného cestujticeho je

n n
Minimalizovat’g g SijTij

i=1 j=1

za predpokladov

ink prek=12....n,

Z:{:kj prek=1,2....n

xz;; =0alebol prei=1,2,...,nprej=12,...,n

Dalsou obmedzujicou podmienkou je, aby matica x;; definovala jedina trasu
obsahujicu vsetky mesta a konciacu v zaciatocnom.

Uloha obchodného cestujiiceho sa stala prototypom NP-zlozitosti. Existuji to-
toz ulohy, pre ktoré mame algoritmy, ktorych pocet krokov mozno zhora odhad-
nut ako polynomiéalnu funkciu ich rozmeru. Pre iné tlohy sa doteraz nepodarilo
najst algoritmus, ktory by tieto tlohy vyriesil v polynomidlnom ¢ase. Jednou z
takychto tloh je tloha tdloha obchodného cestujiiceho. Pre celi triedu matemat-
ickych problémov sa podarilo ukazat, Ze su z hladiska vypoctovej zloZitosti ekviva-
lentné ulohe obchodného cestujiiceho v tomto zmysle: Kazdu tlohu mozno poly-
nomialnym poc¢tom krokov previest na druht — t.j. pri existencii polynomialneho
algoritmu pre jednu by existoval polynomialny algoritmus riesenia druhej. Tymto
ulohdam sa hovori NP-tazké. Kedze sa doteraz ani stustredenym tsildm nepodarilo
najst polynomialny algoritmus pre rieSenie ziadnej NP-tazkej tilohy, zacina sa verit,
ze takyto algoritmus neexistuje. Existuju vSak velmi dobré suboptimalne postupy,
ktoré nachadzaju rieSenia zlozitych kombinatorickych tloh s velmi dobrou hodno-
tou kriteridlnej funkcie. Pre dalSie podrobnosti o tlohe obchodného cestujiceho
odkazujeme ¢itatela na literattaru [].
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Nerovnaky prichod uloh do systému

Doteraz sme predpokladali, ze vsetky tlohy prisli do systému naraz v ¢ase r; =
rg = --- = r, = 0. Teraz budeme predpokladat, ze r; > 0 pre 1 < i < n.
Ak pre systémy s prichodom vsetkych tloh naraz bola dominantnou mnozinou
rozvrhov mnozina vsetkych rozvrhov bez prerusenia a bez umelych prestojov, pri
tomto pripade tomu uz tak nie je.

CVICENIE. Dokéazte, alebo vyvratte: Ak zakézeme prerusenie vykonévania tloh,
potom je rozvrh S bez umelych prestojov prave vtedy, ked je reprezentovany per-
mutaciou T ST S STy

Ak je rozvrh S bez prerusenia reprezentovany permutéciou [i], potom pre ¢asy
ukoncenia CJ;) plati
Cpyp =y + Ppy

Cg) = max {Cpy, 721} + P2
Cri) = max {C_1), 1 } + ppg

Cpny = max {Cp 1], T[] } + Din)

PRIKLAD. Nech r1 = 0,p; = 4,dy = 15, r9 = 2,py = 10,dy = 12. Uvazujme
reguldrne kritérium » 7T resp. Tpax. Pre poradie vykonévania Jp,Jsy je C; = 4,
02 = 14, T1 = 0, T2 =2 pre poradie JQ,Jl je Cl = 16, CQ =12 T1 = 1, T2 = 0.
Optimdlny je teda rozvrh Js, J; v ktorom je umely prestoj v éase (0,72).

Ak dovolime prerusenie, potom rozvrh, v ktorom sa najprv vykonaju dve jed-
notky z tlohy Jy, potom celd tloha J; a nakoniec zvySok tlohy .J; bude mat
Cy =14, Cy =12, Ty = T5 = 0. Najlepsim je teda rozvrh s prerusenim.

CVICENIE. Zostrojte iné priklady s inymi kritériami, kedy optimélny rozvrh (bez
preruSenia) obsahuje umely prestoj.

VETA. V systéme 1|r;|Cpax s nerovnakymi prichodmi iloh pre je optimdlny
rozvrh S taky, Ze
A ST S S T

Dokaz.

Nech pre niektoré k 1 < k < n je r) > rp41]. operacia Jy,) moze zacat najskor
v Case maX{C[k_l],r[k]}, v ktorom je uz ale v systéme uloha Jj,4q), ktorda by
mohla zacat uz skor v ¢ase max {C[k_l],r[k+1]}. Ak by sme len zamenili poradie
vykonavania aloh Jj, Jig41) na Jpq1y, Jig) s tym, Ze spracovanie tlohy Jpgiq) v
novom rozvrhu zacne v prave vtedy, kedy zacalo spracovanie ulohy Jj;) v pévodnom
rozvrhu, nezmenia sa hodnoty Ci o), Clg43],---,Cln)- Spracovanie ulohy Ji 1
vSak mozno v novom rozvrhu posunit do najskér mozného ¢asového okamziku
max {C'[k_l} s Tlh+1] }, ¢im sa moze vytvorit moznost posunit spracovanie niektorych
tloh Jygy1), Jk+2), - -+ Jm) do skorsich casovych intervalov a tak pripadne znizif
hodnotu Cf.

Sériou susednych vymen tak dokézeme ku kazdému rozvrhu S vytvorit rozvrh
S’ s permutéciou ry) < 7y < -+ < 7y, pre ktory plati Cruax(S') < Cmax(S). O
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Ak prerusenie tloh nie je dovolené, je hladanie optimalneho rozvrhu pre systémy
1|r;|f, kde f je jedno z kritérii Lyax, Tmax NP-tazkym problémom.

Dalej sa budeme zaoberaf systémami 1|r;, pmtn|f s nerovnakym prichodom tloh
a s povolenym prerusenim tloh.

ALGORITMUS PRE HLADANIE OPTIMALNEHO ROZVRHU V SYSTEMOCH
1|rs, pmitn|Lymax, 1|r:, pmin|Thax-

KROK 0: Ozna¢me pre kazda dlohu J; 7; ¢as potrebny na spracovanie jej zvysku.
Inicializa¢ne polozme 7; = p;.

KROK 1: Oznac¢me £ C J mnozinu vSetkych nedokoncenych tloh s rovnakym
najskér moznym zaciatkom a;. Nech as je dal$i najskér mozny zaciatok
spracovania nejakej este neukoncenej ulohy. Ak vsSetky neukoncené ulohy
mozu zacat v Case a1, as = oo.

KROK 2: Z mnoziny £ vyberieme tlohu ¢, pre ktora je d; = minjce dj. Urcime
L = min{p;, (az —a1)} a do intervalu (a;, L) zaradime spracovanie ulohy
Ji.

KROK 3: Ak je spracovanie ulohy J; ukoncené, vyradime ju zo zoznamu
nedokoncenych tloh. Ak tuloha J; nie je eSte ukoncend polozme
Ty — T — L.

KROK 4: Ak st uplne zaradené vsetky tlohy STOP. Inak GOTO KROK 1.

PozNAMKA. Predchédzajici algoritmus mozno pouzit i pre konstrukciu opti-
malneho rozvrhu s kritériom C, resp. F', ak v KROKu 2 vyberame za tlohu J; t,
pre ktora plati p; = minjeg pj.

Precedenéna relacia na mnozine uloh

Medzi tlohami pre jeden stroj moze existovat neprazdna precedencné relacia <.
Uvedieme zovSeobecnenie Lawlerovho algoritmu pre systém 1|prec|f pre systém s
rovnakymi prichodmi, neprazdnou precedenc¢nou relaciou < a kritériom (T'w)max,
(Lw)max, (FW)max, reSp. (CwW)max- Optimélny rozvrh budeme hladat medzi per-
mutacnymi rozvrhmi bez prerusenia a bez umelych prestojov.

ZOVSEOBECNENY LAWLEROV ALGORITMUS PRE SYSTEMY l|prec|f, KDE f =
(Tw)maxa (Lw)maX> (Fw)maX7 RESP. (Cw)max-

Ozna¢me 7 mnozinu eSte nezaradenych tloh. Dalej ozna¢me Zg C 7 podmnozinu
takych nezaradenych tiloh, ktoré nemaju v Z naslednikov. p = ., p; celkova doba
spracovania nezaradenych tloh.

KROK 1. Polozme p := > p;, T := {1,2,...,n}, nech Z; je mnozina tloh,
ktoré nemaju naslednikov. k := n.

KROK 2. Vezmime to i € Zy, pre ktoré je f;(p) = minjcz, f;(p).
(Pre kritérium (Lw)max) je fi(p) = wi(p—d;), pre kritérium (Tw)max)
je fi(p) = max(0,w;(p — d;), pre kritérium (Fw)max) je fi(p) = w;ip)
atd.)
Ulohu J; zaradme na k-te miesto tak, ze konéi v &ase p.

KROK 3. Polozme [k| := i, T :=Z—{i}, Zp mnozina tych tloh z Z, ktoré nemaja
v 7 néaslednika, k: =k — 1, p:=p — p;.

KROK 4. Ak k£ =0 STOP, inak GOTO KROK 2.
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VETA. Pre systém 1|prec|Lmax resp. 1|prec|Tmax pre optimalitu rozvrhu S stact,
aby pre prislusni permutdciu platilo:

dy < dfy << d (119)

n]

kde
d; = min (d;, min{dy, | i < k})

Néavod na dokaz.
Dokazuje sa sporom. Nech S je rozvrh dany permutéciou [*] a nech existuje k
také, ze d'[k] > d'[k + 1]. Nech S’ je rozvrh urdéeny permutéciou [*]" definovanou
(k] = [k+1], [k + 1] = [k] a [i] = [i] pre vSetky i # k, i # k+ 1. Dokaz treba este
dokongéit.

Problém 1|r;|Lyax, 1|7, prec|Lmax

VETA. Problém 1|r;|Lmax je NP-tazky.

Problém 1|r;|Lmax je mimoriadne dolezity preto, lebo sa ¢asto vyskytuje ako
podproblém pri heuristickych algoritmoch pre job shop a flow shop problém. Na-
priek tomu, ze ide o NP-fazky problém, existuje pomerne efektivny postup rieSenia
metddou vetiev a hranic.

Pri tejto metdde tvorime permutacny rozvrh postupne od zaciatku. Pritom
postup modelujeme stromom, ktorého koren (vrchol trovne 0) predstavuje prazdny
parcidlny rozvrh a vetvi sa na n vrcholov trovne 1, ktoré modeluju jednotilohové
pracidlne rozvrhy. Kazdy z vrcholov Grovne 1 sa vetvi na n — 1 vrcholov trovne
2, ktorych je n.(n — 1) a ktoré predstavuji dvojilohové parcidlne rozvrhy atd. Na

arovni k — 1 je n.(n —1)..... (n — k — 1) vrcholov predstavujucich (k — 1)-¢lenné
parcidlne rozvrhy a z ktorych sa kazdy vrchol vetvi na n — k vrcholov trovne k.
Ak vrchol na trovni k — 1 predstavuje parcidlny rozvrh Ji,Js,...,JJi — 1, treba
uvazovat rozvetvenie do Ji,Js, ..., Jip — 1, J; len vtedy, ked
T < Hél%l {max{Cx_1,7:} + pi}, (A)
K3

kde 7 predstavuje mnozinu este nazaradenych uloh, Cy_; je ¢as ukoncenia ulohy
Jr—1. Nech J; je tloha, ktord minimalizuje (A), t.j.

max{Cx_1,7} +p = Ilfél%l {max{Cjy_1,7:} +pi}, (B)

Ak by sme na k-té miesto rozvrhu zaradili ilohu, ktora nesplia (A), dostali by
sme rozvrh, v ktorom sa pred tlohu na k-tom mieste d4 vsunut este tloha J; bez
zmeny casovej polohy ostatnych tloh, ¢im dostaneme rozvrh, ktory nie je horsi nez

Pre kazdy vrchol stromu — parcidlny rozvrh Jy, Js, ..., Ji je treba eSte uréit dolnt
hranicu kritéria L.y, ktort uréime ako maximum hodnoty L.« pre parcidlny
rozvrh a hodnoty L.x pre ostavajiceh nezaradené tlohy pri povoleni prerusenia
vykonavania operacii — ¢o vedie k rieSeniu systému 1|r;, pmtn|Lyax, pre ktory je v
tejto kapitole uvedeny exaktny algoritmus riesenia.

Na prvy pohlad by sa mohlo zdat, ze problém 1|r;, prec|Lmax je tazsi nez ten
isty problém bez precedenc¢nej relacie. Na rieSenie tejto tlohy moéZzeme pouzit v
podstate ten isty postup vetvi a hranic, ako bol prave popisany s tym, ze pri
vetveni naviac kontrolujeme, ¢i pridavana uloha nenarusuje precedenc¢nu reléaciu, ¢o
je z enumerac¢ného hladiska vyhodné, lebo eSte viac obmedzuje vetvenie.



