Kapitola 8

Farbenie grafov

Z praktického hladiska st velmi dolezité lohy o farbeni grafov. Tieto tilohy vznikli z prak-
tickych poziadaviek tlaciarni pri tlaci politickych méap. Pri farbeni politickych mép je treba
farebne odlisit tizemia jednotlivych Statov tak, aby Ziadne dva Staty, ktoré maju spolo¢ni
hranicu, neboli vyfarbené rovnakou farbou. Pri zaciatkoch farebnej tlace bolo tlacenie ob-
razku tym tazsie a nékladnejSie, ¢im viac farieb obrazok obsahoval. Preto dalSou prirodzenou
poziadavkou bolo, aby pri farbeni matpy bol pouzity minimalny pocet farieb.

Obr. 8.1: Grafovy model pre problém farbenia map
a) kazdému Statu i moru priradime vrchol grafu
b) pospédjame vrcholy susednych Stétov
c¢) diagram vysledného grafu

K prave formulovanému problému si vytvorime graf nasledovne: Kazdému statu a tiez aj
moru priradime vrchol grafu G — tym mame definovani mnozinu vrcholov V. Neusporiadani
dvojicu vrcholov u, v € V prehlasime za hranu {u, v} prave vtedy, ked $taty u, v maja spolo¢nt
hranicu.

Zafarbit mapu minimalnym poc¢tom farieb tak, aby ziadne dva z nich, ktoré maju spolo¢ni
hranicu, nemali rovnaku farbu, znamené zafarbit vrcholy grafu G minimalnym poc¢tom farieb
tak, aby ziadne dva incidentné vrcholy nemali pridelené rovnaku farbu.

Pretoze grafy modelujice problém farbenia map st rovinné, budeme sa najprv venovat
rovinnym grafom.
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112 KAPITOLA 8. FARBENIE GRAFOV

8.1 Rovinné grafy

Podla definicie ?? na strane ?? je graf rovinny prave vtedy, ked k nemu existuje rovinny
diagram. Rovinny diagram grafu je taky diagram, v ktorom c¢iary zodpovedjice hranam sa
nepretinaji nikde okrem vrcholov. Obrazok ?? na strane 77, ktory ukazuje dva diagramy toho
istého grafu moze sluzit ako priklad toho, Ze k rovinnému grafu mozno zostrojit aj nerovinny
diagram.

Definicia 8.1. Stenou rovinného diagramu nazveme cast roviny, ktorej fubovolné dva body
mozno spojit stvislou ¢iarou nepretinajicou ziadnu hranu diagramu.

Obr. 8.2: Jedna stena rovinného diagramu

Maéme steny dvoch druhov — jeden typ steny je ¢ast roviny ohrani¢ené niektorymi vrcholmi
a hranami — na obrazku 8.2 je jedna takato stena vyznacena tmavsie. Kazdy diagram gafu ma
aj jednu neohranic¢ent Cast roviny, ktortt budeme nazyvat vonkajsia stena.

Vsimnime si eSte, Zze vrcholy a hrany diagramu, ktoré vymedzuji ktortkolvek stenu, tvoria
cyklus. V diagrame vSak vidime aj také hrany — na obr. 8.2 s to hrany {4, 7}, {4,8} — ktoré
nevymedzuji ziadnu stenu. Hrana vymedzuje niektort stenu prave vtedy, ked lezi aspori na
jednom cykle. Vylucenim ktorejkolvek hrany leziacej na cykle klesne pocet stien diagramu o
1.

Veta 8.1. Eulerova polyedricka formula. Nech G = (V, H) je suvisly rovinnyg digraf, nech
S je mnoZina stien jeho rovinného diagramu. Potom plati:

|S| = |H| = |V]+ 2. (8.1)

Dokaz. Matematickou indukciou podla poc¢tu stien rovinného grafu. Najjednoduchsi savisly
graf s |V| vrcholmi je strom. V strome je |H| = |V|—1. Rovinny diagram stromu ma iba jedin,
a to vonkajsiu stenu — je teda |S| = 1 Poé¢itajme |H| —|V|+2=(|V|—1)—|V|+2=1. Pre
suvislé rovinné grafy s jedinou stenou (st to prave stromy) tvrdenie vety plati.

Predpokladajme, Ze tvrdenie vety plati pre vSetky suvislé rovinné grafy, ktorych diagramy
maju s stien. Majme graf G = (V, H), ktorého rovinny diagram méa |S| = s + 1 > 1 stien.
V grafe rovinnom diagrame grafu GG existuje aspon jedna hrana h vymedzujtuca nejakt stenu.
Hrana h musi lezat na nejakom cykle grafu G Odstranenim tejto hrany z diagramu dostaneme
diagram grafu G — {h}, ktory ma s stien, |V| vrcholov a |H| — 1 hran. Podla indukéného
predpokladu plati

s=(H| 1)~ [V]+2,
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¢o je to isté ako
S|=s+1=|H|—|V]|+2.

O
Veta 8.2. Nech G = (V, H) je mazimdlny rovinny graf s mnozinou vrcholov V.Potom
|H| =3.|V| —6. (8.2)
Désledok. V kazdom rovinnom grafe G = (V, H) je
|H| < 3.[V| - 6. (8.3)

Dékaz. Ak ma byt G maximalny rovinny graf z n vrcholmi, potom musi byt kazd4a stena
(véitane vonkajsej) tzv. trojuholnikom — t.j. ¢astou roviny ohrani¢enou iba tromi hranami.
Ak by totiz existovala stena ohranicena Styroma alebo viac hranami — t.j. 7-uholnik, dodanim
hrany h prislusnej k niektorej uhlopriecke tohoto r-uholnika dostaneme rovinny graf G U {h},
¢o je v spore s maximalitou grafu G.

Obr. 8.3: Ak existuje stena, ktora nie je trojuholnik,
(na tomto obrazku 1,{1,2},2,{2,3},3,{3,4},4, {4,5},5,{5,1}),
mozno dodanim hrany h = {1, 3} zvysit pocet stien diagramu grafu.

Diagram grafu G je teda tvoreny s trojuholnikmi. Keby trojuholniky boli disjunktné (kazda
hrana len v jednom trojuholniku) potom by sme na ich vytvorenie potrebovali 3.s hran. Pretoze
vsak kazda hrana je pouzitd v dvoch susednych trojuholnikoch, je v maximalnom grafe G

3. 3. 2

presne 78 hrén, t.j. |H| = 78 alebo s = §|H |. Pouzitim Eulerovej polyedrickej formuly z
vety 8.1 mame

2

5] =5 [H|=H| - [V]+2
2.|H|=3.|H| —3.|V|+6
|H| =3.]V| -6
O

Veta 8.3. Uplny graf s piatimi vrcholmi Ky nie je rovinny. Uplny bipartitny graf Kss nie je
rovinny.
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Dokaz. Uplny graf K5 ma (5 x 4)/2 = 10 hran a 5 vrcholov. Keby bol rovinny mohol by
mat podla (8.3) najviac 3 x 5 — 6 = 9 vrcholov.

Predpokladajme, ze graf K33 je rovinny. Potom jeho diagram neobsahuje ani jeden troju-
holnik — t.j. vSetky steny st aspon §tvoruholniky. Nech diagram grafu K33 mé s stien. Ak by
vSetky Stvor- a viac-uholniky boli disjunktné potrebovali by sme na ich konstrukciu aspon 4.s
hran. Pretoze vsak v diagrame je kazda hrana v dvoch viac-uholnikoch, potrebujeme aspon
4.5/2 = 2.s hran, t.j. |H| > 2s

|H| > 2|S| =2|H| —2|V|+2.2
—|H| > —2|V| + 4
|H| <2|V]—4

Graf K33 ma 9 hran. Kedze ma 6 vrcholov a jeho diagram neobsahuje ani jeden trojuholnik,
ak by bol rovinny, moze mat najviac 2.6 — 4 = 8 hran — graf K33 nemdze byt rovinny. O]

Graf K, je rovinny, podobne je rovinny graf K ,. Grafy K5 a K33 st preto najjednoduchsie
nerovinné grafy.

Definicia 8.2. Hovorime, ze graf G’ = (V’, H') vznikol z grafu G(V, H) rozpolenim hrany
h € H, ak

V=V U{z} kdez ¢V,
H' = (H — {{u,v}}) U{{u,z},{z,v}} kde h = {u,v}.

Hovorime, ze grafy G(V, H), G' = (V', H') st homeomorfné, ak koneénym poctom rozpolo-
vani ich hran mézeme z nich dostat izomorfné grafy.

Rozpolenie hrany h = {u,v} si moézeme prestavit ako dodanie dalsieho vrchola x do jej
stredu. Tym prestane existovat ,priame prepojenie vrcholov* u, v (modelované vylucenim
hrany h z mnoziny H) a do mnoziny H pribudnt dalsie hrany {u, z}, {z, v}.

Veta 8.4. Kuratowski. Graf G je rovinnyg prave vtedy, ked ako podgraf neobsahuje graf
homeomorfny s K5 alebo Kj 3.

Tato vetu uvadzame bez dokazu. Jej teoreticka krasa je v tom, Ze nerovinnost grafu zna-
mena, ze tento graf obsahuje ako podgraf homeomorfny s jednym z prototypom nerovinnosti —
K; alebo K3 3. Napriek matematickej elegancii Kuratowského vety algoritmus na rozhodnutie
o rovinnosti grafu postaveny na hladani homeomorfnych podgrafov s K5 a K 3 nie je efektivny.

8.2 Farbenie vSeobecnych a rovinnych grafov

Definicia 8.3. Graf G = (V, H) nazveme k-zafarbitelnym, ak jeho vrcholy mozno zafarbit
k farbami tak, aby ziadne dva susedné vrcholy neboli zafarbené rovnakou farbou. Zafarbenie,
ktoré ziadnym dvom susednym vrcholom nepriraduje tu istti farbu nazveme pripustnym
zafarbenim.

Chromatické ¢islo grafu je najmensie prirodzené ¢islo k také, ze graf G je k-zafarbitelny.
Chromatické ¢islo grafu G budeme znacit symbolom x(G).
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Majme graf G = (V, H) zafarbeny k farbami tak, Ze Ziadne dva susedné vrcholy nie
su zafarbené tou istou farbou. Relacia ,vrchol v; je zafarbeny tou istou farbou ako vrchol
v;“ je relaciou ekvivalencie na mnozine vrcholov V, a preto definuje rozklad mnoziny V' na
triedy ekvivalencie, Pocet neprazdnych tried tohoto rozkladu je je prave k. V kazdej triede
ekvivalencie su vSetky vrcholy rovnakej farby. Z vlastnosti zafarbenia vyplyva, Ze Ziadne dva
vrcholy v tej istej triede rozkladu nie st susedné — triedy rozkladu st tzv. nezavislé mnoziny.

Veta 8.5. Problém zafarbit graf s minimdlnym poctom farieb je NP-tazky.

Pre rychly horny odhad chromatického ¢isla grafu moze sluzif nasledujtci algoritmus
farbenia grafu, ktory vsak nedava zarucene optimalne riesenie.

Algoritmus. Sekvenc¢né farbenie grafu

e Krok 1. Nech P = vy, 09, ..., v, je lubovolna postupnost vrcholov grafu G = (V, H).

e Krok 2. Postupne pre ¢ = 1,2,...,n urob: Ofarbi vrchol v; farbou najmensieho ¢isla
takou, ze ziaden z ofarbenych susedov vrcholu v; nie je ofarbeny touto farbou.

Veta 8.6. Algoritmus na sekvencné farbenie grafu potrebuje na zafarbenie lubovolného grafu
najviac max,cy{deg(v)} + 1 farieb.

Algoritmus na sekvencné farbenie grafu zafarbi vrchol 1 farbou 1. Nech uz méame zafarbnych
i vrcholov vy, vy,...,v; s pouzitim najviac max,cy{deg(v)} + 1 farieb. Dalsi vrchol v,
algoritmus ofarbi farbou najnizsieho dcisla, ktora nie je priradenad Ziadnemu jeho susedovi.
KedZze vrchol v;,; moze mat najviac max,cy{deg(v)} susedov, medzi max,cy{deg(v)} + 1
ostava aspon jedna, ktorou mozeme ofarbit vrchol v, ;. O

Dosledkom tejto vety je nasledujiice tvrdenie.

Veta 8.7. Pre chromatické ¢islo lubovolného grafu plati:
X(G) <1+ ma‘gc{deg(v)} (8.4)
veE

Veta 8.8. Graf G = (V, H) je 2-zafarbitelny prdve vtedy, ked neobsahuje cyklus s nepdrnym
poctom hran.

Doékaz. Predpokladajme najprv, ze G je suvisly. Vezmime Iubovolny vrchol v a poloZzme
So={v}, S1={u|ueV, {v,u} € H}. Ak uz méame definované Sy, Ss, ..., Sk_1, definujeme

k—1
Sp={ulueV-|]J8, {v,u} € H} (8.5)

1=0

Najneskor pre k = n je S, = (). PretoZe G je suvisly, kazdy vrchol sa objavi v niektorej
mnozine S; prave raz. Systém S = {S; | i =0,1,...,n — 1} je rozkladom mnoziny |V|.

Ukézeme, 7Ze S; je mnozina préave tych vrcholov, ktoré maji od vrcholu v vzdialenost 7 (pri
jednotkovej dlzke hran). Pre S; tvrdenie plati. Nech tvrdenie plati pre i = 1,2,...,i— 1. Nech
u € S;. Keby u malo mensiu vzdialenost od v ako 4, bolo by podla indukéného predpokladu
u € S; pre nejaké j < ¢ a potom by nemohlo byt aj u € S;. Pretoze existuje w € S;_; také
7e {w,u} € H a pretoZe existuje v—w cesta dizky i — 1, tdto v—w cesta predlzena o hranu



116 KAPITOLA 8. FARBENIE GRAFOV

Obr. 8.4: Mnoziny S;

{w,u} da cestu v—i cestu dlzky 3. Ukazali sme, Ze kazdy vrchol z S; mé vzdialenost od vrcholu
v 1. Ukdzme este, ze ak d(v,z) = i, potom x € S;. Nech z je predposledny vrchol nakratsej
v-x cesty s dlzkou 4, potom d(v, z) = i — 1 a podla indukéného predpokladu z € S;_;. KedZe
existuje hrana {z, x} a x doteraz nebolo zaradené v ziadnej mnozine Sy, k < i, je z € S;.

Dalej si viimnime, Ze neexistuje ziadna hrana typu {z,y}, z € S;, y € S;, kde i < i — 2,
pretoZe vSetky incidentné vrcholy s vrcholom z st bud v mnoZinach typu Sy, kde k < j alebo
v mnozine Sj;.

Obr. 8.5: Z existencie hrany medzi vrcholmi mnoziny S; vyplyva existencia cyklu neparnej
dlzky
a) ak x € S;, y € 5; obe najkratsie cesty m(v,z), m(v,y) maji rovnaky pocet hran i
b) cesty m(z,z), m(z,y) maji tiez rovnaky pocet hran
a spolu s hranou {z,y} vytvaraja cyklus neparnej dlzky

Nakoniec ukazeme, ze ziadne dva prvky z mnoziny S; nie su incidentné. Nech existuja
x € S;,y € 5; také ze {x,y} € H pozri obrazok 8.5. Kedze z,y € S;, existuju cesty m(v, x),
m(v,y) dlzky i. Nech z je posledny spoloény vrchol tychto ciest. Cast cesty m (v, z) poéinajic
vrcholom z a konéiac vrcholom z (ozna¢me ju m(z,x)) ma rovnaky pocet hran, ako cast
cesty m(v,y) poc¢inajic vrcholom z a konciac vrcholom y, ktort osnac¢ime m(z,y). Zrefazenie
cesty m(z,z) s jednohranovou cestou x, {x, y},y a opacne vzatej cesty m(z,y) vytvara cyklus
s neparnym poc¢tom hran. pocet hran ako cast cesty.

Oznac¢me V; zjednotenie vSetkych S; s neparnymi indexami a V5 zjednotenie vsetkych .S; s
parnymi indexami. Ziadne dva vrcholy z V; nie st incidentné, podobne Ziadne dva vrcholy z
V5 nie st incidentné, a preto mozeme ofarbif vrcholy z Vi farbou 1 a vrcholy z V5 farbou 2.
Kedze V = V1 U V4, je toto zafarbenie 2-zafarbenim grafu G.

Veta 8.9. Désledky. Kazdy strom je 2-zafarbitelny.
Kazdy bipartitny graf je 2-zafarbitelny.

Dokaz. Ziaden z tychto grafov neobsahuje cyklus neparnej dizky. O
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Veta 8.10. Appel, Haken, 1976. Kazdy rovinny graf je 4-zafarbitelny.

Dlho pred dokazom tejto vety sa vedelo, Ze kazdy rovinny graf je 5-zafarbitelny. Nenasiel
sa vSak Ziaden rovinny graf G s chromatickym ¢islom y(G) = 5. Veta o 4-zafarbitelnosti
rovinnych grafov je jedna z prvych, na dokazanie ktorej bol pouzity pocitac. Pocitacovy postup
navrhol pévodne Heesch, Appel a Haken zredukovali problém na skontrolovanie viac ako 1900
konfiguracii. Na vyriesenie problému sa spotrebovalo viac ako 1200 hodin strojového ¢asu. Dnes
su pocitace takmer o tri rady rychlejsie, ale aj tak by tento vypocet vyzadoval vypoctovy cas
merany v hodinéch.

8.3 Heuristiky pre farbenie grafu

KedZe problém zafarbenia grafu minimélnym poctom farieb je NP-tazky, na jeho rieSenie pri
ulohach vicsieho rozmeru pouzivame heuristiky. Jednou z nich je algoritmus na sekvencné
farbenie grafu uvedeny v cCasti 8.6.

Algoritmus sekvencného farbenia grafu postupne vyberal vrcholy a farbil ich najniZsou
moznou farbou. Nasledujuci algoritmus zoberie jednu farbu a mou zafarbi pokial mozno
najvicsi pocet vrcholov grafu. Potom vezme dalsiu farbu a zafarbi tiou dalsie vrcholy atd.
Je zaloZeny na domnienke, Ze najprv treba zafarbit vrcholy s najvac¢sim stupriom.

Algoritmus. Paralelné farbenie grafu

e Krok 1. Zorad vrcholy grafu G = (V, H) do postupnosti P = vy, vy, ..., v, podla stupiia
vrchola nerastico. Inicializuj mnozZinu farieb F = {1}, j := 1.

e Krok 2. Postupne s prvkami vy, vs,...,v, postupnosti P urob: Ak vrchol v; nie je
zafarbeny a nemaé suseda zafarbeného farbou j, tak ho farbou j zafarbi.

e Krok 3. Ak su vSetky vrcholy postupnosti P zafarbené, STOP.

e Krok 4. Ak nie st vSetky vrcholy postupnosti P zafarbené, zvys pocet farieb, t.j. j:=j+1,
F :=F U{j} a Goto Krok 2.

Nasledujuci algoritmus je v podstate sekvencény altoritmus, ktory si vsak v priebehu
vypoctu stanovuje, ktorému z vrcholov sa bude pridelovat najnizsia pridelitelnd farba.

Farbenie grafu LDF (Largest Degree First).
Pre tucel tohoto algoritmu definujeme farebny stupen vrchola v ako pocet réznych farieb,
ktorymi st ofarbeni susedia vrcholu v.

e Krok 1. Zo vsetkych nezafarbenych vrcholov s najvidcsim stupniom vyber vrchol v s
najvacsim farebnym stupnom.

e Krok 2. Prirad vrcholu v farbu najnizsieho mozného d¢isla.

e Ak st vsetky vrcholy ofarbené, STOP. Inak Goto Krok 1.

Uvedené algoritmy st velmi jednoduché. Nemaju ziadne opravné kroky, ked raz vrcholu
prideli farbu, toto pridelenie je definitivne. Bolo by ich mozné modifikovat tak, Ze by sa menilo
vstupné poradie vrcholov, ktorym sa prideluje farba.
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8.4 Exaktny algoritmus na farbenie grafov

Na zafarbenie grafu G = (V, H) potrebujeme v najhorSsom pripade n = |V/| farieb (pre
uplné grafy K,,). Zafarbenie grafu G je vlastne funkcia n-prvkovej mnoziny V' do mnoziny
{1,2,...,n}. Takychto zobrazeni je n", nie kazdé z nich vsak splita podmienku, Ze ziadni
dvaja susedia v grafe G nie st zafarbeni tou istou farbou. Ak by sme vSak chceli riesit problém
zafarbenia grafu G minimalnym poc¢tom farieb prezretim vsetkych moznosti, museli by sme
prezrief vSetky zobrazenia ¢ : V' — {1,2,... n}, z nich vyludit tie, ktoré nedefinuji pripustné
zafarbenie grafu G a z tych, ktoré ostant vybraf jedno s najmenej po¢etnym oborom hodnét.
Pre grafy s maximalnym stupfiom d = max,cy stacl namiesto mnoziny {1,2,...,n} uvazovat
{1,2,...,d,d + 1}, ¢im sa znizi pocet zobrazeni na (d + 1), ale ani toto nedava velké nadeje
na pouzitie uplného prehladévania.

Zoradme vrcholy grafu G' do postupnosti vy, vy, ..., v, a toto poradie povazujme v ramci
celej tejto Casti za pevné. K Iubovolnému zafarbeniu fi, fo, ..., f, grafu G mozno zostrojit
zafarbenie f1, f5,..., f takto:

fi=1 (8.6)

;o 1 akf1:f2
i {2 o 87

= f]/- ak fr = f; pre niektoré 1 < j <k
’ maxi<j<x{fi} +1  ak fy # f; V(1 <j<k)

Je Tahko vidiet, 7ze aj f, f5,..., f! je zafarbenie grafu G s rovnakym poctom farieb ako
povodné zafarbenie fi, fo,..., fn, a plati: Vrcholy v;, v; st rovnako zafarbené pri farbeni f
prave vtedy, ked st rovnako zafarbené pri farbeni f’, t.j. f; = f; prave vtedy, ked f; =
fj- Obe zafarbenia definuji ten isty rozklad mnoziny V' na triedy rovnako zafarbenych
vrcholov. Ak fixujeme poradie vrcholov, potom pre fubovolny rozklad mnoziny V' na triedy
rovnako zafarbenych vrcholov existuje jediné zafarbenie vrcholov fi, fa, ..., f, také, ze kazda
¢iastocna podpostupnost typu fi, fo, ..., fx, kde 1 < k < n obsahuje vSetky prirodzené ¢isla
1,2,...,max;<j<x{f;}. Pripustné zafarbenie f s prave popisanou vlastnostou budeme nazyvat
systematické zafarbenie. Systematickych zafarbeni je uZz podstatne menej, ako vSetkych
zafarbeni — vrchol v; moze mat len farbu 1, vrchol v, nemoze byt zafarbeny farbou 3 alebo
vysSSou, v8eobecne vrchol v; nemdoze byt zafarbeny farbou &, kde k > i.

Pre navrhovany farbiaci algoritmus ztotoznime vrcholy mnoziny V' s ich indexami, budeme
predpokladat, ze v, vs,...,v, = 1,2,...,n. Nech V, je mnozZina vSetkych susedov vrcholu z,
definujme P(z) = V, U{1,2,...,2 — 1}. Sastavou mnozin P(z), z € V je graf G pre ucely
farbenia dostatocne popisany.

Oznaéme G, podgraf grafu G indukovany mnozinou {1}, G5 podgraf grafu G indukovany
mnozinou {1, 2}, atd., Gy podgraf grafu G indukovany mnozinou {1,2,...,k} pre 1 <k <n.
Ak mame systematické zafarbenie fi, fo, ..., f, grafu G, potom fi, fo, ..., fr je systematické
zafarbenie grafu Gy, pre vsetky 1 < k < n.

Optimélne rieSenie budeme hladat v pomyselnom korefiovom strome moznych rieseni 7'
Aby sme minimalizovali prehladédvanie, budeme chcietf, aby strom 7" modeloval len systema-
tické zafarbenia. KedZe sa zaujimame o zafarbenie grafu G minimalnym poc¢tom farieb, budeme
v strome modelovat len zafarbenia s FMAX = max,cy{deg(v)} + 1 farbami. Kazdy vrchol
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fi(?)
f2(t)
f3(t)

0
1440

Obr. 8.6: Postup prezerania stromu rieseni T’

stromu bude maf priradent farbu. Koren stromu zopdpovedajici vrcholu 1 bude mat prira-
dent farbu 1, prva troven stromu 7" bude zodpovedat zafarbeniam vrcholu 2 a kazd4 dalsia
uroven k bude hovorit o zafarbeniach vrcholu & + 1.

Koren stromu so svojou znackou farby 1 zodpoveda systematickému zafarbeniu grafu G;
(kedze G je trividlny graf, také zafarbenie existuje jediné). Nech na trovni k& — 1 kazdy vrchol
t stromu 7" zodpoveda systematickému zafarbeniu grafu Gy, nech znacky farieb vrcholov cesty
z korena do tohoto vrchola definuju systematické zafarbenie grafu Gy. Pre vrchol ¢ na trovni
k — 1 definujeme prvého pravého naslednika so znackou najnizsej farby, ktora sa nevyskytuje
v ofarbeniach vrcholov z P(z), dalsich pravych naslednikov definujeme a ozna¢ime znackou
dalSej najnizSej nepouzitej farby len vtedy, ak takymto zafarbenim vrcholu k + 1 vznikne
systematické zafarbenie grafu Gy ;.

Prva vetva zprava v strome 7' zodpovedad sekvenc¢nému zafarbeniu grafu G s najnizsim
¢islom farby. Polozme FMAX := pocet farieb a zaroven najvyssie ¢islo farby pouzité pri
sekvenc¢nom zafarbeni grafu G.

Nech y je prvy vrchol na ceste z korenia do vrcholu definujiiceho sticasné riesenie, ktory je
zafarbeny farbou FFM AX. Aby sme znizili farbu vrcholu y, musime zmenit (t.j. zvysit) farbu
niektorého z vrcholov = z mnoziny P(y). Aby sme zabezpedili, ze preskimame najblizsiu
nadejni nepreskimant pravi vetvu stromu 7', zvolime za x posledny vrchol z P(y). Ak farbu
vrchola x nemoZno zvys$it na hodnotu mensiu nez FM AX, sktsime vrchol z — 1, z — 2 atd.
Ak sa pre ziadny vrchol nepodari zvysit jeho farbu, méame optimélne rieSenie.

Ak takyto vrchol x ndjdeme, zvySime jeho farbu na najnizsiu pripustni hodnotu a po-
¢inajic vrcholom x + 1 postupne prefarbime vSetky vrcholy najnizSou moznou farbou (ako
v algoritme sekvencéného farbenia). Ak pre niektory vrchol pouzijeme farbu FMAX, dalej
farby nepridelujeme, ale ho zoberieme za novy vrchol y. Nie je totiz Sanca néjst v tejto vetve
zlepsSenie.

Ak sa tymto sposobom podari ofarbit vSetky vrcholy bez pouzitia farby FMAX, méme
zlepsSenie a novy rekord si zapamitame. Zaroven zaktualizujeme FM AX — polozime ho ¢islu
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najvyssej pouzitej farby pri novom rekorde. Najdeme y prvy vrchol v rekordnom rieseni s
farbou FM AX a opakujeme algoritmus.

Obrovskou vyhodou tohoto postupu je, Ze nemusime v pamiiti udrziavat strom 7. Tym,
7e sa stale drzime v prvej nepreskimanej vetve sprava a po jej preskimani vieme prejst
do jej najblizSej susednej vetvy, stac¢i drzat v pamiiti rekord a tvar stcasnej vetvy, ktory je
jednoznacne dany systematickym zafarbenim grafu G. Takto cely algoritmus okrem néarokov
na uloZenie grafu formou mnozin P(z) vyzaduje len dve celo¢iselné polia rozmeru n = |V| a
niekolko jednoduchych pomocnych premennych.

Pracovné farby vrcholov budeme drzat v poli B — B(z) je farba vrcholu z, najlepsie néjdené
zafarbenie v poli REKORD(). Stcasny najlepsi dosiahnuty pocet farieb bude v premennej
FMAX.

Algoritmus na optimalne zafarbenie grafu

Polozme
P(z) =V, Nn{1,2,...,2 — 1}, (8.9)
F(x):=min{i | 1 <4, Vj € P(x)i# B(j)} (8.10)
G(z) = min{i | B(x) < i, Vj € P(z) i # B(j)} (8.11)

e Krok 0. Poloz B(1) := 1 a postupne pre kazdé x = 2,3,...,n B(x) := F(x).

e Krok 1. Poloz FMAX := maxj<,<,{B(z)}.
Skopiruj pole B do pola REKORD.

e Krok 2. N4jdi v poli B najmensie y také, ze B(y) = FMAX.
e Krok 3. PoloZ x := maxycpq){k}

e Krok 4. Ak z = 1, STOP. Chromatické ¢islo grafu x(G) = FM AX a prislusné optimélne
zafarbenie grafu G je v poli REKORD.

e Krok 5. Ak G(z) > FMAX alebo ak G(x) > (maxj<;<.{B(i)} + 1), poloz z :=x — 1 a
Goto Krok 4.
Ina¢ poloz B(z) := G(z), z ;== z + 1.

e Krok 6. B(z) := F(z). Ak B(z) > FMAX, poloz y := z a Goto Krok 3.
Ak z < n, poloz z := z + 1 a opakuj Krok 6.
Ak z = n mame novy rekord. Goto Krok 1.

8.5 Aplikacie

8.5.1 Priradenie registrov pocitaca

Pocitace maju konecny pocet Specidlnych registrov. Aritmetické operacie s idajmi v tychto
registroch su rychlejsie, nez operacie s idajmi v pamiiti. Programator ma moznost deklarovat
niektoré premenné, ktoré sa velmi ¢asto pouzivaji, ako registre, ¢im sa program sa takto defi-
novanymi premennymi zrychli. AvSak ak programator deklaruje viac registrovych premennych
ako je registrov, moze sa staf, Ze pri vykone programu sa viac ¢asu premrhd prepisovanim
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obsahu paméite medzi registrami, nez sa ziska pouzitim tychto registrov. Jednym z rieseni
je priradenie réznych registrov premennym, ktoré sa stcasne pouzivajiu. Grafovy model pre
tento problém maé za vrcholy premenné. Dve premenné s spojené hranou préave vtedy, ked st
prislusné premenné sucasne aktivne. Chromatické ¢islo tohoto grafu je rovné poctu registrov
potrebnych na to, aby sa predislo ¢asovym stratam z nadmerného menenia obsahu registrov.

8.5.2 Priradenie radiovych frekvencii

Ak st dva vysielace blizko seba, nemozu pouzivat ti ista frekvenciu, pretoZze by sa navzajom
rusili. Radiové frekvencie st vSak obmedzenym prirodnym zdrojom. Preto nemozno kazdému
vysiela¢u priradit int frekvenciu. Modelom tejto situécie je graf GG, ktorého vrcholy st vysielace
a v ktorom za incidentné vrcholy povazujeme tie dvojice vysielacov, ktoré by sa pri prideleni
rovnakej frekvencie rusili. Uloha pridelif danej mnozine fysielatov ¢o najmenej réznych frek-
vencii tak, aby sa ziadne dva navzajom nerusili sa tak prevedie na tilohu ofarbit vrcholy grafu
G minimalnym poé¢tom farieb (frekvencii) tak aby Ziadne dva incidentné vrcholy (vysielace,
ktoré by sa rusili) nemali pridelena tu ist farbu (frekvenciu).

Graf GG na rieSenie problému pridelovania frekvencii nemusi byt a ani vo vicSine pripadov
nie je rovinny, hoci by tomu mohlo naznacovat rozmiestnenie vysielacov v rovine. Rozny
vykon vysieladov, prirodné podmienky $irenia radiovych vin, prekazky, odrazy sposobuji, Ze
vzajomné ovplyviiovanie sa vysielacov je velmi zlozité a preto sa neda graf G' ¢o do zlozitosti
porovnat s grafom pre farbenie rovinnych map.

8.5.3 Problém nakupnych tasiek

Ideme nakupovat n produktov. Zo sktisenosti vieme, Ze niektoré tovary neradno nosit spolu
v jednej taske. Nova koSela a slanina, Cerstvé pecivo a prasky na pranie, sackové mlieko a
klince by nemali byt v jednej taske. Takéto tovary nazveme nekompatibilné. Kolko ndkupnych
tasiek najmenej potrebujeme, aby sme do nich mohli poukladat n tovarov tak, aby sa ziaden
tovar neposkodil? Problém riesime tak, ze zostrojime graf G, ktorého vrcholy budu tovary a v
ktorom dva vrcholy (tovary) budt spojené hranou préave vtedy, ked ich nemozno dat do jednej
nakupnej tasky. Tak sme problém minimalizacie poc¢tu nakupnych tasiek previedli na problém
zafarbenia grafu G miniméalnym poc¢tom farieb. Kazdému vrcholu (tovaru) treba uréit farbu
(tasku, do ktorej ho ulozime) tak, aby ziadne dva incidentné vrcholy nemali t1 istt farbu (aby
ziadne dva nekompatibilné tovary neboli ulozené v jednej taske) a aby bol pocet pouzitych
farieb (tasiek) minimalny.

Tato tloha ma vela variantov. Chemikélie treba ulozif do najmensieho mozného poctu
kontajnerov tak, aby sa nedostala do jedného kontajnera ziadna dvojica chemikalii, ktora
by mohla sposobit vybuch. Biologické preparaty treba ulozit do najmensieho mozného poctu
chladiacich boxov tak, aby sa ziadne dva, ktoré sa mozu ovplyvnit, nedostali do toho istého
boxu. Z danej mnoziny pracovnikov treba vytvorit ¢o najmensi pocet pracovnych skupin tak,
aby sa v kazdej skupine dobre znasali.

Kontrolna otazka: Aky je minimalny pocet politickych stran, taky aby ziadni dvaja na seba
alergicki politicki neboli v jednej strane? PretoZe hlavnou ¢innostou politikov je byt alergicky
na prislusnikov inych opozi¢nych a neskor aj koali¢nych stran, a pretoze alergie vznikaju aj
pri mocenskom boji vovnutri stran, vidime, Ze ani pouzitie najlepsich algoritmov na farbenie
grafu tu nezabrani vzniku novych politickych stran.
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8.5.4 Rozvrhovanie volitelnych predmetov

Predpokladajme, Ze kazdy Student fakulty si moze zapisat niekolko vybranych volitelnych
predmetov. Fakulta venuje volitelnym predmetom niekolko vyhradenych blokov. Pretoze fa-
kulta mé zaujem, aby vSetci Studenti mohli navstevovat vybrané predmety, treba umiestnit
tieto predmety do blokov tak, aby ziadnemu Studentovi predmety nekolidovali. Je to vobec
mozné? (Predpoklada sa dostatok ucebni).

Na rieSenie tejto tlohy zostrojime graf G ktorého vrcholmi buditi volitelné predmety.
Dvojica predmetov bude tvorit hranu grafu G prave vtedy, ked aspon jeden Student mé
zapisané obidva predmety. Chromatické ¢islo x(G) grafu G ndm povie, aky je minimalny
pocet blokov potrebny na rozvrh bez konfliktov medzi jednotlivymi volitelnymi predmetmi.
Zafarbenie grafu G minimalnym poc¢tom farieb (blokov) ndm povie, ktoré volitelné predmety
treba zaradit do rozvrhu v rovnakom case.

Problém ma4 niekolko variécii. Pre povinné predmety st skupiny posluchécov st disjunktné,
avSak dva predmety mozu spolu kolidovat preto, lebo maju toho istého uditela, alebo preto,
lebo vyzaduju Specializovant uc¢ebnu ¢i laboratérium.

8.5.5 Minimalizaicia poétu autobusovych stanovist

Autobusové stanica ma obmedzeny pocet autobusovych stanovist. Na autobusovom stanovisti
moze staf len jedno vozidlo. Idedlne by bolo, keby autobusy kazdej linky mali svoje vlastné
stanoviste. To vSak nie je mozné, pretoze autobusovi stanicu nemozno rozsirit. Preto musia
niektoré linky zdielat spolo¢né autobusové stanoviste.

Obsadenie nastupista autobusmi jednej linky mozno vyjadrif redlnou funkciou f(¢) s

definiénym oborom (0, 1440) (minuty jedného diia) ktora pre ¢ € (0, 1440) nadobtda hodnotu
1 préave vtedy, ked je nastupiste obsadené autobusom prislusnej linky, inak f(¢) =0 .

lacements
f1(?)

f2(?)

f3(t)

0

1440

Obr. 8.7: Funkcie fi, f2, f3 obsadenia nastupista pre tri linky Lq, Lo, L3

Na obrazku 8.7 vidime tri funkcie f1, fa, f3 obsadenia stanovista troch liniek Li, Lo, Ls.
Linky Ly, L, mozu zdielat to isté stanoviste, pretoze neexistuje ¢asovy okamzik, v ktorom by
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obe funkcie boli rovné 1 — budeme hovorit, Ze linky L, Ly s kompatibliné. Naopak, linka L3
nemoze zdielaf to isté stanoviste so Ziadnou z liniek L, Lo.

Pomocou funkecii f;, f; mozno velmi Tahko urcit, kompatibilitu liniek L;, L, — tie sq,
kompatibilné prave vtedy, ked f1(t) + f2(t) < 1 pre kazdé t € (0, 1440).

Teraz moéZeme zostrojit graf G, vrcholmi ktorého budi linky a hranami ktorého budu
dvojice nekompatibilnych liniek. Optiméalnym zafarbenim grafu G uré¢ime minimélny pocet
farieb (stanovist) a kazdej linke priradime farbu (stanoviste) tak, Ze ziadne dve nekompatibilné
linky nemaja rovnaku farbu (stanoviste).

.....

skratit pobyty autobusov na zastédvkach, v dosledku ¢oho sa ,ztzia zuby*“ fukcii f; a poklesne
pocet nekompatibilnych dvojic liniek, ¢o moze mat za néasledok zniZenie chromatického ¢isla
prislusného grafu G.

8.5.6 Fazovanie svetelne riadenej krizovatky

Obr. 8.8: Krizovatka
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Konstrukcia programu pre riadenie svetelne riadenej krizovatky zacina geometrickym
planom krizovatky. Jeden takyto plan vidime na obrazku 8.8. Vozidla prechadzaju krizovatku
v prudoch. Na nasej krizovatke mame desat vozidlovych pradov 1,2,...,10, dva elektrickové
prudy 11,12 a styri prady chodcov 13, 14, 15, 16. Medzi pradmi existuje relacia koliznosti — dva
prudy i, j su kolizne, ak ich drahy maja spolo¢ny bod zvany tiez kolizny bod. Kolizne prady
nemozu vehadzat do krizovatky naraz, pretoze v koliznych bodoch by sa vozidla jednotlivych
prudov stretali a vznikali by tak nebezpecné situacie.

Pre dva kolizne prudy ¢, j definujeme medzicas m,; ako najmensi mozny cas taky, o ktory
treba oneskorit zaciatok zelenej pre prud j od konca zelenej pre prud i tak, aby vozidla pradu
i stihli opustit kolizny bod pradov ¢, j skor, nez don dorazia vozidla pradu j. Medzi¢asy m;;
sa usporiadavaju do matice medzi¢asov. Ak sa prudy i, j nekolizne, ma matica mezdicasov na
mieste (7, j) symbol ,—.

Matica medzicasov pre krizovatku z obr. 8.8

I J1]2]3]4]5]6[7][8]9]10/11[12][13][14]15]16 |
1 -]-]5[6]7[-]-]6[5]-[-]-]-]4]-1]38
2 - [-[-1-[-]-1-]-13 -1 -1-13]6]-
3[6 ] - - - J4a[-]-[8]9]6[8]-[9]3]-
alfe [ -[-]-[-]8]9][6]-[-]8]7]1w0]-]3]-
53 -[-1-1-1-1-13]- -1 -1-1-13]s
6 -[-[514]-1-[-[8]9[3]-]-J10]-]-15
T -0 - - - - - -Tel-1-13
s8] -[-]6]10]8[-[-]-][-]8[6][3]-]-]10
9[10]10] 8 -4l -l -] - 1783 -]10]-
0] -]-]6[-]1-[3]-]- - -1-[3]6]-
1 -]-Jwof2]-]-]-]9[8]-]-[-]-J]12]-15
R -]-]8J1w0]-]-[-]8]10]-]-[-]-[]5]-1]12
B -[-1-[3]-1-[8]9[9]9]-[-[-[-1-1]-
14[10]10] 5 - J4]-T- 6 [3[10]-[-1-7-
B -1819[9 ]9 -[-1-[3]-1-[-]-[1-1[-1]-
16 4] -]-[-18J9]94][-T-[9]4]-[-1-1-

Pri riadeni krizovatky technikou fazovych skupin sa jednotlivé prudy zdruzuji do mnozin
tak, ze kazda z nich obsahuje navzajom nekolizne prudy. Takato mnozina nekoliznych priadov
sa vola faza. Prudy jednej fazy budi mat v budiicom signalnom plane sti¢asne zelent, po istom
Case sa zelena prideli inej faze atd. az kym sa zelena neprideli aj poslednej faze a potom sa cely
tento dej cyklicky opakuje. Prvou tlohou pri navrhovani signalneho planu riadenej krizovatky
je urcit fazovanie.

Aké su poziadavky na dobré fazovanie? V prvom rade kazdy prad sa musi vyskytovat v
niektorej faze. Druhou poziadavkou je, aby bol pocet faz ¢o najmensi. Tato druha poziadavka
vyplyva zo skutocnosti, ze pri prechode signalneho planu zo zelenej pre jednu fazu na zelent na
druht fazu musia byt dodrzané medzicasy medzi pridmi prvej a druhej fazy. Pocas medzi¢asu
nesvieti zelena ani pre jeden z dvojice prislusnych koliznych pradov, krizovatka sa po tento cas
¢ast cyklu riadenia a tym sa zniZzuje redlna priepustnost krizovatky. Cim menej foz bude mat
signdlny plan, tym mensia bude cast cyklu premérnend v medzic¢asoch.
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Obr. 8.9: Graf koliznosti pre krizovatku z obr. 8.8

Pomocou matice medzi¢asov mozeme zostrojit graf G = (V, H) koliznosti pradov krizo-
vatky, ktory bude mat za mnozinu vrcholov vSetky prudy a za mnozinu hran vSetky neusporia-
dané dvojice koliznych pradov (t.j. tie dvojice vrcholov i, j, pre ktoré je v matici medzicasov
na mieste (i,7) redlne ¢islo). Potom problém fazovania mozno v grafe G riesit ako problém
zafarbenia grafu G minimalnym poc¢tom farieb. Kazdému vrcholu treba urcit farbu — fazu, tak
aby ziadne dva kolizne vrcholy nemali ti isti farbu — fazu a tak, aby pocet pouzitych farieb
— faz bol ¢o najmensi.



