ZILINSKA UNIVERZITA
FAKULTA RIADENIA A INFORMATIKY

Stanislav Palich

ALGORITMICKA
TEORIA GRAFOV

VYDALA ZILINSKA UNIVERZITA V ZILINE, 2008



Tlacova predloha tychto textov bola vytvorend v typografickom systéme
I¥TEXpod operaénym systémom Linux. Obréazky boli nakreslené programom xfig
takisto pod opera¢nym systémom Linux.

Recenzenti: Prof. RNDr. Jan Plesnik, Dr.Sc.
Doc. RNDr. Ferdinand Gliviak, CSc.

© S. Paltch, 2008
ISBN-80-XXXX-XXX-X



Uvod

Tedria grafov ako samostatnd matematicka disciplina vznikla v prvej polo-
vici dvadsiateho storocia — teda pomerne neskoro — napriek tomu, Ze niektoré
prvky myslenia pouzivaného sticasnou tedériou grafov sa sporadicky objavovali uz
dévno predtym. Za pioniersku pracu tedrie grafov sa povazuje praca o probléme
siedmich mostov mesta Kaliningrad (pozri éast 6.5.1), ktorta r. 1736 vyriesil vyni-
kajuci $vajéiarsky matematik Leonhard Euler. Od toho istého autora pochadza
Eulerova polyedrické formula (8.1), ktora hovori o vztahu po¢tu stien, vrcholov
a hran konvexného telesa. R. 1847 Kirchoff navrhol riesenie zlozitého elektric-
kého obvodu s vyuzitim jeho podschémy, ktorti v dnesnej grafarskej terminolé-
gii nazyvame kostrou grafu (vid. ¢ast 4.5.3). Irsky matematik R. W. Hamilton
r. 1859 studoval problémy ,cestovania“ po vrcholoch a hranach pravidelného
dvanéaststenu. Jednou z loh, ktoré formuloval, bola aj tiloha néjdenia okruzne;
cesty, ktora kazdy vrchol dvanaststenu obsahuje prave raz. Tato tiloha sa stala
predchodcom znameho problému obchodného cestujiceho (pozri ¢ast 6.3). Roku
1874 Cayley pri studiu Strukturalnych chemickych vzorcov pouzival grafické zo-
brazenie (pozri ¢ast 1.6.2) a v tejto suvislosti Sylvester r. 1878 prvykrat pouzil
termin graf v dnesnom zmysle tedrie grafov.

Definitivny vznik modernej tedrie grafov sa viaze na rok 1936, kedy madar-
sky matematik D. Kénig publikoval prvii monografiu z tedrie grafov. Odvtedy sa
tedria grafov rozvija v dvoch smeroch — teoretickom a algoritmickom. Teoreticky
smer viacej Studuje rézne vlastnosti grafov, algoritmicky smer sa viac zaobera
hladanim optimélnych algoritmov na rieSenie roznych, najcastejie extremal-
nych tloh v grafoch. Velmi dobrou a stale aktualnou knihou s algoritmickym



pristupom k tedrii grafov je [2] z roku 1975, slovenskd kniha [13] z roku 1983
a tiez [9] z roku 1999, ktora naviac uvddza aj mnozstvo praktickych aplikacii.

V roku 1965 si Edmonds ako prvy uvedomil, ze existuja dobré — polynomialne
algoritmy a algoritmy ostatné — nepolynomiéalne. Aj problémy tedrie grafov
sa daju rozdelit na dobré — také, pre ktoré existuje polynomidlny algoritmus
rieSenia a tazké — také, pre ktoré polynomidlny algoritmus neméme a verime,
Ze ani neexistuje. A mdme aj problémy, ktoré zatial nevieme zaradit. Zacina
sa rozvijat tedria zlozitosti. Dnes takmer nie je moZné publikovat problém
diskrétnej matematiky bez rozboru jeho zlozitosti.

V poslednych troch desatrociach exponencialne rastie pocet tispesnych apli-
kéacii tedrie grafov. Prispel k tomu aj Gzasny rozvoj vypoctovej techniky, ktory
nemé obdobu v Ziadnej inej oblasti [udskej éinnosti. Rychlost i rozsah pamite
pocitadov sa za ten Gas zvicsili niekolkotisickrat. Cena klesla tak, Ze pocitac je
dostupny aj priemerne zarabajicemu slovenskému obcanovi. Tedria grafov do-
stala vo vypoctovej technike silny prostriedok na realizaciu svojich algoritmov.

Bez v§poétovej techniky nemal algoritmus velky prakticky v§znam. Ulohu
malého rozmeru praktik vyrieSil preskimanim vSetkych moZnosti, tloha vel-
kého rozmeru by si pri algoritmickom vypocte vyzadovala pre ruény vypocet
netmerne vela vypoctov, a preto takuto tlohu riesil praktik intuitivne. V tom
dase bol algoritmus sucastou tedrie hovoriacou: ,Na to, aby si ziskal Ziadané
rieSenie, treba urobif postupne tieto a tieto kroky. Ak budes dostatoc¢ne dlho
zit, dopoditas sa k rieSeniu.“

Dnes je algoritmus tedrie grafov nadvodom, podla ktorého mozno napisat
program pre rieSenie daného problému. Operaéné rychlost i rozsah RAM pamiite
dnesnych poditacov staci na vyrieSenie grafovych problémov stvisiacich i s velmi
rozsiahlymi praktickymi tilohami.

Ukazuje sa, ze tedria grafov je velmi dobrym néstrojom na tvorbu mate-
matickych modelov pre najréznejsie problémy, od modelovania komunikaénych
sieti, cez modelovanie socidlnych vztahov, kompatibility chemikalii v skladoch,
stavov diskrétneho systému aZ po modely poméahajice skiimat nukleové kyse-
liny RNA a DNA. Preto sa dostala do u¢ebnych planov inZinierskeho $tudia na

Pre inzinierske smery je podstatna algoritmicka tedria grafov, z ktorej sa tu
budem snazit prezentovat Casti s najviac¢Sim uplatnenim v praxi. Terminolégia



tedrie grafov — slovenskd ¢i anglickd — je znacne nejednotnd. Za zaklad tu
prezentovanej som pouzil Plesnikovu terminoldgiu z knihy [13]. Pre jednoduchost
presne definujem a dalej pouzivam iba dve grafové struktury — graf a digraf. Ak
sa niekedy dostanem aj k zlozitejsim, vystac¢im s ich intuitivhym ponatim.

Do tejto publikacie som vyberal hlavne také vety, ktoré formuluju vyznacéné
vlastnosti grafov dolezité pre vysvetlenie ¢i konstrukciu algoritmov. Pre mnohé
vety uvaddzam aj dokaz, hlavne vtedy, ked je konstruktivny alebo vtedy, ked je
zalozeny na Casto vyuzivanom principe. Dokazy viet ukoncujem znackou W

Pri prezentacii algoritmov som vynalozil velké tsilie na to, aby k ich realizécii
na pocitaci bol uz len krocik. Pre jednozna¢né oznacenie miesta v texte, kde
kon¢i popis algoritmu, pouzivam znacku é&. Postup podla niekolkych prvych
algoritmov prezentujem v tabulkach, v ktorych vidief, ako sa v ase vypodet
vyvijal. Pri dalsich algoritmoch uZ predpokladdm, ze ditatel bude schopny
pokracovat v tabulkovych vypocétoch sam.

Snazil som sa uviest jednotlivé algoritmy v ¢o najjednoduchsej forme. Algo-
ritmy na hladanie najkratsej cesty v grafe poddvam tak, aby bolo dobre vidiet,
¢o maju spolo¢né a ¢o rozdielne. Algoritmus na hladanie cesty maximalnej ka-
pacity a algoritmus na hladanie zaporného cyklu v grafe st péovodné (aspoii
som sa s podobnou formuldciou doteraz nestretol). Pri viicSine algoritmov sa
snazim o jednoduchy rozbor zlozitosti v stlade so stcasnym trendom v tedrii
grafov. Odporac¢am studentom, najméi tym s informatickym zameranim, aby si
vacsinu algoritmov naprogramovali sami. Niet lepsieho spésobu na porozumenie
ich ¢innosti.

Vicsinu kapitol dopliiam ¢astou o praktickych aplikaciach. Mnohé z nich si
origindlne dopravné a spojarske aplikacie, niektoré z nich vznikli pocas mojej
vyskumnej ¢innosti na Vyskumnom tstave dopravnom v Ziline. Iné mam z lite-
ratury, najmi z [4] a [9]. Zaujemcov o dalsie aplikicie tedrie grafov odkazujem
hlavne na knihu [9].

Népln tohto ucebného textu, terminoldgia, spésob prezentacie algoritmov
a mnohé dalsie podrobnosti sa vyvijali v dlhjch diskusidch s RNDr. Stefanom
Peskom, CSc., ktorému som vda¢ny za mnohé cenné népady a pripomienky.
Moja mimoriadna vdaka patri RNDr. Milosovi Franekovi a recenzentom prof.
RNDr. Janovi Plesnikovi, doc. Gliviakovi, CSc. a vedeckému redaktorovi prof.



Petrovi Cenkovi, CSc., ktori cely text pozorne precitali a opravili mnoZstvo
formalnych i faktickych chyb, niektoré z nich boli velmi neprijemné.

Tedria grafov je uzitocné. Ale nielen to. Tedria grafov je aj krasna. Kto vSak
chee vidief krdsu krajiny, musi sa naméhat a vyliezt na vysoky vrch. Podobne
je to aj s kazdou matematickou disciplinou — kto chce vidiet jej krdsu, musi sa
ponaméhat. Vysledok vsak stoji za to. ZaZitok z poznania a zaZitok z netusenych
vlastnych schopnosti sa nedd precitit inak.

Prajem vam vsSetkym, aby ste pri $tudiu tejto knihy zaZili vela pekného.

Staw'eber ﬂo&’;{

V Ziline, 19. februara 2008 Autor.
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Kapitola 1

Zakladné pojmy teorie
grafov

1.1 Binarne relacie

Pre stidium grafov st mimoriadne dolezité vztahy, do ktorych vstupuji dvo-
jice objektov, nazyvané tiez bindrnymi relaciami. Preto v tejto casti zhrnieme
niekolko zékladnych definicii a faktov o binarnych relaciach.

Definicia 1.1. Usporiadana dvojica (u,v) prvkov u, v z mnoziny V je taka
dvojica, pri ktorej je urcené, ktory z prvkov u, v je na prvom a ktory na druhom
mieste. Usporiadana n-tica prvkov je takd n-tica prvkov (a1, as,...,a,), pri
ktorej je uréené poradie prvkov.!

Definicia 1.2. Karteziansky sa¢in A x B dvoch mnozin A, B je mnozina
vSetkych usporiadanych dvojic tvaru (a,b), kde a € A, b € B. Kartezian-
sky stcfin A; X Ay X -+ X A, mnozZin Aq, As,..., A, je mnoZina vSetkych
usporiadanych n-tic (a1,as9,...,a,), kde a; € A; prei=1,2,...,n.

1Striktna tedéria mnozin definuje usporiadani dvojicu ako mnozinu nasledovne: (u,v) =
{u,{u, v}}. Citatel sa mozno zacuduje, preco nedefinujeme usporiadant dvojicu ako zobrazenie
d mnoziny {1,2} do mnoziny V — potom by d(1) bol prvy a d(2) druhy prvok usporiadanej
dvojice d. Ako vSak uvidime, zobrazenie sa definuje ako binarna reldcia, a td4 uz k svojej
definicii potrebuje mat definiciu usporiadanej dvojice. Bol by to postup definicii dokola. Pre
nase Ucely vsak uplne staci uvedené intuitivne chapanie usporiadanej n-tice.
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Piseme A? = A x A. Podobne A™ je definované vzfahom A = A x A x --- x A.
A ——
n-krat
V matematike velmi ¢asto potrebujeme vyjadrif skuto¢nost, ze dva prvky
skimanej mnoziny V st v nejakom vztahu — relacii. Ak skimame mnozinu
vSetkych priamok v rovine, mdzeme skiimat, ¢i dve priamky p, ¢ st rovnobezné
alebo nie. V kladnom pripade piSeme p ||q. Iny vztah — kolmost dvoch priamok
vyjadrime ako p 1 ¢. Pri skimani mnoziny prirodzenych ¢isel N mozeme
studovat delitelnost ¢isel — ak je ¢islo n delitelné ¢islom m, piseme m|n.

Vztah u p v je Gplne a jednoznaéne charakterizovany mnozinou vsetkych
usporiadanych dvojic (u,v), pre ktoré plati u p v. To nds opraviiuje zaviest
nasledujicu definiciu.

Definicia 1.3. Binarna relacia p na mnoZine V je Tubovolnd podmnozina
kartezianskeho stcinu V x V.

Ak je p bindrnou operaciou na V a (u,v) € p, hovorime, ze prvok u je
v relacii p s prvkom v a piSeme u pv.

Priklad 1.1. Priklady bindrnych relcii na mnozine v8etkych prirodzenych ¢isel
N.

P={(n,kn)|k,neN} Q={(m,n)|mneN, (IkeN)(m+k=n)}
Potom a P b prave vtedy, ked a|b, a Qb prave vtedy, ked a < b.

Definicia 1.4. Hovorime, Ze binarna reldcia p na mnozine V je

reflexivna na V', ak pre kazdé v € V plati vpuw,

antireflexivna na V', ak pre Ziadne v € V neplati v p v,

symetrickd na V, ak pre kazdé u,v € V z platnosti u pv vyplyva platnost
v pu,

tranzitivna na V, ak pre kazdé u,v,w € V z platnosti upv a vpw vyplyva
U pw,

antisymetricka na V, ak pre kazdé u,v € V z platnosti upv a vpu vyplyva
u=v.

Priklad 1.2. Predstave o bindrnych relacidch moze pomoct tabulka bindrnej
relacie p. Je to tabulka, ktord na mieste (a;, b;) ma znak e ak a; pb;, inak je toto
miesto prézdne. Uvedieme tabulky pre niekolko bindrnych relcii na mnozine
V =1{1,2,3,4,5,6}.
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1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5
1|e 1|e 1 ° o o
2 ° 2|0 e 2 ° °
3 ° 3|e o @ 3 e °
4 ° 4| e o e 4
5 ° 5/ e e e 5 ° °
6 ° 6G|le o @ ° 6 °

a) b) c)

Tabulka a) je tabulkou bindrnej relacie u = v, tabulka b) prislicha relécii v < v,
tabulka c) je tabulkou symetrickej bindrnej relacie p, ktora nie je reflexivna.
Vidime, Ze tabulka reflexivnej reldcie méa prvkami e obsadent celti hlavna dia-
gondlu, tabulka antireflexivnej reldcia mé celd hlavna diagonalu volnt. Tabulka
symetrickej relacie je symetrickd podla svojej hlavnej diagonaly, tabulka antisy-
metrickej relacie nemé obsadené prvkami e Ziadne dve rozne policka symetrické
podla hlavnej diagonély. Tranzitivitu bindrnej reldcie uz tak lahko na prvy po-
hlad z jej tabulky nevidno.

Definicia 1.5. Ekvivalencia na mnozine V (alebo relacia ekvivalencie na
mnozine V) je bindrna reldcia na V, ktora je reflexivna, symetricka a tranzitivna.

Definicia 1.6. Rozkladom mnoZiny V nazveme systém neprizdnych pod-
mnozin A; €V, i €I taky, ze A;NAj =0prei,jel,i#jall,, 4i=V.
Mnoziny A;, i € I nazveme triedami rozkladu.

Definicia 1.7. Nech P je relacia ekvivalencie na mnozine V, nech a € V.
Triedou ekvivalencie P k prvku a nazveme mnozinu

[a] ={v|veV, vPa}. (1.1)
Prvok a nazveme reprezentantom triedy [a).

Veta 1.1. Nech P je ekvivalencia na mnozine V. Potom vsetky triedy ekviva-
lencie P tvoria rozklad mnoZiny V.

Veta 1.2. Nech P = {A; | i € I} je rozklad mnoZiny V. Potom existuje prdve
jedna reldcia ekvivalencie P takd, Ze triedy ekvivalencie P su prave vsetky triedy
rozkladu P.

Priklad 1.3. Rovnost = prvkov akejkolvek mnoziny je reflexivna, symetrické
a tranzitivna relacia. Kazda trieda ekvivalencie obsahuje prave jeden prvok.
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Obr. 1.1: Rozklad mnoziny A.
Kazd4 trieda rozkladu moze byt reprezentovand svojim lubovolnym prvkom a.

Vezmime za zdkladni mnozinu mnozinu Z celych ¢isel a definujme bindrnu
relaciu P predpisom:

mPn préve vtedy, ked |m|=|n|. (1.2)

Triedy ekvivalencie P sa [0] = {0}, [1] = {-1,1}, [2] = {-2,2}, [3] =
{-3,3}, ....
Priklad 1.4. Nech V je mnoZina, nech H = V x V je mnoZina vSetkych
usporiadanych dvojic prvkov z V. Na mnozine H zavedieme relaciu ekvivalencie
= predpisom:

(u,v) = (z,y) prave vtedy, ked (u=xz av=y)alebo (u=yav=u2x). (L.3)

Pomocou rovnosti usporiadanych dvojic mozno vztah (1.3) preformulovat na-
sledovne

(u,v) = (z,y) préave vtedy, ked (u,v) = (z,y) alebo (u,v) = (y,z). (1.4)

Relacia = je ekvivalencia na mnozine H, jej triedy su tvaru [(v,v)] = {(v,v)}
alebo [(u,v)] = {(u,v),(v,u)} pre u # wv. Triedy ekvivalencie = nazveme
neusporiadanymi dvojicami prvkov z mnoziny V.

Triedu ekvivalencie typu [(u, v)], kde u # v, moZno stotoznit s dvojprvkovou
mnozinou {u,v}. Triedu ekvivalencie typu [(u,u)], moZno stotoznit s jedno-
prvkovou mnozinou {u,u} = {u}. Preto budeme pisat {u,v} namiesto [(u,v)].
Mnozinu vSetkych neusporiadanych dvojic prvkov z V budeme znadit V o V.
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Definicia 1.8. Hovorime, Ze relicia < je usporiadanie na mnozine V, ak
= je reflexivna, tranzitivna a antisymetricka relacia. Dvojicu (V) <), kde < je
usporiadanie na V', voldme ¢iasto¢ne usporiadania mnozina .

Nech = je usporiadanie na mnozine V', nech pre prvky u € V, v € V neplati ani
u < v, ani v < u. Potom hovorime, %e prvky u, v st neporovnatelné.

Ak pre w € V, v € V plati u < v alebo v = u, hovorime, Ze prvky wu, v st
porovnatelné.

Linearne usporiadanie je také usporiadanie < na V, Ze pre kazda dvojicu
prvkov u,v € V je u = v alebo v < wu. Dvojicu (V, <), kde P je linedrne
usporiadanie na V, volame linedrne usporiadana mnozina alebo retazec.

Priklad 1.5. Relécia inklazie C je usporiadanim na mnozine vSetkych pod-
mnozin nejakej zdkladnej mnoziny A. Ak ma mnozina A aspoii dva roézne prvky,
potom existuja dve neprazdne disjunktné podmnoziny mnoziny A, ktoré s ne-
porovnatelné v usporiadani C. Usporiadanie C preto nie je linedrnym usporia-
danim.

Priklad 1.6. Relacia n < k je linedrnym usporiadanim na mnozine vSetkych
celych cisel Z.

1.2 Uvodné poznamky
k terminologii teodrie grafov

Cielom tejto kapitoly je definovat zédkladné pojmy pouZivané v tedrii grafov.
Terminolégia tedrie grafov vSak nie je ustdlend ani v anglickej ani v slovenskej
literattre. Tak napriklad niektoré anglické zdroje pouzivaju termin graph pre
najvseobecnejsiu grafovi struktiru (u nas to bude pseudomigraf), potom pre
strukttaru, ktora je pre nas grafom maja termin simple graph. Pre iné zdroje je
graph definovany rovnako, ako v definicii 1.9.

V slovencine sa pre orientovant hranu pouzivaji aj terminy obluk, ¢i sip.
Podobne rovinny graf — planarny graf, Gplny graf — kompletny graf, atd.

Pre tuto publikaciu som zvolil terminoldgiu, ktora je kompromisom medzi
Plesnikovou terminolégiou z knihy [13] a tradi¢nou terminolégiou pouZivanou
v inzinierskych predmetoch na Fakulte riadenia a informatiky Zilinskej univer-
zity.

Upozoriujem citatela, ze pri studiu akejkolvek literattiry pouzivajtce te-
ériu grafov je nutné ozrejmit si v akom zmysle tato literattra pouziva grafovi
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terminoldgiu. Naopak, pri pisani vlastnej préce je vhodné uviest bud definicie
zakladnych pouzivanych pojmov, alebo radsej uznavany zdroj, z ktorého termi-
nologicky systém praca pouziva.

1.3 Grafy a digrafy

Definicia 1.9. Grafom nazveme usporiadani dvojicu G = (V, H), kde V je
neprazdna kone¢nd mnozina a H je mnozina neusporiadanych dvojic typu {u, v}
takych, ze u e V,v € V au # v, t. j.

HC {{u,v} |u#v, u,veViCVoV. (1.5)
Prvky mnoziny V' nazyvame vrcholmi a prvky mnoziny H hranami grafu G.

Definicia 1.10. Digrafom nazveme usporiadant dvojicu 8 = (V,H), kde V
je neprdzdna kone¢na mnozina a H je mnoZzina usporiadanych dvojic typu (u, v)
takych, ze u e V,v eV au#w, t.j.

HC{(u,v) |u#v, u,veV}CVxV. (1.6)

Prvky mnoziny V nazyvame vrcholmi a prvky mnoZiny H orientovanymi
—
hranami digrafu G.

V slovenskej literatire sa pre orientovant hranu pouziva tiez termin Sip
(napriklad v literatire [13]) alebo tiez obluk (z anglického terminu arc), Plesnik
v [13] pouZziva pre neorientovant hranu termin rebro.

Ak nebude hrozit nebezpedenstvo nedorozumenia, budeme v pripade digra-
fov namiesto terminu ,orientovand hrana digrafu pouzivaf skrateny termin
Hhrana digrafu®.

Majme graf G = (V, H), resp. digraf G = (V,H). Mnozina V sa vola
vrcholova mnozina grafu G, resp. digrafu E:’, mnozina H sa vold hranova
mnozina grafu G, resp. digrafu G. V literatire o tedrii grafov sa pouziva aj
zapis Vg, Hg pre vrcholovil a hranovii mnozinu grafu G, ¢im sa Specifikuje, ze
G= Vg, Heg).

Graf a digraf st najjednoduchsie grafové struktuary, v ktorych nie st dovolené
hrany typu {v, v}, resp. (v, v), nazyvané tiez slucky. V grafe, resp. digrafe moze
pre kazda dvojicu u, v € V existovat najviac jedna hrana typu {u, v}, resp. (u,v).
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Poznamenajme, Ze v grafe je hrana {u, v} totozna s hranou {v, u}, kym v digrafe
(u,v) a (v,u) st rozne orientované hrany.

Na digraf 6(‘/, H) sa mozno pozerat i nasledujicim spdsobom:

Kedze H C V x V, digraf je vlastne mnozina s antireflexivnou bindrnou
relaciou. Trosku zlozitejsia je takato interpretacia grafu G = (V, H). Mnozina
H neusporiadanych dvojic z V tu jednoznacne koresponduje so symetrickou
antireflexivnou bindrnou relaciou p na mnozine V', pre ktora plati upv prave
vtedy, ked {u,v} € H.

Definicia 1.11. Diagram grafu. Graf ¢asto reprezentujeme graficky a pri-
slusny obrazok voldme diagram grafu. Diagram grafu G = (V, H) v nejakom
priestore P je mnozina B bodov a mnozina S suvislych ¢iar v priestore P takych,
ze

e Kazdému vrcholu v € V zodpoveda prave jeden bod b, € B a kazdému
bodu b € B zodpoveda prave jeden vrchol v € V' (t. j. b = b,), priCom pre
u, v €V, u# v je by # by.

e Kazdej hrane h € H zodpoveda prave jedna Ciara s, € S a kazdej Ciare
s € S zodpovedd préave jedna hrana h € H (t. j. s = sp), pri¢om pre
h,k € H, h#k je sp # sk.

e Ak h = {u,v} € H, potom d&iara s, ma koncové body b,, b,. Okrem
koncovych bodov ziadna ¢iara neobsahuje ziaden bod typu b, € B.

e Naviac sa Casto ziada, aby bol diagram nakresleny tak, Ze ziadna Ciara
samu seba nepretina a dve ¢iary maju najviac jeden priesecnik.

Velmi cGasto sa za priestor P berie rovina. Skiimaja sa vSak aj diagramy
grafov na gulovej ploche, anuloide, Mobiovej ploche ¢i v trojrozmernom Eukli-
dovskom priestore.

Podobne ako diagram grafu mozno definovat diagram digrafu, ak namiesto ¢iar
pouzijeme orientované Ciary, resp. Sipky.

Definicia 1.12. Diagram grafu, resp. digrafu v rovine nazveme rovinny, ak

sa jeho hrany nepretinajt nikde inde okrem vrcholov. Graf G = (V, H), resp.
—
digraf G = (V, H) nazveme rovinny, ak k nemu existuje rovinny diagram.

Pozndmka. V niektorej slovenskej literattire sa namiesto terminu rovinny graf
pouZiva termin planarny graf, ¢o je pravdepodobne ovplyvnené anglickym
planar graph.
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Obr. 1.2: Dva diagramy toho istého grafu G = (V, H),
kde V' = {1,2,3,4}, H={{1,2},{1,3},{1,4}, {2,3},{2,4},{3,4}}.

V tedrii grafov treba striktne rozliSovat medzi grafom a jeho diagramom.
Graf je dvojica mnozin vrcholov a hran, diagram grafu je ,,obrazok®, ktory istym
sposobom koreSponduje s prislusnym grafom. Ak je dany diagram grafu, existuje
k nemu jediny prislusny graf. K jednému grafu vSak mozno nakreslit Tubovolné
mnozstvo roznych diagramov, o ktorych na prvy pohlad ani nemusi byt zrejmé,
7e st diagramami toho istého grafu. Diagram obsahuje ovela viac informaécii
ako prislusny graf - st to napr. stiradnice jednotlivych bodov, tvar spojnic atd.
Na obrazku 1.2 st dva velmi odli$né diagramy toho istého grafu. Pritom Tavy
diagram nie je rovinny, ale pravy diagram rovinny je. PretoZe existuje ku grafu
G rovinny diagram, je prislusny graf rovinny.

Tedria grafov vsak studuje i zlozitejsie utvary ako je graf a digraf. V tychto
struktiarach st dovolené viacnasobné hrany, slucky a dokonca i oba typy hran
naraz. Pre tieto Struktary uz definicie grafu a digrafu nepostacuji, a preto sa
pouzivaju zlozitejsie matematické modely. Ukazky ich diagramov st na obrazku

1.3. Ked sa s nimi stretneme, budeme ich chépaf intuitivne. Presnt definiciu
..... 2

2Pseudomigraf je usporiadana trojica G = (V, H,¢), kde V je neprazdna koneéna
mnozina vrcholov, H je koneénd mnozina hran, VN H = @ a ¢ je zobrazenie ¢ : H —
VoV UV x V.V poslednom vztahu V oV znamena mnozinu vsetkych neusporiadanych dvojic
prvkov z V a V X V je obvykly kartezidnsky sucin — t. j. mnozina vSetkych usporiadanych
dvojic prvkov z V.

Vsetky ostatné struktary su Specidlnymi pripadmi pseudomigrafu. Ak hranovd mnozina H
pseudomigrafu G neobsahuje slucky, hovorime, ze G je multimigraf. Ak ¢ : H — VoV,
ide o pseudograf, ak st naviac zakdzané slucky mame multigraf. Podobne v orientovanom
pripade, ak ¢ : H — V x V, ide o pseudodigraf, ak hranovd mnozina H neobsahuje slucky,
mame multidigraf.
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graf multigraf pseudograf
digraf multidigraf pseudodigraf
migraf multimigraf pseudomigraf

Obr. 1.3: Diagramy vseobecnych grafovych Struktur.
Obrazok je prevzaty z Plesnikovej knihy [13] s laskavym zvolenim autora.
y
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Definicia 1.13. Hovorime, Ze graf G’ = (V', H') je podgrafom grafu G =
(V,H), ak plati V! C V a H' C H. V tomto pripade budeme pisat G’ C G.

—

Digraf G’ = (V', H’) je podgrafom digrafu G = (V,H),ak V' CV a H CH.
Definicia 1.14. Hovorime, ze graf G’ = (V/, H') je faktorovym podgrafom

grafu G = (V, H), ak plati V! = V a H' C H. Analogicky definujeme faktorovy
—
podgraf digrafu G.

Nech G = (V, H) je graf. Ak pre struktaru G’ = (V/,H') plati V' C V,
H’' C H, este nemusi byt G’ podgrafom grafu G.

Priklad 1.7. G = ({1,2,3},{{1,2},{1,3}}), &' = ({1,2}.{{1,3}}). &' totiz

nie je vobec graf, lebo hrana {1, 3} nie je dvojicou prvkov z mnoziny {1, 2}.

Definicia 1.15. Graf G = (V, H) nazveme aplnym, ak mnozina H obsahuje
vietky mozné dvojice typu {u, v}, kde u,v € V au # v. Uplny graf o n vrcholoch
budeme znacit K,,.

Podobne digraf G = (V, H) nazveme Uplnym, ak mnoZina H obsahuje

vSetky mozné dvojice typu (u,v), kde u,v € V a u # v.

Pozndmka. Niektord literatira pouziva namiesto terminu aplny graf termin
kompletny graf.

K, K, K3 Ky Ks Kg

Obr. 1.4: Diagramy tuplnych grafov K; az K.

Definicia 1.16. Maximalny podgraf G’ grafu G s nejakou vlastnostou
V je taky podgraf grafu G, ktory mé vlastnost V, a pritom neexistuje podgraf
G" grafu G s vlastnostou V taky, ze G' C G"” a G' # G".

Minimalny podgraf G’ grafu G s vlastnostou V' je taky podgraf grafu G,
ktory m4 vlastnost V, a pritom neexistuje podgraf G” grafu G s vlastnostou V

taky, ze G' CG' a G" £ G'.
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Definicia 1.17. Nech G = (V, H) je graf (digraf), V' C V. Hovorime, ze G’ je
podgraf grafu (digrafu) G indukovany mnoZinou vrcholov V', ak G’ je
maximélny podgraf grafu G' s mnozinou vrcholov V.

Nech H' C H. Hovorime, ze G’ je podgraf grafu (digrafu) G indukovany
mnozZinou hran H’, ak G’ je minimalny podgraf grafu G s mnozinou hran
H'.

Definicia 1.18. Nech G = (V, H) je graf, resp. digraf, v € V, h € H. Vrchol v
je incidentny s hranou h, ak je v jednym z vrcholov hrany h. Hrany h, k € H,
h # k st prilahlé alebo susedné, ak maji spolo¢ny jeden vrchol. Vrcholy wu,
v, st prilahlé alebo susedné, ak {u,v} € H, t. j. ak {u,v} je hranou, resp. ak
(u,v) € H alebo (v,u) € H.

Symbolom H (v) budeme oznacovat mnozinu vsetkych hran grafu G incident-
nych s vrcholom v, symbolom V' (v) budeme oznac¢ovat mnozinu vsetkjch vrcho-
lov prilahlych k vrcholu v.

Nech E) = (V,H) je digraf, w € V, v € V, h € H. Hovorime, Ze orientovand
hrana h vychadza z vrchola u, alebo Ze vrchol u je zacdiatoény vrchol
orientovanej hrany h, ak h = (u,z) pre niektoré x € V. Hovorime, Ze
orientovana hrana h vchadza do vrchola v, alebo Ze vrchol v je koncovy
vrchol orientovanej hrany h, ak h = (y,v) pre niektoré y € V. Orientovana
hrana h je incidentna s vrcholom v, ak hrana h vchadza do vrchola v alebo
vychadza z vrchola v.

Symbolom H™(v) budeme oznafoval mnoZinu vSetkych orientovanych hran
digrafu G vychadzajicich z vrchola v, symbolom H~(v) budeme oznacovat
mnozinu vSetkych orientovanych hran digrafu G vchadzajacich do vrchola v,
H(v) = H*(v) U H™ (v) je mnozina vSetkych incidentnych hran s vrcholom v.

Symbolom V*(v) budeme oznafovat mnoZinu koncovych vrcholov vSetkjych

hran z H™ (v), symbolom V™~ (v) mnoZinu zad¢iatoénych vrcholov vSetkych hran
z H™ (v). Plati V(v) = VT (v) UV~ (v).

Pomocou pojmov z predchédzajicej definicie mozeme Specifikovat podgrafy
grafu indukované mnozinou vrcholov, resp. hran aj nasledujtco.

Definicia 1.19. Podgraf grafu G = (V,H) indukovany mnozinou vrcholov
V' CVijegrat G = (V' H'),kde H = HN (V' o V’).

Podgraf digrafu G = (V, H) indukovany mnozinou vrcholov V/ C V je digraf
G'= (V' H'), kde H' = HN (V' x V).
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Podgraf grafu (digrafu) G indukovany mnozinou hran H' C H m4 za mnozinu
vrcholov V' prdve mnozinu vSetkjch vrcholov incidentnych s hranami z H’
(a ziadne dalsie).

Definicia 1.20. Nech G = (V, H) je graf alebo digraf, v € V. Okolim vrchola
v nazveme graf, resp. digraf O(v) = (V(v) U {v}, H(v)), t. j. ktorého vrcholova
mnozina pozostava z vrchola v a vSetkych s nim susednych vrcholov a ktorého
hranova mnozina je mnozinou vsetkych hran incidentnych s vrcholom v.

Nech G = (V,H) je digraf, v € V. Vystupnou hviezdou vrchola v
nazveme digraf Fstar(v) = (VT (v) U {v}, H"(v)), ktorého vrcholovd mno-
Zina pozostava z vrchola v a koncovych vrcholov vsetkych hran vychadzaja-
cich z vrchola v a hranovd mnozina je mnozinou vsetkych hran vychadzaja-
cich z vrchola v. Vstupnou hviezdou vrchola v nazveme digraf Bstar(v) =
(V= (v)u{v}, H (v)), ktorého vrcholovd mnozina pozostava z vrchola v a zadia-
toénych vrcholov vSetkych hran vchadzajucich do vrchola v a ktorého hranova
mnozina je mnozinou vsetkych hran vchadzajtcich do vrchola v.

Okolie vrchola v Vystupna hviezda vrchola v

Obr. 1.5: Okolie a vystupna hviezda vrchola v st vyznacené hrubo ¢iarami.

Dohoda 1.1. Casto budeme pracovat s grafom, resp. digrafom G’ = (V', H'),
ktory vznikol z grafu G = (V, H) vyltéenim niektorého vrchola v € V' a vSetkych
hran jeho okolia. Takyto graf G’ budeme znaéit G — {v}.

Ak je h € H potom G — {h} bude oznacovat graf G' = (V/,H'), kde V' =V
a H = H —{h}. Ak ¢ ¢ V, potom G U {z} bude znamenat graf s mnozinou
vrcholov VU{z} a mnozinou hran H. Podobne, ak h € VoV, h = {u,v}, u # v,
resp. h € V. x V, h = (u,v), u # v, potom G U {h} je grafom, resp. digrafom s
mnozinou vrcholov V' a mnozinou hran H' = H U {h}.
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Majme graf G = (V, H). Ak neddjde k nedorozumeniu, pouZijeme niekedy
skratene vrchol v € G alebo hrana h € G namiesto v € V alebo h € H. Toto
oznacenie sa nam bude hodit najméi v situaciach, kedy nebudeme mat Specifi-
kovant vrcholovii alebo hranovii mnozinu grafu G. V tejto situacii vyuzijeme
symbol Vg pre vrcholovi, resp. Hg pre hranovi mnozinu grafu G.

Definicia 1.21. Stupen deg(v) vrchola v v grafe G = (V, H) je pocdet hran
incidentnych s vrcholom v.

Vystupny stupen odeg(v) vrchola v v digrafe G = (V, H) je pocet hran
digrafu 8 z vrchola v vychadzajucich.

Vstupny stupen ideg(v) vrchola v v digrafe G je pocet hran digrafu G do
vrchola v vchadzajucich.

Pozndamka. Definiciu 1.21 moZno rozsirit i na multigrafy a multidigrafy. Pri
pouziti oznaceni zavedenych v definicii 1.18 plati:

deg(v) =[H(v)], ideg(v) =|H"(v)[, odeg(v)=|H"(v),
kde zapis | M| znamend pocet prvkov mnoziny M.
Viaceré matematické zdroje (napriklad [9]) uvddzaji nasledujicu vetu ako
prvi matematicka vetu v stadiu tedrie grafov.

Veta 1.3. (Euler.) Sicet stupriov vsetkych vrcholov v grafe G = (V,H) sa
rovnd dvojndsobku poctu hrdan grafu G, t. j.

> deg(v) = 2.|H|. (1.7)

veV

DOKAZ.

Kazd4 hrana grafu G je incidentnd s prave dvoma vrcholmi (totiz so svojimi
krajnymi vrcholmi). Preto kazd4 hrana prispieva do celkového stétu stupiiov
vrcholov . ., deg(v) ¢islom 2. Preto je

> deg(v) = 2.|H|. (1.8)

veV

veV

n
Désledok 1.1. Nech G = (V, H) je graf, n = |V|. Potom

> deg(v) < n(n—1). (1.9)

veV
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DoOkAz.

Pocet hran |H| grafu G je mensi alebo rovny po¢tu hran uplného grafu K.
Pocet hran uplného grafu je rovny poc¢tu vSetkych kombindcii dvoch prvkov
z n prvkov, t. j. (3). Mame teda

H| < (Z) - @

¢o spolu s (1.7) dava (1.9). [ |
Dalsim désledkom Eulerovej vety je nasledujtce tvrdenie.

Veta 1.4. Pocet vrcholov nepdrneho stupria v lubovolnom grafe G = (V, H) je
pdrny.

DoOkAz.

Ozna¢me V7 podmnozinu vsetkych vrcholov mnoziny V' s neparnym stuptiom.
Potom V5 = V' —V; obsahuje vSetky vrcholy z V' parneho stupiia. Pouzitim (1.7)
moZeme pisat

Z deg(v) = Z deg(v) = Z deg(v) + Z deg(v) = 2.|H|,  (1.10)

veV veVLUV, veVy veVr

a teda
> deg(v) =2.|H| - ) deg(v). (1.11)
veWVy veEVa
Na pravej strane od parneho ¢isla 2| H| odéitavame stacéet parnych éisel (V2 bolo
definované ako mnozina vrcholov parneho stuptia), preto musi byt aj sicet na
[avej strane vzfahu (1.11) pérne ¢islo. ) . deg(v) je sucet istého poctu k
neparnych ¢isel. Nech V3 = {v1,v9,..., v}, nech k je neparne ¢islo. Potom

Y deg(v) = (deg(v1) + deg(vs)) + (deg(vs) + deg(va)) + ...
veEVL

parne parne
o+ (deg(vg—2) + deg(vg—1)) + deg(vr) (1.12)
——
parne neparne

PretoZe v mnozine V; st vrcholy neparneho stupiia (tak totiz ona bola defino-
vand), vo vztahu (1.12) je sucet Tubovolnych dvoch ¢lenov parny. Z posledného
vztahu je vS8ak vidief, Ze pre neparne k je jeho prava strana nepéarna. Kedze
> vev, deg(v) je parne ¢islo, [Vi| = k musi byt len pérne ¢islo. |
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Veta 1.5. Nech G = (V, H) je netrivialny graf (t. j. |V| > 2). Potom V obsahuje
aspon dva vrcholy rovnakého stupma.

DOKAZ.
Nech |V| = n. Stupne vrcholov v grafe G mozu nadobudat len hodnoty
0,1,...,m — 1 — t. j. n hodndt. Av8ak medzi tymito hodnotami nemdze byt

stucasne aj 0, aj n — 1. Ak by totiz existoval vrchol v stupiia n — 1, potom by
musel byt susedny so vSetkymi ostatnymi vrcholmi — t. j. Ziaden vrchol by ne-
mohol mat stuperi 0. V jednom grafe s n vrcholmi stupne vrcholov moézu teda
nadobidat nanajvys n— 1 hodnot. KedZe hodnot stupiiov vrcholov je menej ako
vrcholov, asponi dva vrcholy musia mat rovnaky stuperi. |

Doékaz predchadzajucej vety je peknym prikladom pouzitia tzv. principu
holubich hniezd (pigeonhole principle), ktory hovori, Ze ak je menej hniezd ako
holubov, potom aspoi dva holuby musia obyvat to isté hniezdo. Tento princip
je zndmy aj ako Dirichletov princip, kde sa hovori o priehradkach (namiesto
hniezd) a do nich vkladangch objektoch (namiesto holubov).

Definicia 1.22. Nech G = (V| H) je graf, n = |[V|. Nech v = (v1, va,...,v,) je
postupnost prave vSetkych vrcholov grafu G. Postupnost

p = (deg(v1), deg(va), . .., deg(vn)) (1.13)
nazveme valenénou postupnostou grafu G.

Neklesajiica valenéna postupnost grafu G je n-prvkova neklesajtica
postupnost, ktord vznikne usporiadanim postupnosti (1.13) neklesajico.

Valenéné postupnost trividlneho grafu je jednoprvkové a obsahuje iba nulu.
Valen¢énd postupnost tplného grafu Ky je (4,4,4,4,4). Graf, ktorého diagram
je na obrazku 1.7 na strane 30 prvy zlava m4 tto neklesajicu valenénii postup-
nost: (1,2,2,3,4). Neklesajuca valenéna postupnost druhého grafu z obrazku
1.7je (0,1,2,2,3).

Co doteraz vieme o valenénej postupnosti grafu? Kazdy ¢len n-prvkovej
valen¢nej postupnosti grafu musi byt mensi alebo rovny nez n — 1. Podla vety
1.3 sticet prvkov valenc¢nej postupnosti je rovny dvojnasobku poc¢tu hran — teda
musi byt parny a podla dosledku 1.1 (str. 25) mensi alebo nanajvys rovny ¢islu
n.(n—1). Podla vety 1.4 musi byt pocet neparnych ¢lenov valenénej postupnosti
parny a podla vety 1.5 musi valencénd postupnost obsahovat aspoti dva rovnaké
prvky. Podla dokazu vety 1.5 sucasny vyskyt ¢isel 0 a n — 1 v jednej valencnej
postupnosti je vylaceny. Nasledujtica veta dava algoritmus na zistenie, ¢i je dana
n prvkova postupnost valenénou postupnostou nejakého grafu:
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Veta 1.6. (Havel.) Neklesajica n-prvkovd postupnost py,

Pn = (dla d27 ) dn—dn—la dn—dn;dn—dn+17 dn—d,,+2 s )dn—l ’ dn)7

predposlednych d,, ¢lenov postupnosti pn
kde 0 < d; <n—1prei=1,2,...,n, je valencnou postupnostou pre nejaky graf

G prdve vtedy, ked (n — 1)-prokovd postupnost p,—1 definovand ako

Pn-1 = (d1,d2, ..., dn—q,-1,
(dpn—a, — 1), (dn—d,+1 — 1), (dpn—d,42 —1) ..., (dp—1 — 1))

predposlednych d,, ¢lenov postupnosti p,, zmensenych o 1

je valenénou postupnostou nejakého (n — 1)-vrcholového grafu G'.

DOkAzZ.

Nech postupnost p,_1 je valen¢nou postupnostou nejakého grafu G’ = (V', H').
Pridanim vrchola v, takého, ze v, ¢ V', k mnozine V' dostaneme mnozinu
V = V' U {v,}.Vytvorme mnozinu hran H tak, Ze k hrandm mnoziny H' pri-
déame vsetkych d,, dvojic typu {v;,v,}, kde v; prebieha poslednych d,, vrcholov
grafu G’ prislusnych postupnosti p,—1. Potom graf G = (V, H) m4 valen¢éni
postupnost p,,.

Nech p, je neklesajica valenénd postupnost grafu G = (V,H). Chceme
dokéazat, ze existuje graf G’ = (V', H') s valen¢nou postupnostou p,—1. Nech
v = (v1,v2,...,0,) je postupnost vrcholov mnoziny V prislusnych ¢lenom
postupnosti py, t. j. deg(vy) = dy, deg(va) = da, ..., deg(vy,) = dy.

Predpokladajme, ze vrchol v, grafu G prislusny poslednému ¢lenu postup-
nosti p, je susedny so vSetkymi bezprostredne predchadzajicimi d,, vrcholmi
postupnosti v, potom graf G’ = G — {v,,} vzniknuty z grafu G odstranenim
vrchola v, a vSetkjch s nim incidentnych hrdn mé valenént postupnost p,_1.

Potiaz je vSak v tom, Ze vrchol v, nemusi byt susedny so vSetkymi d,
predchadzajicimi vrcholmi v postupnosti v — pozri obrézok 1.6 a). V takomto
pripade zostrojime z grafu G graf G s rovnakou mnozinou vrcholov a s rovnakou
valen¢nou postupnostou ako v grafe G, v ktorom uz vrchol v, bude susedny so
vSetkymi d,, bezprostredne predchadzajicimi vrcholmi v postupnosti v.

Nech vy, je posledny (odpredu) vrchol postupnosti v, ktory nie je susedny
s v, a pred ktorym eSte existuje v, susedny s v,. Na obrazku 1.6 st vrcholy
postupnosti v usporiadané podla poradia vo v (a teda aj podla stupiia nekle-
sajuco). Pretoze v, predchadza vy, je deg(vp) < deg(vy). Kedze v, méa jednu
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hranu incidentn s v,,, ostava mu menej ostatnych s nim incidentnych hran ako
deg(vk), z Coho vyplyva, Ze v, musi byt susedny s aspon jednym vrcholom,
s ktorym nie je susedny vrchol v,. Nech je to vrchol v,. Urobme nasledujicu
zmenu: Zrusme hranu {v,, v} a pridajme hranu {vg, v, }, zruSme hranu {v,, v, }
a pridajme hranu {vy,v,}. Formalne zapisané H = H — {{vy, vk}, {vp, vn}} U
{{vg,vp}, {vr, vn}}. Vysledok znazoriuje obrazok 1.6 b). Stupen ziadneho z vr-
cholov sa pri tejto operacii nezmeni. Graf G = (V, H) ma viac élenov postupnosti
v z predposlednych d,, susednych s vrcholom v,, ako graf GG, priCom oba maja
rovnaki valenéni postupnost p,. Takto pokracujeme dovtedy, kym nedosta-
neme graf v ktorom je v, susedny so vSetkymi d,, predchadzajicimi vrcholmi

postupnosti v. [

Ja ° Uo@ﬁ Ja o Vp ° @
U Up, ~= Vg Up
a) b)

Obr. 1.6: K dékazu vety 1.6.

Na obréazku st zobrazené iba hrany incidentné s vrcholom v, a hrana {vg, vi}.
Ostatnych hran sa popisovany postup netyka, preto nie si vyznacené.
Myslienka dokazu je ilustrovana bodkovanymi $ipkami: vrchol vy hrany {vg, vg}
»brepneme* do vrchola v, a vrchol v, hrany {v,,v,} ,prepneme® do vrchola vy,
¢im sa stupne vrcholov v, v nezmenia, ale vrchol v, uz susedi s vrcholom v,.

Definicia 1.23. Pravidelny graf stupia & je taky graf G = (V, H), v ktorom
mé kazdy vrchol v € V' stupen k.

Definicia 1.24. Grafy G = (V, H), G = (V, H) nazveme komplementarne,
ak V' =V a pre kazdu dvojicu vrcholov u, v € V takych, Zze u # v, plati:
{u,v} € H prave vtedy, ked {u,v} ¢ H.

Analogicky definujeme dvojicu komplementarnych digrafov.

Definicia 1.25. Graf G = (V, H) nazveme bipartitny, ak jeho mnoZinu vrcho-
lov V' moZno rozdelit na dve disjunktné neprazdne podmnoziny (partie alebo
casti) V1, Va tak, Ze Ziadne dva vrcholy z tej istej Casti nie s susedné.

Uplny bipartitny graf K,,, je taky bipartitny graf s ¢astami V;, Va, v ktorom
[Vi] = m, |V2] = n a v ktorom je kazdy vrchol mnoziny V; susedny s kazdym
vrcholom mnoziny Va.

Pozndmka. Analogicky mozno definovat k—partitny graf.
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W.g |
1004 1

Obr. 1.8: Diagramy bipartitnych grafov.
Vrcholy casti Vi, Vo st zndzornené odlisne.
Prostredny diagram prislacha grafu K o,
treti diagram zlava je diagram grafu K, 3.

Definicia 1.26. Nech G = (V, H) je graf. Jeho hranovym grafom nazveme
graf L(G) = (H, E), ktorého vrcholovii mnozinu tvori hranovd mnozina grafu
G a ktorého hranovd E mnozina je definovand nasledovne: (hy, hs) € E préve
vtedy, ked st hrany hi, hs susedné.

Definicia 1.27. Graf, resp. digraf G = (V, H) nazveme hranovo ohodno-
tenym, ak kazdej hrane, resp. orientovanej hrane h € H je priradené reilne
¢islo ¢(h) nazgvané cena hrany h alebo tiez ohodnotenie hrany h. Za hra-
novo ohodnoteny graf budeme teda pokladat usporiadani trojicu G = (V, H, ¢),
kde V' je mnozina vrcholov, H mnozina hran a ¢ : H — R je realna funkcia
definovana na mnozine H.

Podobne mozno definovat vrcholovo ohodnoteny graf (digraf) ako
usporiadan trojicu G = (V, H,d), kde V' je mnozina vrcholov, H mnozina hrén
ad:V — R je redlna funkcia definovana na mnozine V. Cislo d(v) nazveme
ohodnotenie vrchola v alebo tiez cena vrchola v.

Pozndmka. Ohodnotenie — cena hrany moze predstavovat nejaky éiselny pa-
rameter hrany — napr. dlzku, kapacitu, nosnost, Gtlm signalu. Podobne ohod-
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notenie vrchola. Pri grafovych modeloch redlnej dopravnej siete sa stretneme
s grafmi, ktoré buda aj vrcholovo aj hranovo ohodnotené. Bezné su aj priklady
viacerych ohodnoteni hran, resp. vrcholov. Ak hrana modeluje cestny tsek, tento
moze byt charakterizovany svojou dizkou, §irkou, polomerom zékrut, svetlou
vyskou atd.

1.4 Rovnost a izomorfizmus grafov

Pretoze graf bol definovany ako usporiadané dvojica vrcholov a hran, rovnost
(totoznost) grafov G = (V,H), G' = (V', H') je vlastne rovnostou usporiada-
nych dvojic. Podla toho sa grafy G a G’ rovnaju prave vtedy, ked V = V'
a H = H'. Existuju vSak dvojice grafov, ktoré maju vSetky vlastnosti rovnaké
a lisia sa nanajvys — volne povedané — pomenovanim vrcholov. Tieto grafy vSak
nemusia byt rovnaké, pretoZe sa moézu li$it v mnozine vrcholov i hréan. Pre takéto
pripady sa zavadza pojem izomorfizmu.

Definicia 1.28. Graf G = (V, H) je izomorfny s grafom G’ = (V' H’'),
ak existuje také vzdjomne jednoznacéné zobrazenie f : V « V', Ze pre kazdu
dvojicu vrcholov u,v € V plati:

{u,v} € H prave vtedy, ked {f(u), f(v)} € H'. (1.14)

Zobrazenie [ sa vola izomorfizmus grafov G a G'.

Digraf G = (V,H) je izomorfny s digrafom G = (V', H'), ak existuje
také vzadjomne jednoznatné zobrazenie f : V < V' Ze pre kazdu dvojicu
vrcholov u,v € V plati:

(u,v) € H préve vtedy, ked (f(u), f(v)) € H'. (1.15)

- =
Zobrazenie [ sa vola izomorfizmus digrafov G a G'.

Pozndmka. Izomorfizmus grafov je reflexivna, symetrickd a tranzitivna relacia
— je to teda relacia ekvivalencie na triede vSetkych grafov.

Ak st grafy G, G’ izomorfné, musia mat vSetky grafové charakteristiky rov-
naké — napr. pocet vrcholov, pocet hran, valencéné postupnosti, pocet komponen-
tov, pocet cyklov s k£ hranami, pocet ciest s k hranami, poc¢et iplnych podgrafov
typu K, atd. Takéto charakteristiky nazgvame invarianty izomorfizmu. Inva-
rianty izomorfizmu mozno vyuzit na dékaz toho, ze grafy G, G’ nie st izomorfné
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3 4 C D

1 2 A B

Obr. 1.9: Dvojica izomorfnych grafov.
Zobrazenie f definované rovnostami
fH)=A, f(2) =B, f(3) =C, f(4) = D je izomorfizmom.

— ak sa ukaze, ze G mé niektort vlastnost ini ako G’, takéto grafy nemédzu byt
izomorfné.

Na dokaz izomorfnosti dvoch grafov, resp. digrafov treba zostrojit konkrétne
zobrazenie f s vlastnostami (1.14), resp. (1.15). Zatial na to nepozndme iny
sposob ako vyskasaf vSetky vzajomne jednoznaéné zobrazenia mnoziny V na
mnozinu V', ktorych je n! (kde n = |V]). Problém grafového izomorfizmu je
navrhnut prakticky realizovatelny vSeobecny algoritmus, ktory by pre fubovolné
dva grafy rozhodol, ¢ st izomorfné alebo nie, alebo dokéazaft, ze Ziaden taky
algoritmus neexistuje.

1.5 Reprezentacia grafov a digrafov

Existuje viacero spésobov na reprezentaciu grafov a digrafov. Niektoré
st vhodné na ilustrovanie niektorych pojmov a postupov, iné sa pouzivaju pri
ukladani grafovych struktir do pamite pocitaca alebo na zdznamové médium.
Rozne spdsoby reprezenticie st rdézne ndroéné nielen na pamit, ktort potrebuju
ale aj na ¢as pristupu k ziadanej informécii. Volba spdsobu uloZenia grafu alebo
digrafu v pocitaci by mala zévisief aj od spdsobu prace algoritmu, pre ktory
uvazovanu reprezenticiu robime. Volba tdajovej Struktiry pre reprezentaciu
grafu ma velky vplyv na vyslednu zlozitost algoritmu. Spomenieme niektoré
z najcastejsich reprezentacii grafov a digrafov.
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Obr. 1.10: Diagramy grafu, hranovo ohodnoteného grafu,
digrafu a hranovo ohodnoteného digrafu.

1. Reprezentacia diagramom grafu

Diagramy st velmi vyhodné pre znazornenie roznych vlastnosti grafov a di-
grafov, situacii a obratov pri dokazoch viet a na ilustrovanie postupu algoritmov.
S rastiicim poétom vrcholov a hrdn sa stdvaji neprehladné a pre algoritmické
vypocty nevhodné. Velkym nebezpeéim postupov prezentovanych len na diagra-
moch je neuvedomelé pouzivanie intuicie (napriklad pri kontrolovani suvislosti
alebo vzniku cyklu v nejakej struktare). Preto odporacam éitatelovi vyskasat si
kazdy algoritmus bez pouZitia diagramu s niektorou dalSou reprezentaciou. Za
najlepsi spdsob na pochopenie ¢innosti algoritmu povazujem napisat a odladit
pren program, ktory dokaze vyriesit dany problém aj pre rozsiahly pripad.

2. Reprezentacia mnoZinami vrcholov a hran,
resp. orientovanych hran.

Nech Vi = {1,2,3,4,5}, Hy = {{1,2},{1,3},{2,3},{2,5}, {3,4}}. Mnozi-
nami V; a H; je jednoznacne uréeny graf G; = (V1, Hy).
Podobne nech Vo = {1,2,3,4,5} a Hy = {(1,2),(1,3),(2,1),(3,2),(3,4),(3,5)},
potom mnoZinami Va, Hs je jednoznacne urcéeny digraf Go = (Va, Ha).

V pocditad¢i mdzeme mnozinu vrcholov V' reprezentovat ako jednorozmerné
pole V' s n = |V| prvkami, kde V] je i-ty vrchol. Mnozinu hran mézeme ulozit
do dvojrozmerného pola H typu (m x 2), kde m = |H| je pocet hran, H[j, 1] je
zaciatoény a H[j, 2] koncovy vrchol j-tej hrany, ¢im je dand aj orientécia tejto
hrany v pripade digrafu. V pripade grafu nezélezi na poradi vrcholov H[j, 1],
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H[j,2], (mdzeme sa vSak dohodnit napriklad na poradi H[j,1] < H[j, 2], ¢o sa
niekedy méze s vyhodou vyuzit).

Ak ide naviac o hranovo ohodnoteny graf alebo digraf, ohodnotenia hran
mozeme ukladat do zvlastneho jednorozmerného pola C[ ] dizky m = |H| (kde
C[j] je ohodnotenie j-tej hrany), alebo hrany ukladat do dvojrozmerného pola
H typu m x 3, kde H[j,1], H[j,2], s zafiatoény a koncovy vrchol j-tej hrany
a H|[j, 3] je ohodnotenie j-tej hrany.

ill 2 3 45 ill 2 3 4 5

Vij][1 2 3 4 5 Vi]|[1 2 3 4 5

jl1 2345 jl1 2 3 456

H[j,1]|1 1 2 2 3 H[j1]|1 1 2 3 3 3

H[j,2]|2 3 3 5 4 H[j,2)|2 31 2 45

Cljl=H[j,3]|5 4 9 71 CUI=H[,3]|3 7519 2
Tabulka 1.1:

Reprezentacia grafu G; a digrafu CT; z obrazku 1.10.

Z mnohych dévodov byva vyhodné, aby mnozina V vrcholov grafu bola
mnozinou {1,2,...,n}, kde n = |V|. V takomto pripade mézeme totiZ vrcholy
priamo pouzivat ako indexy matic alebo vektorov. Casto vSak tomu tak nie
je, mnohokrat st vrcholy odislované velkymi ¢islami nestuvisle alebo dokonca
vrcholy ani nie st éisla, ale textové refazce ¢i iné objekty,

napriklad: V' = {,Banskd Bystrica“, ,Bratislava“, ,Brno“, ...}.
V takychto pripadoch je vhodné premenovaft vrcholy éislami od 1 do n a pracovaft
s grafom izomorfnym s pdvodnym, ktory uz ma mnozinu vrcholov {1,2,...,n}.

Reprezentacia grafu mnozinou hran je pamétovo nenarocnd a je vhodnd pre
algoritmy zalozené na postupnom systematickom prehladdvani vSetkych hran,
ako je napriklad Kruskalov algoritmus na hladanie najlacnejSej kostry grafu
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alebo zdkladny algoritmus na hladanie najkratSich ciest z jedného vrchola do
ostatnych vrcholov grafu. Nehodi sa pre algoritmy, ktoré potrebuju zistovat pre
ndhodné u,v € V existenciu hrany {u, v} — odpoved na kazdua taktto otédzku by
si vyzadovala prezriet cely zoznam hran.

Nakoniec poznamenajme, Ze tato reprezenticia sa hodi aj pre pseudografy
a pseudodigrafy (dovolené viacnasobné hrany a slucky). Pre pseudomigrafy bude
vhodné udrziavat dve hranové Struktiry — jednu pre neorientované a druht pre
orientované hrany.

3. Reprezenticia maticou prilahlosti.

Matica prilahlosti M = (m;;) je $tvorcova matica typu n x n, kde n = |V/|
je pocet vrcholov grafu, resp. digrafu G, ktorej prvky su definované nasledovne:

1 ak {i,j H 1 ak (i,j)e H

S E {i.j} € my = 4L P (i,4) € (1.16)
0 inak 0 inak

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
1]- 1 1 - - 2 11- 1 1 - -
211 - 1 - 1 @ @ 2|1 - - -
3|1 1 - 1 - 3|- 1 - 1 1
| BRI 0 N
- I G2 = (Va, Ha) S —
Matica prilahlosti grafu G;. Matica prilahlosti digrafu 5)2.

namiesto nuly. Vsimnime si, Ze matica prilahlosti grafu je symetrickd podla
hlavnej diagonély. Skuto¢ne, ak m;; = 1, potom aj mj; = 1. Matica prilah-
losti digrafu vSak vo vSeobecnom pripade nemusi byt symetrickd, ako je vidiet
z predchéadzajiceho prikladu. Poznamenajme este, Ze v definicii (1.16) hodnot
m;; prvkov matic prilahlosti grafu a digrafu mézeme nahradit 1 napriklad logic-
kou hodnotou TRUE a 0 logickou hodnotou FALSE, hodnotou oo, alebo dokonca
TubovoInymi dvoma réznymi hodnotami, na zaklade ktorych rozlisime, ¢i st dva
vrcholy prilahlé alebo nie.
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Na reprezentécii grafu, resp. digrafu maticou prilahlosti vidime tzku si-
vislost medzi bindrnymi reldciami a digrafmi. Mnozina hran digrafu je vlastne
antireflexivnou reldciou na mnozine vrcholov V. Podobne existuje vzdjomne
jednoznacény vztah medzi grafmi a antireflexivnymi symetrickymi bindrnymi re-
laciami na mnozine vrcholov V.

4. Reprezentacia maticou ohodnoteni hran
hranovo ohodnoteného grafu alebo digrafu

Pre hranovo ohodnotené grafy a digrafy definujeme maticu M ohodnoteni
hran grafu, resp. digrafu ako Stvorcovi maticu typu n x n, kde n = |V| je pocet
vrcholov grafu, resp. digrafu a prvky ktorej st definované nasledovne:

. {C({m}) Akfigh e H {c((z’,j)) Ak (i) €H

i = . .
oo inak oo inak

1 2 3 4 5 1 2 3 45

S I - 37 - -

\@) 215 -9 - 7 2|5 - - -

. 314 9 - 1 - sl- 1 - 9 9

® S R BN Al - oo
Gi=(iHe) 3= T = = o] G (h o) Bl - - - -
Matica ohodnoteni hran grafu GY. Matica ohodnoteni hran digrafu CT’; .

Opit si v§imnime, Ze matica ohodnoteni hran grafu je symetrickd podla hlavne;
diagonaly. Je identickd s maticou digrafu, ktory by sme z grafu G dostali
nahradenim kazdej hrany dvojicou opac¢ne orientovanych hran. Matica digrafu
spravidla nie je symetrickd podla hlavnej diagonély.

Reprezentacia maticou prilahlosti alebo maticou ohodnoteni hrén nesetri pa-
miitou — nezévisle od poctu hran grafu spotrebuje n? pamitfovych miest. Hodi
sa pre algoritmy, ktoré potrebuju casto zistovat existenciu raz tej inokedy inej
hrany. Tiez je vhodna na ukladanie tplnych grafov a digrafov alebo skoro upl-
nych grafov a digrafov. Nehodi sa pre grafy s malym po¢tom hrén (napriklad pre
grafy blizke rovinnym) a pre algoritmy zaloZené na postupnom systematickom
prehladavani okoli vrcholov ako st Tarryho algoritmus, Dijkstrov algoritmus,
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Ford-Fulkersonov algoritmus, CPM-metdda atd. Na zistenie vSetkych vrcholov
okolia nejakého vrchola treba totiz pri tejto implementacii prehladat cely riadok
matice.

Pretoze hodnota na mieste (7, j) matice prilahlosti, resp. matice ohodnoteni
hran hovori len o existencii alebo neexistencii hrany medzi vrcholmi 4, j, ma-
ticové reprezentacie sa nehodia pre grafové Struktury s viacnidsobnymi hranami
ako st multigrafy a multidigrafy.

5. Reprezentacia zoznamom vrcholov okolia kazdého vrchola grafu
alebo vrcholov vystupnej hviezdy kazdého vrchola digrafu.

Graf mozno reprezentovat tak, ze ku kazdému vrcholu v zaddme mnozinu
V(v) — t. j. zoznam jeho najbliz§ich susedov. Podobne digraf mozno reprezen-
tovat tak, Ze ku kazdému vrcholu v zaddme mnozinu V' (v) - t. j. mnozinu
koncov hran vychadzajucich z vrchola v. Pre graf G; a digraf G2 z obrazku
1.10 st tieto zoznamy v nasledujucich tabulkach:

2 3 - vt |2 3 -
1 3 5 vty |lr - -
1 2 4 VE3) |2 4 5
3 - - & Vt@) |- - -
—
2 G} = (Va, Ha,e) TO)| = - -
Vrcholy okoli pre graf GY. Vrcholy vystupnych hviezd pre digraf CT’; .

Vsimnime si, Ze zoznamy vrcholov okoli lubovolného grafu G su také isté ako
zoznamy vrcholov vystupnych hviezd digrafu, ktory dostaneme z grafu G tak,
ze kazdu jeho hranu nahradime dvojicou opacne orientovanych hran.

Pre neorientované grafy tato reprezenticia ukladd kazda hranu {u,v} dva-
krat — raz v popise okolia vrchola u a druhykrat v popise okoli vrchola v. Pri
stdasnom stave vypoctovej techniky, ked jeden megabyte pamiite stoji radovo

.....

Velmi efektivne moZno zoznamy najblizSich susedov implementovat tak, Ze
do pola V] | najprv zapiSeme najblizsich susedov vrchola 1, potom najblizsich
susedov vrchola 2 atd., az nakoniec najblizsich susedov posledného vrchola.
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cr): | slals| of 7] 4] of 1| 1| 7] |
1234567 91011
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Obr. 1.11: Reprezentacia zoznamov susedov pomocou smernikov.

Na obrézku 1.11 sa okolia jednotlivych vrcholov oddelené v poli V[ ] hrubou
¢iarou. Stucasne do pola smernikov S| ] zapisujeme poziciu prvého suseda prvého
vrchola S[1] := 1, potom poziciu prvého suseda druhého vrchola S[2] az nakoniec
poziciu prvého suseda n-tého vrchola. Aby sme vedeli, kde kon¢i zépis susedov
posledného vrchola, do S[n + 1] zapiSeme poziciu prvého nepouzitého miesta
vo vektore V[ |. Pre hranovo ohodnotené grafy a digrafy moZeme spolocne
s vektorom V| ] udrziavat aj paralelny vektor ohodnoteni prislusnych hréan CT |.
Tento sposob je ilustrovany na obrazku 1.11. Pretoze S[3] = 6 a S[4] = 9, vSetci
najblizsi susedia vrchola 3 za¢inaji na pozicii 6 a konéia na pozicii S[4] —1 =8
vo vektore V[ |. Susedia vrchola 3 st teda V[6] = 1, V[7] = 2 a V[8] =
ohodnotenia hrén {3,1}, {3,2} a {3,4} st C[6] =4, C[7] =9 a C[8] =

Ak by nejaky vrchol ¢ grafu G nemal Ziadnych susedov, smernik S[i+ 1] bude
ukazovat to isté miesto ako smernik S[i], t. j. S[i] = S[i + 1].

)

Pri takejto reprezentécii grafov existuje ista duplicita, pretoze hrana {u, v}
prispieva do mnoziny V'(u) vrcholom v a do mnoziny V(v) vrcholom u. Ak
udrziavame sucasne aj vektor cien, ten takisto bude obsahovat ocenenie hrany
h dvakrat. Algoritmy zalozené na prehladdvani okoli vrcholov vSak s vyhodu
vyuziju skutocnost, Ze data charakterizujice okolia st pohromade a rychlo
dostupné, a odplatia sa tak zvysSenou vypoctovou rychlostou i jednoduchostou
implementéacie. Pri digrafoch takato duplicita nie je. VSimnime si eSte, Ze prave
opisovand reprezenticia hranovo ohodnoteného grafu G = (V, H, ¢) je totozna

s reprezentaciou digrafu (_?; = (V,H’,c') s rovnakou mnozinou vrcholov V'
) ) )
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mnozinou hran H’, ktord obsahuje ku kazdej hrane h € H dvojicu opacne
orientovanych hrén, obe s rovnakou cenou c(h).

Tento sposob implementécie sa zvlast hodi pre grafy s malym poctom hran
a pre algoritmy, zaloZené na postupnom systematickom prehladévani okoli vr-
cholov ako sii Tarryho algoritmus, Dijkstrov algoritmus, Ford-Fulkersonov al-
goritmus, CPM-metéda atd, ale aj pre algoritmy, ktoré potrebuju systematicky
prehladdvat vSetky hrany grafu.

Pretoze tato reprezenticia moze modelovat aj viacndsobné hrany, je vhodna
aj pre multigrafy a multidigrafy. Pre pseudomigrafy bude vhodné udrziavat
dve struktary susedov — koncov orientovanych a koncov neorientovanych hran
vychadzajucich z kazdého vrchola.

6. Reprezentacia incidenénou maticou vrcholov a hran

Mnoho literattary uvadza ako mozny sposob reprezentacie grafovych struktar
tzv. incidenéntt maticu vrcholov a hran. Incidenéna matica vrcholov a hran
je matica B typu nxm, kde n je pocet vrcholov a m pocet hran reprezentovaného
grafu alebo digrafu. Kazdy prvok b;; matice B hovori o sposobe incidencie
vrchola ¢ s hranou j nasledovne:

b 1 ak vrchol i je incidentny s hranou j v grafe G
Y10 inak

1 ak vrchol i je za¢iatoénym vrcholom hrany j v digrafe G
bij = ¢ —1  ak vrchol i je koncovym vrcholom hrany j v digrafe 6
0 inak

Tento sposob je vhodny aj pre multigrafy, multidigrafy a multimigrafy. Pre
pseudomigrafy sa da dodefinovat b;; aj pre slucky vzfahom b;; = 2, ak j je
neorientovand slucka zacinajica a konéiaca vo vrchole ¢ a vzfahom b;; = —2, ak
j je orientovana slucka zacinajtica a konciaca vo vrchole i.
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(1,2 {1,3) {2,3) {2,5} {3,4}
1 1
1 1 1

U W N =S
—
[
[

G1 = (Vi, Hy)

Tabulka 1.2: Incidenénd matica grafu Gy = (V4, Hy) z obréazku 1.10.
(Vv1 = {17 2; 37 4; 5}7 Hl = {{17 2}7 {1a 3}7 {2; 3}; {2; 5}; {37 4}})

Incidenéna matica vrcholov a hran mé v kazdom stipci nanajvys dva nenu-
lové prvky a stcet absolutnych hodnét tychto prvkov je 2. Incidenéna matica
plytva miestom, jej rozmer je n X m, pricom pocet nenulovych prvkov je 2m (pre
pseudomigrafy < 2m). Zistovanie koncovych vrcholov hrany j vyzaduje v naj-
horsom pripade prezretie celého j-teho stipca, na ¢o je potrebngch n porovnani.
Zistenie, s ktorymi hranami je vrchol j incidentny vyzaduje v najhorsom pripade
prezretie m hodnét v riadku 4.

Napriek svojej priestorovej naro¢nosti inciden¢na matica vrcholov a hran
nepontka ziadne Casové uspory — prave naopak. Preto jej praktické vyuzitie
je velmi zriedkavé, avSak tato reprezenticia moze byt uzitoénd pri niektorych
teoretickych avahach.

Doteraz spominané reprezentacie grafov a digrafov zdaleka nevycerpavaji
v8etky moznosti. V pripade reprezentécie Specidlnych grafov mozno vyuzit ich
vlastnosti na volbu Struktary, do ktorej ich budeme ukladat. Tak napriklad
v koreflovom strome (pozri definiciu 4.3 na str. 110) mé kazdy vrchol okrem
korena prave jedného otca. Za predpokladu, Ze mnozina vrcholov korenového
stromu je V = {1,2,...,n}, mozeme ho reprezentovat jednorozmernym polom
X[ ], v ktorom pre i € V' X[i] = 0, ak 7 je koreii, inak X[i] je otec vrchola i.

V casti 5.5.1 (str. 156) je uvedend definicia prioritného stromu a jeho repre-
zentécia pomocou jednorozmerného pola.

Exaktny algoritmus 8.4 (str. 233) na farbenie grafu G = (V, H) predpoklada,
7e V.= {1,2,...,n}. Pre kazdé i € V udrZuje mnozinu susedov vrchola i
s mensSim poradovym ¢islom nez i, t. j.:

P)=V(@)N{1,2,...,i—1}.
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Mnoziny P(1),P(2),...,P(n) Gplne definuji hranovi mnozinu H a takato
reprezentacia sa ukazuje efektivnou pre prislusny algoritmus.

1.6 Aplikacie

1.6.1 Modelovanie realnej dopravnej siete

Velmi ¢asto sa prostriedky tedrie grafov vyuzivaja pri modelovani dopravnej
siete. Cestovny poriadok Zeleznic Slovenskej republiky obsahuje na jednej zo
svojich prvych stran nasledujici obrazok:

epl & ,
- Nitrianske Poprad
G, T Teplice Ipm "

Prievidz;

S
SN.Ves

Obr. 1.12: Model Zelezni¢nej siete na Slovensku.

Tento obrazok moZeme povaZzovat za diagram hranovo ohodnoteného
grafu GG. Ohodnotenie hrany grafu vyjadruje prisluSnost modelovaného tiseku
k trati a sltzi na rychle najdenie spojov, ktoré cez tisek modelovany prislusnou
hranou premavaju.
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1.6.2 Chemické grafy

Chemické zliéeniny sa vyjadruji jednak sumdrnym vzorcom - napriklad
C4Hyg, ale viac informécii dévaju Struktirne vzorce.

H

H—C—H
H H

B | |
H— —(|3—|C—(|3—H H—C—C—C—H
H H H

H H H

T—Q—m

Obr. 1.13: Dva struktirne vzorce pre C4Hyg.

Otéazka, kolko Struktirnych vzorcov existuje k spominanému sumérnemu
vzorcu, je skor otdzka pre tedriu grafov ako pre chémiu samotnt. V tedrii
grafov sa tento problém preformuluje na otézku, kolko je neizomorfnych grafov,
resp. multigrafov so Styrmi vrcholmi stupnia 4 a desiatimi vrcholmi stupna 1.
Otézka poctu roznych Struktirnych vzorcov k danému sumarnemu vzorcu je vo
vSeobecnosti tazké otdzka. Pre uhlovodiky sa nou zaoberal uz Cayley v r. 1874,
pri¢om grafické zobrazovanie mu bolo dobrou poméckou.

Zo samych zakladov tedrie grafov vyplyva, Ze neexistuje zlucenina kyslika,
vodika a uhlika s nepadrnym poétom vodikov (aplikacia vety 1.4). VSeobecnejsie
— kazda molekula musi obsahovat parny pocdet atémov s neparnou valenciou.

Na otézku, ¢i moZno vytvorit molekulu s danym poc¢tom danych prvkov bez
viacnasobnych vézieb, odpovedd veta 1.6. Nutnou podmienkou pre to je, aby
postupnost valencii tychto prvkov vytvarala valenénd postupnost pre nejaky
graf.

Na zéver tejto Casti poznamenajme, Ze pre chemické modely st velmi casto
potrebné multigrafy, pretoze v mnohych chemickych (najmé organickych) zla-
¢eninach sa vyskytuju viacnasobné chemické vizby.
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1.6.3 Intelektualne vlastnictvo pocitacového ¢ipu

Nedlho po uvedeni nového ¢ipu spoloénosti ABC spolo¢nost CDE uvedie ¢ip
s0 zardzajuco podobnymi opera¢nymi vlastnostami. Technici spoloénosti ABC
maju moznost prestudovat rozloZzenie suciastok na éipe spolo¢nosti CDE, ale
tato by si v pripade pouzitia ukradnutej schémy dala zvlast zlezat na tom, aby
rozloZenie suciastok na ¢ipe bolo odlisné od svojho vzoru. Ak by sa spolo¢nosti
ABC podarilo dokézat, Ze ¢ip CDE je ptthym prearanZovanim povodného ¢ipu,
bol by to zéklad pre sidne konanie.

Na ¢ipe st stciastky a vedenia medzi nimi. Stéiastky mozeme modelovat
vrcholmi grafu a dvojica suciastok bude tvorit hranu grafu, ak je medzi nimi
vedenie. Ak by sa podarilo dokdzat, Ze medzi grafom pre ¢ip ABC a grafom pre
¢ip CDE existuje izomorfizmus, dokazali by sme, ze ¢ip CDE je skonstruovany
podla tej istej schémy ako ¢ip ABC. KedZze vSak dnes dosahuji poéty stdiastok
na ¢ipoch radovo é&islo 109, ide o mimoriadne tazk tlohu a jej riesenie by mohlo
trvat velmi dlho. Znalost organizécie ¢ipu by moZno mohla pomdct technikom
spolo¢nosti ABC néjst sposob na zrychlenie hladania izomorfizmu.

1.7 Cvicenia

1. Cestnt siet s obojsmernymi ulicami mozno modelovat grafom. Ako by ste
modelovali cestni sief, obsahujicu jednosmerné i obojsmerné komuniké-
cie? Daji sa nejako modelovat zdkazy odboéenia? Ako modelovat Zelez-
ni¢né kolajisko?

2. Existuje pravidelny graf tretieho stupiia s piatimi vrcholmi? Nakreslite si
diagramy niektorych pravidelnych grafov k-teho stupiia.

3. Existuje graf (digraf), ktory je izomorfny so svojim komplementarnym
grafom (digrafom)? Skuste formulovat niektoré nutné podmienky, ktoré
musi splhat graf, aby bol izomorfny so svojim komplementom.

4. St grafy s diagramami izomorfné?

(Néavod: Porovnajte pocty podgrafov typu K3.)
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Podéitacové cvicenia

. Vytvorte (napriklad editorom) textovy vstupny sibor VRCHOLY . TXT obsa-

hujtci zoznam vsetkych vrcholov grafu G a sibor HRANY.TXT obsahujuci
zoznam hran grafu G. Pre kazdy vrchol sibor VRCHOLY . TXT obsahuje je-
den riadok, v ktorom je ¢islo vrchola v dekadickom formate. Pre kazda
hranu bude stitbor HRANY.TXT obsahovat jeden riadok obsahujtci tri de-
kadické ¢isla: prvy vrchol hrany, druhy vrchol hrany, ohodnotenie hrany.
Spociatku zvolte za mnozinu vrcholov mnoZinu typu V = {1,2,...,n}.
Napiste program v zvolenom jazyku na nacitavanie siboru G zo stborov
VRCHOLY.TXT a HRANY.TXT. V pamiti pocitaca ulozte graf G vo forme

e zoznamov vrcholov a hran
e matice prilahlosti
e zoznamov okoli vrcholov
Porovnajte pamétové naroky jednotlivych reprezentédcii. Premyslite, aké

paméitové naroky by mala matica incidencie vrcholov a hrén.
NapisSte analogické programy aj pre digrafy.

. Je vobec nutné zaddvaf mnozinu vrcholov v priklade 5?7 (Co s

izolovanymi vrcholmi?) Co by bolo treba urobif v pripade, keby mnozina
V' obsahovala ako vrcholy Iubovolné prirodzené ¢isla napriklad
V= {5457,304,3879,2099,9423,atd.}? Co v pripade, ked by
V = {Kosice, Zilina, Cadca, Ruzomberok, Poprad, atd.}?

. Napiste program pre generovanie nadhodného grafu alebo digrafu s n vr-

cholmi a m hranami (n, m budd vstupné parametre programu). Vysledny
graf, resp. digraf ulozte vo vhodnom formaéate na disk.

. Pre niektoré tazké tlohy (Travelling Salesman Problem, Graph Coloring

Problem, Finding All Cliques atd.) existuju na internete www—stranky
s testovacimi prikladmi. Najdite niektoré z nich, ,stiahnite“ si z nich
niektoré subory s testovacimi grafmi. Zistite, v akom forméate ukladaja
testovaci graf alebo digraf a pripadne skuste nacitat testovaci graf zo
ziskaného stboru.



Kapitola 2

Algoritmy a ich zloZitost

Neodmyslitelnou stcastou modernej algoritmickej tedrie grafov je rozbor ob-
taznosti rieSeného problému a stanovenie vypodctovej zlozitosti navrhnutého al-
goritmu. Pojmy ako ,obtaznost“, ,vypoctova zlozitost“ treba najprv korektne
matematicky definovat a potom na zéklade tychto definicii ukézat vlastnosti
skimanych problémov. Tymito zalezitostami sa zaoberd tedria vypoctovej zlo-
zitosti, ktord dnes dospela do znacnej dokonalosti. Zistila, ze existuju ,lahké*
a ,tazké* problémy, a zostavila cell hierarchiu obtaznosti problémov. Vdaka nej
méame dnes celé zoznamy ,tazkych“ problémov.

Pre nase Gcely vsak bude podstatné rozoznat zakladny rozdiel medzi ,lah-
kymi* a ,fazkymi“ problémami. Preto cielom tejto kapitoly je podat zaklady
vypoctovej zloZitosti algoritmov v najjednoduchsej moznej forme. Tato kapitola
je spracovana podla Plesnikovej knihy [13].

2.1 Algoritmy
Pod pojmom algoritmus rozumieme postupnost krokov, ktora nas dovedie
k 7iadanému rieSeniu daného problému. Ziada sa, aby algoritmus mal tieto

vlastnosti:

e determinovanost — mé byt zadany koneénym poctom jednoznaénych pra-
vidiel
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e cfektivnost — mé zarudit vyrieSenie tlohy po koneénom pocte krokov

e hromadnost — ma byt pouzitelny na celt triedu pripadov tlohy svojho
typu

Pravidla v algoritme musia byt rozhodnutelné v okamihu vypoctu. Pekny pri-
klad nekorektného pravidla uvddza Plesnik v [13]: ,, Ak existuji mimozemské
civilizacie, tak chod domov, inak zostail tu.“ PretoZe nevieme, ¢i mimozemské
civilizécie existuji, alebo nie, nevieme v algoritme pokracovat. Jednym z najzné-
mejsich algoritmov je Euklidov algoritmus na hladanie najvicsieho spoloéného
delitela NSD(a, b) dvoch prirodzenych éisel a, b.

Algoritmus 2.1. Euklidov algoritmus na hladanie najvicsieho spoloé-
ného delitela é&isel a, b.

e Krok 1. Poloz rg :=a, r1 := b, 1 :=0.

e Krok 2. N4ajdi celé ¢isla k, r;1o0 také, ze r; = k.riy1 + rip2, kde 0 <
Tit2 < Titl.

e Krok 3. Ak r;12 = 0, poloz NSD(a, b) := 7,11, STOP. Inak poloz i := i+1
a GOTO Krok 2.
&

Uz v 19. storodi sa franciuzsky matematik G. Lamé (1795-1870) zaujimal
o vypoctovi zlozitost Euklidovho algoritmu a ukazal, Ze pocéet opakovani kroku 2
(t. j. pocet celodiselnych deleni so zvySkom) nepresiahne pitndsobok poctu
dekadickych cifier meng$ieho z ¢isel a, b.

Ukézalo sa rozumné posudzovat algoritmy podla po¢tu elementarnych kro-
kov, ktoré potrebuje na vyrieSenie daného problému. Tieto elementarne kroky
mozu byt séitanie, odéitanie, ndsobenie, delenie, porovnavanie s vetvenim atd.
Jednotlivé elementarne kroky povazujeme za rovnako ¢asovo naro¢né. Budeme
hovorit, Ze algoritmus vyriesi dani konkrétnu tlohu U v €ase T, ak na
jej vyriesenie potrebuje T elementarnych krokov.

Pre ohodnotenie vypoctovej zlozitosti algoritmu nas vsak viac ako jeden
konkrétny pripad zaujima zavislost poctu elementidrnych krokov algoritmu na
velkosti resp. rozsahu pocitanej tlohy. Budeme definovat dlzku tilohy ako
mnozstvo vstupnych dat prislusnej tlohy. S istym zjednoduSenim mozno za
mnozstvo dat povazovat pocet éisel, ktorymi je uloha charakterizovana (bez
ohladu na ich velkost). Tak napriklad tlohu usporiadat mnozinu prirodzenych
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¢isel podla velkosti mozno zadaf n ¢islami, a preto jej dizka je n. Graf mozno
zadat n vrcholmi a m hranami, preto dizka kazdej tilohy o grafe bude (n + m).
V grafovych struktirach budeme oby¢ajne braf za dizku tlohy (n + m) aj ked
pojde o ohodnotené grafové struktury.

Ak méame vyhodnotit zavislost po¢tu krokov T'(n) algoritmu na dizke n tilohy,
stojime pred zlozitym problémom. Podet krokov algoritmu moze totiz zavisiet
nielen od mnozZstva vstupnych dat, ale aj od ich vzajomnej konfiguracie. Tak
napriklad niektory algoritmus na usporiadanie mnoziny n ¢isel moze riesit tito
tlohu v diametralne odlisSnom c¢ase, ak dostane ako vstup uz usporiadani mno-
zinu, ako ked mu nechdme zotriedif mnozinu usporiadant v opa¢nom poradi.
V pripade grafovych algoritmov moze byt situdcia podobné, ak nie zlozitejsia.
Preto funkcia T'(n) moZe vyjadrovat iba hornt hranicu po¢tu krokov algoritmu
pre najhorsi pripad tlohy s dizkou n (worst case analysis).

Definicia 2.1. Nech g(n), h(n) st dve kladné funkcie definované na mnozine
prirodzenych ¢isel. Budeme pisat g(n) = O(h(n)) a hovorit, ze funkcia h(n)
asymptoticky dominuje funkcii g(n), ak existuje konstanta K a prirodzené
¢islo ng také, ze

g(n) < K.h(n) Vn > ng.

Hovorime, Ze algoritmus A ma zloZitost O(f(n)), ak pre horny odhad T'(n)
poctu krokov algoritmu A pre tlohu dizky n plati

Skratene hovorime o O(f(n)) algoritme. Specidlne ak f(n) < n* pre nejaké
konstantné k, hovorime, Ze A je polynomialny algoritmus.

Hovorime, %e problém ma zloZitost nanajvys O(f(n)), ak pren existuje
O(f(n)) algoritmus.

Majme triediaci algoritmus A, ktory n ¢&isel usporiada vzostupne podla
velkosti tak, Ze v kroku ¢ ndjde z mnoziny nezaradenych ¢isel to najmensie
a to zaradi na miesto 7. Algoritmus A potrebuje v prvom kroku prezrief n ¢isel,

v druhom n—1 éisel atd. az v kroku n jedno éislo t. j. spolu n+(n—1)+---+1 =
W ¢isel. Ak na prezretie jedného ¢isla potrebuje najviac K elementarnych
krokov, potom musi urobit najviac K %ﬂ) elementarnych krokov. Pre pocet

krokov T'(n) algoritmu A pre usporiadanie postupnosti dizky n plati

n.(n+1)

T(n) < K. < K.n?.
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Algoritmus A mé preto zlozitost O(n?) — je to polynomialny algoritmus. Exis-
tujt aj algoritmy so zlozitostou O(n.logn) a da sa dokazat, Ze lepsie algoritmy
neexistuji. Problém triedenia n éisel mé zlozitost O(n.logn).

Na zéver tejto asti treba povedat, ze pri hlbsich skiimaniach intuitivne pora-
tie algoritmu nestac¢i. Preto bolo navrhnutych niekolko formalizacii tohto pojmu
ako napriklad Turingove stroje, Markovove algoritmy, rekurzivne funkcie, RAM
pocitade atd. Ukazalo sa, ze vSetky tieto formalizdcie st ekvivalentné v tom
zmysle, Ze ¢o dokaze algoritmizovat jedna z nich, to dokdzu aj ostatné. Jednym
z velkych vysledkov tychto formalizacii je Godelova veta o nedplnosti, ktora
tvrdi, Ze neexistuje algoritmus, ktorého vstupom by bolo fubovolné aritmetické
tvrdenie a vystupom dékaz prislusného tvrdenia (t. j. nemoZnost strojového
dokazovania vSetkych matematickych viet jedingm univerzalnym algoritmom).

2.2 Uloha linearneho programovania

V tejto Casti budeme symbolom R oznacovat mnozinu vSetkych redlnych
¢isel, R™ je mnozina vSetkych usporiadanych n—tic realnych d¢isel, t. j. R" =
RxRx---xR.

—_——

nx

Urcite viete riesit ststavu linedrnych rovnic tvaru

a11ry +aexy + -+ appT, =b1 (2.1)
a21%1 + A22%2 + -+ -+ A2pTy, = b
Am1Z1 + AmaZ2 + -+ Gn®n = by

kde je pocet riadkov mensi nez pocet nezndmych, t. j. m < n. Viete, Ze rovnicu
mozno zapisat v maticovom tvare ako A.x = b, kde A = (a;;) je matica lavej
strany ststavy (2.1), b je stipcovy vektor pravych stran b = (b1, ba, ..., by)7T
ax = (z1,72,...,7,)7 stipcovy vektor neznamych, x € R". Viete, 7ze tato
ststava mé aspoti jedno rieSenie prave vtedy, ked hodnost matice A lavej strany
sa rovna hodnosti rozsirenej matice (A|b) ststavy (2.1) a vtedy kazdé riesenie
(2.1) dostaneme ako stcet jedného pevne vzatého rieSenia ststavy s pravou
stranou a niektorého rieSenia sistavy bez pravej strany (presnejsie s nulovou
pravou stranou).

V mnohych praktickych tlohach premenné x1, xs, ..., x, predstavuji mnoz-
stva redlnych latok, substratov alebo objektov a ststava rovnic (2.1) predstavuje
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ohranicenia pre tieto mnozstva, preto nas zaujimaja len také rieSenia sustavy
(2.1), pre ktoré je 1 > 0, 2 > 0, ..., x, > 0, t. j. pre ktoré st mnozstva
nezaporné. Kazdému nezapornému rieSeniu je priradend hodnota linearnej kri-
teridlnej funkcie

f(x) =ciz1 + cama + -+ + ey, = cf'x

predstavujica naklady na rieSenie x. Pochopitelne zo vSetkych nezdpornych
rieSeni nas zaujima to, ktoré nam prinasa ¢o najmensie naklady. Tento problém
riesi uloha linedrneho programovania.

Definicia 2.2. Uloha linearneho programovania je najst také realne ¢isla
T1,T32,...,Tn, pre ktoré je

f(x)= ' x= c1x1 + coTo + - -+ + cpx, minimélne

za predpokladov:

1121 + a2 + - -+ anxy, =b1
a21%1 + a2z + -+ + A2p®y, = b
Am1T1 + AmaX2 + -+ + AmnTn = bm
L1,X2,---5Tn ZO

Skratene pomocou maticovych zdpisov mozno tlohu linedrneho programo-
vania formulovat ako: Minimalizovat ¢’ .x za predpokladov A.x = b, x > 0.
Na dlohu linedrneho programovania vedu riesenia praktickych problémov ako
napriklad problém optimalizacie vyrobného planu, problém optimalizicie za-
sobovania (dopravna tloha), problém optimalizicie kimnych davok a stoviek
(mozZno tisicov) dalsich. Na rieSenie tlohy linedrneho programovania mame na-
priklad slavnu simplexovi metédu, ktorou (alebo jej modifikiciami) zvladneme
s dnesnou vypoctovou technikou aj tlohy s tisickami premennych.

Pri rieSeni dalsich praktickych tloh pozadujeme, aby premenné 1, xa, ..., T,
predstavovali pocty redlnych objektov. V tomto pripade musia byt vSetky pre-
menné x1, o, . . ., T, celé isla. Specialnym pripadom je pripad, ked pozadujeme,
aby vSetky premenné nadobudali len hodnoty 0 alebo 1.

Definicia 2.3. Uloha celoé&iselného linedrneho programovania (tiloha
CLP) je najst taka n-ticu celych ¢isel x, pre ktortt je ¢’.x minimalne za
predpokladov A.x = b, x > 0.
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Uloha bivalentného (alebo binarneho) linearneho programovania
(iloha BLP) je néjst taka n—ticu celych &isel x, pre ktort je ¢’.x minimalne
za predpokladov A.x =b, z; € {0,1} prei =1,2,...,n.

Uloha celoéiselného linearneho programovania je uz podstatne fazsia ako
tloha linedrneho programovania. Uloha bivalentného programovania je $pe-
cidlnym pripadom ulohy celo¢iselného linedrneho programovania avsak rov-
nako patri medzi najtazSie tlohy kombinatorickej matematiky. Existuji me-
tédy a programy na rieSenie oboch typov uloh, rozsah riesenych prikladov je
v8ak podstatne mensi, nez prikladov linedrneho programovania, pri ktorom sa
neziada celodiselnost, resp. bivalentnost riesenia.

2.3 Polynomialne transformacie

Castym postupom pri rieseni nejakého problému je previest ho na jedno
alebo viac rieseni iného problému. Tak napriklad nasobenie dvoch celych ¢isel
vieme previest na sériu s¢itani. Hladanie najvécésieho spoloéného delitela dvoch
éisel prevedieme na postupnost deleni so zvySkom.

Na tomto mieste trochu predbehneme vyklad tedrie grafov a ukdZeme si,
ako moZno tlohu hladania najkratSej u—v cesty v hranovo ohodnotenom digrafe
G = (V,H,c), kde ¢(h) > 0, previest na tlohu bivalentného programovania.
Uvedieme najprv niekolko definicii: u—v cestou v digrafe G = (V, H, ¢) nazveme
lubovolnu striedavi postupnost p(u,v) vrcholov a hran digrafu G typu

(u = v, (v1,02), V2, (V2,03),V3, ..., (Vk—1, V), Uk = V),

v ktorej sa ziaden vrchol neopakuje. Dizka u—v cesty p(u,v) je sticet ohodnoteni
—

jej hran. Najkratsia u—v cesta v digrafe G je t4 u—v cesta, ktord ma zo vsetkych

u—v ciest najmensiu dizku.!

Oznadme:

o = [cid) k) e H 2.2)
ak (i,j) ¢ H

1Systematicky vyklad o spésoboch cestovania po grafoch a digrafoch najde &itatel v kapi-
tole 3.
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Nech z;; je bivalentnd premennd, ktord nadobtida hodnoty nasledovne:

1 ak u— ta obsahuje h ]
»Tij_{ ak u—v cesta obsahuje hranu (4, j) 2.3)

0 1inak

Predstavme si, Ze Stvorcova matica typu n (z;;) zloZend iba z nil a jedniciek
—

zodpovedd nejakej ceste p(u, v) v digrafe G. Potom pre lubovolné (i,j) € V xV

je ¢;j.w;j rovné dizke hrany (i, j) ak hrana (i, j) lezi na ceste p(u,v), alebo nula

inak. Z toho mozeme usudit, Ze

i=1 j=1

predstavuje dlzku cesty p(u,v). Mame uz linedrnu kriteridlnu funkciu, ktort
chceme minimalizovat, lebo hladdme najkrat$iu cestu. KoreSpodenciu medzi
cestou p(u,v) a maticou x ilustruje obrazok 2.1.

1 2 3 4 5 6 1 2 3 45 6

QZHSO 03 1loo 10 oo 30 oo o0 11- 1 - - - -

1 0 % 2|00 00 80 o 20 o0 21- - - - 1 -

v 0 30 00 00 o0 10 50| 3[- - - - - -
4100 20 40 o0 o0 o© 41 - - - - - -

30 40 %  5|loo o0 oo 10 oo 40| 5|- - - - - 1
4 10 5 6|00 o0 00 0 0O 0O 6l- - - - - =

Matica ¢ = (c45) Matica x = (x;;) pre

— N N

Digraf G = (V, H,¢). prislusna k digrafu G. vyznacenu cestu v G.

. Obr. 2.1:
Digraf G s cestou p(u,v) a matice ¢ a x.

Ak mame maticu (z;;) zlozent z hodnét 0 alebo 1, tdto matica méze
definovat TubovoInii mnozinu orientovanych hran digrafu 8, dokonca aj mnozinu
takych dvojic, ktoré nie st hranami digrafu G . Aké ohranicenia polozit na (z;;),
aby definovali u—v cestu? V prvom rade vieme, Ze z u vychidza prave jedna
hrana, do v vchadza prave jedna hrana, do u nevchadza Ziadna hrana a z v
nevychadza ziadna hrana ¢o vyjadrime nasledujicimi rovnicami:

zn:xujzl zn:xwzl zn:xju:O zn:xvi:O (2.5)
j=1 i=1 j=1 i=1
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Dalej vyuzijeme skutoénost, ze pre kazdy vrchol rézny od u, v do vrchola
vchadza prave tolko hran, kolko z neho vychadza:

ay=> wax VKEV, k#u, k#v. (2.6)

j=1 i=1

Ak by niekto namietal, Ze rovnice (2.5), (2.6) eSte nestacia na to, aby (z;;)
definovali u—v cestu, ma pravdu. Okrem nej mézu hrany definované premennymi
(xij), ktoré spliuja (2.5), (2.6), tvorit este niekolko kruznic. Avsak kladnd cena
hran digrafu G zaruéuje, Ze pri minimalizécii funkcie (2.4) nebude v optimalnom
rieSeni Ziadna zbyto¢na hrana, pretoze by zvySovala hodnotu kriteridlnej funkcie.
Najst najkratsiu cestu v digrafe G teda znamens néjst také (x;;), aby hodnota
(2.4) bola minimélna za predpokladov (2.5), (2.6), z;; € {0,1}.

Ulohu hladania najkratsej cesty v digrafe sme previedli na tilohu bivalent-
ného programovania, ktort vyriesime a jej vysledky prevedieme na najkratsiu
cestu v povodnom digrafe. Ak4 je vypoctova naroénost tohto prevodu? Rovnice
(2.5) a (2.6) st rovnicami typu Y .-, a;;x;; = b; 0 n? neznadmych z;; — pre kazdt
treba uréit n? koeficientov. Najprv musime uréif n? hodnot cij & potom po n?
hodnot koeficientov pre kazda rovnicu typu (2.5), (2.6), ktorych je 2+(n—2) = n.
Prevod tlohy hladania najkratsej cesty na tlohu bivalentného programovania
teda vyzaduje O(n?) krokov. Prevod vysledku bivalentného programovania vy-
zaduje prekontrolovat n? hodnoét matice (z;;) — mé teda zlozitost O(n?). (Pritom
netvrdime, Ze uvedeny sposob je najefektivnejsi, staci, Ze je polynomidlny).

Po takomto prevode mozeme povedat, Ze tloha hladania najkratsej cesty
v digrafe je v istom zmysle lahSia ako tiloha bivalentného programovania, pre-
toZe problém najkratSej cesty mozno formulovat ako $pecidlny pripad tlohy
bivalentného programovania.

Nech je dany problém P; so vstupnymi datami D;. Problém P; mdZzeme riesit
aj tak, Ze ho pretransformujeme na iny problém Ps tak, ze data Dy prerobime na
déta D5 problému P,. Ak rieSenie Ry problému Ps vieme prerobit na riesenie Ry
problému Py, transformécia je hotova. Ak prerobenie dat D; na Dy a rieSenia
Ry na R; vyzaduje len polynomialny pocet elementarnych operacii, nazveme
tato transforméciu polynomialnou transformaciou.

Ak problém P; moZno polynomialne transformovat na problém Ps a problém
P> mé polynomialny algoritmus rieSenia, potom aj problém P; méa polynomialny
algoritmus riesenia, pretoze prevod dat D; na data D, ziskanie rieSenia Rpo
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Problém P; Problém Py

Prevod polynomialnym
poctom krokov

Déata Do
problému Ps

Déta D1
problému P

¥

Algoritmus riesenia
problému Po

Prevod polynomidlnym \l/
poctom krokov

RieSenie problému P; | <<= RieSenie problému Py

Obr. 2.2: Polynomialna transformécia problému P; na problém Ps.

problému P, s datami Ds a prevod rieSenia Rs na rieSenie R; problému P;
mozno urobit polynomiélnym poctom krokov.

V niektorych pripadoch vyrieSenie problému P; vyzaduje vyriesit niekolko
pripadov problému Ps (napr. ndsobenie prevadzame na niekolko séitani). Ak
prevody dat a rieseni vyzaduju len polynomialny pocet elementarnych operacii
a vypocet vyzaduje polynomidlny pocet vypoctov problému P, hovorime, zZe
sme problém P; polynomialne redukovali na problém P;. Ak problém
P1 mozno polynomidlne redukovat na problém Ps a naopak, problém P, mozno
polynomiélne redukovat na P; hovorime, Ze problémy P;, Ps sit polynomialne
ekvivalentné.

2.4 NP-tazké ulohy

Kombinatorické ulohy, ku ktorym patria aj ilohy tedrie grafov, spoc¢ivaju vo
vybere jedného z kone¢ného poctu kombinatorickych objektov. Najjednoduch-
$im spodsobom rieSenia takychto uloh je tplné prehladanie vSetkych objektov
(full search, brute force). Klasickd matematika takéto problémy skutoéne riesi
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takto — prehladanim koneéného poétu prvkov ndjdeme ten hladany. Pozrime sa,
kolko objektov treba prehladat pri rieseni niektorych problémov:

n=10] n=50| n=100

Pocet stvorcovych matic n x n n? 100 2500 1.0e+4
Pocet podmnozin n—prvkovej mnoziny | 2" 1024 | 1.1e+15| 1.2e+30
Pocet permutacii z n prvkov n! | 3.6e+6 | 3.0e+64 | 9.3e+157

Pocet vsetkych zobrazeni n—prvkovej | n™ | 1.0e+10 | 8.9e+84 | 1.0e+200
mnoziny do seba

Rok mé 31.54 miliéna sektind, doterajsi vek vesmiru od Velkého tresku sa
odhaduje na 4.7e+17 sekind, a eSte asi 1.0e+18 sekind nam ostava do jeho
konca. Pri porovnani tjchto hodnét s poétami z predchadzajtucej tabulky vidime,
Ze ani najrychlejsi pocita¢ by ndm nenasiel optimélnu permutéciu piatdesatich
prvkov do konca existencie vesmiru. Tu vidime, Ze jedinti Sancu na praktické
vyuzitie pre tlohy vicésieho rozsahu maj algoritmy s polynomidlnou zlozitostou.

Edmonds (1965) bol prvy, ktory si uvedomil rozdiel medzi polynomidlnymi
algoritmami (t. j. algoritmami so zlozitostou typu O(n*)) a nepolynomialnymi
algoritmami, ktorych pocet krokov nevieme ohranic¢if polynémom. Tie prvé
nazyva ,dobré“. Podla neho aj problémy mozno rozdelif na také, pre ktoré
existuje polynomialny algoritmus a tie ostatné — ,beznadejné“, pre ktoré takyto
algoritmus neexistuje. Tuto ideu sa zatial nepodarilo plne realizovat, pretoze

za ,beznadejné“ nepodarilo dokézat.

Ak tlohu P; moZno polynomidlne redukovat na tlohu Ps, znamené to
nasledovné: Ak existuje polynomidlny algoritmus rieSenia tlohy Ps, potom
existuje aj polynomidlny algoritmus pre tGlohu P;. Naopak to vSak nemusi platit
— ak existuje polynomialny algoritmus pre P;, polynomialna redukovatelnost P;
na Ps eSte ni¢ nehovori o zlozitosti problému Ps.

Ak st vSak problémy P;, P, polynomialne ekvivalentné, existencia polyno-
mialneho algoritmu pre jeden implikuje existenciu polynomidlneho algoritmu
pre druhy.

Ako etalén fazkych tloh bola vybraté tloha bivalentného linedrneho progra-
movania (BLP). Problém, ktory moZno polynomidlne redukovat na tlohu BLP,
je Tahsi alebo rovnako tazky ako tloha BLP. Problém, na ktory mozno polyno-
mialne redukovat tlohu BLP je tazsi alebo rovnako tazky ako tiloha BLP.
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Definicia 2.4. Hovorime, ze problém P je NP—tazky, ak tilohu bivalentného
linedrneho programovania mozno polynomialne redukovat na P.

Hovorime, %e problém P je NP—lahky, ak problém P mozno polynomidlne
redukovat na tlohu bivalentného linedrneho programovania.

Hovorime, ze problém P je NP—ekvivalentny, ak je problém P polynomialne
ekvivalentny s tilohou bivalentného linedrneho programovania.

Doteraz sa podarilo pre stovky uloh dokézat, ze si NP—ekvivalentné. Pre
dalsie sa podarilo dokdzat, ze st NP-fazké. Pre ziadnu NP—fazkd tlohu sa dote-
raz nepodarilo ndjst polynomiélny algoritmus. Nepodarilo sa vSak ani dokdzat,
Ze polynomidlny algoritmus pre ne neexistuje. Najdenie takého algoritmu pre
jedint zo stoviek NP—ekvivalentnych tloh by znamenalo existenciu polynomial-
neho algoritmu pre vSetky ostatné. VSeobecne sa neveri, ze by sa to mohlo
niekomu podarit, preto st na NP-zlozitosti niektorych tloh zaloZené napr. aj
niektoré kryptografické systémy.

Niekto by na tomto mieste mohol namietat: ,,Co mam z algoritmu, aj ked je
polynomialny, ked je zloZitosti napriklad O(n'%%%)? Ved sa pri tiom nedoc¢kdm
vysledku ani pri dvoch vstupnych tidajoch.“ Tato argumentacia je v poriadku,
avSak nastastie v praxi to byva tak, Ze ked uz existuje polynomidlny algoritmus,
potom jeho zlozitost zriedkakedy presiahne O(nf).

2.5 Aproximacia

Mnohé problémy spojené s rozvrhovanim vyroby, planovanim pristavania
lietadiel, navrhovanim okruznych jazd vozidiel, rozhodovanim o umiestneni
skladov, pridelovani frekvencii vysielaGom a stoviek (mozno tisicok) dalsich st
NP-tazké. Sme v pripade NP—tazkych tloh celkom bezmocni?

V prvom rade treba povedaf, Ze v praxi nam staci, aby sme dostali dobré
rieSenie, ktoré, aj ked nebude préve optimdlne, bude blizko optiméalnemu. Al-
goritmy, ktorymi hladdme rieSenie blizke optimalnemu, nazyvame aproximacéné
algoritmy alebo heuristiky.

Definicia 2.5. Nech P je minimaliza¢ny problém s kladnou kriteridlnou fun-
kciou f, p > 1. Hovorime, Ze algoritmus A je p—aproximacny algoritmus,
ak pre kazdy pripad problému P jeho vysledkom je riesenie s hodnotou krite-
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ridlnej funkcie f4, pre ktora plati

fa

fOPT

(2.7)

kde fopr je hodnota kriteridlnej funkcie optimalneho riesenia daného pripadu.?

Pre niektoré NP—tazké problémy existuje pp—aproximacny polynomidlny al-
goritmus, ale pre 1 < p < pg neexistuje polynomialny p—aproximacny algo-
ritmus. Existuju problémy, pre ktoré je kazda p—aproximacna tloha NP-tazka
(napr. uloha bivalentného linedrneho programovania s kladnym minimom.) Na
druhej strane pre iné ulohy existuje polynomidlny p—aproximacény algoritmus
pre kazdé p > 1 (napr. problém binarneho batohu?).

Pre mnohé dobré heuristiky sa nepodari ukazat, ako je nimi vypoditané
rieSenie daleko od skuto¢ného optima a napriek tomu dédvaja v praxi dobré
rieSenie. U mnohych inych sa skutoény pomer f4/fopt pohybuje v praktickych
pripadoch hlboko pod hranicou p. Tej sa blizia len vysledky rieSenia Specialnych
yzlomyseInych® prikladov.

2.6 Heuristiky

V predchéadzajtcej ¢asto sme hovorili o heuristikach ako o postupoch ¢i al-
goritmoch, ktoré davaju rieSenie s hodnotou kriteridlnej funkcie blizkou k opti-
malnej hodnote (presnejsie k hodnote kriterialnej funkcie optiméalneho rieSenia).
V tejto ¢asti spomenieme niektoré velmi jednoduché heuristické postupy, ktoré
davaja v mnohych pripadoch uspokojivé riesenia.

Vo vSeobecnosti mozno heuristiky rozdelif na vytvarajace a zlepsujice.
Vytvéarajica heuristika postupne vytvéara rieSenie (napriklad najpocetnejsiu

2Pre maximaliza¢nii tlohu s kladnou kriteridlnou funkciou f ma podmienka (2.7) tvar
fopT <»

A

3Problém batohu (The knapsack problem) je nasledujica tuloha BLP: Maximalizovat
> cizy za predpokladov -7 asx; < b, x; € {0,1}. Zlodej ma batoh s nosnostou b
kg. Do batohu moéze vlozit n predmetov, pricom i—ty predmet vazi a; kg a ma hodnotu
¢;. Ktoré predmety ma zlodej vlozit do batoha tak, aby neprekrocil jeho nosnost b a odniesol
predmety s ¢o najvacsim sic¢tom hodné6t? Nech binadrna premennd z; = 1, ak zlodej vlozi do
batoha predmet ¢, inak x; = 0. Potom hodnota vsetkych predmetov v batohu je Z:-lzl iy
a podmienka nepretazit batoh je > 7 ; a;x; < b. Na tlohu tohto typu vedd aj pocestnejsie
aplikacie.
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podmnozinu vrcholov, z ktorej Ziadne dva vrcholy nie s susedné) tak, Ze zacne
najjednoduchsim objektom (v nasom pripade prézdnou mnoZinou vrcholov),
a potom tento objekt rozSiruje podla nejakého pravidla, ktoré dava nadej,
ze vysledny objekt bude blizko optimalnemu. Najjednoduchsim pravidlom je
roz§irit objekt o prvok (v tedrii grafov najcastejsie o vrchol alebo hranu), ktorym
sa dosiahne najlepsia kriteridlna funkcia rozsireného objektu. Taktto metdédu
nazyvame pazravou metdédou — greedy algorithm.

K vytvarajicim metédam moZno priradit i pravdepodobnostné metddy,
ktoré priraduju k vytvadranému objektu prvky podla ndhodného generatora a
tak vygeneruji pseudondhodné pripustné riesSenie. KedZze vytvorenie takéhoto
rieSenia obycajne trvéa velmi kratko, je mozné poc¢itacom vytvorit velké mnozstvo
takychto rieseni, pre kazdé vypocitat hodnotu kriteridlnej funkcie a zapamétat
si najlepsie dosiahnuté riesenie.

Zlepsujuce heuristiky vychadzaju z existujiceho pripustného riesenia a sna-
zia sa z neho jednoduchymi operaciami dostat iné blizke tzv. susedné rieSe-
nie s lepSou hodnotou kriteridlnej funkcie. Tak pokracuju dovtedy, kym nedos-
peju k lokdlnemu optimu, t. j. k takému rieseniu, ktoré uz nemé ziadne lep-
gie susedné riesenie. Tato metdda sa nazyva metéda prehladavania okoli —
neighborhood search. Metédu prehladavania okoli mozno kombinovat s prav-
depodobnostnou metddou tak, Ze ju spustime na niekolko ndhodne vytvorenych
Startovacich rieSeni a za vysledok berieme to najlepSie z najdenych lokalnych
optimalnych rieseni.

V dnesnej dobe sme svedkami velkého mnozstva vyspelych heuristickych
postupov ako napriklad tabu search, simulated anealing, genetické algo-
ritmy, ¢i rézne modifikdcie metddy vetiev a hranic, ktoré vsak uZ nepatria
do tejto publikacie. O tejto problematike vSak existuje rozsiahla literatura, na-
priklad [14].
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2.7 Cvicenia

Pri nasledujtcich cvieniach povazujte séitanie, od¢itanie, ndsobenie, delenie
a porovnanie Gisel za elementarne operacie bez ohladu na velkost operandov.
1. Urcte zlozitost séitania a nasobenia Stvorcovych matic typu n.

2. Aka je zlozitost vipodtu determinantu Stvorcovej matice typu n podla de-
finicie a podla vety o rozvoji determinantu na subdeterminanty? Navrhnite
lepsi algoritmus na vypocet determinantu.

3. Aka je zlozitost vypoctu inverznej matice k Stvorcovej matici typu n?
4. AKA4 je zlozitost Gpravy Stvorcovej matice typu n na diagondlny tvar?

5. Navrhnite niekolko algoritmov na usporiadanie n ¢isel a stanovte ich
zlozitost.

6. Vyberte si niektory zo znamych algoritmov na zisfovanie prvocéiselnosti
éisla m a stanovte jeho zlozitost v zévislosti na n.

7. Aka je zlozitost Euklidovho algoritmu na zistovanie najviiésieho spoloc-
ného delitela ¢isel m, n?



Kapitola 3

Cesty v grafoch

3.1 Sledy, tahy a cesty v grafoch a digrafoch

Grafy a digrafy velmi dasto modeluju dopravné, spojovacie, poéitacové &i
elektrifika¢né siete. Preto potrebujeme popisat sposob, akym po sieti prechddza
dopravny prostriedok, telegrafickd sprava, datovy paket ¢i elektrickd energia.
Sposob prechodu vSetkych spominanych objektov po sieti je velmi podobny — je
mozny len tak, Ze z vrchola siete sa objekt dostane na niektord s nim incidentnt
hranu a dojde do druhého vrchola hrany, odtial do dalSej incidentnej hrany atd.
Objekty na takychto siefach nemaji dovolené ,preskakovat z vrchola alebo
hrany na nesusedny vrchol alebo neincidentni hranu. Sposoby prechadzania
siefou sa rozlisuji podla toho, ¢i je alebo nie je dovolené ist po jednom tseku
viackrat a podla toho, ¢i je alebo nie je dovolené navstivit jeden vrchol viackrat.
V digrafoch k spominanému rozliSovaniu pristupuje i hladisko, ¢i je alebo nie je
dovolené {st hranou proti jej orientécii. PresnejSie nasledujice definicie.

Definicia 3.1. Nech G = (V, H) je graf. Sled v grafe G je lubovolna alternujtca
(striedava) postupnost vrcholov a hran tvaru

N(Ul,ka) - (Ula {U17U2}7U25 {UQa U3}7U3a sy {Uk—17vk}7vk’)- (31)

Tah v grafe G je taky sled v grafe G, v ktorom sa ziadna hrana neopakuje.
Cesta v grafe G je taky sled v grafe GG, v ktorom sa ziaden vrchol neopakuje.
Priptastame aj tzv. triviadlny sled, pre k = 1, t. j. sled tvaru (vy).
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Nech G = (V,H) je digraf. Orientovany sled v digrafe G je Tubovolna
alternujica (striedavd) postupnost vrcholov a hrén tvaru

p(v1, o) = (v1, (v1,02), v2, (V2,v3), V3, . . ., (Vk—1,Vk), Vk ) (3.2)

Orientovany tah v digrafe G je taky orientovany sled v digrafe 8, v ktorom
—
sa ziadna hrana neopakuje. Orientovana cesta v digrafe G je taky orientovany
—
sled v digrafe G, v ktorom sa ziaden vrchol neopakuje.

Definicia 3.2. Nech G = (V, H) je digraf. Polosled v digrafe G je lubovolna
alternujica (striedavd) postupnost vrcholov a hrén tvaru

u(vl,vk) = (’Ul,hl,vg, hg, ey Uk—1, hk_l,vk),

v ktorej je kazda hrana h; incidentna s obomi susednymi vrcholmi v;, v;41 tak,
e jeden z nich je za¢iatoénym a druhy koncovym vrcholom hrany h. Polotah
v digrafe G je taky polosled v digrafe GG, v ktorom sa ziadna hrana neopakuje.
Polocesta v digrafe 6 je taky polosled v digrafe 6, v ktorom sa ziaden vrchol
neopakuje.

Pri digrafoch budeme pouzivat aj skratené terminy sled, (fah, cesta) na-
miesto orientovany sled, (orientovany tah, orientovand cesta). Tu je totiz z kon-
textu jasné, o o sa jedna. V niektorej slovenskej literatire sa pouziva pre tieto
pojmy orsled, ortah a drdha, ale SirSie sa tato terminoldgia neujala. V anglickej
literattire sa pre sled, tah a cestu pouzivaji terminy walk, trail a path (avsak
nejednotne, podobne ako v nasej slovenskej literatire).

Citatel by sa teraz mohol opytat, preco nesta¢i definovat sled (a potom aj
z neho odvodené pojmy) ako postupnost vrcholov. Ved v grafoch a digrafoch je
postupnostou vrcholov, s ktorych st vzdy dva susedné, jednozna¢ne definovany
sled.

Prvym dovodom nasej definicie je, aby sme mohli hovorit, Ze sled u(u,v)
obsahuje hranu h. Pretoze sled je postupnostou vrcholov a hrdn, ma vyznam
hovorit, Ze hrana h je alebo nie je ¢lenom tejto postupnosti. Ak by sme sled
definovali len ako postupnost susednych vrcholov, mali by sme tu problémy
hned pri definicii tahu.

Druhym dévodom je, Ze polosled v digrafe by uz nebol jednoznac¢ne defino-
vany postupnostou vrcholov, pretoze kazdej hrane musime povedat, ¢ mé byt
pouZita v smere alebo protismeru svojej orientacie — digraf totiz moézZe s hranou
(u,v) obsahovat aj hranu (v, u).
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Obr. 3.1: Sled, tah a cesta v grafe.
a) 1-3 sled: (1, {1,2},2,{2,5},5,
{5,6},6,{6,5},5,{5,7},7,{7,6},6,{6,5},5,{5,2},2,{2,3}, 3).
b) 173 ﬁah: (17 {1’ 2}7 2) {2’ 5}7 5’ {5’ 6}7 6’ {6’ 7}7 7’ {7’ 5}7 5’ {5’ 3}7 3)'
c) 1-3 cesta: (1,{1,4},4,{4,6},6,{6,7},7,{7,5},5,{5,3}, 3).

(
1 2 3 _4 5 1 2 3 4 5 6

0 o O o

a) b)

Obr. 3.2: Orientovana cesta a polocesta v digrafe.
a) 1-5 orientovana cesta: (1, (1,2),2,(2,3),3,(3,4),4, (4,5),5).
b) 1-6 polocesta: (1,(1,2),2,(3,2),3,(4,3),4,(4,5),5,(5,6),6).

Tretim dévodom, preco sme prijali definiciu sledu v tomto tvare, je snaha
o jej kompatibilitu aj pre multigrafy a multidigrafy. Tam uZ postupnost vrcho-
lov neurcuje jednoznac¢ne sled, pretoZze medzi dvoma vrcholmi moze existovat
niekolko ,rovnobeznych“ hran a vtedy treba povedat, ktorti z nich sme do sledu
vybrali.

V pripadoch, kedy neddjde k nedorozumeniu, pripustime v grafoch a digra-
foch aj skréteny zapis sledu (3.1), resp. (3.2) v tvare

(vl,vg,...,vk), (33)

stéle vSak budeme sled povazovat za postupnost vrcholov a hran.

Ak v1 = uw a vy = v, t. j. ak prvym vrcholom sledu je u a poslednym v,
budeme hovorit, Ze ide o sled z u do v, alebo skratene u—v sled. (Podobne u—v
tah, u—v cesta, u—v polosled, u—v polotah, u—v polocesta).

Definicia 3.3. Sled (polosled, tah, polotah)

u(u,v) = (vla hl;v27h27 .. 'akalvhkflavk)
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nazveme uzavrety, ak v; = vg.
Inak sled (polosled, fah, polofah) p(u,v) nazveme otvoreny.

Pozndmka. Uzavretii cestu a polocestu nemozno tymto sposobom definovat,
pretoze by doslo k sporu s poziadavkou, ze jeden vrchol sa v tychto struktarach
nesmie vyskytovat viackrat. Namiesto uzavretej cesty a polocesty budeme mat
cyklus a polocyklus. Presné definicia tychto pojmov je nasledujica:

Definicia 3.4. Cyklus (orientovany cyklus, polocyklus) je uzavrety tah
(orientovany fah, polofah), v ktorom sa okrem prvého a posledného vrchola
ziaden vrchol nevyskytuje viac nez raz.

Definicia 3.5. Nech

”’(vlvvr) - (vla {1)1,’02},1)2, {1)2,’03},1)3, B {vrflvvr}vvr)v

[Jz(U)l,’LUS) - (’LUl, {w17w2}7w27 {w27w3}7w35 CIE) {ws—17ws}7ws)7

nech v, = w;. Zretazenim sledov p(vi,v,), p(wy,ws) nazveme sled

l"(vla UT) D ”’(wlv ws) =

- (vlv {vla 1)2}7 V2, ..y {(Urfl; vr}; Uy = W1, {wla w2}; w2, ..., {wsfla ws}; wS)'
Zretazenie orientovanych sledov a polosledov definujeme analogicky.

Pozndmka. Zretazenie p(u, w)® p(w,v) dvoch ciest p(u, w) p(w, v) nemusi byt
cesta, vo vSeobecnosti mozeme dostat sled.

Definicia 3.6. Nech G = (V, H) je graf, resp. digraf, nech u, v € V. Hovorime,
%e vrchol v je dosiahnutelny z vrchola u v grafe, resp. digrafe G, ak v grafe,
resp. digrafe G existuje u—v sled, resp. u—v orientovany sled.

Veta 3.1. Ak v grafe G = (V, H) existuje u—v sled pre niektoré u,v € V, u # v,
potom v niom existuje aj u—v cesta.

DOkAzZ.
Nech p(u,v) je u—v sledom. Ak sa v fiom ziaden vrchol neopakuje, p(u,v) je
cestou. Nech

(U = 1, {’01,1)2},?)2, RN {kalavk};vka {vkvkarl}v <o, U,

¢ast na vylaéenie

{vl;vlJrl} ey {vrflvvr}vvr - ’U)
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je u—v sled, kde sa nejaky vrchol w vyskytuje viackrat. Nech vy je prvy vyskyt,
vy posledny vyskyt vrchola w v slede, t. j. vy = w, v; = w. Vytvorme novy sled
vynechanim ¢asti daného sledu zac¢inajuc hranou {vy, vi4+1} a kondiac vrcholom
v; véitane. Dostaneme postupnost vrcholov a hran

(U - Ul,{'l)l,UQ},UQ, .. .,{’l)k,l,’l}k},’l}k - vl;{vlvvl+1} .. '5{2)7“717(07’};1)7“ - U).

PretoZe vy, = v; = w, je posledné postupnost sledom, v ktorom sa vrchol w
vyskytuje len raz. Uvedeny postup opakujeme dovtedy, kym nevyluc¢ime vsetky
viacnasobné vyskyty vrcholov. |

Definicia 3.7. Nech u(u,v) je sled, resp. polosled v grafe G. Oznacme V), .,
mnozinu vSetkych vrcholov sledu pu(u,v), Hy,(y,») mnozinu vietkych hran sledu
w(u,v). Potom Struktira G, u.v) = (Vu(u,v), Hu(u,w)) je grafom, ktory nazveme
graf indukovany sledom p(u,v).

3.2 Suvislost grafov

Definicia 3.8. Hovorime, ze graf G = (V, H) je stivisly, ak pre kazda dvojicu
vrcholov u,v € V existuje u—v cesta. Inak hovorime, ze graf G je nesuvisly.

V definicii 1.16 (str.22) sme definovali pojem maximalneho podgrafu grafu
G s vlastnostou V. Tento pojem teraz vyuzijeme v nasledujtcej definicii.

Definicia 3.9. Komponent grafu G = (V, H) je jeho lubovolny maximélny
suvisly podgraf.

Definicia 3.10. Mostom v grafe G = (V, H) nazveme taka hranu grafu G, po
vylaceni ktorej vzrastie pocet komponentov. Artikulaciou v grafe G nazveme

taky vrchol, po vylaceni ktorého spolu s incidentnymi hranami vzrastie pocet
komponentov.

Definicia 3.11. KruZnica je pravidelny suvisly graf 2. stupiia. Kruznicu o n
vrcholoch budeme oznacovat C,,.

Veta 3.2. Kruznica C,, = (V,H) md n hrdn.

DOKAZ.

Plati: > .y deg(v) = 2.|H| Pretoze deg(v) = 2 pre kazdy vrchol v € V, plati:

2.[H| =) deg(v) = > 2=2|V|.

veV veV

veV
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Z posledného vztahu uz vidime, ze |V| = |H| a teda |H| = n.

Veta 3.3. Vsetky vrcholy a hrany kruznice C,, moZno usporiadat do cyklu
(Ula {U17 U2}a V2,..., {Un—la Un}a Un, {Un7 Ul}a U1 )

DOkAZ.
Zostrojme taky tah

(v1,{v,v2}, ..o {vk—1, vk}, v&) (3.4)

v kruznici C,,, ktory ma najvicsi pocet hran. Ziaden z vrcholov v; pre i =
2,3,...,k—1sav tahu (3.4) nevyskytuje dvakrat, inak by tento vrchol musel

.....

Teraz ukazeme, ze ak (3.4) je tah s najvaésim poc¢tom hran, potom musi
byt uzavrety, t. j. v1 = vg. Nech vy # vg. KedZe vrchol v méa stupen 2,
musi existovat hrana {vg,v;} # {vg_1,vk}, kde vrchol v; sa nerovné vrcholu
vk (lebo hrany grafu st dvojice roznych vrcholov), ani vrcholu vi—1 (lebo hrany
{vg, v}, {vk—1,v} st rozne), ani ziadnemu z vrcholov vg,vs,...,vx—2 (lebo

.....

nevyskytuje. Ak priddme hranu {v, v;} k fahu (3.4), dostaneme znovu tah

(vlv {1}1,1)2}, ceey {kalvvk};vka {vk;vl}vvl)a

.....

sme dostali spor. Ak je tah (3.4) s najviacsim poc¢tom hrén, potom musi byt
uzavrety, t. j. v1 = vk, a teda (3.4) je cyklus.

Teraz treba este dokédzat, ze kazdy vrchol kruznice C,, lezi na cykle (3.4).
Vsimnime si, Ze kazdy vrchol cyklu (3.4) je incidentny s prave dvoma hranami
cyklu. Pretoze stupne vSetkych vrcholov st rovné ¢islu 2, ziaden vrchol cyklu
(3.4) uz nie je susedny so ziadnym inym vrcholom neleziacim na tomto cykle,
z Coho vyplyva, ze graf G; indukovany cyklom (3.4) je maximdlny sivisly
podgraf kruznice C,, — t. j. jej komponent. KedZe C,, je suvisly graf, m4 iba
jeden komponent, a teda Gy = C,,. |

3.3 Typy suvislosti digrafov

Definicia 3.12. Nech G = (V, H) je digraf. Povieme, Ze digraf G je slabo
suvisly, alebo neorientovane suvisly ak pre kazda dvojicu vrcholov u,v € V
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existuje v G u—v polosled; inak je digraf G nesuvisly.

Povieme, ze digraf G je jednostranne suvisly, alebo orientovane suvisly,
ak pre kazda dvojicu vrcholov u,v € V existuje v 6 u—v sled alebo v—u sled.
Digraf G je silne stuvisly, ak pre kazda dvojicu vrcholov u,v € V existuje aj
orientovany u—v sled aj orientovany v—u sled.

Eomponent digrafu G je maximalny neorientovane suvisly podgraf digrafu

Obr. 3.3: Digrafy s roznymi typmi savislosti.
a) neorientovane sivisly  b) orientovane suvisly  c) silne suvisly

Poznamenajme este, Ze ak je digraf G silne suvisly, potom je aj jednostranne,
resp. orientovane suvisly, ak je digraf G orientovane suvisly, potom je aj slabo
suvisly. Preto digraf s diagramom c¢) na obrazku 3.3 je aj silne stuvisly, aj jedno-
stranne, resp. orientovane suvisly aj slabo stvisly. Podobne digraf s diagramom
b) na tom istom obrazku je aj jednostranne suvisly aj slabo savisly.

3.4 Tarryho prieskum grafov

V ¢asti 3.2 sme definovali pojmy stvislost grafu a komponent grafu. Stojime
teraz pred otézkou, ako zistit komponenty daného grafu G. Pre jednoduché grafy
s malym poctom vrcholov a hran sa zd4, Ze komponenty grafu ihned vidime —
zvl4st v pripadoch, ked médme k dispozicii jeho prehladny diagram.

Predstavme si grafovy model G = (V, H) cestnej siete s niekolkymi tisickami
vrcholov a hran zadany niektorym sposobom popisanym v ¢asti 1.3. Tu uz
odpoved na otézku, ¢i je prislusny graf stvisly, nie je trividlna a nepomoze nam
ani diagram grafu, pretoze v nom nemusia byt jednotlivé komponenty zakreslené
oddelene.

Z mytoldgie Citatel iste poznd niekolko pribehov o labyrintoch. Krizovatky
chodieb ¢ komnaty labyrintu mozeme modelovat vrcholmi grafu G, chodby la-
byrintu buda hrany grafu G. Nesfastnik strateny v labyrinte potrebuje néjst
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vychod, ktory moze byt na niektorej hrane alebo v niektorom vrchole grafu G.
Nestastnik vSak neméa plan celého labyrintu, vie len, ktoré chodby vychadzaji
z krizovatky, v ktorej sa prave nachadza. Na to, aby nasiel vychod, potrebuje
nestastnik postup, ktory ho prevedie kazdym vrcholom a kazdou hranou laby-
rintu, pricom vyuzije iba lokalnu informaciu o okoli vrchola, v ktorom prave
stoji. M4 nestastnik Sancu?

Pri zistovani stvislosti grafu i pri tiniku z labyrintu sme v podobne;j situdcii
— z lokdlnych informdcii ustudif na globalnu vlastnost grafu. Jeden z najjed-
noduchsich algoritmov uvddza Tarry (1895) a je zndmy pod ndzvom Tarryho
prieskum grafov.

Vseobecnejsie pod prieskumom grafu rozumieme systematické usporiadanie
(a teda aj prezretie) vSetkych vrcholov alebo vsetkych vrcholov a hran grafu
s vyuzitim lokéalnej informécie o okoliach vrcholov. Okrem Tarryho prieskumu
budeme hovorif este aj o prehladavani grafu do hibky a do girky v kapitole 4.

Algoritmus 3.1. Tarryho algoritmus na konstrukciu takého sledu v grafe
G = (V, H), ktory zac¢ina v Iubovolnom vrchole s € V, prejde vSetkymi hranami
komponentu grafu G a skonéi vo vrchole s. Vysledny sled budeme volat Tarryho
sled.

e Krok 1. Za¢ni z fubovolného vrchola s € V, poloz u := s, T' = (u).
{T je inicializacne trividlny sled, obsahujici jeding vrchol.}

e Krok 2. Ak mozes, vyber k poslednému vrcholu u sledu T dalSiu inci-
dentnti hranu {u, v} podla nizsie uvedenych pravidiel T1, T2 a zarad ju
do sledu T'. Zaznac si smer pouZzitia hrany {u,v}. Ak doteraz vrchol v este
nebol zaradeny do sledu 7', ozna¢ hranu {u, v} ako hranu prvého prichodu.
Pri vybere hrany dodrzuj nasledujice pravidla:

T1: Kazda hranu mozno v jednom smere pouzit iba raz

T2: Hranu prvého prichodu mozno pouzit, iba ak niet inej moznosti

e Krok 3. Ak takd hrana neexistuje — STOP.
Inak poloz u := v a pokracuj Krokom 2.

&

Veta 3.4. Tarryho algoritmus skonci po konecnom pocte krokov. Tarryho sled
p(u,v) v stvislom grafe G = (V, H) je uzavrety a obsahuje kaZdi hranu grafu
G prdve dvakrdt.
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DOKAZ.

Nech m = |H| je pocet hrén grafu G. PretoZe kazda hranu moZno pouzit najviac
dvakrét, Tarryho algoritmus najneskor po pridani 2m hran do sledu 7' = p(s, v)
skonci.

UkéaZeme, Ze Tarryho sled je uzavrety. Predpokladajme, Ze sled T' = u(s, v)
zostrojeny Tarryho algoritmom nie je uzavrety. Potom by bol pocet hran po-
uzitych v smere do vrchola v o 1 vd¢si nez pocet hran v smere z vrchola v.
Posledny vrchol v by mal eSte jednu hranu nepouzitd v smere von z vrchola v,
a teda algoritmus by mohol pokrac¢ovat v predlzovani sledu p(s, v). Sled p(s,v)
je teda uzavrety.

Nech (s = v1,va,...,v;) je poradie vrcholov, v akom sa v slede T vyskytuji
po prvykrat. Matematickou indukciou dokazeme, zZe sled T obsahuje vsetky
hrany incidentné s kazdym vrcholom postupnosti (s = vy, ve,...,v) pouzité
v oboch smeroch.

Z vrchola s = v; sme vyStartovali a don sa nakoniec vratili, a kedZe uz
nemozno z neho dalej pokracovat, musia byt vSetky hrany jeho okolia pouZité
v smere von. Pocet hran okolia v; pouzitych v smere von sa rovna poctu hran

Ve I v v v v 7
pouzitych v smere dnu a kedze ziadnu hranu nemozno pouzit dvakrat v tom
istom smere, mozeme uzavriet, ze kazd4 hrana okolia v; je pouzitd v oboch
smeroch prave raz.

Nech pre kazdy vrchol v; postupnosti (s = wvy,va,...,0,_1) SU pouzité v
slede T vsetky hrany okolia v; v kazdom smere prave raz. Nech do vrchola v,
sme pri§li prvykrat hranou {v;, v}, i < r. KedZze podla indukéného predpokladu
su v slede pouzité vSetky hrany okolia v; v kazdom smere prave raz, existuje v
slede aj hrana {v,.,v;} pouzitd v smere von z v,. Tato hrana vSak bola hranou
prvého prichodu do v, a teda mohla byt pouZitd az potom, ¢o boli pouZité
vSetky ostatné hrany okolia v, v smere von, z ¢oho vyplyva, ze vSetky hrany
smerom von z v, boli pouzité. Pocet prichodov do v, je rovny poc¢tu odchodov
z vy, ziadna hrana nebola pouzitd v jednom smere dvakrat a teda kazda hrana
okolia v, bola pouzita prave raz.

Nakoniec ukazeme, ze Tarryho sled obsahuje vSetky vrcholy. Nech v je vrchol,
ktory nie je v Tarryho slede T. Pretoze graf G je suvisly, existuje s—v cesta
u(s,v). Nech w je prvy vrchol na ceste p(s,v) ktory nepatri do T'. Oznacme
(s, w) je usek cesty p(s,v) zac¢inajuci vrcholom s a konéiaci vrcholom w. Cesta
(s, w) mé ta vlastnost, ze jediny jej vrchol nepatriaci do sledu T je vrchol w.
Nech u je predposledny vrchol tejto cesty. Vrchol u uz patri do sledu 7T, ale
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hrana {u, w} uZ nie, ¢o je spor s tym, Ze Tarryho sled obsahuje s kazdym svojim
vrcholom aj vSetky hrany jeho okolia.

|
prvy vyskyt vrchola v, posledny vyskyt vrchola v,
N N\
O O O LRI O O O
V; Uy Uy (%
hrana prvého prichodu do v, hrana prvého prichodu do v,

Obr. 3.4: Tarryho sled s prvym a poslednym vyskytom vrchola v,..
Hrana {v;,v,} je hrana prvého prichodu do vrchola v,
preto sled musi po poslednom vyskyte vrchola v, pokra¢ovat hranou {v,,v;}.

Priklad 3.1. Urobte prieskum grafu G = (V,H), ktorého diagram je na
obrazku 3.5.

Prislusny graf G = (V, H) ma mnozinu vrcholov V' = {1,2,3,4,5,6,7}
a mnozinu hrdn H = {{1,2},{1,3},{2,3},{3,4},{4,5}, {4, 7},{5,6},{5,7}}. Pre
prehladnost algoritmus realizujeme v tabulke, ktor4d bude mat pre kazdt hranu
a kazdy vrchol jeden stlpec, v ktorom zaznamendvame smer pouzitia hrany,
resp. navstivené vrcholy. Ak bola hrana pouzitd ako hrana prvého prichodu,
zaznacime smer jej pouzitia dvojitou sipkou, inac¢ znacime smer pouzitia hrany
jednoduchou sipkou. Prvy stipec tabulky obsahuje ¢islo riadku, do druhého
stipca tabulky postupne zapisujeme hrany zaradované do Tarryho sledu.

Zacéneme z vrchola 3. Tejto skuto¢nosti zodpoveda 1. riadok tabulky, v kto-
rom naznac¢ime, ze vrchol 3 uz bol preskiimany.

Systematicky prehladdvame zoznam hran, kym poprvykrat nenarazime na
hranu incidentnt s vrcholom 3 zaraditelnt do Tarryho sledu. Tou je hrana
{1, 3}, ktort zaradime do sledu v smere (3,1). Tejto operacii zodpoveda druhy
riadok tabulky v ktorom druhy stipec obsahuje pouzitt hranu, v stipci hrany
{1, 3} dvojita sipka oznacuje, Ze hrana bola pouzitd ako hrana prvého prichodu
do vrcholu 1 a nakoniec znacka e v stipci vrcholu 1 znamené, Ze sme prave
preskiimali vrchol 1. Dalej systematicky prehladdvame zoznam hran a ako
prva zaraditelnt hranu najdeme hranu {1,2}. Treti riadok tabulky zodpoveda
zaradeniu hrany {1, 2} v smere (1,2) a preskiimaniu vrchola 2 atd.

Ak by sme hrany priddvané do sledu zapisovali mimo tabulky, potom by
nam stacil len jeden jej riadok, do ktorého by sme zapisovali smer pouzitia
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hrany a navstivené vrcholy. Pri realizacii algoritmu v pocitaci to tak skutoc¢ne
budeme robit. Pre ilustraciu vypocétového postupu je vsak tabulka vyhodnejsia,
pretoze v nej vidime vyvoj znacenia hran a vrcholov po jednotlivych krokoch.

(5
(4 ®

@

Obr. 3.5: Diagram grafu k prikladu 3.1.

{12} {13} {2,3} {34} {45} {47} {56} {57}[1 23 45 6 7]
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{1,3} —
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Hladany Tarryho sled je teda (3, {3,1}, 1, {1,2}, 2, {2, 3}, 3, {3,2}, 2, {2,1},
1, {1,3}, 3, {3,4}, 4, {4,5}, 5, {5,6}, 6, {6,5}, 5, {5,7}, 7, {7, 4}, 4, {4,7}, 7,
{7,5}, 5, {5,4}, 4, {4,3}, 3) .

Moderné algoritmické tedria grafov je nemyslitelnd bez odhadu zlozitosti
navrhnutych algoritmov. Aj my sa budeme snazit stanovit zlozitost nasich algo-
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ritmov. Ako je to z tohto hladiska s Tarryho algoritmom, ak ho aplikujeme na
graf G = (V, H) s n vrcholmi a m hranami? Pred zaradenim kaZdej hrany sys-
tematicky skiimame mnozinu hran H z hladiska zaraditelnosti do sledu, pricom
musime vyskuSat najviac m hran. Kedze Tarryho sled ma 2m hran, moZzeme
zhora odhadntif poéet preskiimani hran na 2m x m = 2m?2. KedZe presktima-
nie jednej hrany vyzaduje konstantny pocet elementarnych operacii, mézeme
uzavriet, Ze podet vSetkych operacii nutnych pre vykonanie Tarryho algoritmu
mozno zhora ohraniéit ¢islom K.m? a teda Tarryho algoritmus (v implementacii
podla prikladu 3.1) mé zlozitost O(m?).

Tu by ¢itatel mohol navrhnut, Ze nie je nutné prehladavat celtt mnozinu hran.
Ked doterajsi sled konéi vrcholom wu, stac¢i prehladat len hrany okolia vrcholu
u a tych je najviac n — 1. Takymto zlepsenim dostaneme algoritmus zlozitosti
O(m.n). Kedze v mnohych grafoch byva m > n, je to isté zlepSenie pévodného
pristupu.

Este lep$iu implementéciou mozno urobif tak, ze pre kazdy vrchol v € V
budeme udrziavat zoznam Z(u) takych hrdn jeho okolia, ktoré este neboli
pouzité v smere von z vrchola u. Dalej si pre kazdy vrchol v zapamétame
hranu prvého prichodu do u, t. j. hranu, ktorou sme sa poprvykrat dostali do
vrchola u. Ak doterajs$i Tarryho sled konéi vo vrchole u, dalej ho rozsirime o prvi
hranu zoznamu Z(u) réznu od hrany prvého prichodu do vrchola u a zaradent
hranu vylaéime zo zoznamu Z(u), ak ma Z(u) viac ako jeden prvok. Az ked
Z(u) obsahuje jedint hranu (je to hrana prvého prichodu do «) pouZzijeme na
rozsirenie Tarryho sledu tato hranu.

V takejto implementacii Tarryho algoritmu uz zaradenie dal§ej hrany do
Tarryho sledu vyzaduje pocet operacii, ktoré mozno zhora ohranicit konstantou.
(St to kontrola, ¢ Z(u) mé nula, jeden alebo viac prvkov, vyber prvej hrany zo
Z(u), kontrola, ¢ to nie je hrana prvého prichodu, ak 4no vyber dalsej hrany zo
Z(u), zaradenie vybratej hrany do Tarryho sledu a vylicenie zaradenej hrany zo
zoznamu nezaradenych hran Z(u) okolia vrchola u). Preto moZno pocet operacii
nutnych na vykonanie Tarryho algoritmu zhora ohranicit vyrazom K.m, kde
K je vhodné konstanta. ZloZitost takto implementovaného algoritmu sa rovna
O(m). Dostali sme implementéciu Tarryho algoritmu, ktoré je podstatne lepsia
ako povodnd so zlozitostou O(m?). Kedze do Tarryho sledu treba zaradif 2m
hrén, neexistuje algoritmus na zostrojenie Tarryho sledu s mensou zlozitostou.
Problém zostrojenia sledu, ktory kazdd hranu savislého grafu obsahuje prave
dvakrat, ma zlozitost O(m).
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Na tomto priklade vidime, aky podstatny vyznam pre efektivnost algoritmu
maju udajové struktary pouzité pri jeho implementéacii.

3.5 Najkratsia cesta

Definicia 3.13. Nech p(u,v) je u—v sled (resp. orientovany sled, resp. polo-

sled) v hranovo ohodnotenom grafe G = (V, H, c¢) (resp. digrafe G = (V,H,c)).
DlZkou sledu (polosledu) p(u,v) alebo tiez cenou sledu (polosledu)
nazveme sicet ohodnoteni jeho hran, pricom ohodnotenie kazdej hrany zapoci-
tavame tolkokrat, kolkokrat sa tato hrana v slede vyskytuje. Dizku sledu p(u,v)
budeme znacit d(p(u,v)).

Poznamka. Podla definicie 3.1 (str. 59) sa priptsta aj trividlny sled s jedinym
vrcholom a ziadnou hranou. Dizka takéhoto sledu je nulova.

Pozndmka. Predchadzajtcou definiciou je definovand i dizka fahu, orientova-
ného tahu, cesty, polotahu a polocesty, pretoze vsetky tieto pojmy st $pecial-
nym pripadom sledu, resp. polosledu.

Pre tah, polotah, cestu, a polocestu, (v ktorych sa podla ich definicie kazd4 hrana
moze vyskytovat len raz), mozeme zjednodusene definovat: Dizka d(u(u,v))
tahu (polotahu, cesty alebo polocesty) p(u,v) je sicet ohodnoteni ich hran, t. j.

d(p(u,v) = Y c(h).
hep(u,v)

Pre sledy kvoli viacnasobnému vyskytu hran v postupnosti p(u,v) posledny
zapis nemodzeme pouzif. Ten totiz kazdej hrane h € p(u,v) zapocitava jej
ohodnotenie iba raz.

Pozndmka. Casto byva uzitoéné definovat dizku sledu p(u,v) v grafe G =
(V,H), resp. digrafe G = (V, H), ktory nie je hranovo ohodnoteny, ako pocet
hran sledu p(u,v). Takto definovani dlzka sledu je totozna s dlzkou sledu
v hranovo ohodnotenom grafe, (resp. digrafe) G' = (V, H,c), kde ¢(h) = 1
pre kazda hranu h € H.

Pozndmka. Ak p(u,v)=p(u,w) & pu(w,v), potom
A, v)) = d(pa(ut, w)) + d{pa(w, v)).
Definicia 3.14. NajkratSia u—v cesta v hranovo ohodnotenom grafe G =

(V, H,c), resp. hranovo ohodnotenom digrafe G = (V,H,c) je u—v cesta, resp.
orientovana u—v cesta p(u,v) s najmensou dizkou.



72 KAPITOLA 3. CESTY V GRAFOCH

Hladanie najkratsSej cesty v grafe alebo digrafe je frekventovand tiloha — m4
prakticky zmysel sama osebe, ale ¢asto je hladanie takejto cesty stcastou inych
algoritmov. Takmer vSetky algoritmy na hladanie najkratsich u—i ciest pre pevné
u prideluji vrcholom po dve znacky — znacka t(i) predstavuje horny odhad dizky
doteraz najlepsej ndjdenej u—i cesty a x(i) je jej predposledny vrchol. Hodnotu
znacky t(i) mdzeme povazovaf tiez za horny odhad dizky najkratsej u—i cesty.

t() ! i
X(J),/ ',
/ ll c(i.))

o t(i)
i

./

.

Obr. 3.6: K principu algoritmov na hladanie najkratsej cesty.

V priebehu vypoctu ziskame nejakt u—i cestu p(u,i) s dizkou nanajvys
t(i) a predposlednym vrcholom x(i), a tiez nejakt u—j cestu p(u,j) dizky
nanajvys t(j) s predposlednym vrcholom z(j). Ak (i,7) je orientovand hrana,
t. j. (i,7) € H a plati

t(5) > (@) + (i, j),

znamend to, ze cesta u(u,i) predizena o hranu (i,j) do vrchola j s dlzkou
nanajvys t(i) + c(i,7) ma mensiu dizku nez doterajsi horny odhad ¢(j) dizky
najkratsej u—j cesty. KedZe predposledny vrchol prave zlepsenej u—j cesty je
vrchol i, polozime v tomto pripade t(j) := ¢(i) + c(4,7), =(j) := i. Tento
princip zlepSovania ciest je v tej ¢i onej forme obsiahnuty v kazdom algoritme
na hladanie najkratsej cesty.

Algoritmus 3.2. Zakladny algoritmus na hladanie najkratsich orientova-
nych u—v ciest z pevného vrchola u € V do vSetkych dosiahnutelnych vrcho-
lov v € V' v hranovo ohodnotenom digrafe 6 = (V, H,¢) s nezdpornou cenou
hrany c(h).
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e Krok 1. Inicializacia.
Pre kazdy vrchol ¢ € V prirad dve znacky t(i) a (7).
{Znacka t(i) predstavuje horny odhad dizky doteraz ndjdenej najlepsej u—i
cesty a x(i) jej predposledny vrchol.}
Poloz t(u) :=0, t(i) ;== oo pre i € V, i #u a x(i) := 0 pre kazdé i € V.

e Krok 2. Zisti, ¢i existuje orientovana hrana (i, j) € H, pre ktort plati
t(j) > t(i) + (4, J). (3.5)
Ak taka hrana (i,j) € H existuje, potom poloz
(7)== t(i) + c(i,g),  x(j) =1
a opakuj Krok 2.

e Krok 3. Ak takd orientovand hrana (z kroku 2.) neexistuje, najkratsiu u—
cestu zostroj potom spétne pomocou znaciek z(i) ako cestu prechddzajicu

vrcholmi
i, 2(i), (x(1)), (z(z(i))), . .., u

teda tato najkratSia cesta bude mat tvar

(..., 2(z(2(0))), (2(z(2())), z(2(1))) , z(2(2)),

hrana

(@(2(2)), 2(2)), 2(i), (x(3),),9)
| —— ——
hrana hrana
STOP.
{Po zastaveni algoritmu koneénd hodnota znacky t(i) predstavuje dizku
najkratsej u—i cesty pre kazdy vrchol i. Ak t(i) = oo, potom vrchol i nie je
dosiahnutelny z vrchola u.}

&

Veta 3.5. V digrafe G = (V,H,c) s nezdapornou cenou hrany sa zdkladny
algoritmus zastavi po konecnom pocte krokov.

DOKAZ.

Konec¢nost zakladného algoritmu ukéZeme pre jednoduchost najprv pre celodi-
selné ceny hran. Krok 2 zédkladného algoritmu znizi znacku jedného vrchola naj-
menej o hodnotu A = 1. KedZe (vzhladom na nezapornost ceny hrany) znacky
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t( ) musia byt nezdporné, po koneénom pocte Krokov 2 zakladny algoritmus
musi skonéit.

Pre raciononéalne ceny hran ¢islo polozime A = %, kde g je spolo¢ny menovatel
cien vSetkych hran.

Pre vSeobecné realne ceny hran stanovime A ako minimum kladnych hodnot
vSetkych linedrnych kombindcii cien vSetkych hran s koeficientami z mnoziny
{—1,0,1}. Hodnota, o ktort sa znizi znacka t(j) je rozdielom diZok pévodne;
a zlepSenej u—j cesty a d4 sa napisat ako lindrna kombindcia cien vSetkych hrédn
s koeficientami z mnoziny {—1,0,1} a je zdola ohrani¢end prave definovanou
hodnotou A. |

Veta 3.6. Po skonceni prace zdkladného algoritmu na hladanie najkratsej cesty
pre kaZdy vrchol v € V' plati: Vichol v je dosiahnutelny z vrchola u prdve vtedy,
ked't(v) < co. Ak je znacka t(v) konecnd, potom t(v) predstavuje diZku najkratie;
orientovanej u—v cesty a znacka x(v) je predposledny vrchol tejto cesty.

DOkAz.

Najprv ukdzeme, Ze ak je znacka t(i) konecnd, potom t(x (7)) < ¢(7).

Zakladny algoritmus najde ako prva hranu (i,5) € H, pre ktort plati ¢(j) >
t(i) + ¢(i, ), hranu typu (u, j). Doteraz bolo t(j) = oo, preto polozime ¢(j) :=
c(u,9), 3(j) = u a plati #(z(7)) = t(u) = 0 < e(u.§) = £(j).

Nech v priebehu zakladného algoritmu plati: Ak je znacka ¢(i) kone¢nd, potom
t(z(i)) < t(i). Nech pre orientovant hranu (i,7) € H plati 3.5. Nech &k je
taky vrchol, ze z(k) = j, podla predpokladu plati t(j) = t(z(k)) < t(k). Tato
nerovnost po znizeni hodnoty znacky ¢(j) na hodnotu ¢(j) := ¢(i)+c(i, j) ostéva
v platnosti. Pretoze ¢(i,j) > 0, t(i) < t(j) a po polozeni x(j) := ¢ mame
t(z(5)) < t(j). Ak mé vrchol ¢ koneénii znacku ¢(7) potom postupnost

#(0), t(x(0)), t(w (2 (i), .. (@™ (D)) ... t(u),

kde z(®) (1) je definované takto z(V) (i) = x(i), 2 (i) = x(z*~1Y (7)), je nerasti-
cou postupnostou ¢isel, t. j.

t(i) > t(x(i) > t(x(x(i) > - > t@® (@) > - > t(u) = 0.
Dalej ukézeme, Ze ak t(i) < 0o, potom postupnost
i), x(x(i)),. .., 2® @) .. u, (3.6)

v ziadnom $tadiu prace zédkladného algoritmu neobsahuje ziaden vrchol viackrat.
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Prva hrana (i,j) v priebehu vypoétu algoritmom 3.2, pre ktora t(j) > t(i) +
(i, ) je hrana typu (u, j). Po vykonani priradenia

t(j) = t(u) + (i j), a z(j):=wu

postupnost (j, z(j) = u) neobsahuje ziaden vrchol viackrat.

Nech pred dalsim krokom 2. zdkladného algoritmu 3.2 postupnost (3.6) neob-
sahuje ziaden vrchol viackrat. Nech (7, 7) je takd hrana, ze t(j) > t(i) + c(4, j).
Pretoze c(i, j) > 0, musi byt ¢(j) > t(i) > t(x*(i)), a preto j nemoze byt prvkom
postupnosti (3.6). Po vykonani kroku 2. bude t(j) = t(i) + ¢(i,7) a z(j) = 1.
Z dokazaného mozeme uzavriet, Ze postupnost

i, 2(j) =i, z(z(j)) = 2(),..., 2P () =2FV@E) . u (3.7)

neobsahuje ziaden vrchol viac ako raz.

Kedze pre kazdy vrchol j, j # u s kone¢nou znackou t(j) je definovany pred-
chodca x(j), musi byt poslednym vrcholom postupnosti (3.6) vrchol u — jediny
vrchol s kone¢nou znackou, ktory nemé definovaného predchodcu.

Doteraz sme dokazali: Ak je znacka ¢(i) koneénd, potom existuje také priro-
dzené &islo 7, ze 2(") (i) = u a postupnost vrcholov (z(") (i), 2"V (i), ..., x(i),4)
definuje u—i cestu, t. j. vrchol 7 je dosiahnutelny z vrchola u.

Teraz ukazeme, Ze ak znacka t(j) je kone¢né, potom ¢(j) je hornym odhadom
dlzky najkratsej u—j cesty. Zakladny algoritmus najde ako prvi hranu (i, 7) € H,
pre ktort plati 3.5, hranu typu (u, j). Doteraz bolo ¢(j) = oo, preto polozime
t(5) := c(u,7), ¢o je dizka cesty (u,(u,j),7), a teda ¢(j) je hornym odhadom
dlzky najkratSej u—j cesty.

Nech v priebehu zdkladného algoritmu plati: Ak je znacka t(i) koneéna,
potom t(i) je hornym odhadom najkratSej u—i cesty. Ak pre hranu (i,5) € H
plati 3.5, potom doteraz ndjdena u—i cesta predizena o hranu (i, j) je u—j cestou
a mé horny odhad dlzky t(i) + c(i, j), ¢o je hodnota novej znacky t(j).

Teraz ukdzeme, Ze ak je vrchol v dosiahnutelny z vrchola u, potom ¢(v) < oo
a t(v) je dlzka najkratsej u—v cesty pre lubovolné v € V. Nech

p(u,v) = (u=v1, (v1,v2),02,...,0—1, (Vk—1,Vk), Vp = V)
je najkratsia u—v cesta, nech t(v) > d(u(u,v)). Pre i =1,2,...,k oznaéme

w(u,v;) = (u = vy, (v1,02),v2, ..., 01, (Vi—1,V;), ;)
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7 definicie dizky cesty vyplyva d(p(u,v1)) = d(p(u,u)) =0aprei=2,... k

d(p(u, vi)) = d(p(u, vi-1)) + c(vi-1, v;). (3.8)

Je t(v1) = t(u) = 0 = d(u(u,v1), a podla predpokladu t(vy) = t(v)
d(p(u,vg) = d(p(u,v)). Nech r je najmensi index, pre ktory plati ¢(v,)
d(p(u,vy)). Z dokdzaného vyplyva, ze 1 < r < k.

Pretoze t(vy—1) = d(p(u, vr—1)) a podla 3.8

>
>

d(p(u, vr)) = d(p(u, vr-1)) + c(vr—1,vr),
moZeme pisat
t(vr) > d(p(u, vy)) = d(p(u, vr—1)) + c(vr—1,0r) = t(vr—1) + c(Vr—1,0r)

Za predpokladu, Ze existuje také v, Ze t(v) je vicsie nez dlzka najkratsej u—v
cesty, sme nasli hranu (v,_1,v,), pre ktort plati t(v,) > t(v,—1) + c(vr—1,v,),
¢o je vSak v spore s podmienkou ukoncenia prace zakladného algoritmu. |

Poktsme sa odhadnit zlozitost zédkladného algoritmu. Majme digraf G =
(V,H,c), nech |V| = n, |H| = m. Pre tento Ucel Specifikujme spdsob pre-
hladdvania hranovej mnoziny H tak, Ze ju usporiadame do postupnosti H =
(h1, ha, ..., hy) a v tomto poradi skasame, ¢i t(j) > (i) + (i, j), a ak dno, uro-
bime prislusné zmeny znaciek ¢(j), z(j). Dalej budeme pokracovat dalsou hranou
v poradi. Ak ddjdeme na koniec postupnosti hran, dalej pokracujeme zase prvou
hranou dovtedy, kym neskonstatujeme, zZe sme po prezreti celej postupnosti ne-
nasli ani jedno zlepSenie. Jedno prezretie celej postupnosti orientovanych hran
urobime v ¢ase O(m). UkdZeme, Ze postupnost hrén budeme prezeraf najviac
n-krat.

Po prvom prezreti ndjdeme vsSetky najkratSie orientované cesty, ktoré su
jednohranové. Znacky ich koncovych vrcholov sa uz v dalsich koldch nebuda
menit (lebo sa uz nedaji zmensit).

Predpokladajme, ze po (k — 1)-vom prezreti postupnosti H sa uz znacky ¢(7)
vSetkych vrcholov i € V| do ktorych existuje najkratsia u—i cesta s (k — 1)
hranami, rovnaji dizke najkratSej u—i cesty. Nech do j € V existuje taka
najkratSia cesta p(u, j), ktord mé prave k hran. Nech predposledny vrchol cesty
w(u, j) je i, nech (7, 5) je jej poslednd hrana. Skratenim cesty p(u, j) o posledny
vrchol a posledni hranu dostaneme cestu p(u, ), ktoré je najkratSou u—i cestou
(inak by p(u,j) nebola najkratsia u—j cesta). Cesta p(u,i) ma prave (k — 1)
hran, a preto podla predpokladu ¢(i) = d(p(u,1)).




3.5. NAJKRATSIA CESTA 7

Potom d(p(u,j)) = d(wp(u,i)) + c(i,j) = ¢(i) + c(i,j). Pri k-tom prezreti
postupnosti H skontrolujeme aj hranu (i, j), a ak ¢(j) > ¢(:) + ¢(i, j), polozime
t(4) := t(3) + c(i, §), ¢im sa znacka t(j) stane rovnou dizke najkratsej u—i cesty.

Pretoze vsak v digrafe G s n vrcholmi nemdie existovat cesta s viac ako
n—1 hranami, znamen4 to, Ze sme po (n— 1) prezretiach nasli véetky najkratsie
orientované cesty. DalSie n-té prezeranie postupnosti hran nam len potvrdi, Ze
uz niet o zlepsovat. Zlozitost zékladného algoritmu je O(n.m). Ak by sme ju
cheeli vyjadrit len pomocou n, mame s vyuzitim m < n? zlozitost O(n?).

Zékladny algoritmus je formulovany pre digrafy, méZeme ho vSak Tahko pri-
sposobit pre pouzitie v hranovo ohodnotenom grafe G = (V, H,¢), tak, Zze ho
budeme povazovaf za digraf s rovnakou mnozinou vrcholov V', ktory bude mat
ku kazdej hrane h € H dvojicu opacne orientovanych hran, obe s rovnakou
cenou c(h).

Zéakladny algoritmus je pouzitelny aj na také digrafy, ktoré maju ako cenu
hrany vSeobecné (teda aj zdporné) redlne ¢islo. Nutnou a postacujiicou podmien-
kou pouzitelnosti tohto algoritmu je, aby digraf 5 neobsahoval cyklus zapornej
dlzky. Toto trividlne spliiaji napriklad acyklické digrafy, ktoré neobsahuji zia-
den cyklus. Pozor! V neorientovanych grafoch stac¢i na zacyklenie zakladného
algoritmu jedina hrana so zapornou cenou.

Priklad 3.2. V digrafe G = (V, H,c), ktory je dany diagramom na obrazku
3.7 zistite vSetky najkratsie cesty z vrchola 5 do ostatnych vrcholov pouzitim
zékladného algoritmu.

Digraf 8 mé mnozinu hran s oceneniami podla nasledujicej tabulky:

h (1,3) (2,4) (3,2) (3,5 (4,3) (4,6) (5,1) (5,2) (5,6)
c(h) 30 30 10 60 80 20 30 90 150

Orientované hrany pre kontrolu nerovnosti ¢(j) > t(i) + ¢(i,j) budeme
postupne vyberat tak, ako st usporiadané v tabulke — teda v poradi (1, 3), (2,4),
(3,2), atd., az kym sa nedostaneme k poslednej hrane (5, 6). Po spracovani hrany
(5, 6) zacneme dalsie kolo prehladédvania prvou hranou (1, 3). Ak v si¢asnom kole
doslo aspon k jednému zlepSeniu znacky ¢(v), pokra¢ujeme dalsim kolom.

Vyvoj znadiek t(v), 2(v) budeme zapisovat do tabulky, v ktorej venujeme
kazdému zlepSeniu jeden riadok. V prvom stipci riadka zapiSeme hranu, ktorou
sa dosiahlo zlepSenie a v stlpci prislugného vrcholu zapiSeme zlepSent znacku
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t(v)|z(v). Pre hrany, ktorymi sa nedosiahlo zlepSenie, nebudeme vy¢lenovat ria-
dok. Ak za¢neme dalSie kolo prehladdvania hréan, oddelime dalsi riadok tabulky
dvojc¢iarou.

Zmacky tych vrcholov, ktoré sa nezmenili, nebudeme v novom riadku odpi-
sovat. Pre kazdy vrchol plati posledna zapisand hodnota znacky v jeho stipci.
Poznamenajme eSte, ze v pocitadi pre realizaciu algoritmu netreba tabulku —
stadl uchovévat posledné platné hodnoty znaciek. Nakoniec aj pri ruénom vy-
pocte by sme vystacili s jednym riadkom tabulky, ak by sme hodnoty znaciek
prepisovali. Zapis postupu rieSenia do tabulky mé vsak t0 vyhodu, Ze vidime
postup vypoctu po jednotlivych krokoch algoritmu.

h=0(i,j) tt) )] 1 2 3 4 5 6
t(v)|z(v)
- oo oof oo oo 0] oo
(5,1) 0 30|30/
(5,2) 0 90 90[5
(5,6) 0 150 1505
(1,3) 30 30 60[1
(2,4) 90 30 120]2
(3,2) 60 10 70[3
(4,6) 120 20 140[4
(2,4) 70 30 1002
(14,6) 100 20 120[4
Obr. 3.7:

Digraf 8 a tabulka s vypo¢tom najkratsich ciest z vrchola 5
pomocou zakladného algoritmu.

Najkratdia cesta z vrchola 5 do vrchola 6 ma dlzku 120 a jej predposledny
vrchol je 4, lebo vrchol 6 mé znacky #(6) = 120 a 2(6) = 4. Dalej z tabulky na
obrazku 3.7 vidime, 7e z(4) = 2, 2(2) = 3, #(3) = 1 a (1) = 5, preto najkratsia
56 cesta bude

(5,(5,1),1,(1,3),3,(3,2),2,(2,4), 4,(4,6),6).

Zakladny algoritmus je velmi jednoduchy, ¢o do opisu. V kroku 2. je vSak po-
nechand volnost vyberu dalsej hrany pre kontrolu vztahu ¢(j) > ¢(i)+c¢(i, j). Ne-
vhodna implementacia hlfadania vhodnej hrany (4, ) moze velmi predizif pracu
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algoritmu. V dalom variante tohto algoritmu obmedzime vyber hrany tym, Ze
v kazdom k-tom kole algoritmu budeme definovat mnozinu Sy zaéiatkov hrén
(4,7), ktorych konce j maji Sancu na zmenSenie znacky t(j) v nasledujicom
(k + 1)-vom kole. Mnozinu Sj41 tvoria prave tie vrcholy, ktorych znacky sa
v k-tom kole zmenili.

Algoritmus 3.3. Fordov algoritmus na hladanie najkratsich orientovanych
u—v ciest z pevného vrchola u € V do vSetkych ostatnych vrcholov v € V

v hranovo ohodnotenom digrafe G = (V, H, ¢) s nezéapornou cenou hrany c(h).

e Krok 1. Inicializacia.
Pre kazdy vrchol i € V prirad dve znacky t(i) a x(4).
Poloz t(u) =0, t(i) = oo prei € V, i # u a x(i) = 0 pre kazdé i € V.
Poloz k:=1, S, := {u}, n:=|V]|.

e Krok 2. Ak k = n, alebo ak S, = 0, STOP.
{Pre kazdé i € V plati: ak t(i) < oo, potom znacka t(i) predstavuje dizku
nagkratsej u—i cesty, ktord sa zostroji spitne z i pomocou smernikov x(i).
Ak t(i) = oo, wvrchol i nie je dosiahnutelny z vrchola u.}
Inak pokrac¢uj Krokom 3.

e Krok 3. Poloz Ski+1 := 0.

e Krok 4. Pre vSetky hrany typu (¢, 7), kde i € Sy, urob:
Ak t(j) > (i) + c(4, j), potom ¢(j) == t(i) + c(i, j), 2(j) := 4,
Ske1 = Sk U{J}-

e Krok 5. Poloz k .=k +1 a GOTO Krok 2.
&

Nech G = (V, H,c), nech |V| = n, |H| = m. Zlozitost Fordovho algoritmu
odhadneme touto Gvahou. Krok 1. sa d4 uskuto¢nit O(n) operdciami. Krok 4.
skontroluje najviac m hran a opakuje sa najviac (n — 1)-krat. Cely algoritmus
mé teda zloZitost O(m.n). Ak chceme zlozitost vyjadrif len pomocou poétu
vrcholov n, dostavame zlozitost O(n?) (s vyuzitim m < n(n — 1)).
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Poznamka.

1. Fordov algoritmus je plne pouzitelny aj pre grafy, ak kazda ich hranu pova-
zujeme za dvojicu proti sebe orientovanych hran.

2. Fordov algoritmus dokéze pracovat i s takym hranovo ohodnotenym digrafom,
v ktorom st ohodnotenia hran vseobecné — t. j. aj zaporné cisla, ak v nom
neexistuje cyklus zapornej dlzky.

Algoritmus 3.4. Dijkstrov algoritmus Algoritmus pre zostrojenie najkratsej
orientovanej u—v cesty v hranovo ohodnotenom digrafe 8 = (V,H,c) s nezé-
pornym ohodnotenim hran.

e Krok 1. Inicializicia. Pre kazdy vrchol i € V prirad dve znacky t(i) a x(7).
Znacky (i) budt dvojakého druhu, a to docasné (ktoré sa este v priebehu
vypoétu mozu zmenit) a definitivne (ktoré sa uz nemozu zmenit).

Poloz t(u) = 0, (i) = coprei € V, i # u a x(i) = 0 pre kazdé i € V.
Zvol riadiaci vrchol r := w a znacku ¢( ) pri vrchole r = wu prehlas za
definitivnu, ostatné znacky za docasné.

e Krok 2. Ak je r = v, STOP. Ak ¢(v) < oo, znacka t(v) predstavuje
dizku najkratsej u—v cesty, ktort zostroj spétne z v pomocou smernikov
x(4). Inak pre vSetky hrany tvaru (r,j) € H, kde j je vrchol s doGasnou
znackou, urob:

Ak t(j) > t(r) + c(r,j), potom t(j) := t(r) + c(r, ), (j) := r a ponechaj
zmenené znacky ako docasné.

e Krok 3. Zo vSetkych docasne oznacenych vrcholov najdi ten vrchol i,
ktory mé znacku ¢(¢) minimalnu. Znacku pri tomto vrchole i prehlas za
definitivnu a zvol za novy riadiaci vrchol r := 1.

{Pokial existuje viac vrcholov s rovnakou minimdlnou znackou, aki md
vrchol i, za definitivnu znacku méZeme prehldsit len znacku pri jednom
z tyjchto vrcholov — ten potom berieme za riadiaci. Na tie dal$ie dojde

v nasledugicich krokoch vypoctu.}
GOTO Krok 2.
&

Zlozitost Dijkstrovho algoritmu: Vo vsetkych krokoch 2. urobime spolu maxi-
malne m porovnani, pretoze pre ziadnu orientovand hranu netreba robit porov-
nanie £(j) > t(r) + c¢(r, j) viac nez raz. V8etkych operacii, ktoré sa teda urobia
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v rédmci vSetkych opakovani kroku 2., je O(m). V kroku 3., ktory sa opakuje
najviac n-krat, je treba najst minimum z maximalne n prvkov, ¢o sa da urobit
O(n) operdciami. Zlozitost Dijkstrovho algoritmu je teda O(n?).

Dijsktrov algoritmus mozno pouZit aj pre hranovo ohodnotené grafy po-
dobne, ako zékladny algoritmus alebo ako Fordov algoritmus.

Obr. 3.8: Digraf a graf so zaporne ocenenymi hranami,
v ktorych Dijkstrov algoritmus zlyhava.

Pozor!! Dijkstrov algoritmus sa nehodi na digrafy so zapornou cenou hrany
ani v pripade, ze neobsahuju zaporny cyklus. Jednoduché priklady zlyhania
Dijkstrovho algoritmu pre digraf, resp. graf so vS§eobecne ohodnotenymi hranami
vidime na obrazku 3.8.

Pozndmka. Ak upravime podmienku zastavenia v Kroku 2. na podmienku:

Ak st znacky vSetkych vrcholov definitivne, STOP,

dostaneme verziu algoritmu, ktora hlad4 najkratsie cesty z vrchola u do vSetkych
dosiahnutelnych vrcholov.

Priklad 3.3. V digrafe G = (V,H), ktory je dany diagramom na obrazku
3.9 zistite vSetky najkratsie cesty z vrchola 3 do ostatnych vrcholov pouzitim
Dijkstrovho algoritmu.

Prvy riadok tabulky (po hlavicke oddelenej dvojéiarou) zodpoveda iniciali-
zécil. VSetkym vrcholom v € V' okrem vrcholu 3 je pridelend znacka t(v) := oo,
vrcholu 3 znacka ¢(3) := 0. Znacky z(v) nemusia byt vobec definované, urcia
sa v priebehu dalsieho vypoctu. Znacka vrcholu 3 je prehldsena za definitivnu
(vytlacend hrubo) a vrchol 3 je vybraty za riadiaci vrchol.

Dalsi riadok tabulky zodpoved4 znaéeniu z riadiaceho vrchola 3. Pri tomto
znaceni sa nam zmenili znacky pri vrcholoch 2, 4, 5. Hodnoty ostatnych znaciek
opiSeme okrem definitivnych znaciek, tie uz na dalsi priebeh vypoctu nebuda
mat ziaden vplyv.
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rox(r) t(r)| 1 2 3 4 5 6
t(v)]z(v)
20
- - - ool oo 0] oo oo o
3 - 0 |oo| 40|13 80|13 603 oo
2 3 40 | oo 7012 50]2 oo
5 2 50 |80l 70|2 70|5
4 5 70 |80]5 70|5
2 [[6 5 70805
1 5 80

Obr. 3.9: Tabulka s vypo¢tom najkratsich ciest z vrchola 3
—
pre digraf G.

Miniméalna doéasna znacka t(v) v tomto riadku je znacka ¢(2) vrcholu 2,
preto znacku ¢(2) prehlasime za definitivnu (vytla¢end hrubo) a vrchol 2 bude
dalsi riadiaci vrchol. Dalsi riadok budeme preto poéitat s riadiacim vrcholom 2.

Za povsimnutie stoji riadok s riadiacim vrcholom 5. Po oznaceni z riadiaceho
vrchola 5 v riadku existuji dva vrcholy 4 a 6 s minimalnou znackou ¢(2) =
t(6) = 70. V takomto pripade za definitivnu znac¢ku moézeme prehlésit len jednu
zo znaciek ¢(2), ¢(6) (na druht pride rad v dalSom pokracovani algoritmu).
V nasom pripade sme vybrali za novy riadiaci prvok vrchol 4, ale takisto by
sme mohli zvolit aj vrchol 6.

V riadkoch s riadiacimi vrcholmi 4 a 6 sa ndm uz ziadnu znacku nepodarilo
zlepsit, ¢o vSak neznamend predéasny koniec algoritmu.

Ak by sme hladali len jednu najkrat$iu cestu — napriklad cestu z vrchola 3
do vrchola 5, skonéime vtedy, ked sa ndm podari definitivne oznacif vrchol 5,
tu konkrétne po vypocitani riadku tabulky s riadiacim vrcholom 2.

Po skonéeni algoritmu uz Tahko najdeme IubovoInii najkratSiu 3—v cestu
pomocou hodnét z(v). Tak napriklad z(1) = 5, z(5) = 2, z(2) = 3, a preto
najkratsia 3-1 cesta je (3, (3,2),2,(2,5),5,(5,1),1) a jej dizka je t(1) = 80.

Poznamenajme eSte, Ze pocita¢ moze vsetky vypocty robit v jednom riadku.
To by sme mohli nakoniec robit aj my prepisovanim ¢&isel jedného riadku, avSak
pre ruéné podcitanie je tabulka vyhodna, pretoze v nej vidime postup vypoctu
po jednotlivych krokoch.
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3.6 Vypocet matice vzdialenosti

Definicia 3.15. Reélna funkcia d definované na kartézskom stucine V x V sa
nazyva metrikou na mnozine V, ak plati:

1. Pre kazdé u,v € V je d(u,v) > 0 a rovnost nastéva prave vtedy, ked u = v.
2. Pre kazdé u,v € V plati d(u,v) = d(v,u).
3. Pre kazdé u,v,w € V, je d(u,w) < d(u,v) + d(v,w).

Definicia 3.16. Nech G = (V, H, ¢) je stvisly hranovo ohodnoteny graf alebo
silne savisly digraf, c(h) > 0. Vzdialenost vrcholov u,v € V d(u,v) je dizka
najkratsej u—v cesty.

Poznamka. KedZe sme pripustili trividlnu u—u cestu (obsahujtcu iba vrchol w),
ktorej dlzka je nulova, z definicie vzdialenosti vrcholov vyplyva, ze pre kazda
u € V plati d(u,u) = 0.

Pozndmka. Ak graf G nie je suvisly, resp. digraf G nie je silne suvisly, potom
mozno pre u € V, v € V také, Ze v nie je dosiahnutelny z u doplnit definiciu
vzdialenosti tak, Ze polozime d(u,v) = co.

Definicia 3.17. Nech G = (V, H,c) je hranovo ohodnoteny graf, ¢(h) > 0.
Definujeme:

excentricita vrchola v € V' e(v) = max{d(u,v) | u € V'}
polomer — radius grafu G r(G) = min{e(v) | v € V'}
max{e(v) | v € V}

priemer — diameter grafu G d(G)

Kazdy vrchol grafu G s minimdlnou excentricitou e(v) nazveme centralnym
vrcholom grafu G, mnozinu vsSetkych centralnych vrcholov grafu nazveme
centrom grafu G.

Pozndmka. D4 sa lahko ukazat, ze pre priemer d(G) grafu G plati
d(G) = max{d(u,v) |ue V,v e V}.

Veta 3.7. Ak v suvislom grafe G = (V, H, ¢) je c¢(h) > 0 pre kaZdi hranu h € H,
potom je funkcia vzdialenosti d : V x V. — R metrikou na mnoZine vrcholov V.

DOKAZ.
1. Ak u # v, potom najkratsia u—v cesta obsahuje aspon jednu hranu. PretozZe
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dizka hrany je kladné &islo, je pre u # v d(u,v) > 0. Ak u = v, potom podla
definicie d(u,v) = 0.

2. Nech p(u,v) je najkratsia u—v cesta pre u # v. Ak napiSeme vrcholy a hrany
postupnosti p(u,v) v opa¢nom poradi, dostaneme najkratsiu (v — u) — cestu
s rovnakou dizkou. Je teda d(u,v) = d(v,u).

3. Nech p(u,v) je najkratsia u—v cesta, p(u, w) je najkratsia u—w cesta, p(w, v)
je najkratSia w-v cesta. Zretazenie p(u,w) ® p(w,u) ciest p(u,w), p(w,u) je

dizke najkratsej u—v cesty, ¢o sa da zapisaf ako:

d(u,v) < d(u,w) + d(w,v).

Pozndmka. V digrafoch nemusi platit d(u,v) = d(v,u), preto tu funkcia d vo
vSeobecnom pripade nie je metrikou. Toto budeme mat na mysli, ked budeme
pouzivat pre ¢islo d(u,v) termin ,vzdialenost vrcholov u, v*.

Algoritmus 3.5. Floydov algoritmus na vypocet matice vzdialenosti vrcho-
lov v hranovo ohodnotenom grafe, resp. digrafe G = (V, H,¢), kde ¢(h) > 0.

e Krok 1. Zostroj maticu C = (¢;;), ktorej prvky st definované nasledovne:
ci; =0 prevsetky 1€V
a pre vsetky i, j, také, ze i # j

. c(i,j), ak{i,j} € H,resp. (i,5) € H
R = ak {i,j} ¢ H, resp. (i,j) ¢ H

Zostroj aj maticu X = (z;5), kde
xy =1t prevsetky 1€V
a pre vsetky i, j, také, ze i # j

o it , akd{i,j} € H,resp. (i,j) € H
Yoo ak {ij} ¢ H, vesp. (i) ¢ H

e Krok 2. Urob pre vsetky k =1,2,...,n=|V|:
Pre vSetky i # k také, Ze c;, # oo, a pre vSetky j # k také, Ze cp; # oo,
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urob:
Ak cij > cir + cij, potom poloz:

Cij ‘= Cik + Ckj
Tij = Tky

&

Po skonceni Floydovho algoritmu je matica C maticou vzdialenosti vrcholov
grafu, resp. digrafu G a matica X obsahuje pre kazda dvojicu vrcholov i,
j takd, ze j je dosiahnutelny z 4, predposledny vrchol najkratSej i—j cesty
(toto dokézeme v nasledujtcej vete). Ak potrebujeme najst najkratsiu i—j
cestu, vyuzijeme maticu smernikov X nasledovne: Pre predposledny vrchol j;
najkratsej i—j cesty je j1 = x;;. Dalsi vrchol tejto cesty (odzadu) je jo = zij,,
dalsi j3 = z;j, atd., pokial neddjdeme do vrchola i.

Zlozitost Floydovho algoritmu. Nech n je poéet vrcholov grafu G. Vytvorenie
matic C a X v Kroku 1. mé4 zlozitost O(n?). V Kroku 2. sa n-krat skontroluji
a pripadne aj zmenia skoro vsetky prvky matice C a matice X, ktoré obe maju
po n? prvkov, z ¢oho vyplyva, ze zlozitost Kroku 3. a teda aj celého algoritmu

je O(n?).

Veta 3.8. Nech G = (V,H,c) je hranovo ohodnoteny graf alebo digraf, kde
c(h) > 0 pre kazdd hranu h € H. Po skonéeni Floydovho algoritmu je matica
C maticou vzdialenosti vrcholov grafu, resp. digrafu G a matica X obsahuje pre
kaZdi dvojicu vrcholov i, j predposledny vrchol nagkratsej i—j cesty, pokial je
vrchol § dosiahnutelny z vrchola 7.

DOKAZ.

Pred iteradciou Kroku 2 pre k = 1 matica C obsahuje dlzky vsetkjch jednohra-
novych i—j ciest pokial také existuju, alebo co, ak vrcholy 7, 7 nie st susedné.
Matica X obsahuje v prvku z;; predposledny (a v tomto pripade aj prvy) vrchol
najkratSej jednohranovej i—j cesty alebo oo, ak takato cesta neexistuje.

Po iteracii Kroku 2 pre £ = 1 matica C obsahuje v prvku ¢;; minimum dlzok
jednohranovych ciest typu (i, {4, 5}, j) a ciest typu (¢, {3, 1},1,{1,5},j) a matica
X obsahuje v prvku z;; predposledny vrchol kratSej z tychto dvoch ciest.

Ukazeme, 7ze matica C obsahuje po iteracii Kroku 2 pre k v prvku ¢;; dlzku
najkratSej i—j cesty spomedzi cesty (i,{i,5},j) (pokial vobec takd existuje)
a vSetkych i—j ciest, ktoré prechddzaja (okrem vrcholov ¢, j) iba (niektorymi)
vrcholmi z mnoziny{1,2, ..., k}. Matica X obsahuje v prvku x;; predposledny
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vrchol tejto cesty. Ozna¢me toto tvrdenie T'(k). Budeme postupovat matema-
tickou indukciou.

T'(1) sme uz dokéazali. Nech plati T'(k — 1). Podla indukéného predpokladu
tesne po iteracii Kroku 2 pre k — 1 (a pred iterdciou pre k) boli ¢;j, cik, ck,;
po rade dlzkami najkratsej i—j cesty u(i, j), i~k cesty p(i, k), k—j cesty p(k, 5),
v ktorych sa okrem zaciato¢ného a koncového vrchola nesmeli vyskytnuf iné
vrcholy ako 1,2,...,k— 1.

Obr. 3.10: K dékazu spravnosti Floydovho algoritmu.

Najkratsi i—j sled obsahujtci vrchol k a okrem neho a vrcholov ¢, j iba
vrcholy z mnoziny {1,2,...,k — 1} ma dizku c;, + cx; (z i do k sa nevieme
lepsie dostat ako po ceste wp(i,k) a z k do j je najkratsia cesta p(k,j)). Ak
¢ij < ¢ik + Ck,j, potom najkratsia cesta pu(7,7) idtca len cez niektoré z vrcholov
1,2,...,k—1 je kratsia ako najkratsi sled, ktory ide cez vrchol k a okrem neho
iba cez niektoré z vrcholov 1,2,...,k — 1. V tomto pripade sa po k-tom kroku
cij ani T;; nezmenia.

Ak ¢;j > ¢ + g, potom najkratsi i—j sled iduci cez vrchol k a okrem neho
len niektorymi z vrcholov 1,2;...,k—1 je kratsi, ako cesta u(i, j). UkdZeme, Ze
v tomto pripade zrefazenie ciest (i, k) @ p(k, j) je cestou. Predpokladajme, Ze
(i, k)@ p(k, 7) nie je cestou. Potom obsahuje aspoii jeden vrchol p # k dvakrat.
Vrchol p sa moze vyskytovat iba raz na ceste p(i, k) a iba raz na ceste u(k, j).
Vyltaéenim cyklu za¢inajticeho a konéiaceho vrcholom p zo sledu p(i, k) D pu(k, 5)
dostaneme i—j sled m/(i, j) neobsahujici vrchol &k (a teda prechddzajici nanaj-
vy$ vrcholmi 1,2, ...,k —1) s dizkou mensou ako cij, o je v spore s indukénym
predpokladom. Zretazenie u(i, k) @ pu(k,j) je v tomto pripade najkratSou i—j
cestou prechddzajicou nanajvys cez niektoré z vrcholov 1,2, ..., k. Pretoze x;;
sa po tejto iteracii zmenilo na z;; = xy;, ¢o bol podla indukéného predpokladu
predposledny vrchol cesty p(k, j) a teda je predposlednym vrcholom zretazenia
p(i, k) @ p(k, j). u
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Floydov algoritmus je aplikovatelny i na digrafy so vSeobecnym (teda i zapor-
nym) ohodnotenim hrén za predpokladu, Ze v fiom neexistuje cyklus zépornej
ceny.

Pozndmka. Floydov algoritmus je asi jednym z najlahsie naprogramovatelnych
algoritmov. Treba si vSak daf pozor na podéitacovii reprezentaciu oco. Niekto
by mohol navrhniat pouzif namiesto neho najvicsie zobrazitelné celé ¢islo (pri
16-bitovom type integer 32767). Nie je to vSak najlepSia volba, pretoze pri
pripadnom s¢itani takéhoto nekonecna s inym celym ¢islom dostaneme bud
zdporny vysledok, alebo chybu z pretedenia. Lepsie je zvolit za oo také velké ¢islo,
ktorého dvojnasobok eSte nepresiahne najvicsie zobrazitelné ¢islo. Potom mozno
kontroly na nekonecno z Floydovho algoritmu vynechat a vysledny pascalovsky
program by mohol byt nasledovny:

for £:=1 to n do
for i :=1 to n do
for j:=1to n do
if c[i,j] > c[i, k] + c[k,j] then

begin
cli, j] = cli, k] + c[k, jl;
xli, j] = [k, jl;

end

Na zéver tejto Casti uvediem eSte dve implementécie algoritmu na hladanie
najkratsej cesty v digrafe.

Algoritmus 3.6. Label-set a Label-correct implementacia algoritmu
na hladanie najkratSich orientovanych u—v ciest z pevného vrchola u € V
do vSetkych ostatnych vrcholov v € V v hranovo ohodnotenom digrafe 6 =
(V, H, ¢) s nezdpornou cenou orientovanej hrany c(h).

e Krok 1: Inicializacia.
Poloz t(u) := 0, t(i) :=ocopre i € V, i # u a x(i) := 0 pre kazdé i € V.
Poloz & := {u}.

e Krok 2: Vyber r € £, poloz £ := & — {r}.
Pre vSetky orientované hrany tvaru (r,j) € H urob:
Ak t(j) > t(r)+c(r, j), potom t(j) := t(r)+c(r, j), z(j) =71, € := EU{j}.
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e Krok 3: Ak £ # (), chod na Krok 2.
Ak £ = (), potom (i) predstavuje dizku najkratsej orientovanej u—i cesty
pre kazdy vrchol i. Najkratsiu orientovant u—i cestu zostroj potom spétne
pomocou znaciek z(i) ako v predchddzajtcich dvoch algoritmoch.

&

Ak v druhom kroku algoritmu 3.6 vyberdme r € £ lubovolne, dostdvame
implementéciu zakladného algoritmu, ktorti volame label correct algoritmus.
Ak za prvok r € £ vyberame prvok z najmensou znackou (), potom dostaneme
implementaciu Dijkstrovho algoritmu, ktort volame label set algoritmus .
Pre label correct algoritmus je vyhodné organizovat £ ako zasobnik, pre label
set algoritmus sa £ organizuje ako prioritny front, pripadne ako halda. Aby sme
do zasobnika, resp. do prioritného frontu £ nevkladali ten isty vrchol viackrat,
je vhodné ku kazdému vrcholu v € V udrziavat indikator hovoriaci, ¢i vrchol v
je v mnozine &.

Priklad 3.4. Je dany digraf G = (V, H, c) diagramom z obréazku 3.11. Vypo-
¢itame maticu vzdialenosti pomocou Floydovho algoritmu.

Obr. 3.11: Digraf k prikladu 3.4.

Matice C a X st uvedené v dvojiciach pod sebou zacinajac inicializa¢nymi
maticami. Prvky k-teho riadku a stipca oboch matic st vyznacené tucnym
fontom, prvky c;; matice C, pre ktoré je ¢;; > c;;,+cx; st v rdmcekoch. Prislusné
prvky x;; v matici X st tiez zardmované — tie sa totiz v nasledujiicej matici
zmenia, ostatné prvky ostani bez zmeny.
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3.7 Hladanie cyklov zapornej ceny v digrafe

V predchédzajicej Casti sme uviedli niekolko algoritmov na hladanie najk-
ratSej u—v cesty v digrafoch a grafoch s nezdpornou cenou hran. Pokial sme sa
zaoberali ich zlozitostou sme ukdzali, Ze vSetky tieto algoritmy maji polyno-
mialnu zlozitost. Ak budeme skiumat pouzitelnost tychto algoritmov na grafy
a digrafy so v8eobecne ohodnodnotenymi hranami (t. j. aj hranami so zdpornou
cenou) zistime, Ze pre kazdy z tychto algoritmov sa dd néjst jednoduchy priklad
grafu alebo digrafu, na ktorom tento algoritmus zlyha.

Ukazuje sa, ze tloha hladania najkratSej u—v cesty vo vSeobecne ohodno-
tenom digrafe alebo grafe je NP-tazka. Podstata zloZitosti tejto tllohy spodiva
v existencii cyklov so zadpornou cenou. V acyklickych digrafoch so vseobecnou
cenou je tloha hladania najkratSej cesty polynomidlnou aj v pripade zapornych
ohodnoteni hran a mozeme ju riesif zédkladnym algoritmom 3.2, Fordovym al-
goritmom 3.3 alebo Floydovym algoritmom 3.5. Dijkstrov algoritmus 3.4 pri
zapornych ohodnoteniach hran zlyhava.

Ak je uz tloha hladania najkratsSej cesty vo vSeobecne ohodnotenom digrafe
tazka, vznika otazka, ¢i je mozné polynomidlnym algoritmom asporti identifikovat
cyklus zdpornej ceny. Hladanie cyklov zapornej ceny v digrafoch méa velky
vyznam pri rieSeni mnohych inych optimaliza¢nych problémov tedrie grafov.
Tak napriklad hladanie cyklu zdpornej ceny v digrafe je sticastou algoritmu 7.4
na hladanie toku v sieti s minimélnou cenou.

Priklad 3.5. Priklad aplikicie zdkladného algoritmu 3.2 (str. 72) na digraf so
zdpornym cyklom. Digraf G a prislusna tabulku s vypoc¢tom vidime na obrézku
3.12.

Zakladny algoritmus sa tu nikdy nezastavi, pretoze hranami (2,3), (3,4),
(4,2) moZno donekone¢na znizovat ohodnotenia ¢(2), ¢(3), t(4). VSimnime si,
aké st znacky z(): z(4) = 3, 2(3) = 2 a 2(2) = 4, ¢o znamen4, ze do vrchola 4
sme prisli z vrchola 3 do vrchola 3 z vrchola 2 a do vrchola 2 z vrchola 4. Znacky
z() nés teraz nedovedu do zaciatocného vrchola 1, ale definuja cyklus, ktorého
stucet ohodnoteni hran je zaporny.

Ak chceme modifikovat zékladny algoritmus 3.2 alebo Fordov algoritmus 3.3
na to, aby identifikoval existenciu cyklu zapornej ceny, musime po kazdej zmene
znadiek t(7), z(j) skontrolovat, ¢i znacky x() definuja u—j cestu, alebo ¢i zmenou
znacky x(j) vznikol cyklus obsahujuci vrchol j. To zistime tak, Ze preskiimame
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@ h=(i,7) t@E) ch)| 1 2 3 4 5
t(v)|z(v)
- 0 oo oo| oo| ool
10 1,2) 060 60/1
2,3) 60 10 702
-40 (3,4) 70 —40 3003
4 ® (4,2) 30 —10 20/
(4,5) 30 10 104
N 1o 2.3 20 10 302
(3,4) 30 —40 ~103
(1,2)  —10 —10 —20[4
(1,5)  —10 10 o/
2,3) —20 10 —102
60 3.4 —10 —40 503
4,2) 50 —10 —60/4
(1,5) 50 10 —40/4

Obr. 3.12: Digraf so zdpornym cyklom a tabulka s vypoctom podla zdkladného
algoritmu.

postupnost vrcholov
z(j), 2(2(4)), z(x(x(5))), - - - »

ktord moze mat najviac n — 1 ¢lenov. Ak tato postupnost obsahuje vrchol 7,
nasli sme cyklus zapornej ceny obsahujuici vrchol j.

V nasom priklade by sme identifikovali vznik cyklu zapornej ceny uz v piatom
riadku tabulky po pouziti hrany (4,2) po preznackovani vrcholu 2.

Na néjdenie cyklu zapornej ceny v digrafe vSak nestaci nasadit modifikovany
zdkladny alebo Fordov algoritmus s jednym zac¢iatoénym vrcholom u. Ak by
sme v nasom priklade 3.5 Startovali z vrchola 5, neobjavili by sme ziaden cyklus
zdpornej ceny. Niekto by mohol navrhniat spustit modifikovany algoritmus z
kazdého vrchola, ¢o by vSak nebolo velmi ekonomické. Staci vSak vykonaf
algoritmus s takou podmnozinou Startovacich vrcholov, Ze kazdy vrchol digrafu
je dosiahnutelny z niektorého Startovacieho vrchola.

Inou moznostou je hladaf zdporny cyklus v pomocnom digrafe G , ktory
—
vznikne z povodného digrafu G pridanim fiktivneho vrcholu z ¢ V, a vSetkych
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orientovanych hrén typu (z,v) v € V' s nulovou cenou. Ako Startovaci vrchol sa
pouZije fiktivny vrchol z.

Floydov algoritmus 3.5 (str. 84) moZno tiez modifikovat tak, ze v pripade
vSeobecného digrafu ndjde zadporny cyklus. Staci v kroku 1. definovat zaciatoénu
maticu C nasledovne

o c(i,j), ak{i,j} € H, resp. (i,j)€ H
Yoooes  ak{ij} ¢ H, resp. (i.))¢H

Matica C mé na rozdiel od Standardného Floydovho algoritmu na hlavnej
diagonale co. Matica X je bez zmeny. Krok 2. je rovnaky. Treba si pri nom vsak
dat pozor na to, Ze pri Standardnom Floydovom algoritme sa prvky diagonaly
nemenili, pri tejto verzii sa vSak menit bud. Po ukondeni préce tohto algoritmu
budd prvky ¢; na diagonale rovné dlzke najkratsieho i—i cyklu.

Ak sa na hlavnej diagonale matice C v priebehu vypoctu Floydovym algorit-
mom objavi zdporné ¢islo ¢;; , objavili sme tym cyklus zdpornej ceny obsahujtci
vrchol j. Tento cyklus uréime pomocou matice smernikov X.

Priklad 3.6. Treba zistit, ¢i digraf na obrazku 3.13 obsahuje cyklus zapornej
ceny. Zostavime matice C a X a postupne urobime Krok 2. Floydovho algoritmu
3.5 (str. 84) pre k = 1,2,3. Vyvoj matic C a X vidime postupne v tabulkach
za obrazkom 3.13. KedZze v poslednom riadku matice C pre k = 3 st samé oo,
pre k = 4 sa uz matice C a X nezmenia.

Obr. 3.13: Digraf k prikladu 3.6.
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C Cpok=1 Cpok=2 Cpok=3
oo 10 oo o© co 10 oo oo oo 10 20 oof||-10 0 20 30
oo oo 10 oo oo oo 10 oo oo oo 10 oof|-20 -10 10 20
-30 o0 oo 10(|-30 -20 o0 10| |-30 -20 -10 10| |-30 -20 -10 10
00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 0 00 00 00 0
X Xpok=1 Xpok=2 X pok=3
- 1 - - - 1 - - - 1 2 - 3 1 2 3
- - 2 - - - 2 - - - 2 - 3 1 2 3
3 - - 3 3 1 - 3 3 1 2 3 3 1 2 3

Uz po vypocitani tretej dvojice tabuliek sa na diagonéle matice C objavilo
na mieste cgg zadporné ¢islo -10, ¢o staci na konstatovanie, Ze skimany digraf ob-
sahuje cyklus so zapornou cenou, ktory obsahuje vrchol 3. Treti riadok matice
smernikov X hovori, ze predposledny vrchol tohto cyklu je x33 = 2, bezpro-
stredne pred vrcholom 2 lezi na hladanom cykle vrchol x32 = 1 a pre nim je
vrchol 231 = 3, v ktorom sa cyklus uzaviera. Hladany cyklus so zdpornou cenou
je teda

3,(3,1),1,(1,2),2,(2,3),3.

Ak chceme zistit vSetky vrcholy leziace na zapornom cykle, treba druhy krok
Floydovho algoritmu dopoéitat pre vSetky k = 1,2,...,n, kde n = |V| je pocet
vrcholov skiimaného digrafu.

3.8 Hladanie cyklov zapornej ceny v grafe

Najkratsiu cestu v grafe G = (V, H, ¢) sme hladali doteraz tak, Ze sme graf
G nahradili digrafom G’ = (V,H’,c) s rovnakou vrcholovou mnozinou V a
hranovou mnozinou H’ obsahujicou ku kazdej hrane h € H dvojicu opacne
orientovanych hrén, obe s rovnakou cenou c¢(h). Ak v digrafe G’ ndjdeme najk-
ratSiu orientovani u-v cestu m'(u, v), potom tejto ceste jednoznac¢ne prislicha
najkratsia u—v cesta pu(u,v) v povodnom grafe G, ktord z orientovanej cesty
m/(u,v) dostaneme tak, Ze ,zabudneme® na orientaciu jej hran.

Pri pouziti tohto postupu pre grafy G so vSeobecnym ohodnotenim hran
v8ak pre kazda hranu h € H, h = {u,v} so zadpornou cenou c¢(h) < 0 méame
v digrafe G’ dve hrany (u,v), (v,u) obe so zipornym ohodnotenim, ktoré
tvoria cyklus zépornej ceny u, (u,v), v, (v,u),u. Tomuto cyklu po ,zabudnuti*
orientacie hran prislacha sled u, {u, v}, v,{v, u},u, ktory vSak nie je cyklom v
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povodnom grafe G, pretoze dvakrat obsahuje tu isti hranu. Pri orientovanych
cykloch s viacerymi nez dvoma hranami sa tato situdcia uz nemoze stat. Graf
G obsahuje zaporny cyklus prave vtedy, ked digraf G’ obsahuje zadporny cyklus
s aspon tromi hranami.

Zékladny algoritmus 3.2 a tiez Fordov algoritmus 3.3 mozno lahko upravit
tak, aby hladali v digrafe G’ len cykly s viac ako dvomi hranami takto: Ak
najdeme orientovaniu hranu (4, j) taka, ze ¢(j) > (i) +¢(4, j) a taka, ze z(i) = j,
po vykonani ¢(j) := ¢(i) + ¢(i,J) a x(j) := i by vznikol dvojhranovy nezelany
cyklus j, (4,4),1, (i,7), j. Preto takéto preznackovanie zakazeme.

Rozhodovanie o zmene znacdiek ¢() a z() bude teda nasledovné:
K 4() > 1) + (i, §) 2 2(i) £ 4, potom 1)) := (i) + (i 1), #(j) = i

Teraz staci doplnif takto zmeneny zakladny resp. Fordov algoritmus o kontrolu
vzniku cyklu po kaZdej zmene znaciek t() a x(), ¢im dostaneme algoritmus na
zistenie existencie zaporného orientovaného cyklu s viac nez dvoma hranami v
digrafe G’ a teda aj na odhalenie zaporného cyklu v pévodnom grafe G.

3.9 Cesta maximalnej spolahlivosti

Definicia 3.18. Majme hranovo ohodnoteny graf G = (V, H, ¢) kde ohodno-
tenie ¢ predstavuje spolahlivost hrany (pravdepodobnost tspesného prechodu
hranou), t. j. 0 < ¢(h) < 1. Nech p(u,v) je u—v cesta. Spolahlivost s(u(u,v))
cesty p(u,v) definujeme:

spo) = ] e

hep(u,v)

u—v cesta maximalnej spolahlivosti je t4 u—v cesta p(u,v), ktord mé zo
vSetkych u—v ciest najvicsiu spolahlivost.

Veta 3.9. Nech G = (V,H,c), kde c(h) > 0 je spolahlivost hrany h € H. u—
v cesta p(u,v) je cestou mazimdlnej spolahlivosti v grafe G = (V, H,c) prdave
vtedy, ak p(u,v) je najkratsou cestou v grafe G = (V, H,¢), kde pre cenu hrany
¢ plati ¢(i, j) = —log, (c(i,7)), (kde z > 1).

DOKAZ.
Pretoze je funkcia log,(x) rastiicou funkciou (pre zédklad z > 1), je spolahli-
vost s(p(u, v)) = Tljnepque c(h) cesty p(u,v) maximalna prave vtedy, ked je
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maximéalny vyraz:

tog (s(ps(w,v) =log [ [T eth) | = 3 log(eh)).

hep(u,v) hep(u,v)

Posledny vyraz je maximalny prave vtedy, ked je stcet > ., ) — log (c(h))
minimélny. Pretoze 0 < c(h) < 1, je —log(c(h)) nezdporné ¢islo. Pre cestu
p(u,v) je 3 he ) — 108 (c(h)) vlastne dlzkou cesty v hranovo ohodnotenom
grafe G = (V, H, ¢) s cenou hrany ¢(h) = —log (c(h)). [

Pozndmka. Pri predchadzajicej metdde je jedno, pri akom zéklade z je brany
logaritmus ceny hrany, pokial je funkcia log, (z) rasttca, k omu staéi, aby z > 1.
Pozndmka. V pripade, ze v grafe G = (V, H, ¢) existuji hrany so spolahlivostou
0, dopredu ich z hranovej mnoziny vyli¢ime, pretoze st nepouzitelné, lebo ich
mozno uspesne absolvovat s pravdepodobnostou 0.

3.10 Aplikacie

3.10.1 Misionari a kanibali

Traja misionari a traja kanibali sedia na jednom brehu rieky a rozmyslaju,
ako sa dostanti na druhy breh. Maja so sebou dvojmiestnu lodku. Ich problémom
vSak je, ze ak kanibali precislia misionarov, bude hostina na uc¢et misionarov.
Ako sa maji vSetci Siesti prepravif bez thony na druhy breh?

Na riesenie tohto problému zostrojime bipartitny graf moznjch konfiguracii
misionarov a kanibalov na oboch brehoch rieky. Jednej konfiguracii zodpoveda
vzdy dvojica vrcholov na rovnakej trovni. Vrcholy grafu st usporiadané dvojice
(m, k), kde m je pocet misionarov a k pocet kanibalov. Dvojice (m, k), kde
0 < m < k st zakazané, pretoze v tom pripade by kanibali preéislili misionarov.
Medzi vrcholmi na lavej a pravej strane bipartitného grafu vedieme hranu, ak sa
z jednej konfiguracie mozno dostat do druhej. Riesenie problému budeme hladat
ako cestu z vrchola (3, 3) na lavej strane grafu do vrchola (3, 3) na pravej strane
grafu. Riesenie je na obrazku 3.14 vyznacené hrubymi ¢iarami.

Citatel by tu mohol namietat: Stoji mi to zato na rieSenie zabavnej tlohy
konstruovat tak zlozity graf? A ked dojde k skutoc¢ne zdvaZznej tlohe hladat
optimélny sposob ako sa dostat v zloZitom systéme zo zaciato¢ného stavu do
niektorého ziadaného stavu, graf bude tak zloZzity, Zze nebude ruc¢ne rieSitelny.
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Obr. 3.14: Graf na rieSenie problému misionarov a kanibalov.

Tu je potrebné povedat, ze metddy tedrie grafov st uréené hlavne pre
pocitace. Pamitova kapacita a rychlost poéitacov umoznia ku kazdému stavu
vypoditat a ulozit mnozinu susednych stavov, ktoré si dostupné z daného stavu.
To zodpoveda ulozeniu grafu v tvare okoli alebo vystupnych hviezd vrcholov.
A takéto reprezentécia je mimoriadne vhodnd pre grafové algoritmy hladajtce
optimélne cesty.

3.10.2 Jazdec na sachovnici

Programator programuje pocitacova hru, ktord sa hra na standardnej Sa-
chovnici so 64 polickami. Sti¢astou akcii pocitaca je zistit, ¢i je mozné dostat sa
jazdcom zo sucasného policka na iné policko, a ak 4no, potom najst prislusna
cestu s najmensim poctom tahov.

Ako model pre rieSenie prave sformulovanej ulohy pouzijeme graf G so
64 vrcholmi, kazdy vrchol bude prislichat jednému policku Sachovnice. Dva
vrcholy 4, j prehldsime za susedné, ak sa z policka i na policko j mozno
dostat jednym tahom jazdca. Vrcholy obsadené inymi figtirkami resp. vrcholy
napadnuté nepriatelskymi figirkami z grafu G vylaéime. Dostaneme tak graf
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Obr. 3.15: Existuje spdsob, akym sa jazdec dostane
po neobsadenych a nenapadnutych polickach do opa¢ného rohu?

G, v ktorom hladame najkratsiu cestu z vrchola prisliichajiceho Startovaciemu
polic¢ku do vrchola cielového policka.

Podobnym spdsobom by sme postupovali pri programovani nasledujicej po-
éitacovej hry. Hra sa na Sachovnici zloZenej zo Sestuholnikovych buniek podobne;j
vceliemu plastu. Pocita¢ v kazdom kroku vygeneruje nahodne do jedného policka
jeden z niekolkych druhov symbolov (farebné kriazky, ovocie atd.). Hra¢ v tomto
kroku uréi, ktory symbol z ktorého miesta kam presuntt. Hr4¢ sa snazi dostat
do jednej linie pit alebo viac symbolov. Akonahle sa mu to podari, symboly v
linii uvolnia svoje miesta (zmizna) a hracovi sa zvysi skére. Presun symbolov je
mozny len do susednej bunky cez spolo¢nt hranu buniek.

Matematickym modelom problému bude graf G, ktorého vrcholy st bunky.
Vrcholy i, j grafu G buda tvorif hranu prave vtedy, ked bunky 4, j maja
spolo¢nt hranu. V tomto pripade dostaneme dokonca rovinny graf. Ku grafu
G zostrojime graf G tak, Ze z grafu G vynechame vietky obsadené vrcholy
a s nimi incidentné hrany okrem vrcholu s objektom, ktory chceme presuntt.
V grafe G hladame najkratsiu cestu z vrchola prislusného k zaciato¢nej bunke
do vrchola zodpovedajiiceho koncovej bunke.
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V oboch pripadoch je vhodné pouzit Dijkstrov algoritmus, ktory zastavime
ihned po definitivnom oznadeni koncového vrchola hladanej najkratsej cesty. Ak
prislusné cesta neexistuje, algoritmus skonéi bez oznacenia koncového vrchola.

Obr. 3.16: MoZzno premiestnit oznaeny ¢ierny krazok do oznacenej bunky?

3.10.3 Odmeriavanie vody

Sme na brehu jazera. Mame k dispozicii dve nddoby — jednu 5-litrovii a druht
3-litrovii. Nasou tilohou je odmeraf presne 4 litre vody.

Stav nddob mozno charakterizovat dvojicou celych ¢isel (p, q), kde p je obsah
vody v 5-litrovej nddobe a g obsah vody v 3-litrovej nddobe. Ked chceme vediet,
kolko vody sme preliali z nddoby do nadoby, moézeme to urobif len tak, Ze
jednu néddobu tplne vyprazdnime, alebo druhii tiplne naplnime. Preto stavy, do
ktorych sa mozeme dostat, st charakterizované iba dvojicami (0, 0), (5,0), (5, 1),
(5,2), (5,3) a (0,3), (1,3) az (5,3). Z kazdého stavu (p,q) modzeme prejst do
stavu (0, ¢) alebo do stavu (p,0) tak, Ze vodu z prislusnej naddoby vylejeme do
jazera. Z Iubovolného stavu (p, ¢q) prejdeme do stavov (5,q) resp. (p,3) tak, Ze
prazdnu nadobu tplne doplnime vodou z jazera. Zo stavu (5, p) modZeme prejst
do stavu (5 — 3+ p, 3), tak, Ze 3-litrovih nddobu doplnime vodou z 5-litrovej.
Podobne mozno prejst zo stavu (g,3) do stavu (g + 3,0), ak ¢ < 2 alebo do
stavu (5,¢ +3 —5), ak ¢ > 3.

—
Zostrojime digraf G, ktory bude mat za vrcholy vSetky pripustné stavy
nadob a ktory bude mat za mnozinu hran vSetky usporiadané dvojice stavov
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Obr. 3.17: Digraf modelujtci stavy pre problém odmeriavania vody.

((p1,q1), (p2, Q2)),Ei),ké Ze zo stavu (p1, 1) mozno prejst do stavu (ps2, g2) jedinym

preliatim. Digraf G je na obrazku 3.17. Nasu tlohu preformulujeme ako tilohu
—

najst v digrafe G cestu z vrchola (0,0) do vrchola (4,0).

3.10.4 Zalamovanie odstavca v typografii

Vidsina sucasnych textovych editorov méa aj ¢innost, ktord sa vola zala-
movanie odstavcov. Pouzivatel sa nemusi starat, kedy skondéi riadok — editor na
vhodnom mieste ukondi riadok a pokracuje v dalsom riadku. Ak pouzivatel ziada
zarovnavanie pravého okraja textu, editor to urobi tak, zZe rovnomerne roztiahne

sa dalsi materidl do riadku nezmesti.

Typograficky systém TEX urceny hlavne na pisanie matematického textu,
ktorym je vysadzand aj tato publikacia, zalamuje riadky inak.

Préve vstupovany riadok je mozné zalomit na viacerych miestach. St to me-
dzery medzi slovami, a v pripade, ked je dovolené delit slové, aj miesta, v ktorych
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sa daju slovéa rozdelit. Prvé mozné zalomenie by ddvalo prili§ velké medzislovné
medzery a riadok by bol neesteticky. Pri poslednom moznom zalomeni by zas
riadok mal prili§ stesnané medzery medzi slovami a zas by nebol pekny. Od-
chylku od idedlneho stavu moZno matematicky vyjadrif ako ¢&islo a chapat ako
sSkaredost“ riadku. Cim vyssia hodnota ,Skaredosti“, tym menej pekny riadok.

Nam ide nielen o pekny riadok, ale aj o pekny cely odstavec. Tu sa moze stat,
7e ked zvolime idedlny prvy riadok, druhy riadok sa ndm nepodari pekne zalomit.
Malym zlavnenim krasy prvého riadku moézeme dostat podstatné zlepSenie
dalsich riadkov.

Obr. 3.18: Digraf pre hladanie optimalneho zalomenia odstavca.

Na toto pouziva TEX nasledujici model tedrie grafov. Z textu celého odstavca
urobi jeden velmi dlhy pomyselny riadok. Zaciatok a koniec riadka oznaéi ako
vrcholy u, v digrafu G. K zaciatku riadka najde vSetky mozné miesta pre zalo-
menie prvého riadku. Kazdému takémuto miestu priradi vrchol digrafu a hranu
vediicu zo zaciatku do tohto vrchola. Hranu ohodnoti ,Skaredostou® riadku,
ktory vznikne zalomenim textu na mieste. Dalej ku kazdému zalomeniu odpo-
vedajiucemu existujucim vrcholom néajde vSetky mozné zalomenia, pre ne defi-
nuje dalsie vrcholy digrafu, a medzi vrcholmi zavedie orientovant hranu s ohod-
notenim ,Skaredosti“ riadku, ktory by vznikol medzi zalomeniami prislusnymi
k tymto vrcholom. Takto postupne vytvori digraf, kym sa nevycerpaju vSetky
moznosti zalomeni a kym sa nedosiahne vrchol v — pozri obrazok 3.18.

Teraz si povieme, Ze najkrajsi odstavec dostaneme, ked sucdet ,Skaredosti“

jednotlivych riadkov bude minimalny. Kazdému zalomeniu riadkov odstavca
—

zodpoveda v digrafe GG niektord orientovand u—v cesta. Najkrajsi odstavec bude



3.10. APLIKACIE 101

teda urdeny najkratSou orientovanou u—v cestou. Uréif optimélne zalomenie
—
odstavca teda znamend najst v digrafe G najkrats$iu u—v cestu.

Vidime, ze tedriou grafov sa da riesit aj esteticky problém, ktory je zdanlivo
velmi daleko od matematiky.

3.10.5 Elektronicky cestovny poriadok

Casto sa stretdvame s velmi praktickou tilohou néjst vlakové, autobusové
alebo i kombinované spojenie medzi dvoma miestami. Uloha mé niekolko va-
riantov:

e Kedy najneskor odist z miesta A aby som bol v mieste B do hodiny H?

e Kedy sa najskor dostanem z miesta A do miesta B ak cestu za¢nem
v hodine H?

e Ktoré spojenie z miesta A do miesta B trvd najmene;j?

e Ktoré spojenie z miesta A do miesta B je najlacnejSie?

Pre jednoduchost sa najprv obmedzime iba na Zzelezni¢nt dopravu. Zostro-
jime digraf, v ktorom st vrcholmi vSetky usporiadané dvojice typu (s,t), kde s
je Zelezni¢na stanica a t € (0,1440) je celé ¢islo ozna¢ujice minttu dna. V di-
grafe zavedieme orientované hrany dvojakym sposobom. Hrany prvého druhu
budt vSetky hrany typu ((s,t1),(s,t2)), kde ¢t; < to. Tieto hrany vyjadruji
skutoénost, Ze ak niekto je na stanici s v Gase t1 (t. j. je v stave (s,¢1)) moze
byt na tej istej stanici aj v kazdom ¢ase to > t; (t. j. moze sa dostat do stavu
(s,t2)). Hranu druhého druhu ((s1,t1), (S2,t2)) zavedieme prave vtedy, ked zo
stanice s; v Case t; odchadza priamy spoj do stanice s3, ktory tam prichadza
v Case to. Hladanie spojenia medzi stanicami s1, s2 sa takto prevedie na hladanie
cesty z niektorého vrchola (s1,t1) do niektorého vrchola (s2,t2). V pripade, Ze
hladdme najlacnejSie spojenie, sta¢i ohodnotit hrany nisho digrafu prislusnym
cestovnym, a potom hladat najkratsiu cestu v takto ohodnotenom digrafe.

Ak by sme konstruovali podobny digraf pre autobusovi (resp. leteckd ¢i

vodnt dopravu), zostavujeme digraf tplne rovnako, len namiesto Zelezni¢nych
stanic budeme mat autobusové zastavky (resp. letiskd alebo pristavy).

Ak by sme nakoniec chceli vytvorif digraf pre modelovanie kombinovanych
spojeni, zjednotime vrcholové a hranové mnoziny digrafov pre jednotlivé druhy
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Obr. 3.19: Digraf k ilohe hladania spojenia v cestovnom poriadku.

dopréav. Musime vSak pridat hrany tretieho druhu, ktoré budi modelovat moz-
nost dostat sa (pesi, mestskou hromadnou dopravou, taxikom, alebo inym sp6-
sobom) zo Zelezni¢nej stanice na blizku autobusovi zastédvku, letisko, ¢ pristav.
Takéto hrany musime dodaf medzi vSetkymi termindlovymi miestami vSetkych
druhov dopréav.

Kazdy, kto sa pokusil hladat najmi autobusové spojenie v nezndmom re-
giéne, bude isto sihlasit, Zze problém dopravného informac¢ného systému je uz
vaznym problémom. V§imnime si, ze sposob jeho rieSenia je tplne rovnaky, ako
problém misiondrov a kanibalov — zostavit graf alebo digraf, ktorého vrcholy st
stavy a ktorého hrany st mozné prechody z jedného stavu do susedného stavu,
a kde sa povodna tloha riesi hladanim cesty z daného zaciatoéného do Zelaného
koncového stavu.
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3.11 Cvicenia

1. O kolko moZe vzrast pocet komponentov grafu po vybrati hrany — mostu?
O kolko po vybrati vrchola, ktory je artikulaciou? Preco?

2. Ukazte, ze kazdy cyklus v bipartitnom grafe ma parny pocet vrcholov
a hran.

3. Navrhnite tabulkovy vipocétovy postup pre hladanie vsetkych najkratsich
u—v ciest Fordovym algoritmom 3.3, ktory bude modifikdciou postupu
z prikladu 3.2 (strana 77).

4. Nech G je lubovolny graf. Nech D je mnozina vSetkych pravidelnych
podgrafov grafu G so vSetkymi vrcholmi parneho stupiia spolu s dvojicou
O = (0,0). (O nie je grafom, pretoze v definicii grafu sa pozaduje, aby jeho
vrcholova mnozina bola neprézdna.) Pre Dy € D, Dy € D, D1 = (V1, Hy),
Dy = (Va, Hz) definujeme ich stiéet Dy @ D2 ako minimélny podgraf grafu
G s mnozinou hrdn H1AHy = (Hy — Hy) U (Hy — Hy), ak H1AHy # 0,
D, ® Dy = O, ak HiAH, = 0. Dalej definujeme 0.D = O, 1.D = D pre
kazdé D € D. Ukazte, ze (D, ®,.) je linearny priestor nad telesom Z,.

5. Nech G je Tubovolny graf, nech P je mnoZina vSetkych pravidelnych
podgrafov grafu G stupiia 1 spolu s prvkom O = (), ()). Pre P, € P, P, € P
definujme P; @ P, analogicky, ako v priklade 4. Je vzdy P; ® P> € P? Ako
vyzeraji komponenty P; @ P, v pripade, ze P, @ P # O?

6. Sedliak prevaza cez rieku kozu, vlka, kapustu a seba. V lodke st vSak iba
dve miesta, takze okrem seba moze zobrat iba kozu, vlka alebo kapustu.
Nesmie nechat bez dozoru kozu s vlkom ani kapustu s kozou, pretoze vlk
by v tom pripade zoZral kozu, resp. koza kapustu. Ako mé previezt vSetko
bez ujmy cez rieku?

7. Tri ziarlivé manZelské pary sa chct prepravit cez rieku v dvojmiestne;
lodke. Ako to maja urobit tak, aby sa ziadna Zena neocitla sama v pri-
tomnosti cudzieho muza?

8. Ako vyrieSime tlohu o prelievani vody, ak chceme aby sme to urobili

a) s najmensim moznym poc¢tom prelievani

b) tak, aby sme ¢o najmenej vody vyliali spiit do jazera.
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10.

11.

12.

13.

Ako zmodifikujeme graf k hladaniu Zelezni¢ného spojenia ak sa chceme
zabezpecit proti m minitovému meskaniu vlakov?

Poditacové cvifenia

Napiste program na generovanie ndhodného hranovo ohodnoteného grafu
s n vrcholmi 1,2,...,n a m hranami (n a m si vstupné parametre,
n =~ 500). Vyuzite Tarryho algoritmus na zistenie komponentov vygene-
rovaného grafu. NapiSte program na zistenie vSetkych mostov a vSetkych
artikulacii vygenerovaného grafu.

Implementujte vo vhodnom programovacom jazyku zakladny, Dijkstrov
a Floydov algoritmus na hladanie vzdialenosti dvoch vrcholov i na vypodet
matice vzdialenosti pre graf i digraf. Porovnajte rychlost jednotlivych
algoritmov. Zistite, akou ¢innostou travi najviac éasu Dijsktrov algoritmus
a skuste ho zrychlif. Rozoberte vplyv rdznych reprezentécii grafu, resp.
digrafu na rychlost algoritmov. Skigobné priklady by mali mat aspon 500
az 1000 vrcholov.

Modifikujte algoritmy z predchédzajiiceho cvi¢enia na hladanie zapornych
cyklov vo vSeobecne ohodnotenych grafoch a digrafoch.

Implementujte label set a label correct algoritmus.



Kapitola 4

Acyklické grafy, stromy
a kostry

4.1 Stromy a ich vlastnosti

Definicia 4.1. Trividlny graf je taky graf G = (V, H), ktorého mnozina
vrcholov V' pozostava z jediného vrchola.

Pozndmka. Ak je G = (V, H) trividlny graf, potom H = ().

Definicia 4.2. Acyklicky graf je taky graf, ktory neobsahuje ako podgraf
kruznicu.

Poznamka. Podla vety 3.3 (na str. 64) mozno vSetky vrcholy a hrany kruznice
usporiadat do cyklu a naopak, vSetky vrcholy a hrany cyklu tvoria graf —
kruZnicu. Preto plati: Graf G je acyklicky prave vtedy, ked neobsahuje cyklus.

Definicia 4.3. Strom je suvisly acyklicky graf.

Pozndmka. Trividlny graf je stromom.

Pozndmka. Pretoze kazdy komponent acyklického grafu je stromom (je suvisly
a neobsahuje kruznicu), moZno sa na acyklicky graf pozerat ako na zjednotenie
stromov. Od toho je odvodeny pojem les, ktory sa pouziva ako synonymum pre
acyklické grafy.
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Veta 4.1. Nech G = (V, H) je strom, ktory md aspori dva vrcholy. Potom V
obsahuje aspor dva vrcholy stupma 1.

DOKAZ.
Nech

(1}1,{’[)1,’1)2},’02,...,{’Uk,l,’l)k},’l}k) (41)
je cesta v strome G s najvicsim poc¢tom hran. Ukdzeme, Ze deg(vy) = 1.

Obr. 4.1: Keby deg(v) > 1,
existovala by asponl jedna hrana (Giarkovane) incidentnd s vy,
vytvéarajica jednu zo situécii a) alebo b).

Pretoze {vk—1,vr} € H, je deg(vy) asponi 1. Keby deg(vg) > 1, musela by
existovat hrana {vg, v}, kde v; # vp_1 a tiez v; # vi. Keby existovalo v; = v
pre i =1,2,...,v5_2, mohli by sme vytvorit cyklus

(vi, {vis vig1}, - - {vk—1, Ok} Ok, Lok, vt v = )

¢o je v spore s acykli¢nostou stromu G — pozri obrazok 4.1 a). Je teda v, # v;
pre vetky i = 1,2,..., k. Teraz uz modzeme zostrojit cestu

(Ula {U17U2}7UQa sy {’Uk_l,Uk},Uk, {Uka ’Ul},Ul) B

ktora obsahuje o jednu hranu viac ako cesta (4.1) — pozri b) na obrazku 4.1.
Z predpokladu deg(vi) > 1 sme dostali spor s predpokladom, Ze cesta (4.1) mé
najvicsi pocet hran. Je teda deg(vy) = 1.

Podobne dokazeme, 7e deg(vy) = 1. |
Veta 4.2. Nasledujice tvrdenia su ekvivalentné:
a) G =(V,H) je strom.
b) V grafe G = (V, H) ezistuje pre kaZdé u,v € V jedind u—v cesta.
¢) Graf G = (V, H) je stuvisly a kazdd hrana mnoZiny H je mostom.
d) Graf G = (V, H) je suvisly a |H| = |V|— 1.
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e) Vgrafe G = (V,H) plati |H| = |V| -1 a G je acyklicky.

DOKkAzZ.

Dokazovanie si zjednoduSime, ak budeme dokazovat podla schémy
a)—b)—c)—d)—e)—a).

a)—b)

Nech G = (V, H) je strom. Dokaz vykondme sporom. Nech existuji dve rozne
u-v cesty

/Ll(u,’l)): (’LL:1)1,{’01,’02},...,{’Unfl,’l)n},’l)n:’U)
“’2(“)”): (u:wlv{w17w2}7~"7{wm717wm}7wm:v)
_ _po(u,v)
.0 =~ o
Wwg < 7 o\
‘s .
wi—1,” We
(- S - B

u Vk—1

1251 (u’ U)

Obr. 4.2: Z existencie dvoch ciest vyplyva existencia cyklu.

Nech k je najmensie prirodzené Cislo také, ze vy # wp a v1 = w1, ve =
wa, ..., Vg—1 = Wi—1. (Po vrchol vg_1 resp. wr_1 obe cesty ida cez rovnaké
vrcholy a hrany, ale vo vrchole vg_1 = wy_1 sa rozchadzaju.) Ozna¢me p prvy

.....

.....

Zretazenie ciest
(Wr—1 = ve—1, {Vh—1, 0k}, ..., {vp—1,vp},0p = wq)

(Vk—1 = wi—1, {wp—1, Wi}, . .., {wg—1, w4}, wy)
dava cyklus, ¢o je spor s predpokladom, ze G je acyklicky graf.
b)—c)
Nech v grafe G = (V, H) existuje pre kazdé u,v € V, u # v, jedind u—v cesta.
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Suvislost grafu G je zrejma z existencie u—v cesty pre kazdé u,v € V.

Dalej pokracujeme dokazom sporom. Nech existuje hrana {u,v} € H, ktora nie
je mostom. Po odstraneni hrany {u,v} graf ostdva savisly - t. j. existuje u—v
cesta p(u,v) neobsahujtca hranu {u, v}, pricom cesta p(u,v) je rozna od cesty
u, {u, v}, v, ¢o je spor s predpokladom existencie jedinej u—v cesty.

¢)—d)
Nech G = (V, H) je suvisly graf a kazd4 hrana mnoziny H je mostom. Chceme
ukézat, ze |[H| = |V| — 1. Budeme postupovat matematickou indukciou podla

poctu vrcholov |V] = n.

Nech n = |V| = 1, potom ide o trividlny graf, ktory je stromom a v ktorom je
|H| = 0 a tvrdenie plati.

Nech tvrdenie plati pre vsetky stromy G’ = (V/, H'), kde |V’| < n + 1. Nech
G = (V, H) je suvisly graf, v ktorom je kazd4 hrana mostom a kde |V| =n + 1.
Vezmime lubovolnt hranu A = {u,v} € H. Po jej odstrdneni z mnoziny hran
sa graf G rozpadne na dva komponenty G; = (V1, H1), Ga = (Va, Hs) také, ze
u € Vi, v € V5. Pretoze Vi neobsahuje vrchol v a V5 neobsahuje vrchol u, je
|Vi| < n, |Va| < n a v oboch grafoch je kazda hrana mostom. Oba teda spliaji
poziadavky induk¢éného predpokladu, a preto je

|H1| = |V1| -1
|Ha| = Vo] — 1
apreto |Hi|+ |Ha| = [Vi] + V2| — 2

Pretoze |H| = |H1|+ |Ha|+1
je  [H[=Wi|+[Val=1=|V]+1

d)—e)

V tomto stave dékazu uz mame dokdzané a) — b) — ¢) — d) a teda aj a) —
d), ¢o mozno formulovat ako tvrdenie: V strome G = (V, H) plati |H| = |[V|—1.
Toto pouzijeme v tejto Casti dokazu.

Nech G = (V,H) je stuvisly graf, v ktorom plati |H| = |V| — 1. Nepriamo
ukazeme, ze G je acyklicky. Keby v grafe G existoval cyklus, odstranime z mno-
Ziny hran H jeho Iubovolnd hranu hi, ¢im neporusime savislost. Polozme
Hy, = H—{h1}, G1 = (V,Hy). Gy je stvisly graf. Ak G neobsahuje cyklus,
konc¢ime. Inak z mnoziny hran H; odstranime niektorti hranu cyklu hs a polo-
Zime Hy = Hy — {ho}, G2 = (V, Hz). Po odstraneni kone¢ného poétu k hran
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dostaneme suvisly acyklicky graf Gy, = (V, Hi), v ktorom je |Hy| = |H| — k
a ktory je stromom, takze plati sticasne:

|H| -k = [H| = V| -1
|H|=[V]-1
z ¢oho uz vyplyva, ze k = 0, t. j. v grafe G neexistuje ani jeden cyklus.
e)—a)
Majme acyklicky graf G = (V, H), v ktorom plati |H| = |V| — 1. Stac¢i ukazat,
ze graf G je suvisly. RozloZzme ho na komponenty

G1= V1, Hy), G2 = (Va, Hy), ...,Gy = (Vi, Hg),

ktoré st suvislé a acyklické, t. j. kazdy komponent G; je stromom, a preto pren
plati |H;| = |V;| — 1.

Plati:
k k

VI=> Vil [H|=)_|Hil

i=1 i=1

k k k k

VI-1=H|=Y [H|=) (ViI-1)= Vil-> 1=IV|I-Fk
i=1 i=1 i=1 i=1

Z posledného vztahu vychddza k = 1 — t. j. graf G mé 1 komponent, t. j. je

suvisly. |

Definicia 4.4. Korenovy strom je strom G = (V,H) s pevne vybranym
vrcholom k € V, ktory nazyvame koren. Korefiovy strom budeme znacit
G = (V,H,k). Uroven vrchola u v korefiovom strome G = (V, H, k) je dlzka
— poCet hran — (jedinej) k—u cesty.Vyska koreniového stromu G = (V, H, k)
je maximum z trovni vSetkych vrcholov koreriového stromu G.

Diagramy korenovych stromov sa kreslia obvykle tak, Ze vrcholy nizsej
urovne sa umiestnuju nad vrcholy vysSej trovne. BeZny je aj opacny spdsob
— vrcholy nizsej Grovne pod vrcholy vysSej arovne.

Majme strom s korefiom vg. Nech (vg, {vo, v1},v1,. .., Un—1, {Un—1,0n}, V)
je (jedind) vo—vy, cesta. Potom vrcholy v, v1,...,v,—1 sa volaju predkovia vr-
chola v,,, vrchol v,,_1 sa vola otec vrchola v,,, vrchol v,, sa vola syn vrchola v,, 1.
Ak je x predkom y, potom y sa vold naslednik alebo potomok vrchola z.
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aroven 0

arovenl 1 g
4 __ droven 2 4
5_ f{roven 3

aroven 4

Obr. 4.3: Spdsoby kreslenia diagramu koreriového stromu s koreniom 1.

Vrchol bez néaslednika sa nazyva koncovy vrchol, v niektorej literatire tiez
list.

Vsimnime si eSte, ze po vybrati niektorého vrchola za koren moézeme jed-
noznaéne uréit orientécie vSetkych hran poziadavkou, aby vSetky hrany boli
orientované tak, ze vrchol nizSej tirovne je pociatocny vrchol a vrchol vyssej
drovne je koncovy vrchol lubovolnej hrany.

Medzi koreriovymi stromami maji vyznacéné miesto tzv. binarne korenové
stromy, v ktor§ch mé kazdy vrchol najviac dvoch synov. Casto sa tito synovia
oznacuja za lavého a pravého.

4.2 Prehladavanie grafu do hlbky a do Sirky

V tretej kapitole sme sa zaoberali Tarryho prieskumom grafov. Tarryho pries-
kum déva algoritmicky navod, ako systematicky prekontrolovat vSetky vrcholy
a hrany daného grafu, pricom ndm sta¢i mat informéciu iba o okoli prave pre-
sktimavaného vrchola. Poradie vrcholov, v akom sa v Tarryho slede objavuji
poprvykrat, je poradim preskiimavania vrcholov, poradie hran v Tarryho slede
uréuje poradie preskimavania hran. Zo striktného matematického hladiska je
Tarryho prieskum grafu algoritmom na zostrojenie uzavretého sledu obsahuja-
ceho kazdu hranu suvislého grafu préave dvakrat. Tarryho prieskum je stcastou
viacerych zlozitejSich algoritmov — napriklad algoritmu na zistenie komponentov
grafu, uvidime ho v algoritme zdvojenia kostry pre rieSenie tlohy obchodného
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cestujuceho, jeho mald modifikacia bude zdkladom pre labyrintovy algoritmus
na hladanie uzavretého tahu obsahujtceho vSetky hrany grafu.

Pri mnohych algoritmoch treba systematicky prehladat iba mnozinu vrcholov
grafu G = (V,H). Pre tento Glel treba zacat v niektorom vrchole v € V,
polozit V' = {v} a mat pravidlo urcujice, ktory nepreskiimany vrchol budeme
prehliadat ako dalsi, ak uz mam preskimanti mnozinu vrcholov V! C V.
Podobne ako pri Tarryho prieskume by ndm pre vyber dalSieho vrchola mala
stacit iba informdcia o okoliach vrcholov z mnoziny V’.

Existuji dva vyznamné spdsoby prehladdvania grafov — prehladavanie
do hibky (Depth-First Search) a prehladavanie do $irky (Breadth-First
Search). Na rozdiel od Tarryho prieskumu, pri ktorom sa konsStruuje Tarryho
sled, prehladdvanie do hibky a prehladavanie do Sirky postupne konstruuji
podstrom T grafu G. Tejto konstrukcii sa niekedy hovori i pestovanie stromu
(Tree-Growing). Poradie priddvania vrcholov do stromu T je poradim, v ktorom
sa postupne preskiimaji vrcholy grafu G. Ak je prehladavanie do hibky sticastou
niektorého algoritmu, potom sa spravidla preskimanie vrchola robi hned po
rozhodnuti o jeho zaradeni do stromu 7. Pre opis pestovania stromu sa hodi
nasledujica definicia.

Definicia 4.5. Nech strom T = (Vp, Hr) je podgrafom grafu G = (V, H).
Hovorime, 7e hrana h = {u,v} € H je hrani¢nou hranou, ak u € Vr av ¢ V.
Nech h = {u,v} je hrani¢né hrana, u € Vi, v ¢ V. Povieme, Ze u je zaradeny
vrchol, v je volny vrchol hrani¢nej hrany h.

Obr. 4.4: Hrubo — hrany stromu 7', hrubo ¢iarkovane — hrani¢né hrany,
tenko — ostatné hrany grafu G.

Oba sposoby — prehladavanie do hibky i prehladavanie do sirky — pestujt
strom podla rovnakého principu. Za¢neme trividlnym stromom 7' obsahujtacim
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jediny vrchol v € V. Ak uz méme nejaky strom T, rozsirime ho tak, Ze do
jeho hranovej mnoziny priddme niektorti hrani¢nti hranu h = {u,v}, v € T,
v ¢ T a mnozinu vrcholov stromu T rozsirime o vrchol v hrany h (ten, ktory
nelezal v T'). Pridanému vrcholu v uréime znacku p(v) poradie, v ktorom sme
ho objavili.

Jedinym, ale podstatnym rozdielom medzi oboma spésobmi prehladdvania
grafu je kritérium pre vyber priddvanej hrani¢nej hrany. Prehlad4vanie do
hibky vybera hrani¢nt hranu s najvyssou znackou p zaradeného konca hrani¢nej
hrany, kym prehladévanie do $irky vyberd hraniént hranu s najnizSou znackou
p zaradeného konca hrani¢nej hrany.

Algoritmus 4.1. Prehladavanie grafu G = (V, H) do hlbky. (.)

e Krok 1. Inicializacia.
Nech strom T je trividlny strom obsahujuci jediny vrchol v € V.
Poloz p(v) :=1, k := 1.

e Krok 2. Ak T este neobsahuje vSetky vrcholy grafu, GOTO Krok 3.
Inak STOP.

e Krok 3. V grafe G so stromom T najdi hraniént hranu h = {u,v}
s maximalnou znac¢kou p(u) zaradeného vrchola w.

e Krok 4. Poloz T :=TU{h}U{v}, k:=k+1, p):=k.
GOTO Krok 2.
L)

Algoritmus 4.2. Prehladavanie grafu G = (V,H) do sirky. (Breadth-
First Search.)

e Krok 1. Inicializacia. Nech strom 7T je trividlny strom obsahujici jediny
vrchol v € V. Poloz p(v) :=1, k:= 1.

e Krok 2. Ak T este neobsahuje vSetky vrcholy grafu, GOTO Krok 3.
Inak STOP.

e Krok 3. V grafe G so stromom 7T najdi hraniént hranu h = {u,v}
s minimalnou znaékou p(u) zaradeného vrchola u.

e Krok 4. Poloz T :=TU{h}U{v}, k:=k+1, p):=k.
GOTO Krok 2.
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Obr. 4.5: a) Prehladavanie do hibky. b) Prehladavanie do $irky.
Zmnacky pri vrcholoch prestavuju poradie, v akom boli objavené.

Prehladavanie do hibky alebo do §irky sa méze prakticky pouzit napriklad pri
vyhladavani siboru daného mena v Struktire adresarov na pocitacovom disku
(pozri aplikdciu 4.5.1 na strane 122). Velmi ¢asto sa niektoré z prehladdvani
pouZzije pri hladani optimdlneho riesenia diskrétnych tloh, kde sa prehladava
pomyselny graf, ktorého vrcholy st pripustné rieSenia a ktorého hrany tvoria
dvojice susednych rieSeni.

4.3 Najlacnejsia a najdrahsia kostra

Definicia 4.6. Kostra suvislého grafu G = (V, H) je taky jeho faktorovy
podgraf, ktory je stromom. Nech G = (V, H,¢) je hranovo ohodnoteny graf,
K kostra grafu G. Cena ¢(K) kostry K je stcet ohodnoteni jej hrén.
Najlacnejsia kostra v grafe G je kostra s najmensou cenou.

Najdrahsia kostra v grafe G je kostra s najvic¢sou cenou.

Veta 4.3. Nech K1, Ko st dve kostry grafu G = (V, H). Potom pre kaZdi hranu
hi € (K7 — K>) existuje takd hrana hy € (Ko — K1), Ze obe hrany h1, ho leZia
na (jedinej) kruznici grafu Ko U{h1} af na (jedinej) kruznici grafu Ky U {ha}.
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Gu Gy

Obr. 4.6: K dokazu vety 4.3.
Hrany kostry K; st znazornené plnymi ¢iarami.
Cesta ”2(”7 U) = (U’a {U, ’LU}, w, {wa J)}, €T, {J), y}a Y, {ya U}a U)
po hranéch kostry K» je zndzornena ¢iarkovane.

DoOkAz.

Najprv ukazeme, zZe ak K, je kostra suvislého grafu G = (V, H) a hrana h € H
nepatri do hranovej mnoziny kostry K, graf K U {h} obsahuje jedint kruZnicu.
Nech h = {u,v}. Ak ma v grafe K U {h}, existovat kruznica, potom musi
obsahovat hranu h, lebo kostra K je acyklicky graf. Pretoze K je strom, existuje
v K u—v jedind cesta p(u,v). Zrefazenie cesty (v,{v,u},u) s cestou p(u,v)
je cyklus, graf nim indukovany je kruZnica. Existencia dvoch alebo viacerych
kruznic obsahujtcich hranu {u,v} v K U {h} by viedla k existencii viacerych
u—v ciest v kostre K, ¢o by bolo v spore s tym, ze K je strom.

Nech hy = {u,v}. Graf K7 — {h1} ma dva komponenty G,, G,, u € G,
v € Gy. Nech py(u,v) je jedind u—v cesta v kostre Ko (na obrazku ¢iarkovand
¢iara). Tato cesta musi obsahovat aspoii jednu hranu hy = {z, y} taka, ze x € G,
ay € G, (lebo za¢ina v G, a konéi v G,). Zretazenie (v, {v,u},u) ® py(u,v)
je cyklus v Ko U {h1} obsahujtci obe hrany hq, ha. V kostre K; existuje jedind
xz—y cesta (na obrazku hrubd c¢iara). Pretoze bolo x € Gy, y € Gy, t. j. 2, y
bolo v réznych komponentoch grafu Ky — {h;}, musi tato cesta obsahovat hranu
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hi = {u,v}. Cyklus p, (z,y)® (y, {y, x}, ) indukuje jedint kruznicu v K7 U{ha}

a obsahuje obe hrany hi, ho. |
a) b) C) d)

Obr. 4.7: Susedné kostry.

Ak k hrandm kostry K priddme lubovolnti hranu h grafu G, ktora nelezi
v hranovej mnozine kostry K (na obrazku 4.7 a) je vyznacend bodkovanou
¢iarou), vznikne graf K U {h} obsahujtci cyklus. Vyla¢enim ktorejkolvek hrany
tohto cyklu z grafu K U {h} (okrem hrany h) dostaneme int kostru K').

Definicia 4.7. Dve kostry sa nazyvaji susedné, ak jednu mozno ziskat z druhe;
vymenou jednej hrany.

Veta 4.4. Kostra K grafu G = (V, H,c) je najlacnejsia prdve vtedy, ked k nej
neexistuje lacnejsia susednd kostra.

DOKAZ.
Ked je kostra K najlacnejSia, potom neméze existovat Ziadna lacnejSia kostra.

Nech K je najlacnejSia kostra a nech ku kostre K neexistuje ziadna lacnejsia
susedné kostra. Ak by boli obe kostry totozné, bola by aj kostra K najlacnejsia.
Nech teda existuje hy € (K — Kj). Podla vety 4.3 existuje hrana hy € (Kg— K)
tak, Zze obe hrany leZia na nejakom cykle v K U {ha} aj na nejakom cykle
KoU {hl}

PretoZe hrana hy lezi na cykle v grafe K U {ha}, musi byt
(1) < eha), (42)

ina¢ by nahradenim hrany h; hranou he v tomto cykle vznikla lacnejsia susedna
kostra kostry K, ale kostra K podla predpokladov nemd lacnejSiu susednu
kostru.

Pretoze hrana hs lezi na cykle v grafe Ko U {h}, musi byt
c(h2) < c(h1), (4.3)
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ina¢ by nahradenim hrany hs hranou h; v tomto cykle vznikla lacnejSia susedna
kostra kostry Ky, ¢o je v spore s predpokladom, Ze Ky je najlacnejsia kostra.

Spojenim (4.2), (4.3) mame c(h1) = c(hz). Pretoze hrana hy kostry Ko lezi
na cykle grafu K U {ha} obsahujicom aj hranu h;, jej nahradenim hranou hy
vytvorime susedni kostru K1) kostry Kj s rovnakou cenou, aviak kostra K1)
bude mat viac spolo¢nych hran s kostrou K ako kostra K. Po koneénom podcte
krokov dostaneme takto z kostry Ky postupnost najlacnejsich kostier

Ko, KO K@ K® =K,
takych, ze
c(Ko) = c(KM) = ¢(K®) =+ = ¢«(K®) = ¢(K),

—t. j. K je tiez najlacnejsia kostra. |

Algoritmus 4.3. Kruskalov algoritmus I. na hladanie najlacnej$ej (najd-
rahsej) kostry stvislého hranovo ohodnoteného grafu G = (V, H, ¢).
e Krok 1. Zorad hrany podla ich ohodnotenia vzostupne (zostupne) do
postupnosti P.

e Krok 2. Nech prva hrana v postupnosti P je hrana {u,v}.
Vyla¢ hranu {u, v} z postupnosti P a ak s uz vybranymi hranami nevyt-
véra cyklus, zarad ju do kostry.

e Krok 3. Ak je pocet vybranych hran rovny |V| — 1 alebo ak je postup-
nost P prazdna, STOP. Inak GOTO Krok 2.
&

Pozndmka. Kruskalov algoritmus I. je formulovany tak, Ze je pouzitelny aj na
nesuvisly hranovo ohodnoteny graf G. V tom pripade najde najlacnejsie, resp.
najdrahsie kostry pre vSetky komponenty grafu G. Tato ist vlastnost bude mat
aj Kruskalov algoritmus II.

Tato formuldcia algoritmu je velmi ndzorné, no programatorovi by sa mohlo
pravom zdat, Ze nedostatocne formuluje, akym spésobom skontrolovat, ¢i prida-
vana hrana nevytvara s uz vybranymi hranami cyklus. Tato kontrolu si mézeme
znacne zjednodusit, ked vrcholom priddme znacky vyjadrujice, v ktorom kom-
ponente lesa tvoreného zo vSetkych vrcholov a doteraz vybranych hran prislusny
vrchol lezi. Ak mé pridavand hrana oba koncové vrcholy v tom istom kompo-
nente, jej pridanie by znamenalo vznik cyklu.
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Algoritmus 4.4. Kruskalov algoritmus II. na hladanie najlacnejsej (najd-
rahsej) kostry suvislého hranovo ohodnoteného grafu G = (V, H, ¢).

e Krok 1. Zorad hrany podla ich ohodnotenia vzostupne (zostupne) do
postupnosti P.

e Krok 2. Pre kazdy vrchol ¢ € V poloz k(i) = i.

e Krok 3. Nech prva hrana v postupnosti P je hrana {u,v}.
Vyla¢ hranu {u, v} z postupnosti P. Ak k(u) # k(v), zarad hranu {u, v}
do kostry, a Vi € V, pre ktoré k(i) = k(v), potom poloz k(i) := k(u)

e Krok 4. Ak je pocet vybranych hrédn rovny |V| — 1 alebo ak je postup-
nost P prazdna, STOP. Inak GOTO krok 3.

&

Odhadneme zlozitost Kruskalovho algoritmu. Usporiadanie m hran grafu
podla velkosti vyzaduje O(m.logm) operacii. Krok 3 sa opakuje najviac m-
krat. Ak sa prva hrana postupnosti P nezaradi do (budiicej) kostry, bola s fiou
urobend len jedna operédcia (porovnanie znaciek jej koncov). Ak hrana bola
zaradend do kostry, ¢o nastane presne n — 1 krat, bude treba preznackovat
znacky vrcholov, ¢o vyZzaduje O(n) operacii pri jednom zaradeni, O(n.(n — 1))
operacii celkom. Zlozitost Kruskalovho algoritmu v tomto tvare odhadneme teda
ako O(m.logm + n?). V literatire sa uvddza, Ze pouZitim vhodnych détovych
Struktir mozno na cely Kruskalov algoritmus vystacit s O(m.log n) operaciami.

Priklad 4.1. N&jdite najlacnejsiu kostru v hranovo ohodnotenom grafe, kto-
rého diagram je na obrézku 4.8 vlavo.

Obr. 4.8: Hranovo ohodnoteny graf G a jeho najlacnejsia kostra.
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Hrany grafu G usporiadame neklesajico podla ich ohodnotenia do nasledujice;
tabulky:

{26} {24} {35} {1,3} {1,5} {46} {23} {57} {47} {56} {25} {34)}
0 3 3 40 6 70 7

10 20 20 3 0 0 80 80
Hranadokostry | 1 2 3 4 5 6 7
k(v)

-1 2 3 4 5 6 7

{26} |1 2 3 4 5 2 7

{24} |1 2 3 2 5 2 7

35y ]1 2 3 2 3 2 7

{13y |1 2 1 2 1 2 7

{3241 1 1 1 1 1 7

HBypjp1r 1111 1 1

Vipocet mdzeme urobif v tabulke. Do prvého stipca tabulky budeme zapiso-
vaf prave pridéavant hranu, dalsie stipce tabulky budi vyhradené pre znacky vr-
cholov k(v). Prvy riadok tabulky zodpoveda inicializacii znaciek k(). Po vloZeni
prvej hrany {2,6} do budtcej kostry sa zmeni znacka vrchola 6 na k(6) := k(2),
¢o zapiSeme do druhého riadku tabulky.

Postupne prechddzame hranami z tabulky hrdn a sktsame ich zaradit do
kostry, ¢o sa d4, ak konce priddvanej hrany maja roézne znacky k(). Ak hranu
mozno zaradit do kostry, venujeme jej dalsi riadok tabulky. Po zaradeni hrany do
kostry zmenime znacky k() podla kroku 3. algoritmu 4.4 a ich zmenené hodnoty
zapiSeme do riadku pridédvanej hrany.

Prva hrana, ktorti sme nemohli pridat do kostry je hrana {1,5}, pretoze
v okamihu rozhodovania o jej zaradeni bolo uz k(1) = k(5) = 1 (pozri riadok
tabulky prisltchajici hrane {1, 3}).

Po skonceni préace algoritmu st hrany najlacnejsej kostry v prvom stlpci
tabulky, jej diagram je na obréazku 4.8 vpravo.

Poznamenajme nakoniec, ze v pocitaci stac¢i pre uloZenie a spracovavanie
vektora znaciek k() jedno jednorozmerné n-prvkové pole. Aj pri ruénom vypocte
by sme vystaéili s jednym riadkom tabulky, ak by sme hodnoty znaciek k()
prepisovali na mieste. V opisovanej tabulke vSak mozno sledovat postup vypoctu
a vyvoj znadiek k().
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Poznamka. Kruskalov algoritmus IT (algoritmus 4.4) moZeme s vyhodou pouzit
na zistenie komponentov grafu. Ak totiz spustime tento algoritmus na nestvisly
graf, po skonéeni prace algoritmu znacky k( ) vrcholov z V budd uréovat
komponenty nasledovne: Dva vrcholy v € V', v € V s v tom istom komponente
grafu G prave vtedy, ked k(u) = k(v) Pre zistovanie komponentov grafu nie je
potrebné usporiadat hrany podla ich ohodnotenia a krok 1 algoritmu 4.4 mozno
preformulovaf nasledovne: Zorad hrany grafu G do postupnosti P v fubovolnom
poradi.

4.4 Cesta maximalnej priepustnosti

V tejto casti sa budeme zaoberat hranovo ohodnotenym grafmi
G = (V,H,c), v ktorych c¢(h) > 0 znamen4 priepustnost (kapacitu) hrany h.
(Terminy kapacita a priepustnost budeme povazovat za synonymad, hoci v
praxi cestného dopravného inZinierstva je medzi tymito pojmami isty rozdiel).
Priepustnost ¢(h) hrany h moze znamenat:

e maximalny pocet vozidiel, ktoré prejda hranou za jednotku casu,

e tnosnost hrany — maximalnu hmotnost vozidla, ktoré prejde hranou (napr.
hrana predstavuje komunik4ciu na ktorej je mostik s nosnostou 5 ton, preto
najtazsie vozidlo, ktoré smie prejst hranou méze vazit 5 ton a v tomto
pripade ¢(h) = 5 pre hranu, ktord modeluje prislusni komunikaciu),

e maximalnu vysku vozidla, ktoré prejde hranou

e maximéalnu Sirku vozidla, ktoré prejde hranou

e maximéalny pocet bitov za sekundu prenesitelnych tisekom poéitacovej siete
e velkost maximalneho pridu, ktory moze tiect segmentom elektrickej siete

Iste ndjdete aj dalSie praktické priklady.

V praxi priepustnost cesty prechédzajicej niekolkymi tisekmi je uréend
priepustnostou najmenej priepustného tseku. Tym je motivované nasledujica
definicia.

Definicia 4.8. Nech G = (V, H, ¢) je hranovo ohodnoteny graf, v ktorom cena
hrany h € H c(h) > 0 znamen4 jej priepustnost. Priepustnost c(u(u,v)) u—v
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cesty (sledu, polosledu, atd.) p(u,v) definujeme ako

e(ulu,v)) = minfe(h) | h € plu,0)}.

Veta 4.5. Nech K je najdrahsia kostra v suvislom hranovo ohodnotenom grafe
G = (V,H,c), nech {u,v} € H je takd hrana grafu G, ktord nepatri k hranovej
mnozine kostry K. Nech p(u,v) je (jeding) u-v cesta v kostre K. Potom je
priepustnost cesty p(u,v) vicsia alebo rovnd ako priepustnost hrany {u, v}, t. j.

e(nu,v)) > clu, v).

DoOkAz.

Sta¢i dokazat, Ze pre Iubovolnt hranu h € p(u,v) je c¢(h) > c(u,v). Dokaz
vykoname sporom.

Nech pre nejakt hranu h € pu(u, v) plati ¢(h) < ¢(u,v). Zretazenim ciest p(u,v)
a u,{u,v}, v dostaneme cyklus. Pridanim hrany {u,v} k mnoZine hran kostry
K a vylucenim hrany h z cesty pu(u,v) a teda aj z hranovej mnoziny kostry K
dostaneme graf K/ = KU {{u,v}} — {h}, ktory je stvisly a m4 |[V|—1 hrén. K’
je teda strom — kostra grafu G, ktorej cena je

c(K'") = c(K) + c(u,v) — c(h) > ¢(K).
>0

Za predpokladu, ze existuje hrana h € p(u,v) takd, ze c(h) < c(u,v), sme

s maximalitou K. |

Veta 4.6. Nech K je najdrahsia kostra v suvislom hranovo ohodnotenom grafe
G = (V,H,c). Potom pre lubovolné dva vrcholy u,v € V je (jedind) u—v cesta
v K u—v cestou mazimdlnej priepustnosti v G.

DOKAZ.

Nech
M(ua U) - (Ula {U17U2}a V2,..., {’Uk_l,'Uk},Uk),

kde v1 = u, v = v je u—v cesta maximalnej priepustnosti. Nech pre+ =1,2,...,
k—1 p(vi,vi41) je vi—viy1 cesta po hrandch najdrahsej kostry K — tadto mé
podla predchddzajicej vety priepustnost vicsiu alebo rovni ako ¢(v;, vit1). Zre-
tazenim ciest p(v;, v;y1) prei =1,2,...,k—1 dostaneme u-v sled S po hranach
kostry K, ktorého priepustnost je vicSia alebo rovna nez priepustnost cesty
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Vs vy

Ve vs Vg

U = V1 V2 V3 Vg v

Obr. 4.9: K dékazu vety 4.6.

M(u,v) = (u, {u, va}, v, {va, v3}, vs, {vs, va}, va, {v4, 0}, v),
p(u,v2) = (u, {u,vs}, vs, {vs, ve}, ve, {ve, v2}, v2),
w(v2,v3) = (v2, {v2, v6}, ve, {ve, v3}, v3),

“’(1)3; 1)4) = (’Ug, {1)3; 1)7}7 V7, {1)7; 1)8}7 s, {1)8; 1)4}7 ’U4),
(va,v) = (va,{va, v8}, vs, {vs, v7}, v7, {v7, V9 }, vy, {vg, v}, V).
Cesta max. priepustnosti po hranach kostry
prechadza vrcholmi u, vs, ve, v3, U7, Vg, V.

M (u,v). Vynechanim viackrét prejdenych hran a vrcholov sledu S dostaneme
pustnosti cesty M (u,v). KedZe cesta M (u,v) bola cestou maximdlnej priepust-
nosti, je aj u—v cesta po hranach kostry K cestou maximalnej priepustnosti. H

Algoritmus 4.5. Algoritmus na hladanie u—v cesty maximAalnej prie-
pustnosti v stivislom hranovo ohodnotenom grafe G = (V, H, ¢).

e Krok 1. V grafe G zostroj najdrahsiu kostru K.

e Krok 2. V kostre K najdi (jedini) u—v cestu. Tato (jedind) u—v cesta
v kostre K je u—v cestou maximalnej priepustnosti v grafe G.

&

Uvedeny algoritmus sice ndjde u—v cestu maximéalnej priepustnosti, no tato
nemusi byt a spravidla ani nebjva optimélnou z hladiska prejdenej vzdialenosti.
Ak by sme chceli najst najkratSiu u—v cestu s maximdlnou priepustnostou,
potrebujeme mat v prislusnom grafe okrem kapacitného ohodnotenia hran aj
ohodnotenie vyjadrujice ich dizku.

Algoritmus 4.6. Algoritmus na hladanie najkratSej u—v cesty s maxi-
malnou priepustnostou v stivislom hranovo ohodnotenom grafe
G = (V,H,c,d), kde c(h) je priepustnost a d(h) je dlzka hrany h € H.
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e Krok 1.V grafe G najdi cestu p(u, v) maximalnej priepustnosti vzhladom
na ohodnotenie hran c. Nech C je priepustnost cesty p(u,v).

e Krok 2. Vytvor graf G' = (V, H',d), kde H' = {h|h € H, ¢(h) > C}.
{H' obsahuje len tie hrany povodného grafu, ktoré maji priepustnost
vacsiu alebo rovnd nez C.}

e Krok 3.V grafe G’ najdi najkrats$iu u—v cestu vzhladom na ohodnotenie
hran d.

&

4.5 Aplikacie

4.5.1 Struktira adresarov na disku

Pevny disk pocitaca slazi na uloZenie dat, ktoré si usporiadané do suborov.
Najmensou logickou jednotkou, s ktorou diskovy systém pracuje, je subor. Su
médid (napriklad magnetopaskové jednotky), ktoré subory ukladaji do jednej
postupnosti bez moznosti vytvarania nejakej ich struktary. Takato jednoducha
organizacia dat suvisi Casto s tym, ze takéto médium nemé priamy, ale iba
sekven¢ny pristup ku svojim tdajom.

Pevny disk vSsak md moznost lubovolného pristupu k svojim datam, ¢o sa da
vyuzit na lep$ie usporiadanie stiborov ako jednoduché sekvencné usporiadanie.
Na to aby sa stbory na disku dali lepSie organizovat st subory rozdelené do
adresarov. Existuje hlavny adresar disku, ktory nie je sti¢astou ziadneho iného
adreséra. Kazdy adresdr moze obsahovat stibory a dalsie podadresére.

Takato diskova struktira sa modeluje koreniovym stromom, v ktorom je
koreniom hlavny adresdr. Synmi kazdého adresira st subory ktoré obsahuje
a jeho podadresdre. Otcom kazdého adresidra (okrem hlavného adresédra) je
jeho nadradeny adresir. Meno stboru alebo adresdra moZeme interpretovat
ako znacku prislusného vrchola adresarového stromu. V ramci jedného adresara
ziadne dva roézne stbory alebo podadresare nemézu maf rovnaki znacku. Uplna
$pecifikacia siboru alebo adresara na pevnom disku sa ziska zretazenim vsetkych
znaciek (jedinej) cesty z koreiia do prislusného vrchola.

Pretoze v strome existuje jedind cesta z koretia do lubovoIného vrchola a pre-
toze znacky roéznych synov jedného vrchola adresarového stromu st rozne, iplné
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Specifikicie roznych stborov si rézne napriek tomu, Ze v odliSnych adresaroch
mozu byt stbory s rovnakym menom.

Ak potrebujeme vyhladat stibor danych vlastnosti v adresdrovom strome,
sta¢i ndm upotrebif niektory z algoritmov na prehladdvanie grafov — napr.
Tarryho algoritmus, ktory pri ndjdeni hladaného siboru mézeme predcasne
ukoncit, pri hladani vSetkych stiiborov danych vlastnosti ho v8ak musime nechat
dobehntit do konca. Efektivnejsie je vSak v tomto pripade prehladdvanie do
hibky alebo do &irky.

4.5.2 Prefixové kdédovanie

Kédovanie je zobrazenie, ktoré kazdému znaku abecedy A = {a1,a2,...,a,}
priradi slovo (t. j. koneénd postupnost znakov) abecedy B = {b1,b2,...,bn}.
Slova abecedy B, ktoré sii obrazom nejakého znaku abecedy A, sa nazyvaja
kédové slova — je ich prave n, ostatné slova abecedy B st nekédové slova.
Mnozina kédovych slov sa vola kéd.

Ucelom kédovania je prisposobif spravu napisant v abecede A moznostiam
prenosového kandlu alebo archivaéného média, skomprimovat spravu, alebo
vytvorit také kédovanie, ktoré bude odolné proti chybam pri prenose. Citatel
by sa tu mohol pozastavit nad otdzkou, preco nepriradujeme znakom abecedy
A znaky, ale slova abecedy B. Je to preto, lebo oby¢ajne ma abeceda B menej
znakov ako abeceda A.

Abecedou B je najcastejsie dvojprvkova mnozina B = {0,1} — vtedy hovo-
rime o bindrnom kédovani. Prikladom binarneho kédovania je vSeobecne zname
priradenie 8-bitovych bindrnych ¢isel znakom latinskej abecedy, cifram 0 az 9
a dalsim $pecidlnym znakom nazyvané ASCII kéd. Tu maja vSetky kédové slova
rovnaki dizku 8 znakov.

V tedrii kédovania sa vSak pouzivaju aj také kédovania, pri ktorych nemaja
kédové slova rovnaka dizku. Medzi nimi maji vyznaéné postavenie tzv. prefi-
xové kédy. Kéd je prefixovy, ked Ziadne kédové slovo nie je zaciatkom iného
kédového slova.

Kazdému prefixovému kédu prislicha strom. Napriklad kédu
K =1{0,101,1100,1101,1110,1111}

zodpoved4 strom na obréazku 4.10.
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1101
1110

H
(@]
—
—
(an)
nno

Obr. 4.10: Strom prefixového kédu.

Strom ma koren k, vrcholy stupria 3 vyznacené kolieskami a vrcholy stupna
1 vyznacené stvorcekmi. Tieto zodpovedaju kédovym slovam. Na zaciatku de-
kédovania nastavime pomyselny ukazovatel do vrchola k. Podla prijatého znaku
0 alebo 1 ideme z aktudlneho vrchola hranou oznacenou prijatym znakom. Ked
prideme do koncového vrchola grafu, konstatujeme, Ze sme prijali kédové slovo.
Nastavime ukazovatel do vrchola k a prijimame dalSie znaky.

Jeden vrchol stromu stupnia 1 je oznaceny trojuholnikom a nezodpoveda
ziadnemu kédovému slovu. Pri bezchybnom prenose sa do takéhoto vrchola
nemodZeme dostat. Vrchol oznadeny trojuholnikom totiZz prislicha prijatému
slovu 100, ktoré nie je kédovym slovom a nie je ani prefixom ziadneho iného
kédového slova. Z toho vyplyva, ze kéd K nie je optimélny a Zze ho mozeme
skratit, ked namiesto kédového slova 101 pouzijeme slovo 10. Dospejeme tak ku
krat$im zakédovanym spravam.

Pri komprimécii dat a stiborov sa vyuziva skuto¢nost, Ze nie vSetky znaky
zdrojovej abecedy A sa vyskytuju s rovnakou relativnou pocetnostou. Tuto
nerovnomernost mozeme vyuzit tak, ze znaky vyskytujice sa ¢asto zakédujeme
kratsim kédovym slovom, kym zriedkavym znakom pridelime dlhsie kédové
slova. Optiméalne to robi konstrukcia, ktord navrhol Huffman (¢itaj hafmen)
a vysledny kéd sa vola Huffmanov kéd.
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Algoritmus 4.7. Algoritmus na zostrojenie Huffmanovho kédu.
Budeme postupne budovat binarny koremiovy strom, ktorého vsetky vrcholy
stupnia 1 budt znaky zdrojovej abecedy A. Kazdy vrchol stromu bude mat
priradenti pravdepodobnost a kaZdej hrane stromu priradime bindrny znak 0
alebo 1.

e Krok 1. Zostroj graf G = (V, H, p), kde V' = A a kde p(v) je pravdepodob-
nost znaku v. Inicializa¢ne poloz H = (). VSetky vrcholy z V inicializa¢ne
prehléas za neoznacené.

e Krok 2. N4jdi dva neoznacené vrcholy u, w z mnoziny V' s najmensimi
pravdepodobnostami p(u), p(w). Oznackuj vrcholy u, v ako spracované.
Mnozinu vrcholov V' rozsir o vrchol z, t. j. poloz V := V U {z} pre nejaké
x ¢ V, poloz p(z) := p(u)+p(w), H := HU{{z, u}, {z,v}} a novy vrchol z
prehlés za neoznaceny. Hrane {x, u} prirad znacku 0, hrane {z, v} znacku 1.

e Krok 3. Ak je graf G suvisly, prehlas posledne pridany vrchol x za koren
k a GOTO Krok 4. Inak GOTO Krok 2.

o Krok 4. {Teraz je graf G stromom so vsetkymi vrcholmi stupnia 1 zodpove-
dajicimi znakom zdrojovej abecedy A. Vietky hrany stromu G si oznacené
bindrnymi znackamsi 0 alebo 1.}

Z korena stromu do kazdého koncového vrchola vedie jedina cesta, binarne
znacky hran na tejto ceste urcéuju prefixovy kéd kazdého znaku abecedy A.

&

4.5.3 RiesSenie zlozZitych elektrickych obvodov

Majme elektricky obvod zloZeny z odporov a napéfovych zdrojov (zvanych
tiez dvojpdly). Spoloénd svorka dvoch alebo viacerych dvojpélov sa nazjva uzol,
pocet dvojpdlov zapojenych na uzol si nazveme stupen uzla. Vetva je sériové
spojenie niekolkych dvojpdlov medzi dvoma uzlami, ktoré maja aspon stupern
3. Vyriesit problém daného elektrického obvodu znamend uréit pre kazda vetvu
prad, ktory nou tecie.

Ku kazdému elektrickému obvodu O, ktory méa aspon dva uzly vyssieho
stupiia nez 2, si mozeme zostrojit graf Go = (V, H), ktorého vrcholmi buda
budi vsetky vetvy obvodu O. Teraz uz moézeme definovat slu¢ku obvodu O ako
Tubovolny cyklus v grafe Go.
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Pri hlfadani pradov vetvami pouzivame tri fyzikélne zdkony — Ohmov zdkon,
ktory hovori, ze ak odporom velkosti R tedie prad I, potom na fiom vznikne
ubytok napitia U = R.I, prvy Kirchhoffov zdkon hovoriaci, Ze algebraicky
sucet prudov v uzle sa rovna nule a druhy Kirchhoffov zakon, ktory hovori, Ze
algebraicky sicet napiti v Tubovolnej slucke sa rovna nule. Napitia v slucke st
dvojakého typu — zname napéitia zdrojov a napétia objavujice sa na odporoch,
ktoré vypocitame z priadov tec¢tcich odpormi a znamych velkostiach odporov
podla Ohmovho zékona. Druhy Kirchhoffov zékon pre Iubovolna slucku S mé

tvar
S U+ Y In R =0, (4.4)
zdroj U; odpor R;
lezi na sluéke S lezi na slucke S

kde Ig; je prud tectci odporom R;. Poznamenajme, ze pre vSetky odpory R;
v k-tej vetve je Ir; rovné vetvovému pradu I.

Nech n je pocet uzlov a m pocet vetiev obvodu O. Oznac¢me Iy, Io, ..., I,
prady tecice vetvami hi, ha, ..., h,; obvodu O. Rovnice pre prvy Kirchhoffov
zakon zostavime jednoducho

Z Ij:O vuZOlU:172;--'7n) (45)
{jlhjeHu}

kde H, je mnozina vetvi incidentnych s uzlom wu.

Rovnic typu (4.5) je n, ale len n — 1 z nich je linedrne nezavislych. Kedze
m > n, musime ich doplnit m — n + 1 rovnicami typu (4.4) vyjadrujtacimi
druhy Kirchhoffov zékon. Poéet sluciek v obvode O mdze byt velmi velky, vybraf
lubovolnych (m — n + 1) z nich nie je dobrd myslienka, lebo prislusné rovnice
by mohli byt linedrne zavislé a rieSenie vyslednej ststavy by v takom pripade
nebolo jednoznacne urcené. Stojime teda pred problémom, ako néjst m —n + 1
linedrne nezavislych sluciek obvodu O.

Zostrojime Tubovolnt kostru K = (V, Hg) v grafe G. Téato kostra ma podla
vety 4.2 n — 1 hran. Ostalo teda m — (n — 1) = m — n + 1 hrén, ktoré nelezia
v kostre K. Ak ku hrandm kostry K priddme Tubovolnt hranu h € (H — Hg),
dostaneme graf K U{h}, v ktorom existuje préave jeden cyklus definujuci slu¢ku
Sp v obvode O. Dé sa ukazat, Ze systém m —n + 1 sluciek {Sp|h € (H — Hk)}
je systém linearne nezavislych sluciek v tom zmysle, ze systém prislusnych li-
nearnych rovnic vyjadrujicich druhy Kirchhoffov zdkon je linedrne nezavisly.
Na obrazku 4.11 vidime obvod O vlavo, vpravo k nemu prislusny graf Go,
hrany jeho kostry st vyznacené hrubymi ¢iarami. Slu¢kové rovnice pre slucky
(A’B’E7 A)? (A’E7 F7 H7 D7 A)? (B7 C’ F7E7 B)7 (C’ G’H’ F’ C)? (D’E7 F7 H7 D)
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A 1 B 1 C /TN A B C
] L | tj
S 1
- E (=& ©P E 3
Trl &/ F
—(O— H/

Obr. 4.11: Elektricky obvod O, k nemu prislusny graf Go a jeho kostra K.

a (F,G, H, F) budu linedrne nezavislé a mozno ich pouzit pre rieSenie prislus-
ného obvodu O.

Podobne sa dé vyuzit kostra grafu Go na identifikdciu nezévislych sluc¢iek
pri rieSeni obvodov so striedavym pridom a so vSeobecnymi impedanciami
(odpormi, kapacitami a indukénostami).

Na tomto priklade vidime dva spdsoby aplikicie matematiky (v tomto pri-
pade tedrie grafov) v inych odboroch (tu konkrétne v elektrotechnike). Prvy
z nich je ten, Ze pomdha presne definovat pojmy — videli sme to na pripade
definicie slucky v elektrickom obvode. Druhy sp6sob je, ze dava exaktny nastroj
na rieSenie konkrétneho problému — tu zostavenia suistavy linedrne nezavislych
rovnic opisujucich elektricky obvod.

4.5.4 TUloha o elektrifikacii

Do n miest v istom regiéne mame zaviest elektricky prud. Mozné sposoby
vybudovania vedeni medzi jednotlivymi miestami mozno modelovat hranovo
ohodnotenym grafom G = (V, H,¢), v ktorom je V mnoZinou vSetkych miest,
mnozinu hran H tvoria vSetky neusporiadané dvojice miest {u,v} také, zZe
medzi miestami u a v moZno viest priame elektrické vedenie a cena hrany
c¢({u,v}) > 0 predstavuje néklady na vybudovanie priameho vedenia medzi
miestami u a v. Chceme vybudovat elektricki sief s najmensimi nadkladmi av$ak
tak, aby v kazdom mieste bola zavedena elektrina.

Na rieSenie vysSie spominanej tlohy stac¢i uréif, medzi ktorymi vrcholmi
grafu G postavime elektrické vedenie, ¢o je to isté ako ked uréime, ktoré hrany
grafu G vyberieme do rieSenia. Nech G; je taky faktorovy podgraf grafu G,
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t. j. podgraf obsahujuci vSetky vrcholy grafu G, ktory obsahuje prave vsetky
hrany vybrané pre stavbu vedenia. Ak m4 byt elektrina zavedend do vSetkych
miest, graf G; musi byt stvisly. Uloha o elektrifikacii sa da teda naformulovat
ako hladanie najlacnejsieho stuvislého faktorového podgrafu grafu G (najlacnejsi
v zmysle stétu oceneni vSetkych jeho hran).

Ak vsak mé byt 1 najlacnejsi stvisly faktorovy podgraf, nesmie obsahovat
cyklus — in&¢ by sme vyla¢enim Iubovolnej hrany takéhoto cyklu dostali lacnejsi
stvisly faktorovy podgraf grafu G. Preto G; musi byt kostrou grafu G. Uloha
o elektrifikacii sa teda da formulovat ako hladanie najlacnejSej kostry v stivislom
hranovo ohodnotenom grafe G.

Tu popisany princip mozno bez zmeny pouzit aj pri planovani telekomuni-
ka¢nych, datovych a pocitacovych sieti.

4.5.5 Planovanie prepravy nadrozmernych nakladov

Existuju dopravné podniky, ktoré sa Specializuji na cestnd prepravu mimo-
riadne velkych nakladov ako st rie¢ne lode, velké chemické reaktory, Zeriavy
a iné velké konstrukcie, ktorjch velkost, vaha, vyska alebo dlzka presahuji hod-
noty bezne prepravovanych predmetov.! Ako technické prostriedky sa na ta-
ktto prepravu pouzivaji velké tahade, mnohonapravové privesy, dlhé predmety
sa prepravuju aj na dvoch privesoch ovladanych vpredu i vzadu. Prepravovany
naklad sprevadza konvoj doprovodnych vozidiel pripravenych vyriesit na mieste
mensie problémy (ako odstranif a znovu na pévodné miesto privarit prekazajuci
kovovy stipik plota, zabradlie ¢i dopravnii znacku) i naro¢nejsie tlohy (zosilnenie
mostika, ¢i dokonca nadvihnutie Zelezni¢ného nadjazdu nad cestou).

Kazd4 takato mimoriadna preprava sa musi dopredu velmi starostlivo naplé-
novat. Existuju pocitadové modely cestnej siete, ktoré pre kazdy cestny tisek ob-
sahuju jeho $irku, typ povrchu vozovky, inosnost pripadnych mostov na tseku,
polomer zatacania, svetlt vysku pripadnych podjazdov, ktorymi tsek prechadza,
typ krajnice a mnoho dalsich tdajov. Algoritmus pre hladanie cesty maximalnej
priepustnosti tu dava navod, ako najst vhodni cestu pri zohladneni vSetkych
moznych poziadaviek.

Bez ohladu na to, ¢i bola planovand trasa nadmerného ndkladu uréend rucne
alebo pocitacom, kratko pred planovanou prepravou skupina odbornikov prejde

1 Autor ziskal uvadzané skusenosti pri spolupraci s podnikom Zavod tézké dopravy, CSAD,
n.p. Ostrava
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planovanou trasou a pozorne skontroluje, ¢i sa na nej nieco oproti evidovanému
stavu nezmenilo a ¢i je pre planovant prepravu skuto¢ne vhodna.

4.6 Cvicenia

1. Inym sposobom ako vo vete 4.2 dokazte, ze v strome G = (V,H) je
|H| = |V| — 1. Postupujte matematickou indukciou s vyuzitim tvrdenia
vety 4.1, podla ktorého v kazdom strome s aspon dvoma vrcholmi existuje
vrchol stupna 1.

2. Implikicia ¢ — d z vety 4.2 sa da dokézaf aj s vyuzitim nasledujtcej
uvahy: KedZe je v G kazda hrana mostom, po odobrati Tubovolnej hrany
h € H bude mat graf G — {h} o jeden komponent viac ako graf G.
Nech H = {hy, ha, ..., hy}, vytvorme postupnost grafov G; = G — {h1},
Go = G —{h1,h2},..., Gy, = G —{h1,ha,... Ay}, v ktorej mé kazdy
graf o jeden komponent viac ako jeho bezprostredny predchodca. Z poctu
komponentov grafu G,, ustudte, comu sa rovna m.

3. Po skonceni prace Iubovolného algoritmu na hladanie najkratSej cesty
z vrchola u do ostatnych vrcholov suvislého hranovo ohodnoteného grafu
G = (V, H,¢) dostédvame v znackach x(v) vrcholov grafu G predposledny
vrchol najkrat$ej u—v cesty. Priradenim = : V — {u} — V vlastne defi-
nujeme pre kazdy vrchol v € V| v # V predchodcu vrchola v v nejakom
koreniovom strome S s koreriom u. Strom S je faktorovym podgrafom grafu
G — je kostrou grafu G. Je S najlacnejsou kostrou grafu G7

4. Nech K je najlacnejsia kostra suvislého hranovo ohodnoteného grafu G =
(V,H,c). Pre kazdé u, v € V je kostrou K jednoznacéne uréend u—v cesta
mx (u,v) obsahujica len hrany kostry K. Je m g (u, v) najlacnejSou cestou
v grafe G?

5. Prisposobte Kruskalov algoritmus na hladanie komponentov lubovolného
grafu G. Porovnajte tento sposob hladania komponentov so spdsobom
zalozenym na Tarryho algoritme.

6. Nech G = (V,H,c) je hranovo ohodnoteny digraf, kde c¢(h) > 0 je
priepustnost hrany h € H. Tu nemozno pouzit algoritmus na hladanie
cesty maximalnej priepustnosti zalozeny na najdrahsej kostre. Navrhnite
znackovaci algoritmus pre hladanie u—v cesty maximélnej priepustnosti
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10.

podobny zdkladnému algoritmu na hladanie najkratsej u—v cesty. Znacka
t(v) vrchola v nech znaéi priepustnost doteraz néjdenej najpriepustnejsej
u—v cesty a x(v) predposledny vrchol tejto cesty. Odhadnite zloZitost
navrhnutého algoritmu.

Podéitacové cvicenia

Naprogramujte Kruskalov algoritmus. Aké reprezentécia grafu je pren naj-
vhodnejsia?

Na zéklade Kruskalovho algoritmu napiste program na generovanie na-
hodnych stromov so zadanym poc¢tom vrcholov n. Navod: Zacnite lesom
obsahujicim jednu ndhodne vybrati hranu. Nahodne vygenerujte daliu
hranu a pokial nevytvéra s existujicim lesom cyklus, dodajte ju k lesu.

. Napiste program pre generovanie ndhodnych suvislych grafov so zadanym

poctom vrcholov n a hran m, m > n — 1.

Na zaklade Kruskalovho algoritmu napiste program, ktory zisti vSetky
komponenty zadaného grafu.



Kapitola 5

Acyklické digrafy

5.1 Vlastnosti acyklickych digrafov

V predchadzajicej kapitole sme sa zaoberali acyklickymi stvislymi grafmi.
Zistili sme, Ze tieto grafy maja pomerne jednoduchi Struktiru, ktorta charakte-
rizuju prvé dve vety predchadzajicej kapitoly. Vdaka tejto Struktire si mnohé
tlohy v stromoch Tahko riesitelné, dokonca aj také, ktoré st vo vSeobecnych
grafoch fazké. Napriklad: pretoze v strome existuje pre u # v jedind u—v cesta,
najst najdlhsiu u—v cestu v strome je Gloha jednoducha.

Analdgiou acyklickych grafov st v orientovanom pripade acyklické digrafy,
analégiou stromov orientované stromy.

Definicia 5.1. Acyklicky digraf je taky digraf, ktory neobsahuje cyklus.
Orientovany strom je neorientovane suvisly digraf, ktory neobsahuje polo-
cyklus.

Ak G = (V, H) je acyklicky digraf, potom nemoze obsahovat hrany (u,v)
a (v,u) sucasne, lebo by v tomto pripade obsahoval i cyklus
(U, (U’) U)a v, (Ua U), U’)'l

ITu by si niekto mohol polozit otézku, & (u, (u,v),v, (u,v),u) nie je polocyklus, ¢o vsak
nie je, lebo obsahuje td ist orientovana hranu (u,v) dvakrat.
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b)

Obr. 5.1: a) Neorientovane stuvisly acyklicky digraf,
ktory nie je orientovanym stromom.

R
b) Orientovany strom G. c) Neorientovany strom prislusny k G'.

Ku kazdému acyklickému digrafu G = (V, H) mozno zostrojit graf G’ =
(V, H') s tou istou mnozinou vrcholov V' a s mnozinou hran H’ definovanou

H' = {{u,v} | (u,v) € H} . (5.1)

H' je vlastne mnozina hran H, v ktorej ,zabudneme“ na orientéciu.? Pretoze
acyklicky digraf moze pre kazda dvojicu vrcholov w € V, v € V| kde u # v,
obsahovat najviac jednu z orientovanych hran (u,v), (v, u), plati

[H'| = |H|.

K Tubovolnej u—v poloceste v digrafe G je jednoznacne priradend u—v cesta
v grafe G’ prechddzajica tymi istymi vrcholmi. Podobne Iubovolnému polo-
cyklu v digrafe G je jednoznacéne priradeny cyklus v grafe G’ uréeny tou istou
postupnostou vrcholov.

Z neorientovanej suvislosti digrafu G vyplyva teda stvislost grafu G’. Z acyk-
liénosti digrafu G viak nevyplyva acykli¢nost prislusného grafu G’ — pozri ob-
razok 5.1 a). Ak vSak v digrafe 8 neexistuje polocyklus, potom je k nemu
prislusny graf G’ acyklicky. Ak je digraf G orientovanym stromom, potom je
graf G’ stromom a plati pren veta 4.2 predchddzajucej kapitoly, ktord sa d4 pre
digraf G preformulovat do nasledujicej vety.

2Graf G’ = (V, H') s mnozinou hran H’ definovanou vztahom (5.1) moZno zostrojif pre
lubovolny digraf G = (V, H), avsak vztah |H| = |H’|, ktory budeme dalej vyuzivat, plati len
vtedy, ak v digrafe fel pre lubovolné u € V, v € V existuje najviac jedna z hran (u,v), (v,u),
¢o je v acyklickom digrafe zaruéené.
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Veta 5.1. Nasledujice tvrdenia st ekvivalentné:
a) Digraf G = (V, H) je orientovany strom.
b) V digrafe G = (V, H) existuje pre kazdé u,v € V jedind u—v polocesta.

N
¢) Digraf G = (V, H) je neorientovane sivisly a kaZdd orientovand hrana mno-
ziny H je mostom. (Mostom v orientovanom digrafe rozumieme taki oriento-
vand hranu, po vybrati ktorej stipne pocet komponentov digrafu).

d) Digmfa) = (V, H) je neorientovane svvisly a |[H| = |V|— 1.

e) V digrafe G = (V,H) plati |H| = |V| — 1 a G neobsahuje polocyklus.

V stromoch s aspon dvoma vrcholmi existuju aspon dva vrcholy stupna 1.
Analégiou tejto vety je nasledujice tvrdenie.

Veta 5.2. Nech 6 = (V, H) je acyklicky digraf. Potom V obsahuje aspori jeden
vrchol z taky, Ze ideg(z) = 0 a aspon jeden vrchol u taky, Ze odeg(u) = 0.

DOKAZ.
Nech

1)1,(1)1,1)2),’[)2,...,(’kal,vk),’l)k (52)
. . 7’ . =1 3 24 v e 4 v
je orientovana cesta v digrafe G s najviac¢sim poctom hran. UkaZzeme, Ze
odeg(vg) = 0.

Keby odeg(vi) > 0, musela by existovat orientovana hrana (v, v;), kde
vy # vg. Keby existovalo v; = vy pre i = 1,2,...,vx_1, mohli by sme vytvorit
orientovany cyklus

Vi, (’Ui,vlqu), ey (vk,l,vk),vk, (Uk, vl),vl =,
—
o je v spore s acykliénostou digrafu G. Je teda v; # v; pre vetky : = 1,2, ..., k.

Teraz uz modZeme zostrojit orientovani cestu

V1, (Ula U2)7 V2,y..., (Uk—la Uk)) Uk, (Uk7 Ul)7 v,
ktora obsahuje o jednu hranu viac ako pévodna orientovana cesta, ¢o je v spore
s predpokladom, ze (5.2) je cesta s najvi¢sim poctom hran.
Z predpokladu odeg(vy) > 0 sme dostali spor. Je teda odeg(vi) = 0.
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Analogicky sa ukaze, Ze ideg(z) = 0. |
Podla definicie 3.6 na str. 62 vrchol v je dosiahnutelny z vrchola u v digrafe

— —

G, ak v digrafe G existuje orientovana u—v cesta.

Definicia 5.2. Nech G = (V, H) je neorientovane suvisly digraf. Nech z € V

je taky jeho vrchol, z ktorého st dosiahnutelné vsetky vrcholy digrafu G.
Potom hovorime, Ze vrchol z je pramei. Dalej nech v € V je taky vrchol

digrafu 6, ktory je dosiahnutelny zo vSetkych ostatnych vrcholov digrafu 6
Potom hovorime, Ze vrchol u je stok>.

Pozndmka. Kedze priptstame trividlny v—v sled, kazdy vrchol v je dosiahnutelny
zo samého seba.

Definicia 5.3. Nech 6 = (V, H) je orientovany strom. Ak v strome 6 existuje
pramen z, potom hovorime, ze G je korenovy strom a vrchol z je koren
stromu G. Binarny korenovy strom je korefiovy strom, v ktorom mé kazdy
vrchol najviac dvoch bezprostrednych naslednikov.

Veta 5.3. Ak acyklicky digraf G = (V, H) obsahuje pramen z, potom
—
ideg(z) = 0. Ak G obsahuge stok u, potom odeg(u) = 0.

DOKkAZ.
Nech ideg(z) > 0, potom existuje asponl jedna orientovand hrana typu (z, z).
PretoZe x je dosiahnutelné zo z, existuje orientovand cesta

(z = v1, (v1,02),v2, ..., Uk, (Vk—1,Vk), Vk = T) .

Zretazenie tejto cesty s cestou (z, (z, z), z) ddva orientovany cyklus, ¢o je v spore
—
s acykli¢nostou digrafu G.

Analogicky sa dokaz vykona aj pre stok u. ]

Veta 5.4. Digmfa) = (V, H) je acyklicky prdave vtedy, ked jeho vrcholy mozno
usporiadat do postupnosti

V1,V2, ..., Up (5.3)

(t.4, precislovat) tak, Ze plati:
Ak (vi,vi) € H potom i < k. (5.4)
3Upozortiujem ¢itatela, Ze pouzivanie terminov ,zdroj“, ,pramen“, ,Gstie“ a ,stok“ je

v literattire zna¢ne nejednotné, a teda sa moze lisit od definicie 5.2.
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DOKAZ.
Nech st vrcholy mnoziny V usporiadané do postupnosti (5.3) tak, Ze plati (5.4).
Nech existuje cyklus

Uk (vlﬁ ) vkz)a Ukgs -+ Vkyp_1s (vkrr~71 ) vk'v')’ Uk kde Vky = Uk,.-

Potom z (5.4) vyplyva k1 < ke, ..., <k, = k1, ¢iZe k1 < k1, Co je spor.

Nech G = (V, H) je acyklicky digraf. Chceme dokazat, Ze jeho vrcholy sa daji
usporiadat do postupnosti tvaru (5.3) tak, aby platilo (5.4). Budeme postupovat
matematickou indukciou podla poétu vrcholov n = |V].

Ak |V| =1, potom V = {v} a postupnost (5.3) je v = v;.

Nech tvrdenie plati pre vSetky acyklické digrafy s |V| = n, majme acyklicky
digraf G = (V,H), kde |V]| = n+ 1. V digrafe G existuje aspon jeden vrchol,
ktory oznacime vy, 1 taky, ze odeg(v,11) = 0. Zostrojme digraf G’ = (V',H"),
v ktorom V! =V — {vp41} a H = H— H™ (vp41), kde H™ (vy41) je mnozina
orientovanych hran vchadzajicich do vrchola vy, 1.

Digraf G je acyklicky. Kedze |V’| = n, plati pre G indukény predpoklad, t. j.
jeho vrcholy mozno usporiadat do postupnosti

V1,02, ..., Uy
tak, Ze plati (5.4). Postupnost

V1, U2y« Uy Unal
je hladanou postupnostou pre digraf 5, pre ktord plati (5.4). |

Definicia 5.4. Ocislovanie vrcholov vy, vs, ..., v, acyklického digrafu
=

G = (V, H), pre ktoré plati:
ak (v;,vr) € H, potom i < k,

nazveme monotonnym ocislovanim vrcholov acyklického digrafu.
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Algoritmus 5.1. Algoritmus I. na monoténne oéislovanie acyklického
—
digrafu G = (V, H).
e Krok 1. Poloz i :=1.

e Krok 2. {Digmfa) = (V, H) obsahuje aspon jeden taky vrchol v € V, Ze
ideg(v) = 0.}
Vezmi taky vrchol v € V, Ze ideg(v) = 0 a poloz v; := v.

e Krok 3. Ak V — {v} = 0 STOP,
inak G := G — {v}, i :=i+ 1 a Goto Krok 2.
&

Préave prezentovany algoritmus vykonad n-krat kroky 2. a 3. Pri kazdom
kroku 2. musi prezriet najprv n, potom n — 1, n — 2 atd. vrcholov, aby nasiel
vrchol stupiia 0, v kroku 3. musi upravit najprv maximélne n — 1 potom n — 2

. stuptiov vrcholov digrafu G. Algoritmus m4 teda zlozitost O(n?). Existuji
aj lepsie implementéacie, najmi pre digrafy, v ktorych je pocet hran relativne
maly. Ako priklad moze sluzit nasledujica verzia algoritmu.

Algoritmus 5.2. Algoritmus II. na monotonne ocislovanie vrcholov
acyklického digrafu G = (V, H).
e Krok 1. Pre kazdé v € V prirad znacku d(v) := ideg(v). Uréi podmnozinu
Vo vrcholovej mnoziny V' s nulovou znackou d, t. j.

Vo={v]|veV, dv)=0}.

Poloz k := |Vp| a prvky z mnoziny V; zorad do lubovolnej postupnosti
P =wvy,va,...,v,. Poloz i:=1.

e Krok 2. Postupne pre kazdy vrchol w vystupnej hviezdy vrchola v; taky,
Ze w # vy, urob:
d(w) := d(w)—1. Ak d(w) = 0 potom zarad vrchol w na koniec postupnosti
P,t.j.poloz k:=k+1, vy := w.

e Krok 3. Ak k = n = |V| STOP, inak poloz i := i+ 1 a GOTO Krok 2.
&

Pri uloZeni digrafu vo forme vystupnych hviezd jeho vrcholov vypocet zna-
¢iek d(v) vyzaduje prekontrolovat m = |H| hran, pre vyber mnoziny V; a stano-
venie postupnosti v1, ve, ..., vy treba prekontrolovat n = |V| vrcholov. Krok 1.



5.1. VLASTNOSTI ACYKLICKYCH DIGRAFOV 137

mé teda zlozitost O(m + n).

Krok 2. pre kazdy vrchol v; zmeni znacky vsetkych vrcholov jeho vystup-
nej hviezdy — mé teda odeg(v;) operacii. Pocet vSetkych operacii vykonanych
v kroku 2. je > .y, odeg(v) = |H| = m. V kroku 3. sa vykona n operacii, takze
v oboch krokoch sa vykond O(n + m) operéacii.

Posledne prezentovany algoritmus mé zlozitost O(m + n).

Priklad 5.1. N4jdite monotdnne ocislovanie digrafu G = (V, H) s diagramom
na obrazku 5.2.

ijv@ |1 2 3 45 6 78
d(v)

T -2 2 2 2300 2

116 |2 211 0 2

@’? 21 7 12 2 0 0 2 2

3 3 |1 2 1 1

4] 4 |1 2 0 1

@ 5/ 5 [0 1 1

' 6] 1 0 0
72
ﬂ 8] 8

Obr. 5.2: Acyklicky digraf a tabulka s vypoétom monoténneho usporiadania.

Vypocet podla algoritmu 5.2 urobime v tabulke (pozri obrazok 5.2), v ktorej
v prvom stipci budi zaéinajic druhym riadkom postupne éisla i = 1,2,...,8,
v druhom stipci bude po skonceni vypoctu poradie vrcholov digrafu G v hla-
danom monoténnom usporiadani. V dalsich n = |V| stlpcoch budi znacky d(v)
vrcholov z V inicializa¢ne urené podla kroku 1. algoritmu 5.2 ako d(v) :=
ideg(v), ¢omu zodpoveda prvy riadok tabulky. Z prvého riadku ihned vidno, Ze
Vo = {6,7}, takze do druhého stipca tabulky zapiseme v riadkoch s i = 1,2
vrcholy 6, 7.

V stlade s krokom 2. algoritmu 5.2 postupne v riadkochs:=1,2,3,...,n—1
znizujeme znacky d(w) vSetkych vrcholov w € V1 (v;). Znizené znacky d() sa
v tabulke vyznacené tuénym fontom. Vrcholy, ktorych znacky sa vynulovali za-
piseme do dalsich riadkov 2. stipca tabulky. Takto pokrac¢ujeme kym nezaradime
do 2. stlpca tabulky vsetky vrcholy. Ak by sa stalo pre niektoré i, Ze jeho ria-
dok tabulky neobsahuje ziadnu nulovt znacku d, znamenalo by to, ze digraf 6
nie je acyklicky. Pre nas konkrétny priklad je monoténne oc¢islovanie digrafu 6
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nasledujuce:

’U1:6, U2:7, 1)3:37 1}4:47 1}5:57 U6:1, U7:2, U8:8.

Obr. 5.3: Diagram digrafu z obrazku 5.2 nakresleny tak,
ze vrcholy digrafu st zoradené podla monoténneho oéislovania zlava doprava.

Vsimnime si, ze ak zobrazime v rovine vrcholy acyklického digrafu v jednej li-
nii usporiadané zlava doprava podla monoténneho oéislovania, potom v takomto
diagrame Sipky predstavujtce orientované hrany smeruji len zlava doprava, ¢o
dobre vidief na obrazku 5.3.

Mnohé algoritmy moZno velmi zjednodusit, ak moézeme predpokladat, Ze
spracovavany acyklicky digraf je monoténne ocislovany. Preto mnohé algoritmy
pre acyklické digrafy zac¢inaji monoténnym ocislovanim digrafu.

5.2 Najkratsia a najdlhsia cesta v acyklickych
digrafoch

Uloha hladania najkratsej cesty v acyklickjch digrafoch je podstatne jed-
noduchsia nez vo vSeobecnych digrafoch alebo grafoch. Na riesenie tejto tlohy
mozeme samozrejme pouzit ktorykolvek z algoritmov pre v8eobecné digrafy (za-
kladny algoritmus, Fordov algoritmus, Dijkstrov algoritmus), ked ndm vsak ide
o rychlost, mdzeme s vyhodou vyuzit skutoc¢nost, Ze vrcholy acyklického digrafu
mozno monotdénne ocislovat. Toto ocislovanie nie je vypoétovo naro¢né (ako sme
ukazali, ma zlozitost O(m+n)) a dé sa vyuzit pre hladanie vSetkych najkratsich
u—v ciest z pevného vrchola u nasledovne: Predpokladajme, Ze vSetci predchod-
covia v vrchola w, ktori st dosiahnutelni z vrchola u, maji znacky ¢(v) rovné
dizke najkratSej u—v cesty, ostatni predchodcovia vrchola w maju znacky oco.
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Nech t(w) = co. Ak pre vSetkych predchodcov v vrchola w s koneénou znackou
t(v) urobime

ak t(w) > t(v) + e(v,w), potom t(w) :=t(v) + c(v, w),
potom aj znacka t(w) je rovna dlzke najkratsej u—w cesty.

Definicia 5.5. Nech G = (V, H, ¢) (6 = (V, H,¢)) je hranovo ohodnoteny graf
(digraf), u € V, v € V. Najdlhsia (orientovana) u—v cesta v grafe G (digrafe
G = (V,H,c)) G je ta (orientovand) u—v cesta, ktord ma zo vSetkych u—v ciest
najviacsiu dlzku.

Acyklické digrafy maja eSte jednu vynimocnu vlastnost. Kym tloha hlada-
nia najdlhsej cesty je vo vSeobecnych grafoch a digrafoch NP-fazkd (nemame
pre ne polynomiédlny algoritmus), v acyklickych digrafoch mozno na hladanie
najdlhsej cesty pouzit zékladny alebo Fordov algoritmus - oba pracujice so za-
porne vzatymi povodnymi cenami hran. Pozor, Dijkstrov algoritmus pre hrany
ohodnotené zapornymi ¢islami zlyha!

Algoritmus 5.3. Algoritmus na vypocet najkratSej u—v cesty v ne-
—
orientovane suvislom acyklickom hranovo ohodnotenom digrafe G =
(V,H,c).
e Krok 1. Monoténne ocisluj vrcholy digrafu 5), nech P = vy,v9,..., 0%
—

postupnost vrcholov digrafu G zoradena podla monoténneho ocislovania.
Zisti index vrchola u v postupnosti P. Nech i je index taky, ze u = v;.

e Krok 2. Pre kazdy vrchol v € V prirad znacky t(v), z(v). Poloz t(u) := 0,
t(j) := oo pre vSetky j # u, j € V. Poloz z(j) := 0 pre vSetky j € V.

e Krok 3. Pre vsetky vrcholy w vystupnej hviezdy vrchola v; také, ze
w # v;, urob:
Ak t(w) > t(v;) + (v, w), potom t(w) = t(v;) + c(vi, w), a x(w) = v;.

e Krok 4. i:=i+ 1. Ak i =n STOP, inak GOTO Krok 3.
)

Po skonceni prace algoritmu maji vsSetky vrcholy v, ktoré st dostupné
z vrchola u koneénti znacku t(v) rovnu dlzke najkratSej u—v cesty, vrcholy,
ktoré nie st z u dosiahnutelné maji znacku oo. Hladan( najkrat$iu u—v cestu
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zrekonStruujeme podla znaciek x() spétne od vrchola v — obsahuje vrcholy
v, z(v), z(x(v)),...,u.

Je vidiet, ze Krok 1. algoritmu vyzaduje O(n + m) operécii, Krok 2. O(n)
operacii, Krok 3. pocas celého algoritmu O(m) operacii a kone¢ne Krok 4. O(n)
operacii. Cely algoritmus mé zlozitost O(n + m).

Predchadzajuci algoritmus sa hodi i pre acyklické digrafy so vseobecnym
(teda aj zadpornym) ohodnotenim hran. D4 sa pouzit na hladanie najdlhse;
u—v cesty tak, ze k acyklickému digrafu G = (V,H,c) vezmeme digraf G =
(V,H,c') s tymi istymi mnoZinami vrcholov a orientovanych hran a s cenou ¢
definovanou predpisom ¢'(h) = —c(h) pre vSetky h € H. Najkratsia u—v cesta

v digrafe fel je potom najdlhsou cestou v digrafe G.
Ind moznost je pozmenit tento algoritmus tak, aby priamo hladal najdlhsie cesty.
Na to staci:

e inicializovat znacky v kroku 2. nasledovne:
t(u) :=0, t(j) := —oo pre vietky j £ u, j € V.

e V kroku 3. obratit rozhodovacie nerovnosti:
Ak t(w) < t(vi) + (v, w), potom t(w) = t(v;) + c(vs, w) a z(w) := v;.

Definicia 5.6. Hovorime, ze acyklicky digraf G = (V, H) je tranzitivny, ak
pre lubovolné dve hrany (u,v) € H, (v,w) € H existuje hrana (u,w) € H.

Lahko sa d4 dokazat nasledujtca veta.

Veta 5.5. Acyklicky digraf G je tranzitivny prdve vtedy, ked ku kaZdej oriento-
—
vanej u—v ceste v G existuje hrana (u,v) € H.

Definicia 5.7. Hovorime, ze digraf 8T je tranzitivny uzaver digrafu 5), ak
6T je minimalny tranzitivny digraf obsahujuci ako podgraf digraf G.
Hovorime, ze digraf G r je tranzitivna redukcia digrafu G, ak G R je mini-
malny Et)ktorovy podgraf digrafu G s rovnakou dosiahnutelnostou vreholov ako
digraf G.

Vsimnime si, Ze tranzitivny uzaver 8T digrafu G = (V,H) ma ta istt
— — —
mnozinu vrcholov V' ako digraf G — vyplyva to z poziadavky G C G a z mi-
— — —
nimality digrafu G . Pre tranzitivou redukciu G g = (Vg, Hgr) digrafu G je
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Obr. 5.4:
a) Digraf G. b) Tranzitivny uzaver G T dlgrafu G.

¢) Tranzitivna redukcia G r digrafu G.

rovnost Vg = V priamo pozadovana definiciou (6 r mé byt faktorovy podgraf
—
digrafu G).

Tranzitivny uzdver Gr = (V,Hr) digrafu G = (V, H) zostrojime tak, ze
pre kazda usporiadant dvojicu vrcholov u, v € V, u # v skontrolujeme, ¢i je
v dosiahnutelné z u, a ak ano, priddme orientovanti hranu (u,v) do hranovej
mnoziny Hrp tranzitivneho uzaveru.

Tranzitivnu redukciu digrafu G zostrojime tak, ze z hranovej mnoziny H digrafu
G postupne vyla¢ime vSetky hrany (u,v) také, Ze existuje orientovana u—v cesta
obsahujtca viac nez jednu hranu.

5.3 Metody casového planovania

Préace na velkom projekte mozno postupne rozélenit na ¢iastoéné projekty, tie
pozostévaju z vykonania niekolkych tloh, tie sa zase mozu skladat este z mensich
Casti. Pri pldnovani projektu sa musime na istej rozliSovacej trovni zastavit
a definovat si tzv. elementarne €innosti, ktoré uz z prijatého rozlisovacieho
hladiska povaZzujeme za nedelitelné.

Technologicky postup budovania projektu dovoluje niektoré elementarne
¢innosti vykonévat sti¢asne, ale medzi niektorymi ¢innostami moze technolégia
predpisovat precedencény vztah. Budeme hovorit, Ze ¢innost A predchadza
¢innosti B a pisat A < B, ak sa ¢innost B moze zacat vykonévat az po
skonéeni vykonévania ¢innosti A. Ak A < B budeme tiez hovorif Ze ¢innost
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A je predchodca ¢innosti B alebo ¢innost B je naslednik ¢innosti A. Vztah
A < B je bindrnou relaciou na mnozine vsetkych elementdrnych ¢innosti.
Budeme ju volat preceden¢na relacia alebo relacia precedencie. (Pozri
definiciu bindrnej relacie 1.3 na strane 14.)

Tak napriklad zdklady domu sa mozu beténovat az po skondeni vykopovych
préac a dokoncdeni bedneni, steny domu sa mozu zacat stavat az potom, ¢o
st dokondené zaklady, stropy sa mozu zacat budovat az po dokondeni stien,
strecha po dokonceni stropov, vnutorné omietky po dokonceni stropov sucasne
s vonkajsimi omietkami, ktoré ¢akaji na dokoncenie stien.

Relacia precedencie < je tranzitivna, t. j. plati: ak A < B, B < C potom
aj A < C. Ak elementarna ¢innost B musi ¢akat na skoncenie ¢innosti A
a ¢innost C' musi ¢akat na skondenie ¢innosti B, tym skor musi ¢innost C' ¢akat
na ukoncenie ¢innosti A.

Dal$ou dolezitou vlastnostou reldcie precedencie < je, Ze pre ziadne A € £
neplati A < A, v opa¢nom pripade by zaciatok ¢innosti A musel ¢akat na jej
vlastny koniec, ¢o je technologicky nezmysel. Z toho dalej vyplyva, Ze neexistuje
postupnost ¢innosti Ay, As, ..., A, taka, ze

A <Ay < - <A, < Ay,

lebo potom by z tranzitivity vyplyvalo A; < A;. Relacia < je teda antireflexivna
(pozri definiciu 1.4 na strane 14 v nultej kapitole.) Posledné vlastnost je formou
istej ”acyklicnosti” relacie <.

Pre modelovanie néslednosti nie je potrebné zadat vsetky usporiadané dvo-
jice elementarnych ¢innosti, ktoré su v relacii precedencie. Pre uplny popis tech-
nologického procesu plne postacuje také zadanie, v ktorom ku kazdej ¢innosti
zadame len jej bezprostrednych néslednikov.

Hovorime, ¢innost A bezprostredne predchadza c¢innosti B a piSeme
A << B, ak A < B a neexistuje ¢innost C taka, ze A < C a stucasne C' < B.
Ak A << B budeme tiez hovorit Ze ¢innost A je bezprostredny predchodca
éinnosti B alebo ¢innost B je bezprostredny néaslednik ¢innosti A.

Vykonanie kazdej elementarnej ¢innosti vyzaduje isty ¢as. Pri metéde CPM,
ktortt budeme dalej popisovat, sa predpoklada, Ze ¢as na vykonanie kaZdej
elementarnej ¢innosti je nemenny, jednotlivé elementarne ¢innosti vSak maji
vo vSeobecnosti rézne ¢asy vykonavania.
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Uloha éasového pléanovania U je danid mnozinou elementarnych ¢innosti
&, preceden¢nou relaciou < na mnozine £ a redlnou funkciou ¢ : &€ — R
priradujicou kazdej ¢innosti A € £ jej trvanie c(A).

Casto byva vhodné modelovat trvanie a néslednost elementarnych operacii

vo forme vrcholovo ohodnoteného digrafu ((-})< = (V, H, ¢), ktorého mnozinou
vrcholov je mnoZina vSetkych elementdrnych ¢innosti, ohodnotenie c¢(v) > 0
vrchola v € V je Cas spracovania prislusnej elementarnej ¢innosti a mnozi-
nou orientovanych hran je H = {(A,B)| A,B € V, A < B}. Digraf @< na-
zveme precedenénym digrafom alebo digrafom precedencie < pre pri-
slugnu dlohu U casového planovania.
Vzhladom na tranzitivitu relacie < je prislusny precedencény digraf tranzitivny
— mé velmi vela hran. Ak totiZ existuje orientovanid A—B cesta, potom musi
existovat v hranovej mnozine H (vzhladom na tranzitivitu) aj priama oriento-
vana hrana (A, B). Z vyssie popisanych vlastnosti precedené¢nej relicie < dalej
vyplyva velmi dolezitd vlastnost preceden¢ného digrafu — precedencény digraf
((_})4 je acyklicky.

Jednoduchsou $truktiarou (vzhladom na pocet hran) je digraf bezprostred-
nej precedencie ((-})« = (V,H,c), kde V je mnozina vSetkych elementarnych
¢innosti, c(v) > 0 ¢as vykonavania ¢innosti v akde H = {(A,B)| A,BeV A<
~< B}. Vsimnime si, Ze (-})« je tranzitivnou redukciou digrafu ((-})< a tiez (I-})< je
tranzitivnym uzéverom digrafu ((_})«. Digraf bezprostrednej precedencie (_})« je
tiez acyklicky.

Technologicky predpis zadava tilohu ¢asového planovania — mnozinu elemen-
tarnych ¢innosti, ich trvanie a vztah bezprostrednej precedencie v tabulke, kde
ku kazdej elementarnej ¢innosti okrem jej trvania udava zoznam jej bezpro-
strednych néslednikov. Tato tabulku budeme volat technologickd tabulka
projektu. Nebolo by chybou, ak by tabulka obsahovala aj inych ako bezpro-
strednych néslednikov, tito vsak v tabulke nie s potrebni a zbyto¢ne rozsiruju
rozsah vstupnych dat.
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|| Cinnost | Cislo | Trvanie ¢innosti | Nasledné ¢innosti ||
Vykopy 1 4 3
InZinierske siete 2 3 89
Bednenie zakladov 3 2 4
Beténovanie zdkladov 4 3 56
Obvodové mury 5 6 7891012
Priecky 6 8 8911
Strecha 7 6 13
Elektrické instalacie 8 2 11 13
Vodovodné instalacie 9 3 11 13
Vonkajsie omietky 10 2 12
Vnutorné omietky 11 3 13
Okna, dvere 12 1 13
Kolaudacia 13 1 -

Tabulka 5.1: Technologicka tabulka projektu
s precednénym digrafom na obrazku 5.5.

Obr. 5.5: Diagram digrafu bezprostrednej precedencie

k technologickej tabulke 5.1 projektu.
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Vytvorit rozvrh pre dant ulohu U ¢éasového planovania znamené kazdej
elementarnej ¢innosti A priradif ¢asovy interval (ba,ca), ba < ca v ktorom sa
bude ¢innost A vykonavat. Tu by znamené zaciatok vykondvania é¢innosti A (b
— beginning time), c4 je koniec vykonévania ¢innosti A (¢ — completion time).
Pripustny rozvrh ulohy U je taky rozvrh pre tlohu U, kde pre lubovolné
elementarne ¢innosti A, B plati:

1. CA—bAZC(A)
2. ak A< B, potom by <cy <bg <cp

Vsimnime si, Ze na zédklade vlastnosti 1. pripustného rozvrhu staci pre kazda
elementarnu ¢innost A urcit jej zacdiatok b4, Cas ukoncenia sa vypocita ako
ca=by + C(A)

Pripustnych rozvrhov pre dany problém ¢asového planovania je vela, z nich
by sme chceli vybrat optimdalny z nejakého hladiska. Velmi ¢asto sa ako kritérium
optimality berie Chax Cas ukonéenia poslednej ¢innosti, teda

Chax = max{ca | A € £},

pricom sa predpokladéa, ze projekt zacina v ¢ase 0. Veli¢inu Cp,,x budeme nazy-
vat trvanie rozvrhu, ¢o dobre vystihuje skutocnost, ze projekt sa odovzdéava
odberatelovi az po ukonéeni poslednej elementarnej ¢innosti. V anglosaskej li-
terattre sa pre veli¢inu Cp,ax pouziva tiez termin makespan.

Zékladnou otazkou ¢asového planovania je pre dant tlohu U uréit pripustny
rozvrh taky, aby prislusné trvanie rozvrhu Cipax bolo minimélne. Oznac¢me T'
minimum zo v8etkym moZnych trvani rozvrhov. Veli¢inu T" budeme nazyvaft
trvanie projektu. DalSou otdzkou je zistif tie elementarne ¢innosti, ktorgch
kazdé oneskorenie mé vplyv na prediZenie trvania 7' skimaného projektu. Pre
ostatné ¢innosti nas zaujima, pokial najneskor sa ich ukoncenie moze oneskorit
bez toho, aby sa predlzil ¢as T trvania projektu.

Lubovolnéa orientovand cesta v digrafe @« predstavuje technologicky pri-
pustné poradie vykonania elementarnych ¢innosti a sticet ¢istych trvani spraco-
vania v8etkych elemntdrnych ¢innosti na tejto ceste (t. j. bez ¢asovych rezerv)
sa d4 vypoditat ako stdet ohodnoteni vrcholov na tejto ceste. Naopak Tubovol-
nému technologicky pripustnému poradiu spracovania elementarnych ¢innosti
mozno priradit orientovant cestu v digrafe ((-})« so suctom ohodnoteni vrcholov
rovnym ¢istému casu (bez ¢asovych rezerv) potrebnému na spracovanie daného
poradia ¢innosti. Trvanie projektu T' musi byt teda rovné maximu zo stcétov
ohodnoteni vrcholov v8etkych orientovanych ciest v digrafe @«.
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Pre kazdu elementarnu ¢innost urcujeme dva vyznamné casové okamihy.
Najskdor moZny zadiatok elementarnej ¢innosti t. j. prvy éasovy okamih?,
kedy moZno zacat ¢innost vykondvat pri dodrzani precedenénej relacie <. Ak
uz poznédme hodnotu trvania projektu 7', chceme pre kazd elementdrnu ¢innost
poznat najneskor nutny koniec tejto ¢innosti definovany ako posledny casovy
okamih®, po ktory sa ukoncenie tejto ¢innosti moéze oneskorif bez predizenia
trvania projektu T'. Znovu pripominame, ze predpokladame pritom, ze projekt
sa zacina v Case 0.

Nech z(v), k(v) st najskor mozny zaciatok, resp. najneskor nutny koniec
elementarnej ¢innosti v, ktorej trvanie je c(v). Casovii rezervu R(v) ¢innosti
v definujeme ako

R(v) = k(v) — z(v) — c(v).
Kriticka ¢innost je tak4 ¢innost v, pre ktort je R(v) = 0. Kritickd cesta
v digrafe ((_?:« je takd orientovand u—v cesta pu(u,v) v digrafe ((-})«, kde ideg(u) =
0, odeg(v) = 0, ktord obsahuje len kritické ¢innosti.
Pozndmka. D4 sa ukézat, Ze stcet ohodnoteni vrcholov kazdej kritickej cesty
v ((-})« sa rovna trvaniu projektu 7.

Ako sme uZ spomenuli, trvanie T projektu moZno urcit ako maximum
—
suctov ohodnoteni vrcholov vSetkych orientovanych ciest v digrafe G -, t. j. ako
~ b -
»AlZku“ najdlhsej orientovanej cesty v digrafe G -, ak za , dlZku“ orientovanej
cesty berieme sti¢et ohodnoteni jej vrcholov.

Podobne mozno ur¢it z(v) — najskor mozny zac¢iatok a k(v) — najneskor nutny
koniec elementarnej ¢innosti v € V' pomocou ,,dlZok“ najdlhsich orientovanych
ciest nasledovne. Ozna¢me idmax(v) ako maximum ,,dlZok“ vSetkych orientova-

— -
nych u—v ciest v G «, odmax(v) ako maximum ,,dlZok“ vSetkych orientovanych
—
v—u ciest v G . Potom

z(v) = idmax(v) — ¢(v) k(v) =T — odmax(v) + ¢(v)

Existuju dva mozné pristupy k najdeniu trvania projektu 7', najskér moz-
nych zaciatkov z(v) a najneskér nutnych koncov k(v) elementarnych ¢innosti
v € V. Jednym z nich je klasicky pristup vyuzivajici standardné algoritmy na
hladanie najdlhsich orientovanych ciest v digrafe. Tento pristup vSak vyzaduje
taky model tlohy ¢asového planovania U, v ktorom by boli ¢innosti modelované

4Najmensi ¢as merany od ¢asu 0 — t. j. od zadiatku vykonavania projektu.
5Najvicsi ¢as merany od ¢asu 0 — t. j. od zadiatku vykonavania projektu.
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orientovanymi hranami s ohodnotenim rovnym trvaniu prislusnej elementarnej
¢innosti — digraf (_})« bezprostrednej precedencie sa pre tento el nehodi. Kla-
sicky pristup k tlohe ¢asového planovania je rozobraty na strane 152 v casti 5.4
tejto kapitoly.

Druhy pristup na uréenie veli¢in T, z(v), k(v) vyuZiva postupy bezné v tedrii
vyrobnych rozvrhov ([1], [12]). NedokézZe sice vyuzit Standardné algoritmy na
hladanie extremalnych ciest, avSak algoritmy na vypocet optimélneho rozvrhu
vyuzivaju ako model rovzrhovacej tlohy U digraf G -, bezprostrednej preceden-
cie a st velmi jednoduché. Algoritmus na urcenie najskor moznych zaciatkov
elementarnych ¢innost{ je zaloZeny na postupnom zaradovani takej ¢innosti v,
ktord nema nezaradeného predchodcu tak, Ze zaciatok ¢innosti v polozime do
okamihu, kedy sa skon¢i spracovanie posledného predchodcu vrchola v.

Nasledujice dva algoritmy bud(i postupne zaradovat ¢innosti — vrcholy

=
digrafu G - — do rozvrhu a pri zaradeni sti¢asne im urcéovat ich najskér mozny
zaciatok, resp. najneskor nutny komec Aktualne nezaradené vrcholy budeme

drzat v mnozine Z, podgraf digrafu G« indukovany mnozmou 7 oznacime
G Vstupny, resp. vystupny stupent vrchola v v digrafe G budeme oznacovat
symbolom 1deg§( v), resp. odegé, analogicky vyznam v digrafe G« buda mat

ideg(v), resp. odeg(v). Symbol VT (v), resp. V= (v), podla definicie 1.18 na str. 23
oznacuje mnozinu koncovych vrcholov vsetkych hran vychadzajacich z vrchola v,
resp. mnozinu zaciatoénych vrcholov vsetkych hran vchadzajucich do vrchola v.

Algoritmus 5.4. Algoritmus I. na urcenie najskor moznych zaciatkov
—
z(v) elementarnych ¢innosti v digrafe G = (V, H, c).

= —
e Krok 1. Inicializicia. Poloz Z :=V, G := G .

e Krok 2. Vyber taky vrchol v € 7, Ze idegg> (v) =0.
Ak V~(v) =0, potom z(v) := 0.
Ak V= (v) # 0, potom z(v) := max{(z(u) + c(u)) | u € V™ (v)}.

e Krok 3. Poloz 7 :=7 — {v}.
Ak 7 =0, poloz T := max{(z(w) + c(w)) | w € V, odeg(w) = 0} a STOP.
Inak poloz G := G — {v} a GOTO Krok 2.
&

6Pozri definiciu 1.17 podgrafu indukovaného mnozinou na str. 23.
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Algoritmus 5.5. Algoritmus I. na urcenie najneskor nutnych koncov
—
k(v) elementarnych ¢innosti v digrafe G = (V, H, c).

g —
e Krok 1. Inicializacia. Poloz Z :=V, G := G .
e Krok 2. Vyber taky vrchol v € Z, Ze odegg (v) =0.
Ak VT (v) =0, potom k(v) :=T.
Ak V*(v) # 0, potom k(v) := min{(k(u) — c(u)) | u € VT (v)}.
e Krok 3. Poloz Z :=7 — {v}. Ak Z =), STOP.
— —

Inak poloz G := G — {v} a GOTO Krok 2.
&

Odhadneme ¢asovi zlozitost algoritmu 5.4. Predpokladajme, ze n = |V,
—
= |H|. Krok 1. spoéiva v skopirovani digrafu G = (V, H,¢) do digrafu

Il 2

G, ¢o sa da urobif v ¢ase O(m + n). Krok 2. vyzaduje v najhorSom pripade
prehliadnutie |Z| vrcholov, kym najdeme vrchol s nulovym vstupnym stupiiom.
Prekontrolovanie stupiia vrchola sa da urobif v konstantnom case O(1), ak
budeme stupne vrcholov udrziavat v znacke d() podobne ako v algoritme 5.2
na strane 136. N4jdenie vrcholov vstupného stupna 0 vyzaduje spolu najviac
n+(n—1)4+---+2+1= % krokov — d4 sa urobit v ¢ase O(n?). Nakoniec
vypodet vSetkych maxim vo vSetkych n iterdcidch kroku 2. sa dé urobif v Case
O(m). Pocas celého algoritmu vykonanie vSetkych iteracii kroku 2. algoritmu 5.4
vyziada ¢as O(m+n?). Nakoniec jedno vykonanie kroku 3. vyzaduje konstantny
¢as a n iteracii kroku 3. sa da urobif v ¢ase O(n). Celkova zlozitost algoritmu
je teda O(m + n?), resp. s vyuzitim m < n? mézeme stanovit jeho zlozitost ako
O(n?). Analogicky sa ukaze, ze aj zlozitost algoritmu 5.5 je O(n?).

Pouzitim monotdénneho ocislovania digrafu (_})« mozno navrhnif algoritmy

s mensSou zlozitostou. V nasledujicich algoritmoch okrem znaciek z(v), k(v)
zavedieme aj znacku x(v) — predposledny vrchol orientovanej u—v cesty s naj-

.....

v—u cesty s najvacsim suctom ohodnoteni vrcholov.

Algoritmus 5.6. Algoritmus II. na uréenie najskdor moznych zaéiatkov
z(v) elementirnych €innosti v digrafe ((_})_« =(V,H,c).
e Krok 1. Vytvor monoténne ocislovanie wvi,vs,...,v, vrcholov
digrafu @«.
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e Krok 2. Kazdému vrcholu v € V prirad dve znacky z(v), z(v).
Pre kazdé v € V inicializa¢ne poloz z(v) := 0, z(v) := 0.

e Krok 3. Postupne pre k =1,2,...,n — 1 urob:

Pre vSetky také vrcholy w vystupnej hviezdy vrchola vy, ze w # vy,
urob:
Ak z(w) < z(vg) + c(vk), potom z(w) := z(vg) + c(vk) a z(w) := vg.

e Krok 4. Vypocitaj trvanie projektu
T := max{z(w) + c(w) | w € V, odeg(w) = 0}
&

Algoritmus 5.7. Algoritmus II. na uréenie najneskoér nutnych koncov
—
k(v) elementarnych ¢innosti v digrafe G . = (V, H, ¢).
e Krok 1. Vytvor monoténne ocislovanie v1,vs,...,v, vrcholov digrafu
—
G« .

e Krok 2. Kazdému vrcholu v € V prirad dve znacky k(v), y(v). Nech T je
trvanie projektu.
Pre kazdé v € V inicializa¢ne poloz k(v) :=T, y(v) :=0 .

e Krok 3. Postupne pret =n—1,n—2,...,1 urob:

Pre vsetky vrcholy w vystupnej hviezdy vrchola v; také, ze w # v;,
urob:
Ak E(v;) > k(w) — c(w),
potom k(v;) := k(w) — c(w) a y(v;) :=w .
)

Vysledkom oboch algoritmov mame pre kazdy vrchol v € V' st dve znacky
z(v) — najskor mozny zaciatok elementéarnej ¢innosti v a k(v) — najneskor nutny
koniec elementarnej ¢innosti v. Naviac pre kazda ¢innost v mame znacku z(v)
— Cinnost, ktorej ¢as ukoncenia najviac ohranic¢uje zaciatok ¢innosti v a znacku
y(v) — Cinnost, ktorej za¢iatok najviac ohranic¢uje koniec ¢innosti v.

Aka je zlozitost algoritmu 5.67 Nech n = |V|, m = |H|. Monoténne o¢is-
lovanie vrcholov v kroku 1. moZno urobit v ¢ase O(m + n). Inicializaény krok
2. vyzaduje ¢as O(n). V kroku 3. treba vypocitat n znaciek z(v), a n znaciek
x(v). Pritom treba urobit v kroku 3. iba tolko porovnani, kolko je hran — t. j.
m porovnani. Krok 3. vyzaduje celkom ¢as O(m + n). Nakoniec vypocet ma-
xima v kroku 4. mozno urobit v ¢ase O(n). Cely algoritmus mé teda zlozitost
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O(m+n). Analogicky sa ukaze, Ze zlozitost algoritmu 5.7 je tiez O(m +n). Mo-
—

noténne usporiadanie digrafu G . pomohlo navrhnut efektivnejsi algoritmus

(najmi v pripade ked m je podstatne mensie nez n?).

Priklad 5.2. Urobte ¢asovi analyzu projektu s precedenénym digrafom z ob-
razku 5.5 na strane 144.

Riesenie: Pre kazda éinnost treba vypodéitat najskér mozny zacdiatok a najne-
skor nutny koniec. Algoritmy 5.6 a 5.7 vyuzivaji monoténne ocislovanie vrcholov
precedencéného digrafu. Ak si vSak prezrieme tabulku s vystupnymi hviezdami
vrcholov, méZeme konstatovat, Ze nas precedencny digraf uz je monotdénne oéis-
lovany.

Vystupné hviezdy  Tabulka pre vypodet najskor moznych zaciatkov ¢innosti

v | c(v) VT (v) v|e(w)|z(v)[1 23456 7 8 9 10 11 12 13
z(v)
- - 100000O0O0O O O O O 0 0
1 4 3 1 4 0 4
2 3 89 2 3 0 3 3
3 2 4 3 2 4 6
4 3 56 4 3 6 99
5 6 [7891012]|| 5 6 9 15 15 15 15 15
6 8 8911 6 8 9 17 17 17
7 6 13 7 6 15 21
8 2 11 13 8 2 17 19
9 3 11 13 9 3 17 20
10 2 12 10| 2 15 17
11{ 3 13 11| 3 20 23
12 1 13 12| 1 17
131 1 - 13| 1 23

T = max{z(v) + ¢(v) | v € V} = 24.

Vypocet najskor moznych zaciatkov poéitame v tabulke, v ktorej prvy
riadok obsahuje pre kazdy vrchol v inicializaéné hodnoty znaciek z() uréené
podla kroku 2. algoritmu 5.6. Dalsie riadky tabulky obsahuji vyvoj znaciek
z() po preznackovani vrcholov vystupnej hviezdy vrchola uvedeného v prvom
stipci tabulky — riadky st tvorené podla kroku 3. algoritmu 5.6. Pre ulahéenie
pocitania tabulka obsahuje stipec ¢(v) s trvaniami prislusnych ¢innosti a stipec
z(v) vyslednych najskor moznych zaciatkov elementarnych ¢innosti.
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Tabulka pre vypocet najneskor nutnych koncov ¢innosti

v |c(v) | k() —cv)|kv)|1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
k(v)

- - - 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24

13 1 23 24 24

12 1 22 23 23

11 3 20 23 23

10 2 20 22 22

9 3 17 20 20

8 2 18 20 20

7 6 17 23 23

6 8 9 17 17

5 6 11 17 17

4 3 6 9 9

3 2 4 6 6

2 3 14 17 17

1 4 0 4 4

Vypocet najneskor nutnych koncov ¢innosti pouzitim algoritmu 5.7 urobime
v podobnej tabulke popisujicej vyvoj znaciek k(). Podobne ako vo vSetkych
predchadzajucich prikladoch, v poé¢itaéi staci na uloZenie znadiek z(), k() po
jednom n-rozmernom poli, ¢o by stacilo aj pre ruény vypocet, keby sme znacky
prepisovali na mieste. V tom pripade by vsak nebolo vidno ich vyvoj pocas behu
algoritmu.

Vsimnime si este, ze vypocet najneskdr nutnych koncov ¢innosti pomocou
vystupnych hviezd je jednoduchsi ako vypocet najskér moznych zaciatkov po-
mocou vystupnych hviezd vrcholov. Bolo by mozné algoritmus 5.6 preformulovat
pre ulozenie precedenc¢ného digrafu formou vstupnej hviezdy, ¢im by sa trosku
zjednodusil vypocet najskor moznych zaciatkov ¢innosti.

Vysledok ¢asovej analyzy daného projektu mozno zhrnif do nasledujicej
tabulky:

Cinnost v 1 2 34 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Trvanie ¢innosti c(v) 4 3 23 6 8 6 2 3 2 3 1 1
Najskor mozny zacdiatok z(v) |0 0 4 6 9 9 15 17 17 15 20 17 23
Najneskor nutny koniec k(v) |4 17 6 9 17 17 23 20 20 22 23 23 24
Rezerva 014002 0 2 1 0 5 0 5 0
Kriticka ¢innost . o o . . . .
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5.4 Klasicka interpretacia metody CPM
a jej nedostatky

Majme tlohu ¢asového planovania &/ danti mnozinou elementarnych ¢innosti
&, preceden¢nou relaciou < na mnozZine £ a redlnou funkciou ¢ : £ — R
priradujicou kazdej ¢innosti A € £ jej trvanie c(A).

Klasickd CPM metéda modeluje néviznost tloh pre tento pripad tzv. sie-
tovym digrafom, v ktorom je kazdej tlohe A € £ pridelenéd préve jedna hrana
ohodnotena dizkou spracovania ¢(A) tilohy A, vrcholy — predstavujit asové za-
¢iatky a konce spracovania elementdrnych ¢innosti (reprezentovanych s nimi
incidentnymi hranami).

Sietovy digraf je neorientovane stuvisly acyklicky digraf, obsahujtci préave
jeden pramen z, ktory nazveme zaciatok vykonavania projektu a jediny
stok k, ktory nazveme koniec vykonavania projektu’.

Velmi casto sa predpokladd, ze V ={1,2,...n}aze z=1, k=n.

Obr. 5.6: Diagram siefového digrafu, aky ndjdete v mnohjch ucebniciach.
Ako ho zostrojit z technologickej tabulky bez fiktivnych ¢innosti

.....

Predpokladdme zacdiatok vykondvania projektu v case 0. Najskor mozZny
zadiatok T; ¢innosti vychadzajacich z vrchola i je prvy ¢asovy okamih,
kedy skon¢i vykonavanie poslednej z ¢innosti vchadzajicich do vrchola i. Trva-

"Prameri v digrafe bol definovany ako vrchol, z ktorého st vetky ostatné vrcholy dosiahnu-
telné. Stok v digrafe bol definovany ako vrchol dosiahnutelny zo vSetkych ostatnych vrcholov.
V acyklickom digrafe moze existovat najviac jeden pramen a najviac jeden stok k a plati
ideg(z) = 0 odeg(k) = 0.
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nie projektu T, je najskér mozny zaciatok ¢innosti vychadzajtcich z konca
projektu n. Najneskor nutny koniec 7 ¢innosti vchadzajicich do vr-

chola i je posledny ¢asovy okamih, po ktory sa ¢innosti vchadzajice do vrchola

R; vo vrchole i je R, =T! —T;.

Hodnotu T}, trvania projektu uréime ako T}, = dmax(1,7). t. j. dlzku naj-
dlhsej orientovanej cesty od zaciatku projektu 1 do konca projektu n. Kazda
orientovant cestu dlzky trvania projektu T}, v siefovom digrafe nazveme kri-
tickou cestou (kritickych ciest moze existovat aj viac). Cinnosti leziace na
kritickej ceste sa nazyvaju kritické €innosti.

Pre kazdy vrchol ¢ siefového digrafu vypocitame T;, t. j. najskor mozny
zactiatok ¢innosti vychadzajucich z vrchola i, ako

Ti - dmax(la Z)
a T! najneskdr nutny koniec éinnosti vchadzajucich do vrchola ¢ ako

T! =T, — diax(i,n)

3

kde dmax(z,y) je dlzka najdlhsej orientovanej z—y cesty.

Pre vrchol 7 leziaci na nejakej kritickej ceste je T; = T/, pre ostatné vrcholy je
T; <Tj.

Vyhodou metédy CPM je, ze sa hodnoty T;, T, daji vypocitaf pomocou
dlzok najdlhsich orientovanych ciest (na rozdiel od predchidzajicej ¢asti, v kto-
rej by sme potrebovali predefinovat dlzku cesty na stcet ohodnoteni vrcholov).
Pre metédu CPM sa tak daji pouzit Standardné algoritmy na hladanie ex-
tremalnych ciest v acyklickom digrafe. Touto vyhodou sa vSak vypocet vyhod
kondi.

PotiaZe pri praktickej aplikacii CPM metédy zacnt hned pri pokuse vytvorit

—
k vstupnej technologickej tabulke prislusny siefovy digraf G s. Bez dodania
nerieSitelny problém. Ak pripustime dodanie fiktivnych ¢innosti, potom tloha
zostrojit k danej technologickej tabulke prislusny siefovy digraf méa viacero
rieseni.

Jeden z postupov je vytvorif najprv digraf (_})« = (V, H) bezprostrednej

—
precedencie a potom z neho vytvorit prislusny siefovy digraf Gs = (Vs, Hg)
nasledovne: Kazdy vrchol mnoziny v € V rozdelif na vstupni ¢ast vy a vystupnt
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éast vp a do mnoziny Vs dat dva Specidlne vrcholy z, k a vSetky ,polovicky*
vr, Vo:
Ve ={z}U{k}U{vs|veV}U{vo|veV},

do mnoziny Hg vlozit vSetky orientované hrany typu (up,vr) s nulovou cenou
¢(), ak existovala v G orientovand hrana (u,v), vSetky orientované hrany
typu (vr,vo) s cenou trvania ¢innosti v a nakoniec vSetky orientované hrany

typu (z,vr) pre také v, ktoré nema v (_})« predchodcov a (up, k) pre také u,
—

ktoré nema v G - naslednikov, oba posledné typy hran s nulovou cenou.

Hs = {(uo,v1)| (u,v) € H} U{(v1,v0)| v € VU
U{(z )] v € V, ideg(v) = 0} U {(uo, k)| u € V, odeg(u) = 0}

Obr. 5.7:
Konstrukcia siefového digrafu Gg (dole) z precedenéného digrafu (_})« (hore).

Vysledny digraf 6 s ma velké mnozstvo orientovanych hran s nulovou cenou
- st to tzv. fiktivne éinnosti, okrem toho, Ze zabezpecuju spravnu naviznost
elementarnych ¢innosti, pre prax ni¢ nehovoria a st dodané len preto, aby sa
ucinilo zadost poziadavkam na siefovy digraf. St sice zndme postupy, ako zni-
zovat podet fiktivnych hran, avSak tloha formulovana ako: ,K danému digrafu
bezprostrednej precedencie ndjst prislusny sietovy digraf s minimdinym poctom
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fiktivnych hrdn® sa ukézala byt NP-fazkd, zatial ¢o algoritmy na rieSenie vSet-
kych otazok siefového pldnovania prezentované v predchadzajicej ¢asti 5.3 maju
zlozitost O(n + m).

Pri metéde CPM definujeme najskér mozny zaciatok ¢innosti vchadzajicich
do vrchola v a najneskér nutny koniec ¢innosti vychadzajucich z vrchola v.
Co to vSak znamend pre prax, Ze dve ¢i viac ¢innosti vchadza ¢ vychadza do
¢ zo spolo¢ného vrchola, tedria okolo CPM nevysvetluje. Naviac sietovy digraf
mozno skonstruovat tak, ze ziadne dve redlne ¢innosti nemaja spoloény vstupny
ani vystupny vrchol — takato je napriklad aj konstrukcia popisovana v tejto casti
a ilustrované na obrazku 5.7.

Postup opisany v predchadzajicej casti 5.3 definoval len najskor mozny za-
¢iatok a najneskor nutny koniec pre jednotlivii ¢innost, ¢o st jasné a zrozu-
mitelné pojmy. Predchddzajica cast vychadza z postupov tedrie rozvrhov —
Sequencing and Scheduling (pozri napr. v [1], [12]), ktord riesi mnohé prob-
lémy rozvrhovania zlozitych tloh a operacii pre jeden, alebo aj viac strojov.
Software, ktory riesi praktické rozvrhovacie problémy, je jednym z najcastejsie
pontkanych programovych vybaveni v stcasnej dobe.

Na zaklade tychto poznatkov mozeme tvrdit, Ze postupy prezentujice najprv
technologické tabulky a potom prislusny sietovy digraf (pozri napr. [6]), (ktory
vraj vznikol z technologickych tabuliek) bez fiktivnych hrén, nie st celkom
korektné, ,z pedagogickych dévodov® tam vznikol najprv sietovy digraf a az
potom tabulka, ¢o vSak vo vSeobecnosti bez fiktivnych hrén nie je mozné.

Ina literattra (napr. [17]) sice nutnost zavedenia fiktivnych hran nezamléuje,
avSak nou navrhovany postup vytvorenia sietového digrafu popisany na styroch
strandch textu je mealgoritmicky — je formulovany do niekolkych forméalnych
pravidiel konstrukcie sieftového digrafu. Ina literatra zaloZend na klasickej
interpretacii metédy CPM (napr. [8]) je z matematického hladiska v poriadku.

Metéda CPM so svojimi sietovymi digrafmi sa vSak v literature Siroko
udomécnila, pouziva ju napr. softwarovy produkt MS Projekt, (ktoru dala firma
Microsoft niektorym vysokym Skoldm za rezijni cenu), preto je dobré vediet
i o klasickom pristupe k rieseniu otazok casového planovania.
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5.5 Aplikacie

5.5.1 Prioritny strom a halda

Uroveii vrchola v korefiovom strome je jeho vzdialenost od korefia (pri
jednotkovej dlzke hrany). Vyska korefiového stromu je maximum z trovni jeho
vrcholov. Prioritny strom je binarny koreriovy strom, vrcholovo ohodnoteny,
v ktorom z existencie pravého syna vrchola vyplyva existencia jeho Tavého
syna a ktorj ma 2F vrcholov na kazdej trovni k, ktora je mensia, nez vyska.
O ohodnoteniach vrcholov prioritného stromu plati: Ohodnotenie vrchola v je
mensie alebo rovné nez ohodnotenia obidvoch jeho synov.

16(8) 17(6) 18(14)19(17)20(18) 21(15)22(30) 23(9) 24(11)25(29)26(9)

Obr. 5.8: Prioritny strom. Cisla v zatvorkach sti ohodnotenia vrcholov.
Uroveti vrchola 1 je 0, tiroveti vrcholov 2 a 3 je 1, troven vrcholov 4 - 7 je 2 atd.

Priklad prioritného stromu s 26 vrcholmi vidime na obrazku 5.8. Narast
prioritného stromu postupne od jedného vrchola vidime na obr. 5.9. Vsetky
prioritné stromy s n vrcholmi si izomorfné. VSimnime si, ze ak mé vrchol k
synov, tito s 2k — lavy a 2k + 1 — pravy. Korefiom prioritného stromu je vzdy
vrchol 1 a otcom kazdého vrchola &k # 1 je vrchol [k/2], kde hranatd zatvorka
[x] znamend celt Cast ¢isla x. Z obrazku 5.8 je tieZ vidiet, Ze Groven vrchola k
je [logy(k)], a tak vyska prioritného stromu s n prvkami je mensia alebo rovna
¢islu logs(n).

Prioritny strom mé velmi jednoduchti implementaciu ako vektor. Taktto
interpretaciu nazyvame halda. Halda pre prioritny strom z obrazku 5.8 je
v nasledujtcej tabulke
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Obr. 5.9: Jediny mozny spdsob pridavania vrcholov do prioritného stromu.
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kde ¢isla v hornom riadku tabulky len ukazuju poziciu, skutocne sa v pocitaci
ukladé len druhy riadok ohodnoteni vrcholov.

S haldou sa daju efektivne robit nasledujtce operacie:

e vloZenie vrchola s Tubovolnym ohodnotenim

e vybratie vrchola s najmensim ohodnotenim

e zmena ohodnotenia fubovoIného vrchola

Pri vkladani prvku w s ITubovolnym ohodnotenim ¢(w) rozsirime haldu podla
principu na obrazku 5.9. V tomto momente vsak pravdepodobne rozsireny
bindrny strom prestane mat ta vlastnost, Ze ohodnotenie synov Iubovolného
vrchola v je vicsie alebo rovné ako ohodnotenie vrchola v. Aby sme obnovili

tato vlastnost, povymiename oznacenia vrcholov v strome nasledovne:

Algoritmus 5.8. Pridanie prvku do haldy.

e Krok 1. Ozna¢ symbolom r pridany vrchol do haldy.

Ak r je koretiom, STOP.

Inak oznaé p(r) otca vrchola r.
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e Krok 2. Ak r je koreriom, alebo ¢(r) > ¢(p(r)), STOP.
{Strom md vsetky vlastnosti haldy.}

vymeil ohodnotenia vrcholov r a p(r), t. j.

e Krok 3. Ak ¢(r) < ¢(p(r)),
e(p(r)), e(p(r)) :=temp. GOTO Krok 2.

poloz temp := ¢(r) c(r) :=

&

Tymto spésobom sme nechali ohodnotenie pridaného vrchola ,prebublat®
po ceste do korefia na jeho spravne miesto. Pretoze (jedind) cesta z pridaného
vrchola do koreiia mé dizku [log, n], urobime vlozenie nového vrchola do haldy
v Case O(logn).

Vybratie prvku s minimalnym ohodnotenim z haldy je trosku zlozitejsie

Algoritmus 5.9. Vybratie minimalneho prvku z haldy.

e Krok 1. Vyber ohodnotenie korena haldy. Koreniu daj ohodnotenie po-
sledného vrchola haldy. Zru$ posledny vrchol haldy s incidentnou hranou.
Oznaé r := 1 korenl haldy. Ozna¢ [(r), p(r) lavého a pravého syna prvku
.

e Krok 2. Ak r nem4 néslednikov, alebo ak c(r) < min{c(l(r)), c(p(r))},
STOP. Strom uz ma vlastnosti haldy.

e Krok 3. Ak r nemé pravého syna, alebo ak c(I(r)) < ¢(p(r)), vymeni
ohodnotenia vrcholov r, I(r), poloz r := I(r) a GOTO Krok 2. Inak vymen
ohodnotenia vrcholov 7, p(r), poloz r := p(r) a GOTO Krok 2.

&

Tu sme zase nechali ,utopit“ nové ohodnotenie korefla na jeho spravne
miesto, ¢o zase modzeme urobit v case O(logn).

Halda je velmi dolezitd datova Struktira. Pomocou nej je mozné zostro-
jit veImi jednoduchy triediaci algoritmus, ktory mé najlepsiu mozni zloZitost
O(n.logn) takto:

Ulozime n ¢isel do haldy — na to potrebujeme ¢as O(n.logn) — a potom n-krat
vyberieme z haldy minimum — na ¢o znova staéi éas O(n.logn).
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Pouzitim haldy moZno zlepsit implementaciu Dijkstrovho algoritmu nasle-
dovne:
Docdasne oznacené vrcholy si ukladdme do haldy. Ulozenie vrchola mozno urobit
v ¢ase O(logn) a v takom istom Gase mozno vybrat z haldy vrchol s najniz-
§im ohodnotenim. Tak zloZitost tohto algoritmu zlepsime z povodnych O(n?) na
O(m +n.logn).8

Prioritny strom je len jednou ukézkou z velmi velkého poctu aplikécii stro-
mov pri ndvrhu optimalnych tdajovych struktir. Citatelia, ktori si zvolili infor-
matiku za svoju profesionalnu orientaciu, sa iste s tedériou a praxou udajovych
struktar stretnd blizsie.

5.6 CvicCenia
RO o C . ..omn-(n=1)
1. Ukazte, Ze acyklicky digraf s n vrcholmi méze mat najviac ———=

orientovanych hran. Navod: Zacnite z uplného grafu K,, = (V, H) s mnozi-
nou vrcholov V' = {1,2,...,n}. Pre kazda hrant {u, v} zavedte orientéciu
(u,v) prave vtedy, ked u < v.

2. Nech G = (V,H) je acyklicky digraf. Nech k je maximum dizok vset-
kych orientovanych ciest v digrafe 6 pri jednotkovom ohodnoteni vset-
kych orientovanych hran digrafu G. Oznaéme L(0) mnozinu vSetkych vr-
cholov so vstupnym stupiiom 0. Pre ¢ = 1,2, ...,k ozna¢me L(i) mnozinu
vietkych vrcholov, do ktorych vedie nejaka cesta dizky i, ale do ktorych
nevedie Zziadna cesta dizky i + 1 (t. j. najdlhsia cesta vediica do vrcholov
z L(i) mé dlzku i.)

a) Ukazte, Ze L(i) je nezavislda mnozina — t. j. ziadne dva prvky z L(7)
nie st prilahlé.
b) Ukazte, ze {L(i) | i =0,1,2,...,k} je rozklad mnoziny V.

3. Za rovnakych predpokladov ako v predchddzajicom cviceni definujme
P(0) ako mnozinu vSetkych vrcholov s vystupnym stupiiom 0. Nech P(7)

pre i = 1,2,...,k je mnozina vSetkych vrcholov digrafu 8, z ktorych

8Toto ma vSak vyznam len vtedy, ked m je podstatne mensie nez n2. Grafové modely
realnych dopravnych sieti tento predpoklad spliiaji. Praktické vypoéty viak ukazuju, Ze pre
malé n vypoétova rézia na spravovanie haldy moze dokonca vypocet predlzit, skutoéné efekty
sa dosiahnu az pre velké n.
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najdlhsia cesta v 6 mé dizku i. Ukazte, ze platia analogické tvrdenia ako
a), b) z predchadzajticeho cvicenia.

Su L(i), P(i) z predchadajtcich dvoch cvi¢eni maximalne nezavislé mno-
Ziny? Je medzi nimi najpocetnejsia nezévisld mnozina? V akom vztahu st
mnoziny L(i) a P(#)? Aky je vztah monoténneho ocislovania acyklického
digrafu k mnozindm L(i), P(%)?

Tranzitivny uzaver acyklického digrafu je uréeny jednoznac¢ne (t. j. pre
acyklicky digraf G existuje jediny digraf E)T, ktory je tranzitivnym uza-
verom digrafu 5) Je jednoznacne urcend aj tranzitivna redukcia EfR
acyklického digrafu? Ako je to s jednoznacnostou tranzitivneho uzaveru
a tranzitivnej redukcie digrafu, ktory nie je acyklicky? (Urobte tranzitivnu
redukciu orientovanej kruznice, t. j. digrafu, ktorého hrany a vrcholy sa
daju usporiadat do orientovaného cyklu.)

Preformulujte algoritmy 5.1 5.2, 5.3, 5.6 tak, aby namiesto vystupnych
hviezd vrcholov vyuzivali ich vstupné hviezdy.

Podéitacové cvicenia

. Naprogramujte algoritmy 5.1, 5.2 na monoténne ocislovanie acyklického

digrafu. Tieto algoritmy mozno pouzit i na rychle zistenie, ¢i je dany digraf
acyklicky (bez identifikicie konkrétneho cyklu v digrafe).

. Napiste program na c¢asovil analyzu projektu zadaného technologickou

tabulkou. Zamyslite sa, ¢o by bolo treba urobit pre implementaciu klasickej
metédy CPM pomocu siefového digrafu.



Kapitola 6

Pochoédzky v grafoch

Existuje mnoho praktickych tuloh, ktorych podstata tkvie v postupnom
nav§tiveni vSetkych hran alebo vSetkych vrcholov nejakého suvislého grafu
a navrate do vychodzieho miesta. Tato pochddzku treba urobif optimélne z
hladiska prejdenej vzdialenosti. Postupné ”"navstevovanie” hran alebo vrcholov
mozeme v tedrii grafov velmi dobre opisat cyklom, uzavretym tahom alebo
sledom. Hladanie optimélnej trasy pre navstivenie vSetkych hrén resp. vrcholov
mozno teda matematicky modelovat ako hladanie najkratSieho sledu (fahu
resp. cyklu) obsahujiceho vsetky hrany resp. vrcholy daného grafu. Uloha
najst najkratsi sled obsahujtci vSetky hrany stvislého grafu je zndma ako
tloha éinskeho posStara, anglicky Chinese Postman Problem, tloha néjst
najkrat$i sled obsahujuci vSetky vrcholy suvislého grafu je sldvna pod menom
uloha obchodného cestujiiceho, anglicky Travelling Salesman Problem
— skratkou TSP (obcas ju vyuZijeme aj my).

Aj ked sa na prvy pohlad zd4, Ze ide o velmi podobné tilohy, opak je pravdou.
Kym tloha ¢inskeho postara mé exaktny polynomialny algoritmus rieSenia, pre
tlohu obchodného cestujiceho taky algoritmus nepozname.

6.1 Eulerovské tahy

Kazdy z nés sa uz pravdepodobne stretol s tilohou nakreslit dany obrézok
jednym tahom. Ak prislusny obrazok pokladdme za diagram niektorého grafu
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alebo multigrafu, ide o tlohu zostrojit v prislusnom grafe sled obsahujtci kazda
hranu grafu préave raz. Odtialto je i motivacia terminu teérie grafov ,fah“ ako
sledu, v ktorom sa ziadna hrana neopakuje. Ukazuje sa, ze hladanie takychto
tahov v grafoch mé& mnohé ovela zavaznejSie aplikacie ako st tlohy zdbavnej
matematiky, a preto sa mu budeme venovat podrobnejsie.

Definicia 6.1. Hovorime, ze sled s(u,v) v stvislom grafe G = (V,H) je
eulerovsky, ak obsahuje vSetky hrany grafu G.

Definicia 6.2. Hovorime, ze graf G = (V, H) je eulerovsky, ak v 1fiom existuje
uzavrety eulerovsky tah.

Pretoze fah je Specidlnym pripadom sledu, je definiciou 6.1 presne vyme-
dzeny pojem eulerovsky tah ako taky fah t(u,v) v stuvislom grafe G, ktory
obsahuje v8etky hrany grafu G. Kedze fah obsahuje kazda hranu grafu G préve
raz, postupnost vrcholov a hran tahu ¢(u,v) predstavuje postup, ako nakreslit
diagram grafu G ”jednym tahom”.

V kazdom suvislom grafe G existuje uzavrety eulerovsky sled obsahujici
kazda hranu grafu G préave dvakrat — postup na zostrojenie takéhoto sledu dava
napr. Tarryho algoritmus. Lahko zistime, Ze nie v kazdom stvislom grafe musi
existovaf uzavrety eulerovsky fah. Existuje vSak velmi jednoduché kritérium na
zistenie, ¢i je dany suvisly graf eulerovsky.

Veta 6.1. (Euler, 1736.) Suvisly graf G = (V, H) je eulerovsky prdve vtedy,
ked stupne vietkych vrcholov grafu G si pdrne.

DoOkAz.

1. Ak v grafe G existuje uzavrety eulerovsky tah ¢, potom stupen kazdého
vrchola je parny, pretoZze pocet hran ktorymi fah ¢ z kazdého vrchola v vysiel
sa rovna poctu hran, ktorymi sme do vrchola v vosli.

2. Majme suvisly graf G = (V, H) so vSetkymi vrcholmi parneho stupiia.
Najprv ukdzeme, ze v nom existuje uzavrety fah. Vyjdime z Tubovolného vr-
chola v € V a konstruujme postupne tah t(v,v) tak, ze k nemu priddvame
doteraz neprejdené hrany tak dlho, pokial neddjdeme do vrchola w, z ktorého
uz nevychidza Ziadna neprejdend hrana. Musi byt w = v, keby totiz w # v,
ktorymi sme z vrchola w vy$li. Ak by vrchol w neobsahoval ziadne dalSie hrany,
mal by neparny stupen, ¢o je spor s predpokladom.

Nech t(v,v) je uzavrety fah s najviacésim poctom hran v stvislom grafe G =
(V, H) so vSetkymi vrcholmi parneho stupnia. Ozna¢me H; mnoZinu vSetkych
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hran grafu G, ktoré sa nevyskytuju v tahu ¢(v, v) a V4 mnozinu vSetkych vrcholov
incidentnych s hranami z H;. Aspoii jeden vrchol w € V; musi lezat na fahu
t(v,v), inak by neexistovala cesta z v do ziadneho vrchola z V; a graf G by nebol
suvisly. V grafe G; = (Vi, H;) méa kazdy vrchol parny stupeii. Vezmime jeho
komponent uréeny vrcholom w € Vi, w € t(v,v) a v lom uzavrety tah t(w,w)
zacinajaci a konéiaci vo w. Teraz mozeme fah ¢(v,v) prerusit v prvom vyskyte
vrchola w a do preruSeného miesta vlozit tah ¢(w,w). Dostaneme tak uzavrety

tah ¢(v,v) ma najvaési mozny pocet hran. [

1. Definicie 6.1 a 6.2 mozno rozsirif i pre multigrafy. Takisto veta 6.1 plati
i pre multigrafy, priCom sa ani v dokaze ni¢ nezmeni.

2. Dokaz vety 6.1 dava i navod, ako v stvislom grafe G so vSetkymi vrcholmi
parneho stuptia zostrojit uzavrety eulerovsky tah:

Zostrojime najprv lubovolny uzavrety tah t(v, v) tak, Ze za¢neme vo vrchole

v Tubovolnou hranou a potom k fahu priddvame este neprejdené hrany, pokial
sa da. Parny stupeii vrcholov grafu G zarucuje, Ze skonéime vo vychodzom vr-
chole v.
Ak v tahu t(v, v) existuje vrchol w taky, Ze t(v, v) neobsahuje vSetky hrany inci-
dentné s vrcholom w, vlozime do tahu ¢(v,v) na mieste w uzavrety tah t(w,w),
ktory obsahuje len (niektoré) hrany, ktoré sa nevyskytuju v ¢(v, v). Takto pokra-
¢ujeme v predlzovani tahu ¢(v,v) dovtedy, kym neobsahuje vSetky hrany grafu
G.

3. Podobne ako v neorientovanom grafe mézeme aj v digrafe G definovat
eulerovsky orientovany fah ako taky orientovany fah v 5), ktory obsahuje
vSetky orientované hrany digrafu G. Digraf G nazveme eulerovsky, ak obsa-
huje uzavrety eulerovsky orientovany tah. Veta 6.1 sa d& preformulovat nasle-
dovne: Silne suvisly digraf je eulerovsky prave vtedy, ked pre kazdy jeho vrchol
v plati ideg(v) = odeg(v).

4. 7 vety 6.1 vyplyva, ze v suvislom grafe G existuje otvoreny eulerovsky
tah prave vtedy, ked G méa prave dva vrcholy neparneho stupiia.

Algoritmus 6.1. Fleuryho algoritmus na hladanie uzavretého eulerov-
ského tahu v stvislom grafe G = (V, H), v ktorom maju vSetky vrcholy
parny stupen.

o Krok 1. Zac¢ni v lubovolnom vrchole a do fahu 7 zarad Iubovolnil s nim
incidentnt hranu.

e Krok 2. Ak st do fahu 7 zaradené vSetky hrany grafu G, STOP.
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e Krok 3. Ako dal$iu hranu zarad do tahu 7 takt hranu incidentna s jeho
poslednym vrcholom, po vybrati ktorej sa podgraf grafu G pozostavajici
z nevybratych hran a s nimi incidentnych vrcholov nerozpadne na

- dva netrividlne komponenty

- netrividlny komponent a izolovany zaciatok tahu 7.

e GOTO krok 2.
&

Pokial sa Fleuryho algoritmus aplikuje s pomocou diagramu grafu, obsahuje
v kroku 3. silny intuitivny prvok pri kontrole suvislosti grafu pozostavajiuceho
z nevybranych hran a s nimi incidentnych vrcholov. Algoritmizécia tejto kontroly
je sice mozna, ale takto vzniknuty algoritmus by nebol prave najefektivnejsi.
Pre pocitacovii implementaciu je vhodnejsi nasledujici labyrintovy algoritmus,
ktorého spravnost sice nie je zrejméa na prvy pohlad, ale je velmi efektivny.

Algoritmus 6.2. Labyrintovy algoritmus na hladanie uzavretého eule-
rovského tahu v savislom grafe G = (V,H), v ktorom maja vSetky
vrcholy parny stupen.

e Krok 1. Za¢ni z Tubovolného vrchola v € V. Nech sled S inicializa¢ne
pozostava z jediného vrchola u. Poloz w := u — vrchol w je posledny
vrchol doteraz vytvoreného sledu S.

e Krok 2. Ako dalsiu hranu vyber podla nizsie uvedenych pravidiel do sledu
S hranu {w, v}. Zaznaé si smer pouzitia hrany {w,v}. Ak doteraz vrchol
v eSte nebol zaradeny do sledu S, ozna¢ hranu {w, v} ako hranu prvého
prichodu. Dalej zaznamenaj tzv. sp#tnii postupnost — poradie hran,
v ktorom sa v slede S vyskytuji po druhykrat.
Pri vybere hrany dodrzuj nasledujtce pravidla:

(L1): Kazdt hranu mozno v jednom smere pouzit iba raz

(L2): Poradie zaradovania hran:
— nepouzité hrany
— hrany pouzité raz
— hrana prvého prichodu (ak niet inej moznosti)

e Krok 3. Ak taka hrana neexistuje — STOP.
Spétnd postupnost uréuje hfadany eulerovsky tah.
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e Krok 4. Inak poloz w := v a pokracuj krokom 2.

&

Rozbor zlozitosti labyrintového algoritmu®. Pred zaradenim kazdej hrany
do sledu S systematicky skiimame mnoZinu hran H z hladiska zaraditelnosti
do sledu S, pridom musime vyskt$af najviac m hran. Kedze sled S mé 2m
hréan, moéZeme zhora odhadnif pocet preskiimani hran na 2m x m = 2m?,
kde m = |H|. KedZe rozhodnutie o zaradeni jednej hrany vyZzaduje konstantny
pocet elementarnych operéacii, mdZeme uzavriet, Ze pocet vSetkych operacii
nutnych pre zostrojenie sledu S mozno zhora ohrani¢it ¢islom K.m?. Zostrojenie
sledu S mozno urobit v ¢ase O(m?). Pri konstrukcii sledu & mozno stcasne
konstruovat aj spdtni postupnost tak, ze pri zaradovani hrany h do sledu S
naviac skontrolujeme, ¢i uz bola hrana h pouzita aj v opac¢nom smere — ak ano,
zaradime ju aj do spétnej postupnosti. Tento postup vyzaduje pre kazda hranu
dvakrat skontrolovat, ¢i je zaradovand po druhykrat, ¢o sa da urobif v case
O(m). Zlozitost takejto implementacie labyrintového algoritmu je O(m?). Ak ju
chceme vyjadrit iba pomocou po¢tu vrcholov n grafu G, stanovime ju na O(n*)

s vyuzitim nerovnosti m < n?2.

Pozndmka. Pri Tarryho algoritme sme museli dbat len na to, aby sme hranu pr-
vého prichodu zaradili do sledu len vtedy, ked niet inej moznosti. To umoznilo
udrziavat pre kazdy vrchol v € V zoznam pouZitelnych hran Z(v), s ktorym
sme navrhli implementaciu so zlozitostou O(m). Konstrukcia sledu S pri laby-
rintovom algoritme vyZaduje zaradovanie hrdn v poradi 1. nepouzité, 2. pouzité
v opa¢nom smere, 3. hrana prvého prichodu, éo znemoziiuje pouzit podobny
trik so zoznamom pouzitelnych hran, ako to bolo v pripade konstrukcie Tar-
ryho sledu. Po zaradeni hrany {u,v} do sledu & v smere (u,v) treba zistit,
¢ {u,v} € Z(v) a ak 4no, potom treba zmenit poradie v zozname pouzitel-
nych hrén Z(v), ¢o sa pouzitim jednoduchych datovych Struktir asi neda urobit
v konStantnom ¢ase. Literattra [13] vSak uvadza, Ze vhodnou implementéciou
labyrintového algoritmu sa sa d4 dosiahnut zlozitost O(m + n), resp. O(n?).

Priklad 6.1. Zostrojime uzavrety eulerovsky fah pre graf definovany diagra-
mom na obrazku 6.1 vlavo. Podobne ako pri Tarryho algoritme budeme zapi-
sovat pouZitie hran, hrany prvého prichodu a navstivené vrcholy do tabulky,
ktorej tvar je vidief na obrazku 6.1 vpravo. V prvom stlpci tabulky je uvedena
hrana, ktort prave pridavame do sledu, v dalsich stipcoch tabulky st znacky
pouzitia hran a navstivenia vrcholov, ktoré sa zmenili zaradenim tejto hrany.

10dporacam ¢&itatelovi porovnat rozbor zlozitosti labyrintového algoritmu s ivahami o zlo-
zitosti Tarryho algoritmu 3.1.
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navstiveny
Hrany smer pouzitia hrany vrchol
sledu S |{1,2} {1,3} {14} {1,5} {2,5} {34}|1 2 3 4 5

{5,-1} = L]
{1,2} = .
{2,5} -

{5,2}

©, @ [|[{2,13]] <
{1,3} = o

{354} = °
{4,1} —

(1) {1,4} —
{4,3} —
{3,1} —

Obr. 6.1: Postup labyrintového algoritmu ak za¢iname z vrchola 5.

1

Zacéneme vrcholom 5, ¢omu v tabulke zodpoveda prvy riadok, v ktorom je
oznadeny vrchol 5 znackou e ako preskiimany. Dalej systematicky od zadiatku
prehladdvame zoznam hrén a hladdme prvii hranu incidentnt s aktudlnym
poslednym vrcholom sledu S (tym je vrchol 5) zaraditelnii do sledu. Tou je
hrana {1,5} v smere (5,1). Pretoze vrchol 1 eSte nebol navstiveny, oznacime
hranu {1,5} znac¢kou < ako hranu prvého prichodu a vrchol 1 znackou e ako
preskiimany — pozri druhy riadok tabulky. Vrchol 1 sa stdva poslednym vrcholom
sledu S. Znovu systematicky od zadiatku prehladdvame zoznam hréan a hladdme
prvi hranu zaraditelnt do sledu S. Tou je hrana {1, 2} v orientécii (1,2). Pretoze
vrchol 2 eSte nebol preskiimany zaznacime v trefom riadku tabulky hranu {1, 2}
symbolom = ako hranu prvého prichodu a vrchol 2 znackou e ako preskiimany.
Novym systematickym prehladanim zoznamu hran od zadiatku zistime, Ze prvou
zaraditelnou hranou do sledu S je hrana {2,5} v orientacii (2,5). Kedze vrchol
5 uz bol objaveny, v dalSom riadku tabulky zaznac¢ime iba smer pouZitia hrany
{2,5} znackou —. Dalsi, piaty riadok tabulky zodpoveda zaradeniu hrany {2,5}
v orientécii (5,2) do sledu S. Pretoze tato hrana je zaradovana do sledu S po
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druhykrat, zaradime ju aj do eulerovského fahu. Tato skutocnost je v prvom
stipci tabulky vyjadrend zaramovanim a hrubym fontom.

Takto pokracujeme dalej a pocas prace algoritmu zvlast oznac¢ime hrany
konstruovaného sledu v prvom stipci, ak boli pouzité po druhykrat. Tieto hrany
vytvaraju hladany eulerovsky fah. V nasom pripade mé tento tah tvar

5,{5,2},2,{2,1},1,{1,4},4,{4,3},3,{3,1},1,{1,5},5.

Pretoze znacky pouzitia hran a navstivenia vrcholov sa v priebehu vypoctu
po oznaceni daného objektu dalej nemenia, dokonca ani pre ruény vypodcet nie
je potrebna pre ne celd tabulka, stac¢i len jeden jej riadok, ak konStruovany
sled zapisujeme zvlast. Tu je tabulka uvddzana pre lep$iu ilustraciu postupu
vypoctu, pretoZe v nej vidiet stav oznacenia hran po jednotlivych krokoch.

6.2 Uloha ¢inskeho poStara

Slovna formuldcia tlohy ¢inskeho postara je nasledujica: PoStar mé vyjst
z posty, prejst vSetky ulice svojho rajénu a vratit sa na poStu tak, aby sa ¢o
najmenej nachodil.

Rajén postara modelujeme suvislym hranovo ohodnotenym grafom G =
(V, H, c), v ktorom vrcholy predstavuji postu a krizovatky, hrany ulice. Hrany st
ohodnotené dizkou prislusnej ulice. Pochodzku postara modelujeme uzavretym
eulerovskym sledom.

Matematicka formulacia dlohy ¢inskeho postara. V suvislom hranovo
ohodnotenom grafe najst uzavrety eulerovsky sled najmensej dizky.

Prvykrét tato dlohu formuloval a riesil ¢insky matematik Kwan (1962),
avSak nepodarilo sa mu dotiahnut rieSenie do konca. Exaktné rieSenie zalozené
na rozsireni poévodného grafu o hrany najlacnejSiecho parenia uplného grafu
z vrcholov neparneho stupnia, ktoré tu budeme prezentovat, navrhol Edmonds
(1965) (a nezavisle od neho Busacker a Saaty v tom istom roku).

Keby graf G modelujici rajon postara obsahoval iba vrcholy parneho stupnia,
tloha by bola jednoduché — stacilo by néjst uzavrety eulerovsky tah. V redlnom
zivote je vsak situécia zlozitejsia — krizovatky typu T alebo Y st bezné a vysky-
tuju sa aj zlozitejSie dopravné uzly, ktoré vedt k vrcholom neparneho stupna
v grafovom modeli.
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Pocet vrcholov neparneho stupnia grafu G je parny. Keby sme ”spojili” dva

vrcholy u, v neparneho stuptia novou fiktivnou hranou, stant sa z nich vrcholy
parneho stupna. Ak teda zoradime vSetky vrcholy grafu G neparneho stuptia
do dvojic a tie ”pospajame” fiktivnymi hranami, dostaneme novy graf (vo vse-
obecnosti multigraf) G, ktory mé uz vsetky vrcholy parneho stuptia a je v fiom
mozné zostrojit uzavrety eulerovsky tah.
Ako vSak postar prejde fiktivnu hranu {u,v}? Pretoze sa modze pohybovat len
po realnych uliciach, prejde z krizovatky u na krizovatku v po najkratSej moznej
u-v ceste. Ak teda kazda fiktivnu hranu typu {u,v} ohodnotime vzdialenostou
d(u,v) vrcholov u, v v grafe G, sihrnné dizka dodanych fiktivnych hran bude
predstavovat naprazdno prejdenti vzdialenost pri pochddzke. Teraz je uz vidiet,
Ze ak chceme minimalizovaf naprazdno prejdent vzdialenost (t. j. splnif poZia-
davku posStara ”aby sa ¢o najmenej nachodil”), musime najst také sparovanie
dvojic vrcholov neparneho stupiia, aby stthrnné dizka dodanjch fiktivnych hran
bola najmensia.

Definicia 6.3. Nech G = (V, H, ¢) je hranovo ohodnoteny graf. Parenie v grafe
G je taky jeho podgraf P, v ktorom mé kazdy vrchol stuperi 1. Cena parenia P
je sucet ohodnoteni jeho hréan. Hovorime, Ze parenie P je maximalne parenie
v grafe GG, ak P nie je podgrafom ziadneho iného parenia v G. Parenie P je
najpocetnejsie parenie v grafe G ak P ma zo vSetkych pareni najvicsi pocet
hrén. Pérenie P je Gplné parenie v G, ak P je faktorovym podgrafom grafu
G (P obsahuje vsetky vrcholy grafu G).

a) b) c)

Obr. 6.2: a) Maximélne parenie, ktoré nie je ani najpocetnejsie, ani aplné.
b) Najpocetnejsie parenie, ktoré nie je tplné.
c) Uplné pérenie v Kg.

Nie kazdé maximélne parenie musi byt najpocetnej$im parenim ani iplnym
parenim. Kazdé najpocetnejsie (resp. tiplné) parenie je aj maximalnym parenim.
Avsak v uplnom grafe Koy s parnym poc¢tom vrcholov je kazdé maximaélne
parenie najpocetnejsim i iplnym parenim.
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Ulohu najdenia optimalnej mnoziny fiktivnych hran mozno teraz sformulovat
nasledovne:
V tplnom hranovo ohodnotenom grafe Ko, najst iplné (resp. maximaélne, resp.
najpocetnejsie) parenie s minimalnou cenou.

Pre prave sformulovanud tlohu existuje polynomialny algoritmus so zloZitos-
tou O(n*). Je to vsak jeden zo zloZitejsich algoritmov tedrie grafov, vyuzivajici
i niektoré poznatky tedrie linedrneho programovania, preto ho v tejto ucebnici
neuvadzam. My budeme hladat optiméalne parenie prezretim vSetkych moznosti.

Skiisme vypocitat ich pocet v grafe Ko; v zdvislosti na ¢. Prvi dvojicu moZzeme
262t — 1) (2t — 2).(2t — 3)
vybraf ——= —_—

2.1
moznostami, druhi atd. posledni -5 moz-

nostami. PretoZe nezalezi na poradi dvojic, vSetkych moznosti je

2.2t —1) (2t —2).(2t —3) (2t —4).(2t—5) 2.1

_ 2 ) 2 ) 2 _

(£.(2t — 1)).((t — 1).(2t — 3))-((t — 2).(2t — 5) ... (1.1)

t!
=(2t-1).(2t-3).(2t=5)...1 (6.1)
Je mozné aj iné vyjadrenie, napr.:

_(21)!
oot

p(t)

Algoritmus 6.3. Edmondsov algoritmus na hladanie najkratsieho
uzavretého eulerovského sledu v sutivislom hranovo ohodnotenom
grafe G = (V, H,c).
e Krok 1. V grafe G najdi vsetky vrcholy neparneho stupna. Tych je parny
pocet 2t.
Z vrcholov neparneho stupria zostroj uplny graf Ks;. Jeho hrany ohodnot
vzdialenostami koncovych vrcholov hrany v povodnom grafe G.

e Krok 2. V grafe Ko najdi Gplné parenie s minimalnou cenou.

e Krok 3. Hrany pérenia pridaj k hranovej mnozine poévodného grafu G.
Dostanes tak multigraf G, v ktorom maji vSetky vrcholy parny stupeil.
V multigrafe G zostroj uzavrety eulerovsky tah 7.



170 KAPITOLA 6. POCHODZKY V GRAFOCH

e Krok 4. Hrany parenia v tahu 7 nahrad prislu$nymi najkratsimi cestami
v grafe G a ozna¢ ich ako prejdené naprazdno. Dostane$ tak najkratsi
eulerovsky uzavrety sled v grafe G.

&
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.
.
.
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-
n
=
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0
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D

a) b) C) d)

Obr. 6.3: Postup pri Edmondsovom algoritme.

a) Povodny graf, vrcholy neparneho stupiia si vyznacené Stvoréekmi.
b) Pomocny uplny graf Ko, zostrojeny podla kroku 1. algoritmu 6.3.
c) Uplné pérenie s minimalnou cenou v Ko;.

d) Multigraf G zostrojeny podla kroku 3. algoritmu 6.3,
kde uz existuje eulerovsky uzavrety tah.

Zlozitost Edmondsovho algoritmu. Uplny graf Ko, moZze maf najviac
n vrcholov a najviac w hran. Pre vypocet ohodnoteni hran grafu Ko
staci vypocitat maticu vzdialenosti C vrcholov grafu G, ¢o mozno pouZitim
Floydovho algoritmu urobit v ¢ase O(n?). Cely krok 1. mozno teda urobit
v ¢ase O(n?).
Pretoze 2t < n, Gplné parenie s minimdlnou cenou v grafe K5; mozno urobit
v dase O(n*) (lebo najpocetnejsie parenie v grafe s n vrcholmi mozno najst
v ¢ase O(n?)). Krok 2. vyzaduje ¢as O(n?).
V kroku 3. sa hlad4 uzavrety eulerovsky tah v grafe G ¢o mozno urobit v ¢ase
O(n*) — pozri rozbor zlozitosti labyrintového algoritmu.
Konecne v kroku 4. treba nahradif kazda fiktivnu hranu prislu$nou najkratSou
cestou. Fiktivnych hrdn moze byt najviac n/2. Ak sme v kroku 1. poécitali
spolu s maticou vzdialenosti aj maticu X, mozno pomocou smernikov z tejto
matice zrekonstruovat lubovolni najkratsiu u—v cestu v ¢ase O(n) (lebo ziadna
cesta v grafe G s n vrcholmi nemoze mat viac ako n — 1 hran). Pretoze



6.3. ULOHA OBCHODNEHO CESTUJUCEHO - TSP 171

fiktivnych hran méze byt najviac n/2, stad¢i na ich nahradenie prislusnymi
najkrat$imi cestami O(n?) krokov. Pre zlozitost celého Edmondsovho
algoritmu bude uréujica zlozitost krokov 2. a 3. Edmondsov algoritmus mé
teda zlozitost O(n?).

6.3 Uloha obchodného cestujiiceho — TSP

Obchodny cestujtci mé navstivit vSetkych svojich zédkaznikov a vratit sa
domov tak, aby sa ¢o najmenej nachodil. Pochodzku, ktora navstivi vSetky
vrcholy grafu modelujeme tzv. hamiltonovskym sledom.

Definicia 6.4. Sled v grafe G sa nazyva hamiltonovsky sled v grafe G, ak
obsahuje vSetky vrcholy grafu G.

Pozndmka. Predchédzajica definicia definuje i hamiltonovski cestu i hamilto-
novsky cyklus, pretoze obe st Specidlnym pripadom hamiltonovského sledu.

Definicia 6.5. Hovorime, ze graf G je hamiltonovsky, ak v fiom existuje
hamiltonovsky cyklus.

Ulohu obchodného cestujticeho mézeme matematicky modelovat niekolkymi
sposobmi podla toho, ¢ obchodnik smie alebo nesmie poc¢as pochdodzky navstivit
jeden vrchol viackrat — podvodnik sa nerad vracia na miesto ¢inu.

Ak dovolujeme navstivit to isté miesto viackrat, tlohu obchodného cestuji-
ceho mozeme formulovat nasledovne:

V stvislom hranovo ohodnotenom grafe nijst najkratsi uzavrety
hamiltonovsky sled.

Ak zakazujeme navstivit to isté miesto viackrat, ilohu obchodného cestuji-
ceho formulujeme takto:

V stivislom hranovo ohodnotenom grafe najst najkratsi hamilto-
novsky cyklus.

V predchadzajicej ¢asti sme videli, ze existuje jednoduché kritérium na zis-
tenie, ¢i je dany graf G eulerovsky — prave vtedy ak G je suvisly a ma vsetky
vrcholy parneho stupnia. Hamiltonovské grafy sa takto jednoducho charakteri-
zovat nepodarilo. Mame iba postac¢ujtice podmienky, ktoré zarucuji existenciu
hamiltonovského cyklu v grafe, tie st vSak velmi silné. Ako priklad slizia dve
nasledujice vety.
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Veta 6.2. Nech v grafe G = (V, H) s asponi troma vrcholmi pre kazdé dva také
vrcholy vrcholy u, v, ktoré nie su susedné, plati deg(u) + deg(v) > |V|. Potom
je G hamiltonovsky graf.

Veta 6.3. Nech v grafe G = (V,H) s aspori troma vrcholmi plati pre kaZdy
1
vrchol v € V deg(v) > §|V| Potom je G hamiltonovsky graf.

Vo velkom mnozstve praktickych situdcii hamiltonovsky cyklus neexistuje
(predstavme si len cestnd siet na strednom alebo severnom Slovensku, kde
vzhladom na hornaty charakter krajiny cestné komunikécie konc¢ia v dolindch
a cestnd sief ma stromovity charakter), preto Castejsie prezentujeme tlohu ob-
chodného cestujuceho ako hladanie najkratSiecho uzavretého hamiltonovského
sledu v stvislom hranovo ohodnotenom grafe G = (V, H, ¢). Na rieSenie takejto
ulohy zostrojime k danému grafu G pomocny uplny hranovo ohodnoteny graf
G = (V,H,d) s rovnakou mnozinou vrcholov, akii mé graf G, kde H je mno-
zina vSetkych neusporiadanych dvojic {u,v} vrcholov z V takych, ze u # v
a ohodnotenie d(u,v) hrany {u,v} je vzdialenostou vrcholov w, v v pévodnom
grafe G.

Graf G je vlastne tplny hranovo ohodnoteny graf. Ohodnotenie jeho hran
mé $pecidlnu vlastnost, ktort vyuzivaji mnohé algoritmy, a tou je, ze funkcia
d() splita trojuholnikovii nerovnost, t. j.

Yu,v,w € V. u,v,w po dvoch rozne, plati: d(u,v) < d(u,w)+d(w,v). (6.2)

Lahko mozno matematickou indukciou ukézat, Ze ak v plnom hranovo ohod-
notenom grafe plati pre ohodnotenie hran trojuholnikova nerovnost, potom pre
Tubovolné u € V, v € V je najkratSou u—v cestou jednohranova cesta u, {u, v}, v
s dlzkou d(u,v). Kazd4 ind u—v cesta mé asponi taku dlzku ako ohodnotenie
d(u,v) hrany {u,v}.

V tplnom grafe G uz kazda permutdcia vrcholov definuje hamiltonovsky
cyklus. Ak najdeme v G najkratsi hamiltonovsky cyklus H, potom z neho lahko
vytvorime uzavrety sled S v povodnom grafe G tak, ze kazd hranu {u, v} cyklu
‘H nahradime prislusnou najkratSou cestou p(u,v) v grafe G. Je lahko vidiet,
7e dizka sledu S je rovna dizke cyklu H v G. Preto sa dalej budeme venovat
hladaniu najkratsiecho hamiltonovského cyklu v iplnych grafoch, v ktorych plati
trojuholnikové nerovnost.

Veta 6.4. Ndjst najkratsi hamiltonovsky cyklus je NP-tazkd uloha dokonca aj
v uplngjch grafoch, v ktoryjch plati trojuholnikovd nerovnost.
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Obr. 6.4: V grafe a) hamiltonovsky cyklus neexistuje. KedZe ndm sta¢i najst
hamiltonovsky sled, hladdme ho pomocou hamiltonovského cyklu v plnom

grafe G — b), ktory ma hrany ohodnotené vzdialenostami v povodnom grafe

G.

Exaktny algoritmus pre riesenie tlohy obchodného cestujaceho v uplnom
grafe by vyzadoval v podstate prekontrolovanie vsetkych moznosti. Ak ma graf
n vrcholov, pri fixacii zaGiatoéného (a sucasne aj koncového) vrchola hamilto-
novského cyklu treba prekontrolovat (n — 1)! moznosti. Pri grafe s 20 vrcholmi
by bolo treba prekontrolovat takmer 19! ~ 1,22.10'7 moznosti. Ak by sme mali
k dispozicii paralelny superpocita¢, ktory kazda sekundu prekontroluje miliardu,
t. j. 10° moznosti, trvalo by mu nijdenie optima asi 38 rokov. Pri 30 vrcholoch
by uz vypoéet vyzadoval 8,4.10'¢ rokov. Vek vesmiru od Big Bangu doteraz sa
odhaduje asi na 1,5.10'° rokov. Polovicu vypoétov by sme mohli usetrit tak,
Ze z permutacii (napr. (1,2,3,4,5), (1,5,4,3,2) v K5), ktoré uréuju dva rozne
hamiltonovské cykly s tou istou dlzkou, by sme presktimali len jednu, nie je to
vSak podstatné zlepSenie.

Ak uZ nie je mozné dosiahnut exaktné optimum, snazime sa dostaf aspon
”dobré” riesenie — t. j. také, ktorého hodnota kriteriadlnej funkcie by sa len mélo
lisila od hodnoty kriteridlnej funkcie optiméalneho riesenia. Takéto algoritmy
nazyvame suboptimalne algoritmy alebo heuristiky. Pre tilohu obchodného
cestujiceho existuje velké mnoZstvo heuristik, niektoré z nich tu uvedieme.
Vsetky uvedené algoritmy predpokladaji, ze G je uplny graf, v ktorom plati
trojuholnikova nerovnost.
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Algoritmus 6.4. Pazrava metdda — Greedy Algorithm. Heuristika
na hladanie suboptimilneho rieSenia tilohy obchodného cestujiiceho
v uplnom grafe G = (V, H,c) s aspon tromi vrcholmi a s trojuholniko-
vou nerovnostou.

e Krok 1. Za¢ni v Tubovolnom vrchole a do (budiiceho )hamiltonovského
cyklu vloz najlacnejSiu hranu incidentnt s tymto vrcholom.

e Krok 2. Ak je vybratych n — 1 hran, uzavri cyklus. STOP

e Krok 3. Inak vyber taki najlacnejSiu nevybrant hranu incidentni s po-
slednym vrcholom doteraz vybranej postupnosti, ktora nie je incidentné
so ziadnym inym vrcholom vybranej postupnosti. GOTO Krok 2.

&

Algoritmus 6.5. Metéda zdvojenia kostry. (Kim — 1975). Heuristika
na hladanie suboptimilneho rieSenia tilohy obchodného cestujiiceho
v Uplnom grafe G = (V, H,c) s trojuholnikovou nerovnostou.

e Krok 1. V grafe G zostroj najlacnejsiu kostru K.

e Krok 2.V kostre K zostroj uzavrety sled S, ktory obsahuje kazda hranu
prave dvakrat. (Pouzi napr. Tarryho algoritmus).

e Krok 3. Z uzavretého sledu S vytvor hamiltonovsky cyklus takto: Po-
stupne prechadzaj sledom S a ked narazis na taky vrchol, alebo tsek nie-
kolkych vrcholov za sebou, ktoré sa uz v slede vyskytujt, premosti takyto
vrchol alebo tisek priamou hranou.

&

Veta 6.5. Nech G = (V,H,c) je dplng graf, v ktorom plati trojuholnikovd
nerovnost. Nech ¢(MZK) je dizka hamiltonovského cyklu ziskaného metodou
zdvojenia kostry, nech c(OPT) je dizka nagjkratsieho hamiltonovského cyklu

v grafe G. Potom
c(MZK)

—_— <2

c¢(OPT)
Naviac poslednyj odhad uZ nemozno zlep&it — pre kazdé € > 0 existuje taky graf
Ge, zZe pren je (MZK)/c(OPT) > 2 —¢.

DoOkAz.
Dokéazeme len prvi ¢ast vety. Nech Copr je optimalny hamiltonovsky cyklus
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v grafe G s cenou ¢(OPT). Vylaéme z cyklu Copr jeho najcennejsiu hranu.
Dostaneme suvisly acyklicky faktorovy podgraf Ko grafu G — teda kostru
grafu G. ktoru plati ¢(K¢) < ¢(OPT). Kedze K bola najlacnejsia kostra, plati
¢(K) < (K¢) a pre Tarryho sled S v K plati

c(S) =2.¢(K) < 2.¢(OPT).

KedZze hamiltonovsky Ch;zx cyklus z algoritmu 6.5 vznikol premostenim nie-
ktorych tisekov sledu S a kedze v G plati trojuholnikové nerovnost, je

c(MZK) < ¢(S) < 2.¢(OPT). (6.3)
|

Algoritmus 6.6. Algoritmus kostry a pérenia. (Christofides — 1976.)
Heuristika na hladanie suboptiméalneho rieSenia tlohy obchodného cestujiceho
v uplnom grafe G = (V, H, ¢) s trojuholnikovou nerovnostou.

e Krok 1. V grafe G zostroj najlacnejsiu kostru K.
e Krok 2. V kostre K najdi vSetky vrcholy neparneho stupna. Tych je 2t.

e Krok 3. Z vrcholov neparneho stupna zostroj uplny graf Ky, jeho hrany
ohodnot ohodnoteniami prislusnych hrén v pévodnom grafe G.

e Krok 4. V grafe Ko; ndjdi aplné parenie s minimalnou cenou.

e Krok 5. Hrany parenia dodaj k hranovej mnozine najlacnejsej kostry K.
Dostanes tak graf (multigraf) G, ktory mé v8etky vrcholy parneho stupiia.

e Krok 6. V grafe (resp. multigrafe) G zostroj uzavrety eulerovsky tah 7.

e Krok 7. Z uzavretého fahu 7 vytvor hamiltonovsky cyklus takto: Po-
stupne prechddzaj fahom 7 a ked narazi$ na taky vrchol, alebo tsek nie-
kolkych vrcholov za sebou, ktoré sa uz v slede vyskytuju, premosti takyto
vrchol alebo tisek priamou hranou.

&

Veta 6.6. Nech G = (V,H,c) je uplng graf, v ktorom plati trojuholnikovd
nerovnost. Nech ¢c(MKP) je dizka hamiltonovského cyklu ziskaného metddou
kostry a pdrenia, nech c(OPT) je dizka najkratsieho hamiltonovského cyklu
v grafe G. Potom

c(MKP)

3
«(OPT) =2
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Naviac poslednyj odhad uz nemozno zlep&it — pre kazdé € > 0 existuje taky graf
Ge, ze pren je (MKP)/c(OPT) > 3/2 —¢.

Pozndmka. Nie je zndmy polynomidlny algoritmus ALG, pre ktory by bol
zaruceny lepsi pomer ¢(ALG)/c(OPT) nez 3/2.

Mnohé praktické tlohy vedu k tilohe hladania najkratSieho hamiltonovského
cyklu v tplnom digrafe (predstavme si obchodného cestujticeho v meste s jed-
nosmernymi ulicami). Niektoré heuristiky mozno upravit aj pre tento pripad —
napr. pazravi metodu 6.4, naopak, algoritmus zdvojenia kostry 6.5 a algoritmus
kostry a parenia 6.6 si vhodné len pre neorientovany pripad.

6.4 DalSie heuristiky
pre tlohu obchodného cestujuceho

Napriek svojej teoretickej krase nie st algoritmy zdvojenia kostry 6.5 alebo
kostry a parenia 6.6 v praxi najlepsie. Preto v tejto ¢asti spomeniem niekolko
heuristik, ktoré st sice vypoctovo narocnejsie (nie si vhodné pre ruény vy-
pocet), ale su algoritmicky jednoduché, daja sa Tahko naprogramovat a ¢asto
davaja v praxi uspokojivé rieSenie. S urcené pre uplné grafy, v ktorych plati
trojuholnikové nerovnost. Mozno ich modifikovat i pre tplné digrafy, ¢o vSak uz
ponechdvam na ditatela.

Tieto heuristiky by sme mohli rozdelif do dvoch skupin. Vytvéarajice heuris-
tiky skonstruuja novy hamiltonovsky cyklus. Zlepsujace heuristiky sa snazia
vylepsit stucasny hamiltonovsky cyklus.

Algoritmus 6.7. Vkladacia heuristika na konstrukciu suboptimalneho
hamiltonovského cyklu v Gplnom grafe G = (V| H, ¢) s trojuholnikovou
nerovnostou.

e Krok 1. Do cyklu zarad hranu h = {u, v} s najmensou cenou.
N&jdi vrchol w € V| pre ktory je stiet c(u, w) + c(w,v) najmensi.
Vytvor cyklus C' = u, {u, w}, w, {w, v}, v, {v,u}, u.

e Krok 2. Ak cyklus C obsahuje vSetky vrcholy grafu G, STOP.
Inak pokracuj krokom 3.
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e Krok 3. Pre kazda hranu h = {u,v} cyklu C vypocitaj?
z(h) = min{c(u, w) + ¢(w,v) — c(u,v) | w eV — C}. (6.4)

Vezmi hranu h = {u, v} s minimélnym z(h) a w vrchol, pre ktory nastalo
minimum v (6.4). Vytvor cyklus C’ tak, ze nahradis hranu {u, v} dvojicou
hran {u,w}, {w,v}. Poloz C := C'. GOTO Krok 2.

)

Pozndmka. Algoritmus 6.7 vytvara postupne cykly tak, ze do sticasného cyklu
vkladna taky vrchol, ktorym ho najmenej predlzi. Je to typicka vytvarajtca
heuristika.

Algoritmus 6.8. Algoritmus prehladavania okoli.

Ku kazdému rieseniu — hamiltonovskému cyklu C' — definujeme jeho okolie O(C')
ako mnozinu hamiltonovskych cyklov, ktort z cyklu C dostaneme nejakymi
operaciami. Ozna¢me ¢(C') cenu hamiltonovského cyklu C.

e Krok 1. Za pod¢iatoény hamiltonovsky cyklus C' vezmi [ubovolny hamil-
tonovsky cyklus (dostat ho mézes ndhodnym generatorom alebo ako vy-
sledok niektorej vytvarajucej heuristiky).

e Krok 2. Hladaj ¢! € O(C) také, ze ¢(C') < ¢(C). Ak pre vsetky
C' e O(C) ¢(C") > ¢(C), STOP, C je suboptimalny hamiltonovsky cyklus.
Inak pokracuj krokom 3.

e Krok 3. Vezmi C’ € O(C) také, ze ¢(C') < ¢(C) a poloz C := C’'. Goto
Krok 2.
&

Ako okolie hamiltonovského cyklu C modZeme definovat mnozinu vSetkych
cyklov, ktoré dostaneme zrusenim dvoch hran cyklu C' a ich nahradenim inymi
hranami. Niekolko prvkov takto definovaného okolia pévodného cyklu C je na
obrazku 6.5.

Dalsou moznostou je definovat okolie cyklu C' ako mnoZinu vietk§ch cyklov
ziskanych z cyklu C zémenou poradia dvoch lubovolnych vrcholov. Tento sposob
vytvarania okoli ilustruje obrazok 6.6.

2Zapisom V — C vo vztahu (6.4) sa mysli mnoZina vrcholov z V, ktoré sa este nevyskytuju
v cykle C. Tento zapis nie je z prisneho matematického pohladu celkom v poriadku, pretoze
V' je mnozina a C sled — postupnost vrcholov z V a hran z H. Presny zapis by mohol byt
napr. v tvare ,V — Vi, kde Vo je mnozina vsetkych vrcholov cyklu C*.
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O QDG

Obr. 6.5: Cyklus C' a niekolko prvkov jeho okolia.

GRS

Obr. 6.6: Iny sposob definovania prvkov okolia cyklu C.

Zovseobecnenim predchadzajicej moznosti, ako definovat okolie cyklu C
je tato: Vyber U ¢ast cyklu C s tromi az siedmimi vrcholmi a za okolie
cyklu C prehlds vSetky cykly, ktoré dostane§ nahradenim ¢asti U Tubovolnou
permutéciou prvkov z U.

6.5 Aplikacie

Samotna tloha ¢inskeho postara je aplika¢ne motivovand. MoZno na Tiu pre-
viest mnozstvo praktickych tloh spojenych s optimalnym prechddzanim vSet-
kych hran daného grafu. Pri zimnej Gdrzbe ciest treba najprv odhrnaf sneh zo
vSetkych tsekov cestnej siete. Potom treba posypat vSetky cestné iseky chemic-
kym posypom alebo protiSmykovym materidlom. Trasy odhifnacich resp. posy-
pacich vozidiel moZno optimalizovat pouzitim tlohy éinskeho postara. Na rov-
naky problém vedie i tlloha optimalneho trasovania smetiarskych vozidiel pri
zbere domového odpadu po jednotlivych uliciach.

Podobne mozno najst priame aplikacie pre tlohu obchodného cestujiiceho —
ako najst optimalnu trasu pre vozidlo rozvazajice tovar do uréenych predajni,
¢éi tla¢ do novinovych stankov, ako optimdlne urcif trasu opravéara, ktory m4
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nav§tivit niekolko firiem. Rovnakého charakteru je i iloha, ako optiméalne auto-
busom porozvézat maloletych ziakov domov po neskorom névrate zo zajazdu.

V dalSej casti tejto kapitoly uvedieme niekolko menej zrejmych aplikécii.

6.5.1 Sedem mostov mesta Konigsberg

V meste Konigsberg® rieka Pregel vytvarala v 18. storoéi situaciu, ktord
ukazuje obrazok 6.7. Cast mesta bola na ostrove a medzi dvoma ramenami rieky.

A= N
DE’E{: .

Obr. 6.7: Sedem mostov v meste Konigsberg a multigraf G modelujuci situaciu.

Cez rieku viedlo sedem mostov. Medzi obyvatelmi sa rozsirila zdbavna tloha
prejst vietkymi siedmimi mostami prave raz a vratit sa do vychodzieho miesta.
Na rieSenie tlohy sa dokonca uzavierali stavky. Prusky vladca Frederik Velky
problém predlozil slavnemu $vaj¢iarskemu matematikovi Leonhardovi Eulerovi,
ktory ukézal, Ze prejst vSetkymi siedmimi mostami mesta nie je mozné. RieSenie
publikoval v roku 1736. Situéciu modeloval multigrafom G podla obrazka 6.7.
Pretoze vSetky vrcholy G maji neparny stuperi, ziaden z nich nemoéze byt
vnutornym vrcholom trasy pozadovanych vlastnosti.

3Konigsberg, po roku 1945 Kaliningrad — pévodne Pruské mesto zalozené roku 1255, rodné
mesto Immanuela Kanta. Lezi 280 km severne od Var$avy. Po roku 1945 stcast Sovietskeho
Zvézu. Oblast Kaliningradu (mensia ako 200 x 100 km) patri v st¢asnosti Rusku, je vSak od
neho oddelené pobaltskymi republikami.
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V modernej terminoldgii tedrie grafov sa problém siedmich mostov mesta
Kaliningradu dé formulovat ako problém existencie eulerovského tahu v multi-
grafe G.

6.5.2 Planovanie Sportovych stretnuti

Stolnotenisovi hrac¢i A, B, C, D, E, F maja zohrat v jednej herni s jednym
stolom stretnutia podla tabulky z obrézku 6.8.

A B CDEF
AT-"1 0 1 1 0
Bl1 - 1 1 0 1
clo 1 - 0 1 0
D1 1 0 - 1 1
El1 0 1 1 - 1
Flo 1 0 1 1 - E

Obr. 6.8: Tabulka stretnuti, ktoré treba odohrat, a prislusny grafovy model.

Bolo by vyhodné, keby sa podarilo zostavit taky plan stretnuti, aby kazdy
hra¢ odohral dve stretnutia po sebe (nemusi menit Satiiu, staéi mu jedna doprava
na dva zapasy atd.). Hra¢ by vSak nemal odohrat viac ako dve stretnutia za
sebou (pri trefom by mohol mat siper vyhodu unaveného protihrééa). Je mozné
napldnovat stretnutia podla uvedenych poziadaviek?

Grafovy model problému bude graf GG, ktorého vrcholy st hraci a ktorého
hrany st stretnutia, ktoré treba odohrat. Iubovolny fah v grafe G predstavuje
postupnost stretnuti taki, Ze kazdy hra¢ okrem posledného v tomto tahu odohra
dve stretnutia za sebou. Napldnovaf stretnutia tak, aby kazdy hra¢ odohral za
sebou dve stretnutia znamend najst v grafe G eulerovsky fah (nemusi byt nutne
uzavrety).

Ak graf G obsahuje viac ako dva vrcholy neparneho stupnia, formulovana
tloha nie je riesitelna. V tom pripade musime zlavit s povodnej poZziadavky
a formulovat tlohu nasledovne: Najst taky plan stretnuti, ktory minimalizuje
pocet pripadov, kedy hra¢ odohrd len jeden zépas. (Ak je 2t pocet vrcholov
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neparneho stuptia v grafe G, potom nastane minimalne ¢ — 1 takychto pripadov.)
Dodanim t fiktivhych hrdn doplnime graf G na eulerovsky graf, v ktorom je
eulerovsky tah hladanym rieSenim.

6.5.3 Riadenie suradnicového zapisovaca

Napriek velkému rozvoju laserovych a atramentovych tlaciarni sa este stale
Zivaju suradnicové zapisovaCe nazyvané tiez plottery. Tie kreslia tak, ze nad
papierom sa pohybuje pisaci hrot, ktory moéze byt v dvoch polohéch: spusteny
a zdvihnuty. Ked je hrot spusteny, dotyka sa papiera a zapisuje stvisla iaru.
Zdvihnutd poloha hrotu sa pouZiva na jeho presun do zacdiatku zépisu dalSej
dlary. Kazdu ¢iaru vykresu treba nakreslit iba raz, viacnidsobné prejdenie pisa-
cieho hrotu po tej istej ¢iare by bolo totiz na vykrese viditelné ako zosilnenie
hrabky tejto Ciary.

Ak chceme, aby plotter nakreslil vykres ¢o najskor, treba zariadit, aby robil
¢o najmenej presunov zdvihnutého hrotu. Ak mnozinu ¢iar vykresu povazujeme
za hrany grafu G a ich koncové body za vrcholy grafu G, tlohu optimélneho
riadenia stradnicového zapisovada modzeme formulovat ako tlohu ¢inskeho po-
Stara v tomto grafe s tym, Ze za dlzku (ohodnotenie) kazdej hrany v prislusnom
pomocnom grafe Ko; vezmeme euklidovski vzdialenost jej koncovych vrcholov.
Pariaca hrana vo vyslednom eulerovskom fahu v prislusnom grafe G bude zna-
menat pohyb zdvihnutého hrotu najkrat$im smerom do druhého vrchola périacej
hrany.

6.5.4 DeBruijnovské postupnosti
Definicia  6.6. Cyklickdi postupnost bitov dizky 2" sa  vola
(2,n)-deBruijnovskd postupnost, ak kazda z 2" binarnych postupnosti

dlzky n sa v nej vyskytne ako jej tsek prave raz.

Priklady (2, n)-deBruijnovskych postupnosti pre n =1, 2, 3, 4 st

01 0110 01110100 0000100110101111

Predpokladajme, Ze rotujici bubon mé 16 sektorov a 4 senzory. Chceli by
sme oznadit jednotlivé sektory bubna tak, aby sme z obsahu $tyroch senzorov
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Obr. 6.9: Rotujuci bubon so 16 sektormi a Styrmi senzormi.

dokézali identifikovat jednu zo Sestnastich moZnych poloh bubna. Sektory mé-
Zeme oznacit iba dvoma sposobmi (vodivym alebo nevodivym materidlom, svetlo
odrazivym alebo pohltivym povrchom atd.). Oznadenie sektora moze teda byt
iba 1 alebo 0. Obsah $tyroch senzorov méze definovat 16 roéznych poldh. Po-
lohu bubna budeme vSak moct jednoznac¢ne identifikovat iba vtedy, ak sa kazdé
Stvormiestne binarne ¢islo vyskytne ako tsek cyklickej postupnosti znaciek sek-
torov prave raz, t. j. ak znacky sektorov tvoria (2, 4)-deBruijnovski postupnost.
Vzniké teda otdzka, ¢i pre dané n = 4 vobec (2,4)-deBruijnovskd postupnost
existuje a ak 4no, ako ju skonstruovat.

100 1100 110

0000

001 0011 011

Obr. 6.10: (2, 4)-deBruijnovsky pseudodigraf.

Definicia 6.7. (2,n)-deBruijnovsky pseudodigraf je pseudodigraf Bg}n =
(V, H), ktory mé za mnozinu vrcholov mnozinu vSetkych (n — 1)-miestnych
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binarnych ¢isel a za mnozinu vSetkych hran vsetky usporiadané dvojice vrcholov

typu
h = (biby...bp_1, bobs...by,). (6.5)

Hrane typu (6.5) priradime znacku b1bs . .. b,_1by,.

—

Ukazuje sa, ze kazdy deBruijnovsky pseudodigraf Ds , je silne stvisly a

kedZe vstupny stupen kazdého vrchola sa rovnd jeho vystupnému stupiiu, exis-
—

tuje v kazdom pseudodigrafe D ,, uzavrety eulerovsky orientovany fah. Ak vsak

nijdeme v pseudodigrafe D, ,, uzavrety eulerovsky orientovany fah, tento nadm
uz definuje hladant (2, n)-deBruijnovski postupnost.

Okrem uvedenej aplikicie na identifikaciu polohy rotujiceho bubna, existuje
viacero aplikacii deBruijnovskych postupnosti v tedrii kédovania a v kryptogra-
fii.

6.5.5 MieSacka farieb

V stroji na vyrobu farieb sa vyrabajt farby Biela, Z1ta, Modra, Cervena. Po
ukonceni vyroby jednej farby sa musi stroj odistit od zvySkov predchédzajtcej
farby. Zvysky zltej farby neovplyvnia tak vyrobu cervenej ako zvySky modrej
vyrobu bielej. Preto dokladnost ¢istenia stroja — a teda aj nastavovacia doba —
zévisi od predchadzajucej a nasledujtcej farby. Nastavovacie doby mozno zadat
vo forme tabulky

M
2
1
0
6

NelNelR=r] K] Nus]
oo | o —| Y
O~ po| wo| CX

N & o B

Existuje (4 — 1)! = 6 roznych vyrobnych cyklov, ktoré maja podla tabulky
vSeobecne rozne sumarne nastavovacie doby:

1.B-Z-C-M-B 1+2+6+8=17
2B-7Z-M-C-B 1+1+1+49=12
3.B-C-Z-M-B 3+841+8=20
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4. -M-72-B 3+6+6+6=21
5B-M-Z-C-B 2+6+2+9=19
6.B-M-C-Z-B 2+1+8+6=17

K tejto tlohe si modzeme zostrojif tplny digraf G = (V,H,c), kde V je
mnozina farieb a ohodnotenie orientovanej hrany (7, j) znamena dobu ¢istenia
stroja, ked po farbe ¢ budeme vyrabat farbu j.

oy
Cx

Obr. 6.11: Digraf k predchadzajtcej tabulke.

Teraz uZz moZno tlohu hladania optimdlneho poradia farieb preformulovat
na tlohu hladania najkratsieho hamiltonovského cyklu v digrafe G.

Tento princip mozeme pouzit pri uréovani optimalneho poradia spracovania
operacii na jednom stroji, ak st dané medzioperacné nastavovacie ¢asy.

6.5.6 Optimalne poradie faz v svetelne riadenej kriZzovatke

Cast 8.5.5 na str. 238 pojednava o riadeni cestnej krizovatky svetelnym
signaliza¢ny zariadenim. Pri pouziti techniky fazovych skupin sa prady zoradia
do niekolkych faz, ktoré potom postupne v istom poradi dostévaji zelent.

Predpokladajme, ze uz mame dané zadelenie prudov do faz. Faza F; nemoze
dostat zelent v okamihu skonéenia fazy F;, ale az po uplynuti medziGasu M;;
daného maximom z medzicasov my, kde k € F; a | € F;. Sucet medzicasov
pocas jedného cyklu bude teda zavisiet od poradia faz. NaSou tlohou je urcit
cyklické poradie faz tak, aby stcet medzi¢asov medzi fazami bol ¢o najmensi.
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Ako model tedrie grafov pre rieSenie tejto tlohy pouZijeme uplny digraf
G = (V,H,c), ktorého vrcholmi budt vSetky fazy, a pre ohodnotenie hrany
(Fi, F;) bude platit ¢((F;, Fj)) = M;;. Potom tloha najst optimalne poradie
faz je ekvivalentna s tllohou obchodného cestujaceho v digrafe G. Pocet faz
v signdlnom pléne beznej krizovatky byva maly, a tak je mozné riesit ttito Glohu
prezretim vsetkych moznosti.

6.5.7 Grayov kéd — Gray Code

Majme 8-bitovy binarny kéd, ktorym v dvojkovej ststave kédujeme ¢isla od
0 do 255. Tymto kédom chceme prendsat ¢iselné hodnoty — napriklad hodnoty
farby obrazového bodu, alebo namerané hodnoty intenzity elektrického pola,
Ziarenia, teploty a podobne.

Ak spravu zakédovant takymto kédom prendsame cez kanél so Sumom, mozu
8-bitového slova, prendsand hodnota sa velmi nezmeni. Ak sa v8ak zmeni naj-
vys$i bit, dostavame diametralne odlisny vysledok. Vznikéd otézka, ¢i je mozné
najst také kdédovanie, pri ktorom by zmena jedného bitu neznamenala velk
zmenu prenasSanej hodnoty.

Jednym z moznych rieSeni je tzv. Grayov kéd, nazvany podla Franka Graya,
vyskumnika AT&T Bell Laboratories, ktory sice tento kéd nevynasiel, ale pra-
coval na mnohych jeho explikaciach.

Definicia 6.8. Grayov kéd — Gray Code radu n je takd postupnost n-
miestnych binarnych ¢isel, ze kazdé dva po sebe idice ¢leny tejto postupnosti
sa lisia iba v jednom bite.

Zostrojme graf @, = (V,H), kde mnozina V je mnoZinou vsetkjch n-
prvkovych slov v abecede B = {0,1} (t. j. n-prvkovych postupnosti nil a jed-
nifiek). Vrcholy v = (vi,v2,...,v,) € V, w = (w1, wa,...,w,) € V tvoria

neorientovani hranu mnoziny H prave vtedy, ked sa slova v, w 1iSia len na jed-
nom mieste. Takto definovany graf ,, sa niekedy vola aj n-rozmerna kocka.

Uloha najst Grayov kéd radu n je tlohou néjst v grafe @Q,, Iubovolny ha-
miltonovsky cyklus. Predpokladajme, Ze postupnost vrcholov by, bs, ..., ban, by
definuje hamiltonovsky cyklus v n-rozmernej kocke Q,,. Potom postupnost vr-
cholov

010, b20, ..., b2n0, bonl, bon_11, ..., b11, 10 (6.6)
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011 111

000 100

Obr. 6.12: Hamiltonovsky cyklus v 3-rozmernej kocke.

definuje hamiltonovsky cyklus v n + 1 rozmernej kocke @Q,,4+1. V dosledku toho
existuje Grayov kéd rddu n pre lubovolné n > 1.

6.5.8 Vitanie otvorov na plosnych spojoch

Elektronické pristroje sa montuja na tzv. dosky plosnych spojov. Sa to dosky
z izola¢ného materialu, na ktorych st z medenej félie vytvorené elektrické spoje.
Do kazdej takejto dosky treba vyvitat mnozstvo otvorov pre privody suciastok.

Otvory sa vitaji na automatickej vyvrtavacke. Treba urcit, v akom poradi
sa maju otvory vitat tak, aby celkové vzdjomné posuny dosky a vrtdku boli ¢o
najmensie.

Problém moZeme modelovat na Gplnom grafe G = (V, H, ¢), ktorého vrcholy
st otvory a ohodnotenie hrany medzi lubovolnymi dvoma vrcholmi je vzdialenost
prislusnych otvorov na doske. Ur¢it optimélne poradie vyvrtavania otvorov
znamend najst najkratsi hamiltonovsky cyklus v grafe G. Pretoze vzdialenosti
vrcholov v grafe G st euklidovské vzdialenosti otvorov na doske, ohodnotenia
hran v G spliiaji trojuholnikovt nerovnost.

Problémy podobného charakteru mozu vznikaf pri uréovani poradia operacii
na viactudelovych strojoch, pri osadzovani dosiek stciastkami atd.
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6.5.9 Svajéiarsky systém Sachového turnaja

Nasledujtica aplikacia je ukazkou pouzitia tlohy o najlacnejSom maximéalnom
pareni. Tato Gloha bola sticastou riesenia tlohy ¢inskeho postara.

Mnohé najmé kratkodobé Sportové turnaje sa hraju vylucovacim spdsobom.
Pri tomto spdsobe sa hraci alebo kolektivy stretni vo dvojiciach v prvom kole,
vitazi prvého kola postupuju do druhého kola atd. az nakoniec postiipia posledni
dvaja neporazeni do findle, z ktorého vyjde vitaz. Jednym z doévodov tohto
dost krutého spdsobu je, ze usporiadanie jedného zdpasu je materidlovo, ¢asovo
i finan¢ne narocné.

Pre sachové stretnutia st ndklady na usporiadanie partie nepomerne nizsie,
preto navrhovatelia tzv. §vajc¢iarskeho systému Sachového turnaja chceli dopriat
kazdému ucastnikovi turnaja priblizne rovnaky podet prileZitosti. Pre velky
pocet ucastnikov turnaja vsak systém kazdy s kazdym nie je mozny.

V svajciarskom systéme nasadzovania hracov sa hra predom urceny pocet
kol. V kazdom kole st hraci nasadeni do dvojic podla vysledkov predchadzaji-
cich kol. V kazdom kole musi byt splnenych niekolko podmienok:

1. Ziadni dvaja ti¢astnici sa nesmt v priebehu turnaja stretnif dvakrat.

2. Pocet partii odohranych s bielymi a ¢iernymi figiirkami mé byt pre kazdého
hraca priblizne rovnaky.

3. Ziaden hri¢ nesmie odohraf viac nez dve partie za sebou s tou istou farbou
figtr.

4. Rozdiel vykonnosti (aktudlnych postaveni hracov v turnaji) proti sebe
nasadenych hracov mé byt ¢o najmensi.

5. Pri nepdrnom pocte téastnikov turnaja ziaden hra¢ nesmie pauzovat viac
nez jedno kolo.

Rucné nasadzovanie hracov do dalsieho kola podla tychto pravidiel je velmi
narofné najmi vo vyssich kolach, ked pribiida obmedzeni. Je mozné svajciarsky
systém nasadzovania hracov algoritmizovat?

Ako model pre tento problém bude slazit uplny graf K,,, ktorého vrcholy
budt hréci. Cenu ¢(h) hrany h = {i,j} grafu K, uréime ako mieru porusenia
pravidiel Svajciarskeho systému, ak by sa mali hraci ¢, j stretnt medzi sebou
v nasledujicom kole. Optimélne nasadenie hracov v dalSom kole zistime ako
maximélne parenie s minimalnou cenou v uplnom grafe K, s cenou hréan c().
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6.6 Cvicenia

10.

. Ukazte, ze v silne suvislom digrafe G = (V, H) existuje uzavrety eule-

rovsky orientovany fah prave vtedy, ked pre kazdy vrchol v € V plati
ideg(v) = odeg(v). Navod: Prisposobte dokaz vety 6.1 zo strany 162.

Na zdklade predchadzajiceho cvicenia navrhnite algoritmus na hladanie
uzavretého euklidovského orientovaného tahu v euklidovskom digrafe.

Ako sa zmeni postup hladania uzavretého euklidovského fahu v multigrafe,
multidigrafe, pseudografe a pseudodigrafe?

. Moéze existovat v grafe, ktory ma most, hamiltonovsky cyklus? Existuje

v grafe s artikuladciou hamiltonovsky cyklus? Je kazdy eulerovsky graf aj
hamiltonovskym grafom a naopak?

Urcte nutna a postacujucu podmienku pre existenciu hamiltonovského
cyklu v Gplnom bipartitnom grafe K,, ,. Formulujte nutnt podmienku
pre existenciu hamiltonovskej kruznice pre bipartitné grafy.

V rohu Sachovnice o rozmeroch 7 x 7 policok stoji kon. Je mozné néjst
takll jeho trasu, aby presiel kazdym polickom prave raz a vratil sa do
vychodzieho miesta?

Vyrieste tlohu ¢inskeho poStara v n-rozmernej kocke @,.

Pocéitacové cvicenia
Naprogramujte niektora heuristiku pre tilohu obchodného cestujiceho.

Navrhnite a naprogramujte heuristicky algoritmus pre hladanie tplného
parenia s minimalnou cenou v uplnom grafe typu Ko;.

S pouzitim vysledku predchadzajaceho cvicenia napiste program pre tlohu
¢inskeho postara.



Kapitola 7

Toky v sietach

7.1 Siete a toky v siefach

Definicia 7.1. Siefou nazveme neorientovane stivisly hranovo ohodnoteny
digraf G = (V,H,c), v ktorom ohodnotenie ¢(h) > 0 kazdej hrany h € H
je celociselné a predstavuje priepustnost hrany h, a v ktorom existuje prave
jeden vrchol z taky, Ze ideg(z) = 0 a prave jeden vrchol taky u, Ze odeg(u) = 0.
Vrchol z nazveme zdroj, a vrchol u nazveme ustie.

V definicii 1.18 na strane 23 bolo zavedené nasledujtiice oznacenie: Pre kazdy
vrchol v € V digrafu G = (V,H,c) je H'(v) mnoZina vietkych hrdn z vrchola
v vychadzajacich a H ™ (v) mnozina vSetkych hran do vrchola v vchadzajucich.
H(v) je vlastne mnozZina vSetkych hran vystupnej hviezdy vrcholav a H ™ (v) je
mnoZina vSetkych hran vstupnej hviezdy vrchola v. Pre mnoZiny H* (v), H™ (v)
plati:

H_(U) = {(’U,,j)|]=’l}, (U,j)EH},
H+(U) = {(i,w)|i:v, (i,’w)GH}.

Toto oznacenie budeme v tejto kapitole asto vyuzivat bez dalsieho komentéara.

Hrany siete si mozeme predstavit ako jednosmerné potrubia, priepustnost
(kapacita) hrany predstavuje maximum prietoku, ktoré hranou moze tiect.
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H(v) H*(v)

Obr. 7.1: Mnozina H ™ (v) = {(u1,v), (u2,v), (u3,v)}
a mnozina H T (v) = {(v,w1), (v, w2), (v, ws3), (v, ws)}

Dopravné interpretéacia si hrany siete predstavuje ako jednosmerné cestné uiseky
s prislusnou kapacitou. Dalsie interpretacie hran mézu byt tseky pocitacovej
siete, tiseky rozvodnej elektrickej siete atd.

Zo zdroja do ustia siete tefie nejaky substrdt (kvapalina, vozidla, data,
elektricky prud). Tento sa rozloZi po hranich siete. Hovorime, Ze siefou tecie
nejaky tok. Ten je tplne charakterizovany prietokmi cez jednotlivé hrany. Na
popis toku v sieti ndm stadi, ked pre kazda hranu h € H zaddme mnoZstvo
substratu y(h) tectice touto hranou.

Tok bude teda funkcia y : H — R, spliujuca isté poziadavky. V prvom rade
budeme pozadovat, aby tok bol celoéiselna funkcia (podobne ako sme v definicii
siete pozadovali celoéiselnost kapacit). Neceloc¢iselnost kapacit hran a hranovych
prietokov totiz so sebou prindsa niektoré komplikacie, ktorym sa takto vyhneme.
V praxi mdZzeme vhodnou volbou mernych jednotiek vzdy dojst k celociselnej
formulécii tlohy bez toho, aby sme sa dopustili velkych nepresnosti.

Dalej ziadame, aby mnoZstvo substrdtu do vrchola vchadzajiceho sa rov-
nalo mnozZstvu substratu z vrchola vychadzajiceho pre kazdy vrchol mimo zdroj
a Ustie (analégia 1. Kirchhoffovho zdkona). A nakoniec chceme, aby mnozstvo
substratu zo zdroja vytekajiceho sa rovnalo mnozstvu substratu do tstia vcha-
dzajuceho. Na zdklade tohto rozboru mozeme formulovat nasledujicu definiciu:
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Definicia 7.2. Tokom v sieti G = (V,H,c) nazveme celo¢iselnt funkciu
y : H — R definovani na mnoZine orientovanych hran H, pre ktora plati:
1. y(h) >0 prevsetky h € H (7.1)
2. y(h) <c(h) prevsetky h e H (7.2)
3. Z y(h) = Z y(h) pre vietky také v €V, Ze v #u, v#z (7.3)
heH™ (v) heH— (v)
.S ym= S vy (7.4)
heH™(z) heH~ (u)

Velkostou toku y nazveme ¢islo F(y) = Ynem+(z) Y(h) (ktoré sa rovnd
—
ZheH*(u) y(h)). Hovorime, Ze tok y v sieti G je maximalny, ak m4 najvicsiu

N
velkost zo vSetkych moznych tokov v sieti G . Orientovant hranu h € H nazveme
nasytenou, ak y(h) = c(h).

Tok v sieti je teda realna funkcia y : H — R definovanid na mnozine
vietkych hran. Cislo y(h) je funkénd hodnota funkcie y v jednom prvku h svojho
defini¢ného oboru (porovnaj y a y(h) s dvojicou pojmov funkcia log a log(2))
a budeme ho volat tok hranou h. Poznamenajme eSte, Ze tok y v sieti G je
vlastne dalsie hranové ohodnotenie, takze siet G s tokom y mozeme povazovat
za digraf G = (V,H,c,y) s dvomi ohodnoteniami hran.

7.2 Rezervna a zvicsujuca polocesta

Definicia 7.3. Nech G = (V,H,c) je siet s tokom y, nech v, w € V. Nech
p(v,w) je v—w polocesta, nech h je orientovand hrana tejto polocesty. Definu-
jeme r(h) rezervu hrany v poloceste p(v, w) nasledovne:

c(h) — y(h) ak je hrana.t h Ii,)o'uiité v p(v,w)
v smere orientacie
r(h) = (7.5)
(h) ak je hrana h pouzitd v p(v, w)
y proti smeru orientécie

Rezerva polocesty p(v, w) je minimum rezerv hran tejto polocesty. Hovorime,
Ze polocesta pu(v, w) je rezervna polocesta ak mé kladnt rezervu.
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9(3 5(0 4(4 9(3 7(2
@ 3) oo (0) S o< (4) —— (3) . (2) c
hl h2 h3 h4 h5

Obr. 7.2: Rezervna polocesta.
Ohodnotenie 9(3) hrany h; znamend, ze c(hi) =9, y(h1) = 3.
Jer(h1) =9—-3=6,r(h2) =5—-0=25, r(hs) =4, r(hy) = ,7“( 5)=7—2=5.
Rezerva polocesty je min{6,5,4,3,5} =

Rezerva r(p(v, w)) polocesty u(v,w) zavisi na toku y, ktory uz v sieti je,
preto by sme mali pisat r(u(v, w), y) a hovorit o rezerve polocesty w(v,w) v sieti
G s tokom y. Rezerva r(h) hrany h zavisi nielen od existujticeho toku y v sieti
6, ale aj od v—w polocesty, ktori uvazujeme. D4 sa vymyslief priklad, ked jedna
hrana moze byt v jednej v—w poloceste pouzitd v smere orientdcie, v inej proti
smeru orientacie. Zvlastny vyznam ma rezervna z—u polocesta, ktora volame aj
zvicéSujuca polocesta, ako ukazuje nasledujice tvrdenie.

Veta 7.1. Nech v sieti G = (V,H,c) s tokom y existuje zvicsujica polocesta.
Potom tok y nie je maximdlny.

DOkAzZ.
Nech p(z, u) je rezervnd z—u polocesta zo zdroja do Gstia s rezervou r. Definujme
tok y’

y(h) ak h nelezi na ceste pu(z,u)
y'(h) = ¢ y(h) +7 ak hlezi na ceste pu(z,u) v smere svojej orientacie
y(h) —r ak h leZi na ceste p(z,u) proti smeru svojej orientécie

Najprv treba ukézat, Zze y’ je tok, t. j. ze spliia (7.1) az (7.4) z definicie toku
7.2. Pretoze rezerva rezervnej polocesty bola pocitand ako minimum z rezerv
hran definovanych vztahmi (7.5), musia aj hodnoty y’(h) toku y’ spliiovat (7.1),
(7.2).

Ak vrchol v nelezal na zvac¢sujtcej poloceste, nezmenil sa tok ziadnou hranou
incidentnou s vrcholom v, preto preii ostava vztah (7.3) v platnosti. Ak vrchol
v lezal na zvicsujicej poloceste, potom st mozné Styri pripady znézornené na
obrazku 7.3.

V pripadoch a) a c) vidime, Ze o ¢o sa zmeni pritekajice mnoZstvo do

vrchola v, o to sa zmeni odtekajice mnozstvo z vrchola v a preto (7.3) zostava
v platnosti.
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y'(h1) = y(h1) J}T\ Y'(h2) = y(h2) +r ¥ () =y(ha) +7_ y'(h2) = y(ha2) — 7

YT, T
a) b)
y(h)=y(h1) =71 y'(h2) =y(h2) =7 y'(h1) =y(h1) =7 y'(h2) = y(ha) +
v (v)
h1 hQ hl = hz
c) d)

Obr. 7.3: Styri moznosti orient4cie hran incidentnych
s vrcholom v na rezervnej poloceste.

V pripade b) (resp. d)) sa sice zmeni pritekajice (resp. odtekajice) mnozstvo
tok hranou hs (resp. hranou hq) zmensi, takze celkova bilancia ostane zachovand
a (7.3) ostane v platnosti.

Pretoze zo zdroja z hrany len vychadzaja a do ustia len vchadzaja, prva
hrana aj posledna hrana zvac¢sujtucej polocesty boli pouzité v smere orientacie,
a teda tok y’ prvou resp. poslednou hranou zvicésujicej cesty je o r vicsi, nez
tok y pre tieto hrany. Prva hrana zviic¢sujicej polocesty patri do HT(2), jej

poslednd hrana patri do H~ (u). Preto

Fiy)= > ¥((h) = > yh)+r=Fy) +r (7.6)

heH* (2) heH*(z)
oy = D> yh)+r=F)+r (7.7)
heH~ (u) heH~ (u)

Z (7.6) vidime, Ze aj vztah (7.4) ostal v platnosti, pricom sa vSak velkost toku
zvicsila o hodnotu 7. |

7.3 Rezové mnoziny

Dohoda o znaéeni. Majme siet G = (V,H,c) so zdrojom z a ustim u. Nech
U CV, W CV st dve disjunktné podmnoziny vrcholovej mnoziny V. Symbo-
lom H(U,W) budeme znaéit mnoZinu vSetkych orientovanych hran vychadza-
jacich z mnoziny U a vchédzajucich do mnoziny W, t. j.

HUW) ={(u,w) | (w,w) € H, ue U, we W}
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Symbolom ¢ [H U, W)} budeme znaéit sthrnna kapacitu mnoziny hran H (U, W)
a pod zapisom y [H (U, W)] budeme rozumief sthrnny tok tectci vSetkymi
hranami mnoziny H (U, W). Matematicky vyjadrené

c[HUW)] = > eh) yHU W) =>" y(h)

heH(U,W) heH(U,W)

Obr. 7.4: Do H(U, W) patria len hrany zacinajice v U a konéiace vo W
(hrubé sipky).
Hrany zac¢inajice vo W a konéiace v U (tenké sipky) do H (U, W) nepatria.
Plati: c[H(U,W)] =9+4+7=20, y[HUW)] =3+4+2=09.

Definicia 7.4. Majme siet G = (V, H,¢) so zdrojom z a Gstim u. Nech R C V
je takd podmnozina vrcholovej mnoziny, ze z ¢ R, u € R. Oznaéme R® = V —R.
Potom rezova mnozina medzi zdrojom a tstim prislichajica mnozine R je
definované nasledovne:

Hp = H(RY,R) = {(u,v) | (u,v) € H, u¢ R, vER}.

Priepustnostou rezovej mnozZiny Hy nazveme éislo

c(Hr) = Y c(h).

heHRg

Veta 7.2. Nechy je tok v sieti G = (V,H,c), F(y) velkost toku y. Pre kaZdi
mnozinu R CV taki, Ze z ¢ R a u € R plat{

F(y) =y[H(R®,R)] —y[H(R,R)| < c[H(R®,R)] = c(Hp). (7.8)
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DOKAzZ.

Z nerovnosti (7.2) méme y [H(RY, R)] = y(Hg) < c¢(Hg) a z nerovnosti (7.1)

vyplyva, ze y [H(R, Rc)] je nezaporné éislo, takze nerovnost v (7.8) vzdy plati.
Ukézeme, ze F(y) = y[H(R®,R)| — y[H(R, R)]. Nech najprv R =V —

{z}. Potom Hp je mnoZzinou préve vsSetkych hrdn vystupnej hviezdy zdroja

z, t. j. HR = HT(2) a H(R,RY) = (. Preto je y[H(RY,R)| = y(Hg) =

Ynen+(z) Y(h) =F(y) a y[H(R,RY)] = 0 a rovnost v (7.8) plati.

. R¢ hs R
c)

RC hq R

a)
RrR¢ R =R—{v} RrR¢ R =R—{v}
B S B S
b) d)

Obr. 7.5: Uéinok vybratia vrchola v z mnoziny R —
vznikne mnozina R’ = R — {v}.
a) Hrany hy, ho predstavuji dva mozné pripady hréan z H— (v),
hi € H(R,R), ho ¢ H(R®,R), ho ¢ H(R, R°).
b) Po vybrati vrchola v z mnoziny R vznikne mnozina R’, pre ktora plati
hi ¢ HRC,R), by ¢ H(R',R'°), hy € H(R',R'°).
c¢) Hrany hs, h4 predstavuji dva mozné pripady hran z H™ (v),
hs € H(R,R®), hy ¢ H(R®,R), hy ¢ H(R, R®).
d) Po vybrati vrchola v z mnoziny R vznikne mnozina R’, pre ktort plati
hs ¢ H(R,R'), hs ¢ H(R',R'®), hy € H(R®),R'.

Nech rovnost v (7.8) plati pre nejaké R C V také, 7e z ¢ R a u € R. Budeme
sktimat, ¢o sa stane, ak vyberieme fubovolny vrchol v z mnoziny R. Oznaéme
R’ = R — {v} pre Iubovolné v € R, v # u. Skiimajme hrany z mnoZiny H ~ (v).
Na obrazku 7.5 a) s zobrazené dva mozné pripady polohy hran z H ™ (v) ako
hi, ha, na obrazku 7.5 b) ich poloha po vylac¢eni vrchola v z mnoziny R.

Ak h; € H™(v) bola v H(R®,R), jej zaciatok lezal v R a preto tato
hrana nebude lezat ani v H(R'C | R’), ani v H(R', R’“) a preto zmensi rozdiel
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y[H(R'C,R)] — y[H(R',R'“)] oproti rozdielu y[H(R®,R)] — y[H(R, R°)]
o hodnotu y(hq).

Ak hrana hy € H™ (v) nelezala v H(R®, R) jej zaciatok lezal v R. Po vyldeni
konca v hrany h z mnoZiny R jej za¢iatok ostava v R, a preto sa hrana h dostéva
do mnoziny H(R/, R’C) a znova zmensi vyraz y[H(R’C, R —y[H(R, R’C)}
oproti vyrazu y[H(RC, R)] — y[H(R, Rc)] o hodnotu y(hs).

Vezmime teraz hranu z mnoziny H™(v). Na obrazku 7.5 ¢) st zobrazené
dva mozné pripady polohy hran z H*(v) ako hs, h4, na obrazku 7.5 d) ich
poloha po vyliceni vrchola v z mnoziny R. Ak hz € HT(v) bola v H(R, RY),
jej koniec lezal v mnozine R, a preto tato hrana nebude lezaf ani v H(R’C7 R),

rozdielu y [H(RY, R)| — y[H(R, R)] o hodnotu y(hs).

Ak hrana hy z mnoziny H*(v) nelezala v H(R, RY) jej koniec lezal v R.
Po vyluceni zadiatku v hrany h z mnoziny R jej koniec ostdva v R’, a preto sa

.....

hrana h dostava do mnoZiny H(R’C, R’ a znova zviési vyraz y[H(R’ ,R’)] —
y[H(R, R’C)} oproti vyrazu y [H(RY, R)| — y[H(R, R)] o hodnotu y(h4).

Mozeme preto pisat

y[H(RC,R)] —y[H(R ,R)] =
=y[HRR)] -y[HRR))]+ > yh) - > yh)=

heH+(v) heH—(v)

=y[H(R®,R)] —y[H(R,R)] (7.9)

Vyltgenim Iubovolného prvku (mimo ustia) z mnoziny R sa (7.8) nemeni.
Ak za¢neme mnozinou V — {z}, postupnym vylucovanim jej prvkov roznych
od tstia moZno dospiet k Tubovolnej mnoZine R obsahujtcej tstie, pricom plati
(7.8). n

Predchéadzajica veta hovori, Ze stcet hranovych prietokov z mnoziny R¢
do mnoziny R minus stcet hranovych prietokov te¢tucich z mnoziny R do
mnoziny R® sa rovna velkosti toku za predpokladu, #e mnozina R obsahuje
astie a neobsahuje zdroj.
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Veta 7.3. Ford — Fulkerson Velkost mazimdineho toku v sieti sa rovnd
minimu rezovej priepustnosti, t. j.:

max{ Z y(h) | y je tok v sieti 5} =

heH+(z)

=min {c(Hg) | Hg je rezovd mnozina medzi z, u}.

DOKAZ.

.
Nech y* je maximalny tok v sieti G, nech ¢* je minimum priepustnosti vSetkych
rezovych mnozin. Pretoze veta 7.2 plati pre lubovolny tok a lubovolny rez, mame

F(y") <c". (7.10)

Nech S je mnozina vrcholov obsahujica zdroj z a vSetky také v € V', ze v sieti
—

G s tokom y* existuje rezervna z—v polocesta. Nech R =V — S. Plati u € R,
lebo keby u € S, tok y* by nebol maximalny.

S R=V-85=5¢ S R=V-85=5¢

4(2) 4(2)

a) b)

Obr. 7.6: a) Keby existovala nenasytend hrana (v, w) z S do R,
t. j. (v,w) € Hgp = H(S, R),
mozno predlzif rezervni polocestu do vrchola w.
b) Keby existovala hrana (w,v) z R do S, t. j. (w,v) € H(R, S)
s nenulovym tokom, mozno prediZif rezervnit polocestu do vrchola w.

Vsetky hrany zac¢inajiace v S a konciace v R s nasytené. Inak by bolo mozné
predlzif rezervni polocestu do niektorého vrchola mnoziny R, ¢o nie je mozné.
Tok kazdou hranou za¢inajicou v R a kon¢iacou v S je nulovy, lebo inak by bolo
mozné predlzit rezervnti polocestu do niektorého vrchola mnoziny R, ¢o zase nie
je mozné. Preto plati y*(Hg) = ¢(Hgr), y* [H(R, RC)} = 0, ¢o po dosadeni do
(7.8) dédva F(y*) = c¢(Hg). Poslednd rovnost spolu s (7.10) déva c¢(Hg) < c*.
Ale ¢* bolo definované ako minimum priepustnosti vsetkych rezovych mnozin,
preto ¢* < ¢(Hg). Teda ¢(Hg) = ¢*, ¢o znamend, ze Hp je rezovd mnozina
s minimélnou priepustnostou. |
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Fordova—Fulkersonova veta je velmi nazornd, ale na hladanie maximalneho
toku v sieti sa nehodi. Jednou z moznosti, ako zviiéSovaf existujtci tok, je hladaft
z—u orientovanu cestu zloZend z nenasytenych hran. Ak takato cestu néjdeme
mozno zvadsit tok po kazdej hrane tejto cesty aspon o 1. LepSou myslienkou je
ndjst minimum rozdielov ¢(h) — y(h) cez vSetky hrany tejto cesty a zvysit tok
kazdou hranou cesty o toto minimum.

To 7e tento postup nevedie k cielu (t. j. maximalnemu toku) ukazuje nasle-
dujuci obrazok:

f-)

Obr. 7.7: Jednotkovy blokovaci tok.
Kapacity vSetkych hran st jednotkové,
hrubo vyznacenymi hranami tecie jednotkovy tok.

7.4 Fordov—Fulkersonov algoritmus

Veta 7.4. Tok y v sieti 8 = (V,H,c) so zdrojom z a istim u je mazimalny
prave vtedy, ked neexistuje z—u zvic¢iugica polocesta.

DOKAZ.

Podla vety 7.1 z existencie zviésujicej polocesty p(z,u) vyplyva, ze velkost
existujuceho toku mozno zvicsit o rezervu polocesty w(z,u), a teda v tomto
pripade tok nie je maximalny.

Treba este dokazat, Ze ak neexistuje zvicSujica polocesta, potom je tok y
maximalny. Podobne ako v dokaze vety 7.3 zostrojme mnozinu S obsahujicu
zdroj a vSetky vrcholy v, do ktorych vedie z—v rezervnd polocesta. Ozna¢me R =
V — 5. Pretoze podla predpokladu neexistuje zvic¢sujica polocesta, mnozina R
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musi obsahovat tstie u. Podobne ako v dokaze vety 7.3 sa ukaze, ze H(RC, R)
obsahuje len nasytené hrany a H (R, R®) obsahuje iba hrany s nulovym tokom —
inak by bolo mozné rezervnii polocestu predlzit. Pretoze F(y) =y [H (RC, R)} —
y[H(R,RY)] a y[H(R,R°)|] = 0, je F(y) = y[H(R®,R)] — velkost toku
y dosiahla kapacitu rezovej mnoziny H(R®, R) (lebo vsetky jej hrany boli
nasytené). Podla Ford — Fulkersonovej vety je tok y maximélny. [

Algoritmus 7.1. Fordov — Fulkersonov algoritmus na hladanie maxi-
—
malneho toku v sieti G = (V, H, ¢).

e Krok 1. Zvol v sieti zac¢iato¢ny tok y, napriklad nulovy tok.
e Krok 2. Najdi v sieti G s tokom y zvidsujucu polocestu p(z, u).
e Krok 3. Ak zvidSujtica polocesta neexistuje, tok y je maximalny. STOP.

e Krok 4. Ak zvidSujuca polocesta p(z,u) existuje a ma rezervu r, zmen
tok y nasledujtco:

y(h) ak h nelezi na ceste pu(z,u)
y(h) := S y(h) +r ak hlezi na ceste u(z,u) v smere svojej orientacie

y(h) —r ak h lezi na ceste p(z,u) proti smeru svojej orientécie

GOTO Krok 2.
3

Uvedieme este jeden z moznych algoritmov na hladanie zvéésujiicej polocesty
p(z,u).

Algoritmus 7.2. Algoritmus na hladanie zv#éSujicej polocesty p(z,u)
v sieti G = (V,H,c) s tokom y.

Vrcholom siete okrem zdroja priradime znacku x (i) s nasledujicim vyznamom:
Ak z(i) = 0o, potom do vrchola i doteraz nebola najdend zlepsujiaca u—i cesta.
Ak z(i) < oo, potom bola ndjdend zlepSujica u—i cesta, pricom jej predposledny
vrchol je |z(i)| (absolitna hodnota z(i)). Ak naviac z(i) > 0, potom v tejto
zlepSujucej polocesta bola pouzitd hrana (z(i),¢) v smere orientécie, ak x(i) < 0,
potom v tejto zlepSujicej polocesta bola pouzitd hrana (i,z(i)) proti smeru
orientécie. Pre zdroj z polozime z(z) := 0.
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Dalej zavedieme tieto oznacenia:

7 — mnozina nepreskimanych vrcholov oznac¢enych kone¢nou znackou

N — mnozina vrcholov s nekoneénou znackou

e Krok 1. Inicializécia.
N =V —{z},T:={z}.
Poloz z(z) := 0 a pre vSetky i € N poloz z(i) := cc.

e Krok 2. Ak z(u) < 00, zostroj zlepSujicu z—u polocestu pomocou znadiek

[z()]:
(z =1 @), |25 V@), ..., 2P ()], |z(u)], u,)
a STOP.
e Krok 3. Ak 7 = (), neexistuje zlepsujica u(z, u) polocesta. STOP.

e Krok 4. Vyber vrchol ¢ € 7.
Poloz Z :=7 — {i}.
Pre kazdy vrchol j € V(i) N N urob:
Ak y(i,7) < ¢(i,7), potom poloz z(j) =14, Z:=ZU{j} aN =N —{j}.
Pre kazdy vrchol j € V(i) N N urob:
Ak y(j,4) > 0, potom poloz z(j) := —i, Z:=ZU{j} a N :=N — {j}.
GOTO Krok 2.
&

Sktimajme zlozitost Fordovho—Fulkersonovho algoritmu. Ak budeme udrzia-
vat siet vo forme vystupnych a vstupnych hviezd, pri oznac¢ovani vrcholov znad-
kami +i, —¢ pouzijeme kazdt hranu najviac raz. Najdenie zviac¢sujucej polocesty
zo zdroja do tistia moZno urobit v ¢ase O(m). To je najlepsi z vysledkov, aky
bolo mozné ocakavat. AvSak v zapiti prichddza zld sprava — pri zlom vybere
poradia oznadovania vrcholov mézeme ststavne dostavat zvidsujice polocesty
iba s rezervou rovnou 1, ¢o znamenad, ze ak je velkost maximélneho toku @, je
zlozitost celého algoritmu O(Q.m).

Edmonds a Karp dokazali, Ze ak volime vzdy najkratsiu zvacsujicu polocestu
(t. j. polocestu s najmensim po¢tom hran), pocet zmien toku nepresiahne ¢islo
75", kde n je pocet vrcholov a m je pocet hrén siete.
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—1 nemozno oznacit

nemozno oznacit

Obr. 7.8: Sposob oznacovania z vrchola i.
Oznacenie hrany 4(2) znamend, ze hranou kapacity 4 teéie tok 2.

S L™

Obr. 7.9: V sieti a) je velkost maximélneho toku 2.108.
Nestastnym poradim oznacovania vrcholov mozno do6jst
k striedaniu dvoch zvééSujtcich polociest b), ¢) s rezervou 1.

7.5 Siete s viacerymi zdrojmi a ustiami

V praktickom Zivote sa stretdvame aj so siefami, ktoré maji mnoho zdrojov
a mnoho usti. Elektrifika¢né sief m4 niekolko zdrojov — elektrarni a velmi vela
usti — za to moéZeme povazovat kazdu tovaren, irad, Skolu nemocnicu ¢i doméc-
nost, ktord elektricki energiu spotrebovava. Taktto situdciu mozno modelovat
siefou 6 s niekolkymi zdrojmi a tGstiami. Aby sme tato situdciu prisposobili
nasmu modelu s jednym zdrojom a jednym tustim, pridame ku grafu 5) je-
den fiktivny zdroj a jedno fiktivne tstie. Od zdroja vedieme orientované hrany
ku vSetkym zdrojom siete G. Kapacitu hrany typu (fiktivny zdroj, zdroj) mo-
zeme definovatf ako nekoneéni, ale pontika sa aj moznost definovanim konecnej
kapacity tejto hrany definovat kapacitu prislusného zdroja. Podobne vedieme
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orientované hrany s neohrani¢enou kapacitou (alebo kapacitou prislusného ts-
tia) od vSetkych usti siete G k fiktivnemu dstiu. Dostavame tak sief v nagom
doterajSom zmysle, v ktorej mozeme vyriesit vSetky kapacitné problémy tyka-
jace sa siete 6

z) U

22

:Toﬁl
°

Obr. 7.10: Pridanie fiktivneho zdroja a fiktivneho ustia.

7.6 Dolné medze pre tok

Existuje zovSeobecnenie tlohy o maximalnom toku v tom zmysle, ze okrem
kapacitného ohodnotenia hrany c(h) je dané eSte jedno ohodnotenie hrany
0 < b(h) < ¢(h) znamenajice dolné ohrani¢enie na velkost toku hranou.

Definicia 7.5. Digraf G = (V,H,b,c) s jednym zdrojom z a jednym ustim
u s celo¢iselnymi ohodnoteniami hrén b, ¢ takymi, ze b(h) < c¢(h) nazveme
intervalovo ohodnotenou siefou.

N
Definicia 7.6. Pripustnym tokom v intervalovo ohodnotenej sieti G =
(V,H,b,c) nazveme celo¢iselni funkciu y : H — R definovani na mnozine
orientovanych hran H, pre ktort plati:

1. y(h) > b(h) pre vietky h € H (7.11)

2. y(h) <c(h) prevsetky he H (7.12)

3. Z y(h) = Z y(h) pre vietky také v € V| ze v £ u, v # z (7.13)
heH* (v) heH—(v)

4.3 ym= > yh (7.14)
heH™(z) heH~ (u)

Vidime, ze oproti definicii toku 7.2 (str. 190) sa v definicii toku v intervalovo
ohodnotenej siete zmenila len vlastnost (7.11), vlastnosti (7.12), (7.13) a (7.14)
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ostali rovnaké ako (7.2), (7.3) a (7.4). Skratene mozeme definovat pripustny tok
v intervalovo ohodnotenej sieti aj ako tok y, pre ktory plati b(h) < y(h) pre
vSetky hrany h € H.

Tok v sieti bez dolnej medze mdZzeme povazovat za Specidlny pripad toku
v intervalovo ohodnotenej siete, kde b(h) = 0 pre vSetky hrany h € H. Na
rozdiel od siete bez dolnej medze, kde vZdy musi existovat pripustny tok (je to
napriklad nulovy tok), v intervalovo ohodnotenej sieti to nemusi byt tak.

2,3 4,5
@();@();@

Obr. 7.11: Intervalovo ohodnotend sief bez pripustného toku.

Algoritmus 7.3. Algoritmus na zistenie pripustného toku v interva-
lovo ohodnotenej sieti G = (V,H,b,c).
e Krok 1. K sieti G = (V, H,b, ¢) vytvor pomocni siet G’ nasledovne
— pridaj novy zdroj 2z’ a nové tstie u’
— pridaj orientovant hranu (u, z) s kapacitou co
— ku kazdej orientovanej hrane (v, w) takej, ze b(v,w) > 0 pridaj dve
orientované hrany (z’,w) a (v,u’) obe s kapacitami b(v,w) a prie-
pustnost povodnej hrany (v, w) stanov na c(v, w) — b(v, w).
— Ak by pri predchddzajicom postupe vznikli viacndsobné hrany typu

(', w) alebo (v,u’), nahrad ich jednou orientovanou hranou so sic-
tom priepustnosti vSetkych nasobnych hran.

e Krok 2. V pomocnej sieti fel najdi maximalny tok y. Ak pre velkost
F(y) toku ¥ plati
F(y)=Y_ b(h),

heH

N
potom v sieti G existuje pripustny tok, pre ktory plati

y(h) = b(h) +¥(h).
L]

N

Ak uz méme pripustny tok v intervalovo ohodnotenej sieti GG, mdZeme pouzit
Fordov—Fulkersonov algoritmus na vypocet maximalneho toku s tym, ze musime
predefinovat rezervu hrany v poloceste.



204 KAPITOLA 7. TOKY V SIETACH

Obr. 7.12: Pridanie hrany (u, z) s priepustnostou oo,
nového zdroja z’ a nového tustia u’.

Obr. 7.13: Pridanie orientovanych hran (z/,w), (v,u’)
s priepustnostou b(v, w) = 3
a stanovenie novej priepustnosti orientovanej hrany (v, w)
na c(v,w) —b(v,w) =7—-3 =4.

Definicia 7.7. Nech G = (V,H,b,c) je intervalovo ohodnotena sief s tokom
v, v, w € V. Nech u(v,w) je v—w polocesta, nech h je orientovana hrana tejto
polocesty. Definujeme r(h) rezervu hrany v poloceste u(v, w) nasledovne:

c(h) — y(h) ak je hrana h pouzitd v p(v, w)
v smere orientacie
r(h) = (7.15)
_ ak je hrana h pouzitd v p(v, w)
y(h) = b(h) proti smeru orientécie

Rezerva polocesty p(v, w) je minimum rezerv hran tejto polocesty. Hovorime,
7e polocesta p(v, w) je rezervna polocesta ak mé kladna rezervu.
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Obr. 7.14: Pridanie orientovanej hrany (z’,y), s priepustnostou b(v,y) = 2.
Pridanim dalsej hrany (v,u') by vznikla ndsobna hrana,
preto sta¢i kapacitu existujicej hrany (v,u’) zvysit o b(v,y) = 2.

7.7 Najlacnejsi tok danej velkosti

Vratme sa k $tandardnej sieti G = (V,H,c) so zdrojom z a tstim u. Tok y
moze predstavovat isty spdsob presunu nejakého substratu zo zdroja do ustia
tak, Zze kazdou hranou h € H prepravujeme y(h) jednotiek substratu. Preprava
substratu hranou cosi stoji. Cena za prepravu jednotky substratu zavisi od
hrany, ktorou sa substrat prepravuje — ozna¢ime ju d(h). Ak za prepravu
jednotky substratu po hrane h € H zaplatime d(h) korun, za prepravu y(h)
jednotiek zaplatime d(h).y(h) korun. Za prepravu vSetkého tovaru zo zdroja do
tstia teda zaplatime ), _, d(h).y(h) kortin. Tato praktickd paralela vedie k
nasledujicej definicii.

Definicia 7.8. Nech G = (V, H,c,d) je siet, kde d(h) je dalsie ocenenie hrany

—
h predstavujice cenu za jednotku toku na hrane h. Nech y je tok v sieti G.
Cena toku y je definovana

D(y) =) d(h).y(h)

heH

Ak méme v sieti G = (V,H,c,d) tok y velkosti F(y) s cenou D(y) , moze
nas zaujimat, ¢ mozno rovnaké mnoZstvo substratu prepravit zo zdroja do
Gstia za menSiu cenu, t. j. ¢ existuje tok y’ taky, ze F(y) = F(y') s cenou
D(y’) < D(y). Zvlast nas bude zaujimat otézka, ako najst taky tok y’, ktorého
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cena bude najmensia zo vSetkych tokov rovnakej velkosti, ako méa tok y. Takyto
tok budeme volat najlacnejsi tok velkosti F(y).

Existuje algoritmicky rozhodnutelné kritérium na to, ¢i tok y je najlacnejsim
tokom svojej velkosti. Na formuléciu tohto kritéria potrebujeme rozsirit definiciu
rezervnej polocesty aj na polocykly.

Definicia 7.9. Nech G = (V,H,c,d) je siet s tokom y, C polocyklus v sieti G.
Rezerva r(h) orientovanej hrany h v polocykle C je r(h) = ¢(h)—y(h), ak
je hrana pouzita v polocykle v smere svojej orientacie a r(h) = y(h), ak je hrana
pouzitd v polocykle C' proti smeru svojej orienticie. Rezerva polocyklu C je
minimum rezerv jeho hran. Polocyklus C' nazveme rezervny polocyklus, ak
jeho rezerva je kladnd. Cena d(C) polocyklu C je definovana ako stucet cien
hran sthlasne orientovanych s polocyklom minus stcet cien hran s nim opac¢ne
orientovanych.

STubované kritérium je formulované v nasledujicej vete.

Veta 7.5. Tok y v sieti G = (V,H,c,d) je najlacnejsim tokom svojej velkosti
prave vtedy, ok v sieti G neezistuje rezervny polocyklus zdpornej ceny.

DoOkAz.
Dokazeme, Ze neexistencia rezervného polocyklu zapornej ceny je nutnou pod-
mienkou pre to, aby tok y bol najlacnejsi.

N
Ak v sieti G existuje rezervny polocyklus C' zadpornej ceny s kladnou rezervou
r, potom méZeme vytvorit novy tok y’ predpisom:

y(h) ak h nelezi na polocykle C'
y'(h) := S y(h)+r ak h lezi na polocykle C' v smere svojej orientécie

y(h) —r ak h lezi na polocykle C' proti smeru svojej orientacie

Podobne ako v dokaze vety 7.1 (str. 192) sa ukaze, Ze novy tok y’ splia (7.1) az
(7.4) definicie toku. Velkost toku y’ zostava rovnaka ako velkost toku y. Ak by
totiz polocyklus C aj obsahoval zdroj z, musi doti vchadzat orientovanou hranou
hi v protismere a vychadzat inou hranou hs v smere. Pretoze y'(h1) = y(h1)—r,
y'(h2) = y(h2) + r a toky ostatnymi hranami vychddzajicimi zo zdroja sa
nemenia, velkost nového toku sa nezmeni, t. j. F(y') = F(y).



7.7. NAJLACNEJSI TOK DANEJ VELKOSTI 207

Pre cenu nového toku y’ mozeme pisaft

D(y'(h)=D(y(h)) = >_ d(h).y'(h)=>_ d(h).y(h) =Y _ d(h).[y'(h)~y(h)] =

heH heH heH
= _d(h).[y'(h) —y(h)] =
heC
= D _dh).[y'(h) —y(W)]+ Y dh).[y'(h) —y(h)] =
heC heC
Vv smere proti smeru
=Y dh)r— > dh)r=r.| Y dh)- Y dh)| <0 (7.16)
heC tI.LEC heC tf.LGC
Vv smere proti smeru Vv smere proti smeru

= D(C) cena polocyklu C, D(C) < 0

Tretia rovnost v (7.16) vyplyva z toho, Ze pre hrany h neleziace na polocykle C
je y(h) =y'(h). Rozdiel v hranatej zatvorke je nenulovy len pre hrany cyklu C.
Z (7.16) méme D(y’(h)) < D(y(h)) — tok y’ ma mensiu cenu nez tok y.
Dokazali sme, ze ak v sieti G s tokom y existuje rezervny polocyklus zapornej
ceny, tok y nie je najlacnejsi. Dokaz toho, Ze neexistencia rezervného cyklu
zdpornej ceny implikuje, Ze tok y je najlacnejsi je tazsi, a preto ho vynechame.
|

Algoritmus 7.4. Algoritmus na hladanie najlacnejSieho toku danej
—
velkosti v sieti G = (V, H, ¢, d).

e Krok 1. Zacni tokom y v sieti G = (V, H,c,d) danej velkosti. !

—
o Krok 2. V sieti G s tokom y najdi rezervny polocyklus C so zadpornou
cenou a rezervou r, alebo zisti, Zze taky polocyklus neexistuje.

e Krok 3. Ak rezervny polocyklus zapornej ceny neexistuje, tok y je naj-
lacnejsi zo vSetkych tokov svojej velkosti. STOP.

LAk ma byt velkost toku y maximalna, za y vezmeme maximalny tok najdeny Fordovym—
Fulkersonovym algoritmom. Ak ma byt y tokom mensej velkosti nez maximalnej, mdzeme ho
dostat z maximélneho toku jeho zmensenim.
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e Krok 4. Ak taky polocyklus C existuje, zmen tok y nasledujico:

y(h) ak h nelezi na polocykle C
y(h) :== ¢ y(h) +r ak h lezi na polocykle C' v smere svojej orienticie
y(h) —r ak hlezi na polocykle C proti smeru svojej orientécie

GOTO Krok 2.
&

Pre najdenie rezervného polocyklu zapornej ceny mozno pouZzit upraveny
Floydov algoritmus takto. Definujeme maticu D = (d;;) takto

_d(jvz) ak (],Z)EHay(],Z)>O
(i) ak () € Hay(i,j) < c(i.j) a
((j,i) ¢ H alebo y(j,i) = 0)

00 inak

dij =

Pri uréovani prvku d;; matice D zistime najprv, ¢i (j,7) € H a hrana (j,7) ma
nenulovy tok. Ak ano, polozime d;; := —d(j,7) a mame prvok d;; urceny. Ak
nie a (4, j) je nenasytena hrana, polozime d;; = d(3, j), inak polozime d;; = oo.
Vsimnime si, Ze matica D mé na hlavnej diagonéle iba hodnoty co.

Zaroven s maticou D definujme maticu X = (z; ;) prepisom

7 ak d;; < oo
Tij = .
oo inak.

Teraz uz na maticu D s maticou X moZno aplikovat Floydov algoritmus. Nech
D® = (dgf)) resp. X% = (ng)) je matica, ktord vznikne z matice D resp.
X po k-tom kroku Floydovho algoritmu. Ak matica D) obsahuje niektory
diagonél k d% 24 y, pot bjavili j—j polocyklus C 2

gondlny prvok d .’ zaporny, potom sme objavili j—j polocyklus C so zipornou
cenou. Tento polocyklus uréime pomocou matice smernikov X(¥) nasledovne.
Predposledny vrchol j; hladaného j—j polocyklu je j1 = z;;. Dalsi vrchol tohto
polocyklu (odzadu) je jo = z;j,, daldi j3s = z;;, atd., pokial neddjdeme znovu
do vrchola j.

Este treba rozhodnit, ktord hranu pouzit medzi dvoma susednymi vrcholmi
p, q polocyklu C. Ak d,q; > 0 (prvok pdvodnej matice D ), pouzijeme hranu
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(p,q) v smere jej orientécie, ak dp, < 0 pouzijeme hranu (g,p) proti smeru jej
orientacie.

Ak po skonéeni Floydovho algoritmu matica D™ neobsahuje na hlavnej

—

diagonale ani jedno zaporné ¢islo, tak v sieti G s tokom y neexistuje rezervny
polocyklus zapornej ceny.

Zlozitost takto formulovaného algoritmu je O(n?), kde n = |V| je pocet

—

vrcholov siete G — moze sa totiz stat, ze zdporny cyklus ndjdeme az v matici
D) na ¢o potrebujeme n-krat prepoéitat maticu rozmeru n x n.

Iny sposob na hladanie rezervného polocyklu so zdpornou cenou je v iprave
zékladného alebo Fordovho algoritmu. Pozor, Dijkstrov algoritmus sa pre digrafy
so zapornou cenou hran nehodi. Pre jednoduchost uvedieme tpravu zdkladného
algoritmu.

Algoritmus 7.5. Algoritmus na hladanie rezervného polocyklu zapor-
—
nej ceny v sieti G = (V, H,¢,d) s tokom y.
e Krok 1. Inicializacia. Pre kazdy vrchol ¢ € V prirad dve znacky ¢(¢) a (7).
Poloz t(z) := 0 pre zdroj, t(i) := oo pre i € V, i # z a (i) = 0 pre kazdé
ieV.

e Krok 2. Postupne pre vsetky orientované hrany h = (¢,5) € H urob
~ Ak y(i,j) > 0 a #(i) > t(j) — d(i, ), potom
— polos t(i) i= t(j) — d(i, ), (i) = j.
= skontroluj, ¢i sa v postupnosti (i), z(x(7)), ... vyskytuje i.
Ak ano, STOP, nasiel si rezervny polocyklus zapornej ceny.
— Ak y(i,j) <c(i,j) a t(j) > t(i) +d(i,j), potom
— poloz (j) = t(i) + d(i, ), 2(j) :=i.
= skontroluj, ¢ sa v postupnosti z(j), z(z(j)),... vyskytuje j.
Ak ano, STOP, nasiel si rezervny polocyklus zapornej ceny.

e Krok 3. Ak v predchéadzajicom kroku nastala aspoii jedna zmena znacky
t() opakuj krok 2.

e Krok 4. Ak boli prezreté vsetky orientované hrany h € H a nenaslo sa
ani jedno zlepSenie znacky ¢(), a ak vSetky vrcholy maji koneéné znacky
—
t(), STOP. V sieti G s tokom y neexistuje rezervny polocyklus zépornej
ceny.
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Ak existuje aspori jeden vrchol j so znackou t(j) = oo, vrchol j nie
je dosiahnutelny z vrchola z. Zopakuj algoritmus s vrcholom j v tlohe
vrchola z.

&

Zlozitost algoritmu 7.5. Algoritmus hladania rezervngch polocyklov zapor-
nej ceny urobi v Kroku 2. najviac m = |H| kontrol hrdn. Kontrola na vznik
cyklu sa d4 urobit najviac n — 1 krokmi. Krok 2. teda algoritmus urobi v ¢ase
O(m.n). Kedze Krok 2. vykond najviac (n — 1) krat, cely algoritmus ma zlo-
zitost O(m.n?), ¢o je horsi odhad zlozitosti, ako je zlozitost O(n?) modifikicie
Floydovho algoritmu.

Ukazuje sa, Ze zlozitost uvedeného algoritmu na hladanie najlacnejsieho toku
danej velkosti nie je polynomiélna, hoci v praxi dosahuje velmi dobré vysledky.

. Obr. 7.15:
a) Siet G = (V, H, ¢,d) s maximalnym tokom y.
—
Predpokladajme, Ze pre kazda hranu h siete G je d(h) = 10.
Cena toku y je D(y) = 310.

b) Rezervny polocyklus u, (3,u),3,(2,3),2, (2,u),u

so zapornou cenou —10 a s rezervou 3.

¢) Upraveny tok s rovnakou velkostou,
ale mensou cenou (=280), ako mal povodny tok y.

Praktické tlohy vedu velmi ¢asto k hladaniu najlacnejSiecho maximdalneho
toku v sieti. Takuto tlohu budeme riesit v dvoch etapdch — najprv ndjdeme
niektory maximélny tok a potom metddou hladania rezervnych polocyklov
zapornej ceny z neho vyrobime najlacnejsi tok s rovnakou — t. j. maximalnou
velkostou.
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7.8 Aplikacie

7.8.1 Priradovacia tiloha

Majme p robotnikov Ry, Rs,..., R, a ¢ strojov S1,.52,...,5;. Robotnici st
Specializovani, kazdy ovlada pracu na niekolkych (ale nie nutne na vsetkych)
strojoch. Jeden robotnik moze sucasne pracovat iba na jednom stroji a na
Ziadnom stroji nepracuji viaceri robotnici. Nagou tlohou je priradit robotnikom
stroje tak, aby ¢o najviac robotnikov malo priradeny stroj.

D @ @6
©

Obr. 7.16: Bipartitny digraf modelujici schopnost robotnikov
pracovat na strojoch (vlavo)
a jeho rozsirenie na tokovy model (vpravo).

Popisant situdciu mdézeme modelovat bipartitnym digrafom G = (V,H),
V = V41 U Va, v ktorom jednu ¢ast vrcholov V; tvoria robotnici a druht ¢ast
vrcholov Vs tvoria stroje. Mnozinu hran H budu tvorit vsetky usporiadané
dvojice (R;, S;) také, Ze robotnik R; ovlada stroj .S;.

V digrafe G mozno tlohu optimélneho priradenia robotnikov a strojov
formulovat ako hladanie najpocetnejsej podmnoziny hran takej, Ze ziadne jej
dve hrany nemaju spoloény incidentny vrchol. Z digrafu 8 vytvorime siet
G = (V',H' c) tak, ze k mnozine vrcholov digrafu G priddme dva nové
vrcholy z, u — fiktivny zdroj a fiktivne dstie, k mnoZine orientovanych hran
dodame vSetky mozné orientované hrany typu (z,R;) a (S;,u) a kapacitu
c(h) vsetkych orientovanych hran digrafu G’ polozime rovnd 1. V sieti G
najdeme maximalny tok y. Potom optimalne priradenie robotnikov a strojov
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je nasledujuce: Robotnikovi R; je priradeny stroj S; prave vtedy, ked hranou
(Ri, S;) tecie jednotkovy tok, t. j. ked y(R;, S;) = 1.

Existuje aj zlozitejsia tloha priradovania robotnikov strojom. Znovu majme
p robotnikov a ¢ strojov. Robotnici si rézne Specializovani a roézne kvalifikovani
a ovladaju rozne stroje. Preto ich mzda nie je rovnakd. Ozna¢me D = (d;;)
obdlZnikovii maticu typu p x ¢, kde d;; je mzda, ktortt musime robotnikovi R;
zaplatif, ak bude robit na stroji S;, d;; = oo, ak robotnik R; neovlada stroj
S;. Nagou tlohou bude teraz priradif robotnikom stroje tak, aby ¢o najviac
robotnikov malo priradeny stroj a aby celkova ciastka, ktort robotnikom pri
tomto priradeni zaplatime, bola ¢o najmensia.

Na rieSenie tejto tlohy zostrojime siet G = (V’, H', c) podobne ako v pred-
chédzajicom pripade, avsak jej hrandm priradime okrem kapacity ¢ aj dalsie
ohodnotenie d nasledovne: Hranam typu (z, R;) a (S, u) priradime nulové ohod-
notenie d a pre hrany typu (R;, S;) polozime d(R;,S;) = d;;. Optimélne pri-
radenie v tomto pripade ndjdeme nasledovnym sposobom: V sieti G’ ndjdeme
najlacnej$i maximélny tok y (vzhladom na cenu d). Potom optimalne priradenie
robotnikov a strojov je nasledujtce: Robotnikovi R; je priradeny stroj S; prave
vtedy, ked hranou (R;, S;) tecie jednotkovy tok, t. j. ked y(R;, S;) = 1.

Na zaver tejto aplikdcie poznamenajme, ze tloha o priradeni robotnikov
a strojov sa dé formulovaft a riesit ako tloha bivalentného linedrneho programo-
vania. Pre jednoduchost predpokladajme, Ze pocet robotnikov a podet strojov
je rovnaky, t. j. p = ¢ = n. Priradenie robotnikov a strojov bude popisovat
Stvorcova matica X = (z;5) typu n x n, pre prvky ktorej plati: z;; = 1 préave
vtedy, ked robotnikovi R; je priradeny stroj S;. Nech D = (d;;) je matica cien
priradeni ako v predchddzajacom pripade (avS8ak v tomto pripade Stvorcové
typu n X n). Potom priradit robotnikom stroje tak, aby sicet ich miezd bol ¢o
najmensi, znamend uréit prvky matice X tak, aby

n n
Z Z dij Tij bolo minimélne (717)
i=1 j=1
n
za predpokladov Z zi; =1 (i=1,2,...,n) (7.18)
j=1

n
dDowy=1 (j=12...,n) (7.19)
i=1

zi; €{0,1} (i,j=1,2,...,n) (7.20)
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Dvojitd suma v (7.17) znamen4 celkovi ¢iastku vyplatent robotnikom pri prira-
deni danom maticou X, podmienka (7.18) znamen4, ze jednému robotnikovi ma
byt priradeny prave jeden stroj a podmienka (7.19) znamenad, Ze jednému stroju
mé byt priradeny prave jeden robotnik. KedZe kazdému robotnikovi musi byt
teraz priradeny stroj, mozZe sa stat, ze matica X priradi robotnikovi R; stroj S;,
na ktorom robotnik nevie pracovat. V tomto pripade je d;; = oo a takyto vysle-
dok znamena, Ze nebolo mozné priradit kazdému robotnikovi stroj, na ktorom
by vedel pracovat.

Uloha formulovana v (7.17) az (7.20) sa vold priradovacia tiloha a d4 sa
riesit prostriedkami linedrneho programovania. Priradovacia loha mé nespo-
detné mnozstvo aplikdcii, ¢asto sa pouziva aj ako stdast inych exaktnych alebo
heuristickych algoritmov.

7.8.2 Dopravna uloha

Mame p dodavatelov D1, Ds, . .., D, s celoéislenymi kapacitami a1, as, . .. , ap
a ¢q odberatelov O1,Oq,...,Oq s celoéiselnymi poziadavkami by, bs, ..., by. N&-
klady na prepravu jednotky tovaru od dodavatela D; k odberatelovi O; st d;;.
Nagou ulohou je urcit, kolko tovaru od ktorého dodavatela ku ktorému odbe-
ratelovi doviezt tak, aby sme rozviezli ¢o najviac tovaru tak, aby ani kapacity
dodévatelov, ani poziadavky odberatelov neboli prekrocené a tak, aby celkova
cena za prepravu vSetkého tovaru bola ¢o najmensia. Takto formulovana tloha
sa vola dopravna uloha.

Pre rieSenie tejto tlohy zostrojme siet G s mnozinou vrcholov V = |ZRV
Vo U {z,u}, kde V1 je mnozina vSetkych dodévatelov, V2 mnoZina vSetkych
odberatelov, z je fiktivny zdroj a w fiktivne tstie. MnoZinu orientovanych hran
H siete G budd tvorit vSetky orientované hrany typu (z, D;) s kapacitou a;
a nulovou cenou za prepravu jednotky tovaru, vSetky orientované hrany typu
(Oj, u) s kapacitou b; a nulovou cenou za prepravu jednotky tovaru a nakoniec
vBetky orientované hrany typu (D;, O;) s neobmedzenou kapacitou a cenou za
prepravu jednotky tovaru rovnou d;;.

Ak v takto definovanej sieti G najdeme najlacnejsi maximalny tok y, potom
v(D;,0;) pre vietky i = 1,2,...,p, 7 = 1,2,...,¢q st optimdlne mnozstva
tovaru, ktoré treba doviezt od dodéavatela D; k odberatelovi O; tak, aby boli
splnené poziadavky zadania.
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Pre dopravnt tlohu tiez existuje model linedrneho programovania. Sformu-
lujeme ho najprv pre pripad, Ze stcet kapacit dodévatelov sa rovna suctu pozia-
daviek odberatelov, t. j. 327 a; = >_j_; bj. V tomto pripade chceme rozviezt
vSetko dodévatelmi pontikané mnoZstvo tovaru a plne uspokojit kazdého odbe-
ratela.

Ozna¢me z;; mnozstvo tovaru dovezené od dodavatela D; k odberatelovi O;.
Vyriesit dopravni tlohu znamend uréit prvky matice X tak, aby

Z d;jzi; bolo minimalne (7.21)
i=1 j=1
q
za predpokladov Z i =a; (1=1,2,...,p) (7.22)
j=1
P
S wy=b (j=12,...,9) (7.23)
i=1

;>0 (i=1,2,...,p, j=1,2,...,q) (7.24)

Dvojita suma v (7.21) znamené celkové prepravné naklady, ak si prepravované
mnozstva uréené maticou X, podmienka (7.22) znamend, Ze od kazdého doda-
vatela D; prepravime celé pontikané mnozstvo a;, podmienka (7.23) znamena,
ze kazdému odberatelovi dovezieme vsetko pozadované mnozstvo tovaru. Pod-
mienka (7.24) hovori, Ze nemoZno prepravovat ziporné mnozstva tovaru.

Ak by ponuka dodévatelov bola vicsia, nez poziadavky odberatelov, t. j.
P ai > Z?Zl b;, model ulohy sa zmeni tak, Ze v podmienkach (7.22) bude
namiesto ,,=“ vzfah ,<“ t. j. od kazdého dodavatela vyvezieme najviac a; jed-
notiek tovaru. Ostatné obmedzenia (7.23), (7.24) ostavaji nezmenené. Podobne,
ak 337 a; < 327, bj, potom sa v podmiekach (7.23) zmeni ,=* na , <.

7.8.3 Dopravna uloha s medziskladmi

V niektorych pripadoch tovar od prvotnych dodévatelov (napr. vyrobcov)
nejde priamo k odberatelom, ale dopravuje sa najprv do medziskladov, odkial
sa expeduje k samotnym odberatelom.

Mame p dodavatelov Dy, Do, ..., D, s kapacitami a1, as, . ..,a, a ¢ odbera-
telov O1, Oz, ..., 04 s poziadavkami by, be, ..., b,. Prepravovany tovar sa musi
najprv doviezt do r medziskladov S1, Ss, ..., S;. Nédklady na prepravu jednotky
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tovaru od dodévatela D; k mezdiskladu S; st w;j, do medziskladu S; k odbe-
ratelovi Oy, vji. Treba ur€it mnozstva tovaru x;; prevezené od D; k S; a tiez
mnozstva yjk od S; k Oy tak, aby sme rozviezli ¢o najviac tovaru tak, aby ani
kapacity dodavatelov, ani poziadavky odberatelov neboli prekrocené a tak, aby
celkova cena za prepravu vsetkého tovaru bola ¢o najmensia.

00, W32

00, V24

Obr. 7.17: Model tedrie grafov pre dopravna tlohu s dvoma medziskladmi
s troma dod4vatelmi a Styrmi odberatelmi

Ako model tedrie grafov pre formulovani tlohu bude digraf G s mnozinou
vrcholov V =V, UV, UV3U{z,u}, kde V] je mnoZina vSetkych dodévatelov, Va
mnozina vSetkych odberatelov, V3 mnozZina vSetkych medziskladov, z je fiktivny
zdroj a u fiktivne tstie. Mnozinu hran H siete G budu tvorit vSetky hrany typu
(2, D;) s kapacitou a; a nulovou cenou za prepravu jednotky tovaru, vsetky
hrany typu (O;,u) s kapacitou b; a nulovou cenou za prepravu jednotky tovaru
a nakoniec vSetky hrany typu (D;,S;) a (S;,0Or) s neobmedzenou kapacitou
a cenou za prepravu jednotky tovaru rovnou w;j, resp. vj;,. Priklad grafu G pre
3 dodévatelov a 4 odberatelov a 2 medzisklady je na obrazku 7.17.

Riesit takto formulovand tlohu znamené néjst v sieti G najlacnejsi maxi-
malny tok.

Dodatoénym vysledkom rieSenia moze byt i pozadovand kapacita kazdého
skladu S, ktort dostaneme ako mnozstvo tovaru dovezeného do S; od vSetkych
dodéavatelov.
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7.8.4 Optimalizacia turnusov v autobusovej doprave

Zakladnou jednotkou prepravnej prace v pravidelnej autobusovej doprave je
Spoj. Spoj s; je charakterizovany miestom odchodu mo;, miestom prichodu mp;,
¢asom odchodu co; a ¢asom prichodu ep;. 2

Spoje v regionédlnej autobusovej doprave st ¢asovo i kilometricky kratke
na to, aby jeden takyto spoj vyplnil celodenny vykon vozidla a vodica. Preto
sa jednému vozidlu do denného rozpisu prace prideluje vykonanie postupnosti
spojov. Tato postupnost spojov pre jedno vozidlo sa vol4 turnus vozidla.

Hovorime, ze spoj s; predchadza spoj s; a piSeme s; < s;, ak po prichode
spoja s; do svojho miesta prichodu mp; ostava autobusu este dost ¢asu na to,
aby prézdnym prejazdom presiel do miesta odchodu mo; spoja s; a stihol este
¢as odchodu co; spoja s;. Ak s; < s;, potom su spoje s;, s; zaraditelné do
jedného turnusu. So zaradenim spoja s; bezprostredne za spoj s; do toho istého
turnusu je spojeny prejazd z miesta prichodu mp; spoja ¢ do miesta odchodu
mo; spoja j. DIzku tohto prejazdu (v kilometroch) ozna¢me d;;. Ak s; A s;,
potom d;; = 0.

Majme mnozinu spojov & = {s1, sa, ..., s, }. Nasou tlohou je zaradif tieto
spoje do turnusov tak, aby kazdy spoj bol prave v jednom turnuse. Pritom
chceme, aby pocet tychto turnusov bol ¢o najmensi a aby pritom vozidla na-
jazdili ¢o najmensi pocet prazdnych kilometrov. Na zaklade tychto poziadaviek
definujeme dve nasledujice zakladné tlohy optimalizacie turnusov.

Zakladnou tlohou I. optimalizacie turnusov je zaradit vSetky spoje
danej mnoziny S do minimalneho poc¢tu turnusov.

Zakladnou tlohou II. optimalizacie turnusov je zaradit vSetky spoje
danej mnoziny S do miniméalneho alebo daného poc¢tu turnusov tak, aby stcet
vSetkych prazdnych prejazdov bol miniméalny.

Zakladnt tlohu I. optimalizicie turnusov rieSime pomocou nasledujiuceho
grafového modelu. Zostrojime siet G s mnozinou vrcholov V = ViuVaU{z, u},
kde V; je mnozina vSetkych prichodov spojov z mnoziny S, V2 je mnozina
vsetkych odchodov spojov z S, z je fiktivny zdroj a u fiktivne tstie. Symbolom v;,
resp. w; budeme znacit vrchol mnoziny V; resp. V2 zodpovedajuci spoju s; resp.

2V skutoénosti pre plni charakteriziciu spoja je potrebné zadaf aj postupnost nacestnych
zastavok a Gasy prichodov do tychto zastavok, ako st uvedené v cestovnom poriadku. Dalej st
so spojom zviazané aj Cislo linky a ¢islo spoja, ktoré jednoznacne identifikuju spoj. Pre ucely
optimalizacie turnusov su vsak potrebné iba Styri spomenuté udaje.



7.8. APLIKACIE 217

sj. Mnozina orientovanych hrén H siete 6 bude obsahovaf orientované hrany
trojakého typu. Hrany 1. typu budt vSetky orientované hrany tvaru (z,v;), kde
v; € V1 s kapacitou 1 a nulovou cenou za jednotku toku. Hrany 2. typu buda
vBetky orientované hrany tvaru (w;,u), kde w; € V5 s jednotkovou kapacitou
a nulovou cenou. Mnozina H bude eSte obsahovat vSetky orientované hrany
typu (vi, w;) také, Ze s; < s; s jednotkovou kapacitou a cenou za jednotku toku
d(vi,wj) = dij.
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Obr. 7.18: a) Digraf modelujuci relaciu <.
— —
b) Siet G spolu s maximalnym tokom. VSetky hrany v G maja kapacity = 1.
Prislusné turnusy st 73 : 1 - 3, T»:2—4— 5 — 6.

Predstavme si, Ze za¢neme s rieSenim, kde pouZijeme tolko autobusov, kolko
je spojov. Kazdy autobus vykona jeden spoj a skonéi svoju denni préacu. Ako
mozeme znizit pocdet autobusov? MoZeme to urobit tak, Ze zrealizujeme niektort
z hran typu (v;, w;) siete 8 — pod zrealizovanim tu rozumieme, ze autobus po
vykonani spoja s; vykona aj spoj s;. S kazdou dalSou zrealizovanou hranou
usetrime dalsi autobus. Medzi zrealizovanymi hranami vSak nesmu byt Ziadne
dve incidentné s rovnakym vrcholom — ide teda o priradenie odchodov spojov
prichodom spojov tak, aby ¢o najviac odchodov spojov malo priradeny prichod
nejakého spoja. Z dasti o priradovacej tlohe uz vieme, Ze to moZno urobit
hladanim maximélneho toku v sieti 6
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Vyriesit zdkladnt dlohu I. optimalizdcie turnusov znamena najst v sieti G
maximélny tok. Potom spoj s; bude zaradeny bezprostredne za spoj s; v jednom
turnuse prave vtedy, ked y(v;, w;) = 1.

Vyriesit zékladni tlohu II. optimalizécie turnusov znamend néjst v sieti 6
najlacnej$i maximalny tok (resp. najlacnejsi tok danej velkosti). Potom spoj
s; bude zaradeny bezprostredne za spoj s; v jednom turnuse prave vtedy, ked
v(vi, w;) = 1.

7.9 Cvicenia

1. Ak v sieti G = (V, H,¢) existuje cyklus C, moZno v nej zostrojit tok y
s nulovou velkostou (t. j. >y e+ (o) Y(B) = Xope - (o) Y(h) = 0), avSak pre
niektoré hrany (Specidlne hrany cyklu C) moze byt y(h) > 0. Nakreslite
diagramy niekolkych takych pripadov. Aky najjednoduchsi priklad sa vam
podari najst?

' 413

2. Objasnite rozdiel medzi pojmami ,ustie* a ,pramen®, , zdroj“ a ,stok“.

3. Sief moze obsahovaf aj vrcholy, ktoré nie st dosiahnutelné zo zdroja,
alebo z ktorych nie je dosiahnutelné ustie. Aky vyznam maju tieto vrcholy
(a s nimi incidentné hrany) pre vypocet maximalneho toku v sieti?

4. Ruénym vypocétom najdite maximéalny tok vo vami navrhnutej sieti. Po
najdeni maximélneho toku identifikujte rezovi mnoZinu s miniméalnou
rezovou priepustnostou.

5. Formulujte tilohu hladania najdrahsieho toku v sieti a navrhnite algorit-
mus na jej rieSenie

Poditacové cvicenia

6. Napiste program pre hladanie maximalneho toku v sieti. Experimentujte
s roznymi sposobmi hladania zvicSujicej polocesty (podla algoritmu 7.2,
najkratsia polocesta ¢o do pocCtu hran, polocesta s najvicSou rezervou
atd.)

7. NapisSte program pre hladanie najlacnejsicho maximalneho toku.



Kapitola 8

Farbenie grafov

7 praktického hladiska st velmi dolezité tlohy o farbeni grafov. Tieto tlohy
vznikli z praktickych poziadaviek tlac¢iarni pri tlac¢i politickych méap. Pri far-
beni politickych mép je treba farebne odlisif Gzemia jednotlivych Statov tak,
aby ziadne dva Staty, ktoré maju spolo¢ni hranicu, neboli vyfarbené rovnakou
farbou. Pri zacdiatkoch farebnej tlace bolo tlac¢enie obrazku tym fazsie a néklad-
nejsie, ¢im viac farieb obrazok obsahoval. Preto dalSou prirodzenou poziadavkou
bolo, aby pri farbeni mapy bol pouzity miniméalny pocet farieb.

a)

Obr. 8.1: Grafovy model pre problém farbenia map.
a) kazdému $tatu i moru priradime vrchol grafu,
b) pospajame vrcholy susednjch statov,
¢) diagram vysledného grafu.
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K préave formulovanému problému si vytvorime graf nasledovne: Kazdému
Statu a tiez aj moru priradime vrchol grafu G — tym mame definovanti mnozinu
vrcholov V. Neusporiadana dvojicu vrcholov u, v € V prehlasime za hranu {u, v}
prave vtedy, ked staty u, v maja spolo¢nt hranicu.

Zafarbit mapu minimalnym poc¢tom farieb tak, aby ziadne dva z nich, ktoré
maju spolo¢nii hranicu, nemali rovnakt farbu, znamend zafarbit vrcholy grafu G
miniméalnym poctom farieb tak, aby ziadne dva susedné vrcholy nemali pridelené
rovnaku farbu.

Pretoze grafy modelujice problém farbenia méap st rovinné, budeme sa
najprv venovat rovinnym grafom.

8.1 Rovinné grafy

Podla definicie 1.12 na strane 19 je graf rovinny prave vtedy, ked k nemu
existuje rovinny diagram. Rovinny diagram grafu je taky diagram, v ktorom
éiary zodpovedajice hranam sa nepretinaji nikde okrem vrcholov. Obrazok 1.2
na strane 20, ktory ukazuje dva diagramy toho istého grafu moéze sluzif ako
priklad toho, Ze k rovinnému grafu mozno zostrojit aj nerovinny diagram.

V stvislosti so skimanim vlastnosti rovinnych grafov budeme pouzivat via-
ceré pojmy z tedrie rovinnych ttvarov. Na tomto mieste chcem upozornit, Ze
presné definicia mnohych takychto atvarov by velmi rozsirila rozsah tejto pub-
likacie, priCom by nepriniesla podstatné prinosy k teérii grafov. Preto mnohé
z tjchto pojmov budeme chépaft intuitivne.

Definicia 8.1. Stenou rovinného diagramu nazveme maximalnu ¢ast roviny,
ktorej IubovoIné dva body mozno spojit stvislou ¢iarou nepretinajicou ziadnu
hranu diagramu.

Mame steny dvoch druhov — prave jedna stena je neohranicend, a nazyva sa
vonkajsia stena. Ostatné steny sa nazyvaju vnatorné.

Vsimnime si eSte, Ze vrcholy a hrany diagramu, ktoré vymedzuju ktortkolvek

stenu, tvoria ,cyklus“.!

V diagrame vSak vidime aj také hrany — na obr. 8.2 st to hrany {4, 7}, {4, 8} —
ktoré nevymedzuju ziadnu stenu. Hrana vymedzuje niektora stenu prave vtedy,

1Presnejsie: Vrcholy a hrany grafu G zodpovedajice vrcholom a hranim jeho diagramu,
ktoré vymedzuju ktortukolvek stenu, tvoria cyklus v grafe G.
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Obr. 8.2: Jedna stena rovinného diagramu.
Aj ¢ast roviny ohrani¢end hranami {4,5}, {5,6}, {6, 4} je stena.

ked lezi aspoii na jednom cykle. Vylaéenim ktorejkolvek hrany leziacej na cykle
klesne pocet stien diagramu o 1.

Veta 8.1. Eulerova polyedrickd formula. Nech G = (V,H) je suvisly
rovinny graf, nech S je mnoZina stien jeho rovinného diagramu. Potom plati:

|S| = |H| - |V]+2. (8.1)
DOKkAz.
Matematickou indukciou podla poc¢tu stien rovinného grafu. Najjednoduchsi
savisly graf s |V| vrcholmi je strom. V strome je |H| = |V| — 1. Rovinny

diagram stromu m4 iba jedini, a to vonkajsiu stenu — je teda |S| = 1. Pocitajme
|H|—|V|+2 = (]V]|-1)—|V|+2 = 1. Pre suvislé rovinné grafy s jedinou stenou
(st to prave stromy) tvrdenie vety plati.

Predpokladajme, Ze tvrdenie vety plati pre vSetky suvislé rovinné grafy,
ktorych diagramy maji s stien. Majme graf G = (V, H), ktorého rovinny
diagram m4 |S| = s+ 1 > 1 stien. V rovinnom diagrame grafu G existuje aspoi
jedna hrana h vymedzujica nejakt stenu. Hrana h musi lezat na nejakom cykle
grafu G Odstranenim tejto hrany z diagramu dostaneme diagram grafu G —{h},
ktory mé s stien, |V| vrcholov a |H| — 1 hran. Podla indukéného predpokladu
plati

s=(H|-1)—[V[+2,
¢o je to isté ako
|S|=s+1=|H|—|V|+2.
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Veta 8.2. Nech G = (V, H) je mazimdlny rovinng graf s mnoZinou vrcholov V,
kde |V| > 3. Potom

|H| =3 |V|-6. (8.2)

DoOkAz.

Ak ma byt G maximdlny rovinny graf s n > 3 vrcholmi, potom musi byt kazda
stena (véitane vonkajSej) tzv. trojuholnikom — t. j. éastou roviny ohrani¢enou
iba tromi hranami. Ak by totiz existovala stena ohranicend Styrmi alebo viac
hranami — t. j. r-uholnik, kde » > 3, dodanim hrany h prislusnej k niektorej
uhlopriecke tohto r-uholnika dostaneme rovinny graf G U {h}, ¢o je v spore
s maximalitou grafu G.

Obr. 8.3: Ak existuje stena, ktora nie je trojuholnik,
(na tomto obrazku 1,{1,2},2,{2,3},3,{3,4},4,{4,5},5,{5,1}),
mozno dodanim hrany h = {1, 3} zvysit pocet stien diagramu grafu.

Diagram grafu G je teda tvoreny s trojuholnikmi. Keby trojuholniky boli
disjunktné (kazd4 hrana len v jednom trojuholniku) potom by sme na ich
vytvorenie potrebovali 3.s hran. Pretoze vsak kazd4 hrana je pouzitd v dvoch

3-s
susednych trojuholnikoch, je v maximalnom grafe G presne 5 hran, t. j.
2

3.
|H| = TS alebo s = 3

|H|. Pouzitim Eulerovej polyedrickej formuly z vety
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8.1 mame
2
5] =5 -1H]=|H]-[V]+2
2-|H=3-|H-3-|V|+6

|H[=3-|V]-6
|
Veta 8.3 (Désledok). V kazdom rovinnom grafe G = (V,H), kde V > 3, je
|H| <3-|V|—6. (8.3)

DOKAZ.

Nech G = (V, H) je maximalny rovinny graf obsahujuci ako faktorovy podgraf
graf G. Potom podla (8.2) je |[H| = 3-|V| — 6. Pretoze H C H je |H| < |H|,
a preto H < 3-|V| —6. |

Veta 8.4. Upiny graf s piatimi vrcholmi Ky nie je rovinng. Uplny bipartitny
graf K3 3 nie je rovinng.

DOKAzZ.
Uplny graf K5 ma (5 x 4)/2 = 10 hran a 5 vrcholov. Keby bol rovinny mohol,
by mat podla (8.3) najviac 3 x 5 — 6 = 9 hran, ¢o je spor.

Predpokladajme, ze graf K3 3 je rovinny. Potom jeho diagram neobsahuje ani
jeden trojuholnik — t. j. vSetky steny st aspoii $tvoruholniky.? Nech diagram
grafu K33 mé s stien. Ak by vSetky Stvor- a viac-uholniky boli disjunktné
potrebovali by sme na ich konstrukciu aspon 4.s hran. Pretoze vSak v diagrame
je kazda hrana v dvoch viac-uholnikoch, potrebujeme aspoii 4.s/2 = 2.s hran,
t.j. |H| > 2s

H| > 2-|S|=2-|H|-2-|V|+2-2
—|H|>-2-|V|+4
H|< 2-|V|-4

2Predpokladajme, e v diagrame bipartitného grafu G = (V1 U Va, H) existuje trojuholnik,
k nemu prislusny cyklus nech je (v1,{v1,v2},v2, {v2,v3},vs,{v3,v1},v1). Ak v; € Vi,
potom vy € Vi, vs € V1 a nakoniec v1 € Va, ¢o je spor, lebo v bipartitnom grafe je Vi1 NVa = 0.
Podobne sa d& ukazat, ze kazdy cyklus v bipartitnom grafe mé parny pocet hran (a parny
pocet vrcholov).
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Graf K33 ma 9 hran. Kedze ma 6 vrcholov a jeho diagram neobsahuje ani jeden
trojuholnik, ak by bol rovinny, moéze mat najviac 2.6 — 4 = 8 hran — graf K3 3
nemodze byt rovinny. |

Graf K4 je rovinny, podobne je rovinny graf K3 o. Grafy K5 a K3 3 su preto
najjednoduchsie nerovinné grafy.

Definicia 8.2. Hovorime, ze graf G’ = (V',H') vznikol z grafu G(V, H)
rozpolenim hrany h € H, ak

V=V U{z} kdez ¢V,
H' = (H - {{u,v}}) U {{u,z},{z,v}} kde h = {u,v}.

Hovorime, ze grafy G(V, H), G’ = (V', H') st homeomorfné, ak st izomorfné,
alebo ak kone¢nym pocétom rozpolovani ich hrdn méZeme z nich dostat izomorfné

a) Graf G b) Graf G
Obr. 8.4: Homeomorfné grafy. Graf G vznikol z grafu G rozpolenim hrany {1, 4}.

Rozpolenie hrany h = {u,v} si moézeme predstavit ako dodanie dalsicho
vrchola x do jej stredu. Tym prestane existovat ,priame prepojenie vrcholov*
u, v (modelované vylicenim hrany h z mnoziny H) a do mnoziny H pribudni
dalsie hrany {u, z}, {z,v}.

Veta 8.5. Kuratowski. Graf G je rovinny prdve vtedy, ked ako podgraf neob-
sahuje graf homeomorfny s Ks alebo K3 3.

Tato vetu uvddzame bez dokazu. Jej teoreticka krasa je v tom, Ze nerovinnost
grafu znamena, Ze tento graf obsahuje ako podgraf graf homeomorfny s jednym
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a) Graf homeomorfny s K5 b) Graf homeomorfny s K3 3

Obr. 8.5: Dva prototypy nerovinnych grafov.

z prototypov nerovinnosti — K5 alebo K3 3. Napriek matematickej elegancii
Kuratowského vety algoritmus na rozhodnutie o rovinnosti grafu postaveny na
hladani podgrafov homeomorfnych s K5 a K3 3 nie je efektivny.

8.2 Chromatické ¢&islo a k-zafarbitelnost

Definicia 8.3. Zafarbenie grafu je funkcia, ktora kazdému vrcholu grafu pri-
raduje farbu. Zafarbenie, ktoré ziadnym dvom susednym vrcholom nepriraduje
ta istd farbu nazveme pripustnym zafarbenim. Graf G = (V, H) nazveme
k-zafarbitelnym, ak jeho vrcholy moZno pripustne zafarbit & farbami (t. j.
tak, aby Ziadne dva susedné vrcholy neboli zafarbené rovnakou farbou.)
Chromatické cislo grafu je najmensie prirodzené ¢islo k také, ze graf G je
k-zafarbitelny. Chromatické ¢islo grafu G budeme znacif symbolom y(G).

Pozndmka. VSimnime si, ze ak je graf G k-zafarbitelny, potom aj flubovolny jeho
podgraf G’ C G je k-zafarbitelny. Pripustné zafarbenie grafu G jednoznacne
definuje pripustné zafarbenie Tubovolného jeho podgrafu.

Majme graf G = (V, H) zafarbeny k farbami tak, Ze Ziadne dva susedné
vrcholy nie st zafarbené tou istou farbou. Reléacia ,vrchol v; je zafarbeny tou
istou farbou ako vrchol v;“ je relaciou ekvivalencie na mnozine vrcholov V,
a preto definuje rozklad mnoziny V' na triedy ekvivalencie. Pocet neprazdnych
tried tohto rozkladu je je prave k. V kazdej triede ekvivalencie su vSetky vrcholy
rovnakej farby. Z vlastnosti zafarbenia vyplyva, Ze ziadne dva vrcholy v tej istej
triede rozkladu nie st susedné — triedy rozkladu st tzv. nezavislé mnoziny.
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Veta 8.6. Problém zafarbit graf s minimdlnym poctom farieb je NP-tazky.

Algoritmus 8.1. Sekvencéné farbenie grafu.

e Krok 1. Nech P = vy, vs,...,v, je lubovolna postupnost vrcholov grafu
G = (V, H).

e Krok 2. Postupne pre i = 1,2,...,n urob:
Zafarbi vrchol v; farbou najmensieho ¢isla takou, ze ziaden zo zafarbenych
susedov vrchola v; nie je zafarbeny touto farbou.

&

Algoritmus 8.1 nedava zarucCene optimélne zafarbenie grafu, mozno ho po-
uzit pre rychle zistenie horného odhadu chromatického ¢isla grafu s vyuzitim
nasledujucej vety.

Veta 8.7. Algoritmus na sekvencné farbenie grafu potrebuje na zafarbemie
lubovolného grafu najviac

max{deg(v) |v eV} +1 (8.4)
farieb.

DOkAzZ.

Algoritmus na sekvencéné farbenie grafu zafarbi vrchol 1 farbou 1. Nech uz
mame zafarbenych i vrcholov vy, va, ..., v; s pouZitim najviac (max{deg(v) | v €
V}+1) farieb. Dalsi vrchol v; ;1 algoritmus zafarbi farbou najnizsieho é&isla, ktora
nie je priradend ziadnemu jeho susedovi. Kedze vrchol v;11 moze maf najviac
max{deg(v) | v € V'} susedov, medzi (max{deg(v) | v € V} +1) farbami ostéva
aspon jedna, ktorou mozeme zafarbit vrchol v;y;. |

Désledkom tejto vety je nasledujtice tvrdenie.

Veta 8.8. Pre chromatické ¢islo x(G) lubovolného grafu G plati:
X(G) <14 max{deg(v) | v eV} (8.5)

Veta 8.9. Graf G = (V, H) je 2-zafarbitelny prdve vtedy, ked neobsahuje cyklus
s mepdrnym poctom hrdn.
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DOKAZ.

Uvedomme si, Ze existencia cyklu v grafe je ekvivalentna s existenciou kruznice
indukovanej tymto cyklom.

KruZnica s neparnym poctom hrdn nie je 2-zafarbitelnd. Ak je graf G
2-zafarbitelny, potom aj kazdy jeho podgraf je 2-zafarbitelny, a preto nemoze
obsahovat cyklus s nepdrnym poc¢tom hran.

Nech graf G neobsahuje cyklus s neparnym poctom hran. Chceme doka-
zat, Ze G je 2-zafarbitelny. Ak by bol graf G nesuvisly, ziaden jeho komponent
neobsahuje cyklus s neparnym poctom hran. Pritom zafarbenie niektorého kom-
ponentu nijako neovplyviiuje zafarbenie iného komponentu. Preto sta¢i dokézat
vetu pre lubovolny komponent.

Predpokladajme teda, Ze G je suvisly. Vezmime Iubovolny vrchol v a po-
lozme Sy = {v}, S1 = {u | v € V, {v,u} € H}. Ak uz médme definované
S1,859,...,Sk_1, definujeme

k-1
Sk:{u|u€V—USi, Jw € Sg—1 {w,u} € H} (8.6)
i=0

Obr. 8.6: Mnoziny 5.

Z definicie mnozin S; vyplyva, Ze pre i # j je S; NS; = 0. Najneskor pre
k = nje Sk = 0. Pretoze G je suvisly, kazdy vrchol sa objavi v niektorej mnoZine
S; prave raz.

Ukazeme, Ze S; je mnozina prave tych vrcholov, ktoré maji od vrchola v
vzdialenost i (pri jednotkovej dlzke hran). Pre S tvrdenie plati. Nech tvrdenie
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plati pre i = 1,2,...,k — 1. Nech u € Si. Keby u malo mensiu vzdialenost od v
ako k, bolo by podla indukéného predpokladu u € S pre nejaké j < k a potom
by nemohlo byt aj u € Si. Pretoze existuje w € Si_1 také, ze {w,u} € H
a pretoze existuje v—w cesta dlzky k—1, tato v—w cesta predizend o hranu {w, u}
da cestu v—u cestu dlzky k. Ukazali sme, Ze kazdy vrchol z mnoziny Sy ma od
vrchola v vzdialenost k. UkdZme eSte, Ze ak d(v,z) = k, potom x € Sj. Nech y
je predposledny vrchol najkratsej v—x cesty s dlzkou k, potom d(v,y) = k — 1
a podla indukéného predpokladu y € Si_;. Kedze existuje hrana {y,z} a x
doteraz nebolo zaradené v ziadnej mnozine S,,, m < k, je © € Sy.

Dalej si vsimnime, Ze neexistuje Ziadna hrana typu {z,y}, = € S;, y € S;,
kde j < 1i— 2, pretoze vSetky susedné vrcholy s vrcholom z st bud v mnozinach
typu Sk, kde k£ < j (ak by y € Sk, potom by ¢ = k < j) alebo v mnozine S;1
(keby y € Sj+1, potom by i = j 4 1). Doteraz sme este predpoklad neexistencie
cyklu nepérnej dlzky nepotrebovali.

(
[0

Obr. 8.7: Z existencie hrany medzi vrcholmi mnoziny .S;
vyplyva existencia cyklu neparnej dlizky.
a) ak ¢ € S;, y € S;, potom obe najkratsie cesty p(v,x), p(v,y)
maju rovnaky pocet hran ¢
b) cesty pu(z,z), p(z,y) maju tiez rovnaky pocet hran
a spolu s hranou {x,y} vytvaraja cyklus neparnej dizky.

Nakoniec ukazeme, Ze ziadne dva prvky z mnoziny S; nie si susedné. Nech
existuji x € S;, y € S; také ze {z,y} € H pozri obrazok 8.7. Kedze =,y € S,
existuju cesty w(v,z), p(v,y) dizky i. Nech z je posledny spoloény vrchol
tychto ciest. Cast cesty u(v,x) pocinajic vrcholom z a konéiac vrcholom x
(ozna¢me ju p(z,z)) ma rovnaky pocet hran ako ¢ast cesty w(v,y) pocinajic
vrcholom z a konéiac vrcholom y, ktori oznacime p(z,y). Zrefazenie cesty
p(z, ) s jednohranovou cestou z, {x, y}, y a opacne vzatej cesty p(z,y) vytvara
cyklus s neparnym poc¢tom hrén, ¢o je v spore s predpokladom, ze v grafe G
neexistuje cyklus neparnej dizky.
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Oznac¢me V; zjednotenie vSetkych .S; s neparnymi indexami a V5 zjednotenie
vietkych S; s parnymi indexami. Ziadne dva vrcholy z Vi nie st susedné,
podobne ziadne dva vrcholy z V5 nie st susedné, a preto mozeme zafarbit vrcholy
z Vi farbou 1 a vrcholy z V5 farbou 2. Kedze V = V; U V4, je toto zafarbenie
2-zafarbenim grafu G. u

Veta 8.10. Désledky. Kazdy strom je 2-zafarbitelny. KaZdy bipartitny graf je
2-zafarbitelny.

DOKAZ.
Ziaden z tjchto grafov neobsahuje cyklus neparnej dizky. |

Veta 8.11. Appel, Haken, 1976. Kazdy rovinny graf je 4-zafarbitelny.

Dlho pred dokadzanim tejto vety sa vedelo, ze kazdy rovinny graf je
5-zafarbitelny. NenasSiel sa vSak ziaden rovinny graf G s chromatickym ¢islom
X(G) = 5. Veta o 4-zafarbitelnosti rovinnych grafov je jedna z prvych, na
dokazanie ktorej bol pouzity pocitac. Pocitacovy postup navrhol povodne
Heesch, Appel a Haken zredukovali problém na skontrolovanie viac ako 1900
konfiguracii. Na vyriesenie problému sa spotrebovalo viac ako 1200 hodin
strojového Casu. Dnes st pocitace takmer o tri rady rychlejsie, ale aj tak by
tento vypocet vyzadoval vypoc¢tovy ¢as merany v hodinach.

8.3 Heuristiky pre farbenie grafu

KedZe problém zafarbenia grafu minimélnym poctom farieb je NP-fazky, na
jeho riesenie pri ulohach vicsieho rozmeru pouzivame heuristiky. Jednou z nich
je algoritmus na sekvenc¢né farbenie grafu uvedeny v Casti 8.2.

Algoritmus sekven¢ného farbenia grafu postupne vyberal vrcholy a farbil
ich najnizSou moznou farbou. Nasledujici algoritmus zoberie jednu farbu a fiou
zafarbi pokial mozno najvicsi pocet vrcholov grafu. Potom vezme dalsiu farbu
a zafarbi niou dalSie vrcholy atd. Je zalozeny na dommienke, Ze najprv treba
zafarbif vrcholy s najvicsim stupfiom.

Algoritmus 8.2. Paralelné farbenie grafu.
e Krok 1. Zorad vrcholy grafu G = (V, H) do postupnosti P = vy, vz, ...,y
podla stupiia vrchola nerastico. Inicializuj mnozinu farieb F := {1},
7 =1
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e Krok 2. Postupne s prvkami vy, vs, ..., v, postupnosti P urob: Ak vrchol
v; nie je zafarbeny a nemad suseda zafarbeného farbou j, tak ho farbou j
zafarbi.

e Krok 3. Ak su vsetky vrcholy postupnosti P zafarbené, STOP.

e Krok 4. Ak nie st vsetky vrcholy postupnosti P zafarbené, zvys pocet
farieb, t. j. j:==j+1, F := FU{j} a GOTO Krok 2.
&

Nasledujuci algoritmus je v podstate sekvencény algoritmus, ktory si vSak v
priebehu vypocétu stanovuje, ktorému z vrcholov sa bude pridelovat najniZsia
prideliteln4 farba.

Algoritmus 8.3. Farbenie grafu LDF (Largest Degree First).
Pre tcel tohto algoritmu definujeme farebny stupern vrchola v ako pocet réznych
farieb, ktorymi st zafarbeni susedia vrchola v.

e Krok 1. Zo vsetkych nezafarbenych vrcholov s najvic¢sim stupriom vyber
vrchol v s najvacsim farebnym stupnom.

e Krok 2. Prirad vrcholu v farbu najnizsieho mozného &isla.

e Ak st vSetky vrcholy zafarbené, STOP. Inak GOTO Krok 1.
&

Uvedené algoritmy st velmi jednoduché. Nemaju ziadne opravné kroky, ked
raz vrcholu pridelia farbu, toto pridelenie je definitivne. Bolo by ich mozné
modifikovat tak, Ze by sa menilo vstupné poradie vrcholov, ktorym sa prideluje
farba.

8.4 Exaktny algoritmus na farbenie grafov

Na zafarbenie grafu G = (V, H) potrebujeme v najhorSom pripade n =
|V| farieb (pre uplné grafy K,,). Zafarbenie grafu G je vlastne funkcia n-
prvkovej mnoziny V' do mnoziny {1,2,...,n}. Takychto zobrazeni je n"™, nie
kazdé z nich vSak spliia podmienku, Ze ziadni dvaja susedia v grafe G nie st
zafarbeni tou istou farbou. Ak by sme vSak chceli riesit problém zafarbenia
grafu G minimalnym poc¢tom farieb prezretim vSetkych moZnosti, museli by
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sme prezriet vSetky zobrazenia ¢ : V — {1,2,...,n}, z nich vyladit tie,
ktoré nedefinujii pripustné zafarbenie grafu G a z tych, ktoré ostantt vybrat
jedno s najmenej pocetnym oborom hodnét. Pre grafy s maximélnym stupiiom
d = max{deg(v) | v € V} sta¢i namiesto mnoziny farieb {1,2,...,n} uvazovat
jej podmnozinu {1,2,...,d,d+ 1}, ¢im sa znizi pocet zobrazeni na (d + 1), ale
ani toto neddva velké nédeje na pouzitie tplného prehladdvania.

Zoradme vrcholy grafu G do postupnosti vi,vs,...,v, a toto poradie po-
vazujme v ramci celej tejto Casti za pevné. Pri pevnom poradi vrcholov mozno
zafarbenie grafu reprezentovat postupnostou farieb fi, fo, ..., fn, kde f; je farba
priradend vrcholu v; pre i = 1,2, ..., n. K lubovolnému zafarbeniu f1, fo,..., fn
grafu G mozno zostrojit zafarbenie f1, f1,..., f} takto:

fi=1
P {1 ak fi = fo

272 ak L #£ fo
f ak fr = f; pre niektoré 1 < j <k

r_
Th = {max{fj |1<j<k}+1 ak fip # f; pre vietky j také, ze (1 < j <k)

Je lahko vidiet, ze aj f1, f4,..., f} je zafarbenie grafu G s rovnakym poc¢tom
farieb ako p6vodné zafarbenie f1, fa,..., fn a plati: Vrcholy v;, v; st rovnako
zafarbené pri farbeni f prave vtedy, ked st rovnako zafarbené pri farbeni f’,
t. j. fi = f; prave vtedy, ked f; = f]. Obe zafarbenia definuju ten isty rozklad
mnoziny V' na triedy rovnako zafarbenych vrcholov.

Ak fixujeme poradie vrcholov, potom pre Iubovolny rozklad mnoZiny V
na triedy rovnako zafarbenych vrcholov existuje jediné zafarbenie vrcholov
1, f2s ..., fn také, Ze kazd4 CGiastoénd podpostupnost typu fi, fo,..., fx, kde
1 < k < n obsahuje vSetky prirodzené ¢isla 1,2,... ,max{f; | 1 < j < k}.
Pripustné zafarbenie f s prave opisanou vlastnostou budeme nazjyvat syste-
matické zafarbenie.

Systematickych zafarbeni je uz podstatne menej ako vSetkych zafarbeni —
vrchol v; mdZe mat len farbu 1, vrchol vy nemdze byt zafarbeny farbou 3 alebo
vysSou, vSeobecne vrchol v; neméze byt zafarbeny farbou k, kde k > 7.

Pre navrhovany farbiaci algoritmus stotoZnime vrcholy mnoziny V' s ich
indexami, budeme predpokladat, ze {v1,va,...,v,} = {1,2,...,n}. Nech V,
je mnozina vsetkych susedov vrchola z, definujme

Plz)=V,n{L,2,...,2 —1}. (8.7)
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Ststavou mnozin P(x), kde = € V, je graf G pre tucely farbenia dostatoc¢ne
opisany.

Ozna¢me G; podgraf grafu G indukovany mnozinou {1}, Gy podgraf grafu
G indukovany mnozinou {1, 2}, atd., Gy, podgraf grafu G indukovany mnozinou
{1,2,...,k} pre 1 < k < n. Ak mame systematické zafarbenie fi, fo,..., fn
grafu G, potom f1, fa,..., fr je systematické zafarbenie grafu Gy pre vsetky
1<k<n.

Optimélne rieSenie budeme hladat v pomyselnom korefiovom strome moz-
nych rieSeni 7. Aby sme minimalizovali prehladdvanie, budeme chciet, aby
strom T modeloval len systematické zafarbenia. KedZe sa zaujimame o zafarbe-
nie grafu G minimélnym poctom farieb, budeme v strome modelovat len zafar-
benia s FMAX = max{deg(v) | v € V} + 1 farbami.

Kazdy vrchol stromu bude mat priradent farbu. Koreni stromu zodpoveda-
juci vrcholu 1 bude mat priradent farbu 1, prva troven stromu T bude zod-
povedat moznym zafarbeniam vrchola 2 a kazd4 dalSia troven k& bude hovorit
o moznych zafarbeniach vrchola k + 1.

Koreil stromu so svojou znackou farby 1 zodpoveda systematickému zafar-
beniu grafu G; (kedZe G; je trividlny graf, také zafarbenie existuje jediné).
Nech na trovni £ — 1 kazdy vrchol ¢ stromu T zodpovedd systematickému za-
farbeniu grafu Gy, nech znacky farieb vrcholov cesty z korena do tohto vrchola
definuju systematické zafarbenie grafu Gy. Pre vrchol ¢ na trovni k — 1 definu-
jeme prvého pravého naslednika so znackou najnizsej farby, ktora sa nevyskytuje
v zafarbeniach vrcholov z P(x), dalsich pravych naslednikov definujeme a ozna-
¢ime znackou dalsej najnizSej nepouzitej farby len vtedy, ak takymto zafarbenim
vrchola k + 1 vznikne systematické zafarbenie grafu G-

Prva vetva sprava v strome T' zodpoveda sekvenénému zafarbeniu grafu G
s najnizsim ¢islom farby. Polozme F'M AX := pocet farieb a zaroven najvyssie
¢islo farby pouzité pri sekvenénom zafarbeni grafu G.

Nech y je prvy vrchol na ceste z koretia do vrchola definujiceho sicasné
rieSenie, ktory je zafarbeny farbou FMAX. Aby sme znizili farbu vrchola y,
musime zmenit (t. j. zvysit) farbu niektorého z vrcholov  z mnoziny P(y). Aby
sme zabezpedili, ze preskimame najblizsiu nadejntt nepreskimant prava vetvu
stromu T, zvolime za x posledny vrchol z P(y). Ak farbu vrchola z nemozno
zvysit na hodnotu mensiu nez FM AX, sktsime vrchol x — 1, z — 2 atd. Ak sa
pre ziadny vrchol nepodari zvysit jeho farbu, mame optimalne rieSenie.
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Ak takyto vrchol z ndjdeme, zvysime jeho farbu na najnizsiu pripustna hod-
notu a poc¢inajic vrcholom x + 1 postupne prefarbime vsetky vrcholy najnizsou
moznou farbou (ako v algoritme sekvenéného farbenia). Ak pre niektory vrchol
pouZzijeme farbu FFM AX, dalej farby nepridelujeme, ale ho zoberieme za novy
vrchol y. Nie je totiz Sanca najst v tejto vetve zlepsenie.

Ak sa tymto sposobom podari zafarbif vSetky vrcholy bez pouzitia farby
FMAX, mame zlepSenie a novy rekord si zapamétame. Zaroven zaktualizu-
jeme FFM AX — polozime ho ¢islu najvyssej pouzitej farby pri novom rekorde.
Néajdeme y prvy vrchol v rekordnom rieseni s farbou FM AX a opakujeme al-
goritmus.

Obrovskou vyhodou tohto postupu je, Ze nemusime v paméti udrZiavat
strom 7. Tym, Ze sa stale drzime v prvej nepreskiimanej vetve sprava a po jej
preskiimani vieme prejst do jej najblizSej susednej vetvy, staci drzat v paméti
rekord a tvar sucasnej vetvy, ktory je jednoznacne dany systematickym zafar-
benim grafu G. Takto cely algoritmus okrem nérokov na uloZenie grafu formou
mnozin P(z) vyzaduje len dve celoéiselné polia rozmeru n = |V| a niekolko
jednoduchych pomocnych premennych.

Pracovné farby vrcholov budeme drzat v poli B[ | — B[z] je farba vrchola z,
najlepSie najdené zafarbenie v poli REKORD| ]. Stéasny najlepsi dosiahnuty
pocet farieb bude v premennej FMAX.

Algoritmus 8.4. Exaktny algoritmus na zafarbenie grafu minimalnym
poctom farieb.

Onacéme P(z) =V, n{L,2,...,z — 1}, (8.8)
F(x) =min{i | 1 <14, Vj € P(x) i # B[j|} (8.9)
G(z) = min{i | Blz] < i, Vj € P(z) i # B[j|} (8.10)

{F(z) je najnizsie éislo farby, ktorou mozno pripustne zafarbit wvrchol x
v grafe G., ak si wvrcholy 1,2,... (x — 1) zafarbené farbami porade
B[1],B[2],...,Blz —1].}
{G(z) je najniZsie &islo farby vicsie ako Blx], ktorou mozno pripustne zafarbit
vrchol x v grafe Gy, ak sd vrcholy 1,2,...,(x — 1) zafarbené farbami porade
B[1],B[2],..., B[z —1].}

e Krok 0. Poloz B[1] := 1 a postupne pre kazdé z = 2,3,...,n Blz] :=
F(x).

e Krok 1. Poloz FMAX := max{B[1], B[2], ..., B[n]}.
Skopiruj pole B[] do pola REKORD] |.
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e Krok 2. Najdi v poli B[ ] najmensie y také, ze Bly] = FMAX.
e Krok 3. PoloZ x := max P(y).

e Krok 4. Ak = = 1, STOP. Chromatické ¢islo grafu x(G) = FMAX
a prislusné optiméalne zafarbenie grafu G je v poli REKORD]].

e Krok 5. Ak G(z) > FM AX alebo ak G(z) > (max{B[i] | 1 <i < z}+1),
poloz z :=x — 1 a GOTO Krok 4.
Ina¢ poloz Blz] :=G(x), z :==x + 1.

e Krok 6. B[z] := F(z). Ak B[z] > FM AX, poloz y := z a GOTO Krok 3.
Ak z < n, poloz z := z + 1 a opakuj Krok 6.
Ak z = n mame novy rekord. GOTO Krok 1.

R T N
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Obr. 8.8: Postup prezerania stromu rieSeni 71" pre farbenie grafu z prikladu 8.1.

Priklad 8.1. Hladajme optimalne zafarbenie grafu G daného diagramom z ob-
rézku 8.9 vlavo pomocou algoritmu 8.4. Reprezentacia grafu G pomocou mnozin
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P(z) je v tabulke na obrazku 8.9 v strede. Zafarbenie vrcholov budeme ukla-
dat v poli B] ], ktorého vyvoj budeme zapisovat do tabulky. Jej tvar je zrejmy
z obrazku 8.9 vpravo.

Kazdy riadok tabulky zodpoveda stavu pola B[ ] po vykonani kroku 2.
algoritmu 8.4. Znacka (farba) FFM AX pre najmensie y také, ze Bly] = FMAX
je oznacend ramcéekom. V nasledujicom riadku je tuénym fontom vyznacéend
znacka prvého vrchola odzadu, ktortt mozno zvysit v kroku 5, t. j. pre ktory sa
v kroku 5 vykonalo B[z] := G(z). Poéniic tymto vrcholom sa budt menit znacky
vrcholov v poli B[ ].

Kazdy riadok tabulky z obrazka 8.9 zodpoveda jednej vetve stromu rieseni
na obrazku 8.8, pricom prvy riadok zodpoveda prvej vetve stromu T sprava,
druhy riadok druhej vetve sprava atd.

Stvrty riadok tabulky zdola zodpoved4 najdeniu zlepSenia — graf sme po
prvykrat zafarbili troma farbami. Tento riadok si zapaméitdme do pola
REKORD] ]. Kedze sme v dalSom postupe nenasli zlepSenie, tento riadok
obsahuje optimalne zafarbenie grafu G. Ako vo vicSine prikladov, pocitac¢
vystad¢i na udrziavanie aktudlnych farieb vrcholov s polom B[ | a s polom
REKORD] ]| na uchovavanie doteraz najlepsieho zafarbenia. Zapis v tabulke
je vhodny iba pre maly ruény vypocet a na ilustraciu postupu algoritmu.

z |P(x)

1

2 12345 6 7809 10 11 12
3 1111 2 2 223]/[4] 3 4
1 11112 2 232 3 [4]
5112 11112 2 32 3]/[4]
g;i 11112 2 332 3 [4]
s |14 11112 3 222 3 |4
92 1111 2 (32823 2 3
10359 1121 2 (3]

1114610 1211 3]

12(17911] |2

Obr. 8.9: Vlavo graf G,
v strede jeho reprezentacia mnozinami P(z) =V, N{1,2,...,2 — 1},
vpravo tabulka s vypoctom optimalneho zafarbenia grafu G.
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Algoritmus 8.4 na exaktné farbenie grafu méa nepolynomidlnu zlozitost. Je
V takomto pripade ho mozeme vyuzif ako heuristiku — predéasne ho ukon¢ime
a rieSenie v poli REKORD]| | vezmeme ako suboptimdlne rieSenie. Kedze
algoritmus Startuje zo sekven¢ného zafarbenia grafu, jeho vysledok je lepsi alebo
nanajvys rovnaky ako vysledok sekvenéného farbenia grafu.

8.5 Aplikacie

8.5.1 Priradenie registrov pocitaca

Pocitace maju koneény pocet Specidlnych registrov. Aritmetické operéacie
s udajmi v tychto registroch su rychlejsie, nez operacie s idajmi v paméti. Prog-
ramator mé moznost deklarovat niektoré premenné, ktoré sa velmi éasto pou-
zivaja, ako registre, ¢im sa program s takto definovanymi premennymi zrychli.
Avsak ak programétor deklaruje viac registrovych premennych ako je registrov,
moze sa stat, Ze pri vykone programu sa viac ¢asu premrhd prepisovanim ob-
sahu paméte medzi registrami, nez sa ziska pouzitim tychto registrov. Jednym z
rieSeni je priradenie roznych registrov premennym, ktoré sa stcasne pouzivaju.
Grafovy model pre tento problém ma za vrcholy premenné. Dve premenné st
spojené hranou prave vtedy, ked st prislusné premenné sicasne aktivne. Chro-
matické ¢islo tohto grafu sa rovné pocétu registrov potrebnych na to, aby sa
predislo ¢asovym stratam z nadmerného menenia obsahu registrov.

8.5.2 Priradenie radiovych frekvencii

Ak st dva vysielace blizko seba, nemdzu pouzivat ti ist frekvenciu, pretoze
by sa navzajom rusili. Radiové frekvencie st vS8ak obmedzenym prirodnym
zdrojom. Preto nemozno kazdému vysiela¢u priradit int frekvenciu. Modelom
tejto situacie je graf G, ktorého vrcholy st vysielace a v ktorom za susedné
vrcholy povazujeme tie dvojice vysielacov, ktoré by sa pri prideleni rovnakej
frekvencie rusili. Uloha pridelif danej mnozine vysiela¢ov ¢o najmenej roznych
frekvencii tak, aby sa ziadne dva navzajom nerusili sa tak prevedie na tlohu
zafarbit vrcholy grafu G minimalnym poétom farieb (frekvencii) tak, aby Ziadne
dva susedné vrcholy (vysielace, ktoré by sa rusili) nemali pridelent ta istt farbu
(frekvenciu).
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Graf G na rieSenie problému pridelovania frekvencii nemusi byf a ani vo
vicsine pripadov nie je rovinny, hoci by tomu mohlo naznac¢ovat rozmiestnenie
vysielacov v rovine. R6zny vykon vysielacov, prirodné podmienky Sirenia radi-
ovych vin, prekazky, odrazy sposobuji, Ze vzajomné ovplyvilovanie sa vysieladov
je velmi zloZité, a preto sa nedd graf G ¢o do zloZitosti porovnat s grafom pre
farbenie rovinnych map.

8.5.3 Problém nakupnych tasiek

Ideme nakupovat n produktov. Zo skiisenosti vieme, Ze niektoré tovary ne-
radno nosit spolu v jednej taske. Nova kosela a slanina, ¢erstvé pecivo a prasky
na pranie, sickové mlieko a klince by nemali byf v jednej taske. Takéto to-
vary nazveme nekompatibilné. Kolko ndkupnych tasiek najmenej potrebujeme,
aby sme do nich mohli poukladat n tovarov tak, aby sa ziaden tovar neposkodil?
Problém riesime tak, ze zostrojime graf GG, ktorého vrcholy budu tovary a v kto-
rom dva vrcholy (tovary) budi spojené hranou prave vtedy, ked ich nemozno
dat do jednej nakupne;j tasky. Tak sme problém minimalizacie po¢tu ndkupnych
tasiek previedli na problém zafarbenia grafu G minimalnym poc¢tom farieb. Kaz-
dému vrcholu (tovaru) treba urcit farbu (tasku, do ktorej ho ulozime) tak, aby
ziadne dva susedné vrcholy nemali t1 istt farbu (aby Ziadne dva nekompatibilné
tovary neboli uloZené v jednej taske) a aby bol pocet pouzitych farieb (tasiek)
minimalny.

Tato tloha mé vela variantov. Chemikélie treba ulozit do najmensieho
mozného poctu kontajnerov tak, aby sa nedostala do jedného kontajnera Ziadna
dvojica chemikalii, ktord by mohla sposobif vybuch. Biologické preparaty treba
ulozit do najmensieho mozného podtu chladiacich boxov tak, aby sa Zziadne
dva, ktoré sa mozu ovplyvnit, nedostali do toho istého boxu. Z danej mnoziny
pracovnikov treba vytvorit ¢o najmensi pocdet pracovnych skupin tak, aby sa v
kazdej skupine dobre znasali.

Kontrolné otazka: Aky je miniméalny pocet politickych stran taky, aby ziadni
dvaja na seba alergicki politici neboli v jednej strane? Pretoze hlavnou ¢innostou
politikov je byt alergicky na prislusnikov inych opozi¢nych a neskor aj koali¢nych
stran, a pretoze alergie vznikaja aj pri mocenskom boji vnutri stran, vidime, ze
ani pouzitie najlep$ich algoritmov na farbenie grafu tu nezabrani vzniku novych
a novych politickych stran.
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8.5.4 Rozvrhovanie volitelnych predmetov

Predpokladajme, ze kazdy Student fakulty si moze zapisat niekolko vybra-
nych volitelnych predmetov. Fakulta venuje volitelnym predmetom niekolko vy-
hradenych blokov. Pretoze fakulta ma zaujem, aby vsetci Studenti mohli nav-
Stevovat vybrané predmety, treba umiestnit tieto predmety do blokov tak, aby
Ziadnemu Studentovi predmety nekolidovali. Je to vobec mozné? (Predpoklada
sa dostatok ucebni).

Na rieSenie tejto tlohy zostrojime graf G ktorého vrcholmi buda volitelné
predmety. Dvojica predmetov bude tvorit hranu grafu G prave vtedy, ked aspor
jeden Student mé zapisané obidva predmety. Chromatické ¢islo x(G) grafu G
nam povie, aky je minimalny pocet blokov potrebny na rozvrh bez konfliktov
medzi jednotlivymi volitelnymi predmetmi. Zafarbenie grafu G minimalnym
poc¢tom farieb (blokov) ndm povie, ktoré volitelné predmety treba zaradit do
rozvrhu v rovnakom case.

Problém m4 niekolko variacii. Pre povinné predmety st skupiny posluchécov
disjunktné, avSak dva predmety mozu spolu kolidovat preto, lebo maju toho
istého ucitela, alebo preto, lebo vyzaduju Specializovanti uéebiiu ¢i laboratérium.

8.5.5 Fazovanie svetelne riadenej krizovatky

Konstrukcia programu pre riadenie svetelne riadenej krizovatky zacina
geometrickym planom krizovatky. Jeden takyto pldn vidime na obrazku 8.10.
Vozidl4 prechédzaju krizovatku v pridoch. Na nasSej krizovatke médme desaft
vozidlovych pradov 1,2,...,10, dva elektrickové prady 11,12 a Styri prady
chodcov 13,14,15,16. Medzi pradmi existuje relacia koliznosti — dva prady i, j
su kolizne, ak ich drdhy maju spolo¢ny bod zvany tiez kolizny bod. Kolizne
prudy nemozu vchadzat do krizovatky naraz, pretoze v koliznych bodoch by sa
vozidla jednotlivych prudov stretali a vznikali by tak nebezpecné situdcie.

Tak napriklad prady 1 a 2 (st to prudy vozidiel) st nekolizne, ale dvojice
pradov {1, 3}, {1,4}, {1, 5}, {1, 8}, {1, 9}, st kolizne dvojice vozidlovych prudov.
Naviac prad 1 este koliduje s chodeckymi pradmi 14 a 16.
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Obr. 8.10: Krizovatka s vyznacenim dopravnych pradov.

Matica medzicasov pre krizovatku z obr. 8.10
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Pre dva kolizne pridy ¢, j definujeme medzicas m;; ako najmensi mozny cas
taky, o ktory treba oneskorit zacdiatok zelenej pre priud j od konca zelenej pre
priad 7 tak, aby vozidla prudu i stihli opustit kolizny bod prudov i, j skor, nez don
dorazia vozidla pradu j. Medzicasy m;; sa usporiadaju do matice medzicasov.
Ak st prudy 4, j nekolizne, ma matica medzicasov na mieste (4, j) symbol ,—¢.

Obr. 8.11: Graf koliznosti pre krizovatku z obr. 8.10.

Pri riadeni kriZzovatky technikou fazovych skupin sa jednotlivé prudy zdru-
zuju do mnozin tak, ze kazda z nich obsahuje iba navzajom nekolizne prudy.
Takato mnozina nekoliznych pridov sa vola faza. Prudy jednej fazy budi mat
v budtcom signalnom plane sticasne zeleni, po istom Case sa zelend prideli inej
faze atd. az kym sa zelend neprideli aj poslednej fize. Potom sa cely tento dej
cyklicky opakuje. Prvou tlohou pri navrhovani signalneho planu riadenej krizo-
vatky je urcit fdzovanie.

Aké st poziadavky na dobré fazovanie? V prvom rade kazdy prad sa musi vy-
skytovat v niektorej fdze. Druhou poZiadavkou je, aby bol pocet faz ¢o najmensi.
Tato druha poziadavka vyplyva zo skuto¢nosti, ze pri prechode signélneho planu
zo zelenej pre jednu fazu na zelenl na druht fdzu musia byt dodrzané medzi-
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¢asy medzi prudmi prvej a druhej fazy. Po¢as medzi¢asu nesvieti zelené ani pre
jeden z dvojice prislusnych koliznych priadov, krizovatka sa po tento cas len
duktivna ¢ast cyklu riadenia a tym sa zniZzuje redlna priepustnost krizovatky.
Cim menej f4z bude mat signilny plan, tym mensia bude ¢ast cyklu premarnena
v medzicasoch.

Pomocou matice medzi¢asov mozeme zostrojit graf G = (V, H) koliznosti
prudov krizovatky, ktory bude mat za mnoZinu vrcholov vSetky prudy a za
mnozinu hran vSetky neusporiadané dvojice koliznych prudov (t. j. tie neuspo-
riadané dvojice {i, j} vrcholov i, j, pre ktoré je v matici medzi¢asov na mieste
(i, ) redlne ¢islo). Potom problém fdzovania mozno v grafe G riesit ako prob-
lém zafarbenia grafu G minimélnym poctom farieb. Kazdému vrcholu treba
ur¢it farbu — fazu, tak aby Ziadne dva kolizne vrcholy nemali tu istt farbu —
fazu a tak, aby pocet pouzitych farieb — faz bol ¢o najmensi.

8.5.6 Minimalizacia po¢tu autobusovych stanovist

Autobusova stanica mé obmedzeny pocet autobusovych stanovist. Na auto-
busovom stanovisti moze stat len jedno vozidlo. Idealne by bolo, keby autobusy
kazdej linky mali svoje vlastné stanoviste. To vSak nie je mozné, pretoze au-
tobusovi stanicu nemozno rozsirit. Preto musia niektoré linky zdielat spolo¢né
autobusové stanoviste.

Obsadenie nastupista autobusmi jednej linky mozno vyjadrit redlnou fun-
kciou f(t) s definiénym oborom (0,1440) (mintty jedného diia) ktord pre
t € (0,1440) nadobuda hodnotu 1 prave vtedy, ked je nastupiSte obsadené au-
tobusom prislusnej linky, inak f(¢) =0 .

Na obrazku 8.12 vidime tri funkcie fi, f2, f3 obsadenia stanovista troch
liniek L1, Lo, L. Linky Ly, L mozu zdielat to isté stanoviste, pretoze neexis-
tuje ¢asovy okamzik, v ktorom by obe funkcie boli rovné 1 — budeme hovorit, ze
linky L1, Lo st kompatibilné. Naopak, linka L3 nemdze zdielat to isté stanoviste
so ziadnou z liniek Ly, Lo.

Pomocou funkcii f;, fo mozno velmi lahko uréit, kompatibilitu liniek Lq, Lo
— tie s1, kompatibilné prave vtedy, ked f1(t) + f2(t) < 1 pre kazdé t € (0, 1440).

Teraz mozeme zostrojit graf G, vrcholmi ktorého budt linky a hranami
ktorého budi dvojice nekompatibilnych liniek. Optiméalnym zafarbenim grafu
G uréime minimAalny pocet farieb (stanovist) a kazdej linke priradime farbu
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Obr. 8.12: Funkcie f1, fa, f3 obsadenia nastupista pre tri linky Ly, Lo, Ls.

(stanoviste) tak, Ze ziadne dve nekompatibilné linky nemaji rovnaku farbu
(stanoviste).

.....

zeme sa pokusit skratif pobyty autobusov na zastavkach, v dosledku ¢oho sa
»zuzia zuby* funkcii f; a poklesne pocet nekompatibilnych dvojic liniek, ¢o
moze mat za nasledok zniZenie chromatického ¢isla prislusného grafu G.

Pri priradovani stanovist linkdm moze prax pozadovat splnenie dalsich pod-
mienok. Napriklad je vhodné, aby dialkové linky mali iné stanovistia ako miestne
linky. Prirodzend je poziadavka, aby linky s podobnou trasou zdielali pokial
mozno to isté stanoviste. Mnohé takéto podmienky mozno modelovat pridanim
dalgich hran ku grafu G. Podmienky, ktoré sa nedaji oSetrif tymto sposobom,
mozeme skisit splnit nasledovne: Exaktny algoritmus mozno upravit tak, aby
presktimal vSetky mozné optimélne (z hladiska poétu farieb) systematické za-
farbenia aj z hladiska splnenia dodatoénych podmienok a vybral to, ktoré im
najlepsie vyhovuje. Pri takomto pristupe vSak takmer iste nastane to, ze sys-
tematickych zafarbeni grafu G s minimalnym poc¢tom farieb bude velmi vela,
a preto vypocet neskon¢i v rozumnom case.



8.6. CVICENIA 243

8.6 Cvicenia

1. Skuste nakreslit diagram grafu K33 na anuloide — ,pneumatike® tak,
aby sa jeho hrany nepretinali nikde okrem vrcholov. To isté skiiste na
Mébiovom liste a na gulovej ploche.

2. Rovinny graf G ma vsetky steny okrem vonkajsej tvorené stvoruholnikmi.
Na zaklade poctu vrcholov odhadnite pocet jeho hran.

3. Odhadnite pocet hran rovinného grafu, ktorého vsetky steny okrem von-
kajSej st Sestuholniky.

4. Najdite priklady grafov, pre ktoré algoritmus 8.1 sekvencného farbenia

.....

poc¢tom farieb, nez je jeho chromatické ¢islo.

5. Néajdite dalsie aplikicie problému farbenia grafov.

Podéitacové cvicenia

6. Naprogramujte algoritmus 8.1 sekvenéného farbenia, algoritmus 8.2 pa-
ralelného farbenia a LDF algoritmus 8.3 farbenia grafu a porovnajte ich
vysledky.

7. Naprogramujte exaktny algoritmus farbenia grafov 8.4. Porovnajte jeho
vysledky s vysledkami heuristik. Skuste zistif vplyv usporiadania vrcholov
podla ich stuptiov na rychlost vypoctov. Do akej velkosti grafu sa eSte
dockate skonceni programu?

8. Najdite na internete stranky zaoberajice sa farbenim grafov. Skuste, aké
vysledky dajt vase programy na niektoré testovacie tlohy.






Kapitola 9
Niektoré dalsie tazké tilohy

V tejto kapitole sa budeme venovaf niektorym dal$im NP-fazkym tloham.
Pre tieto ilohy nemame (a pravdepodobne ani neexistuje) polynomidlny algorit-
mus rieSenia, avSak modely mnohych praktickych tloh vedi na riesenie takychto
uloh. Nastastie prax si nevyzaduje striktne optimélne rieSenie. Uspokoji sa aj
s riesenim dostato¢ne dobrym a za také poklada kazdé zlepsSenie stcasného stavu.
Preto pre problémy tu uvedené budeme uvadzat heuristické algoritmy podobne,
ako to bolo pri tlohe obchodného cestujtuceho.

9.1 Centra a mediany

Pri zésobovani tzemia nejakym tovarom (uhlim, nabytkom, potravinami,
liekmi atd.) ¢asto potrebujeme rozhodnit, kolko skladov a v ktorych lokalitach
mame postavit. Podobny problém mozeme riesit pri rozhodovani kolko stredisk
zdravotnej zachrannej sluzby a v ktorych miestach zriadif. Tieto problémy
spadaji pod tzv. loka¢né problémy. Lokac¢né problémy sa lisia typom kriteridlnej
funkcie a modelom prostredia, v ktorom ich rieSime. Existuje niekolko sposobov
na modelovanie a rieSenie lokacnych problémov. Najdolezitejsimi z nich st
metddy celociselného linedrneho programovania a metddy tedrie grafov. My
sa, pochopitelne, budeme zaoberat metédami tedrie grafov v najjednoduchsom
pripade, kedy je uz mnozstvo skladov ¢i zachrannych stredisk zname. Modelom
prostredia, v ktorom budeme tieto tilohy riesit, bude stvisly hranovo a vrcholovo
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ohodnoteny graf G = (V, H,c,w), v ktorom vrcholy predstavuju krizovatky
a dolezité body, hrany modeluji ulice, resp. priame cesty medzi vrcholmi,
ohodnotenie c(h) hrany h € H predstavuje dlzku hrany h, ohodnotenia w(v)
vrchola v € V' — vaha vrchola v (predstavuje relativnu dolezitost vrchola v).

Vsetky vrcholy v grafe G = (V, H, ¢, w) potrebuju obsluhu. Ich naro¢nost na
obsluhu je vyjadrend ich vahou. Niektoré vrcholy v grafe G mozu naviac sluzit
ako strediska obsluhy. Pozname dve zakladné funkcie stredisk obsluhy.

Prvéa z nich je funkcia zasobovacia. V tomto pripade pre stredisko obsluhy
pouzivame termin depo. V depe je umiestneny sklad materidlu. Kazdy vrchol
v grafu G = (V, H, ¢,w) potrebuje za jednotku ¢asu w(v) jednotiek materidlu,
jednotkové naklady na dovoz materidlu st imerné prepravovanej vzdialenosti.
Tu hladdme také umiestnenie diep, ktoré minimalizuje celkové dopravné naklady
na obsluhu vsetkych vrcholov grafy G.

Druhé funkcia stredisk obsluhy je zachranna. Taka funkciu plnia napri-
klad stanice pohotovostnej lekarskej sluzby, poziarne zbrojnice, strediska horskej
sluzby atd. V tomto pripade pre stredisko obsluhy pouzivame termin havarijné
stredisko. Tu uz dopravné naklady nehraju taka doélezita tlohu ako v predchéa-
dzajucom pripade — kritériom je tu dostupnost najhorsie polozeného vrchola
grafu G = (V, H, ¢, w). Chceme néjst umiestnenia stanic zachrannej lekarskej
sluzby tak, aby ani ten najhorsie poloZeny pacient neumrel pre neskory pri-
chod pomoci, chceme néjst umiestnenie poZiarnych zbrojnic tak, aby v pripade
potreby poziarnici dosli véas, aj keby poziar vznikol aj v najhorsie polozenom
mieste.

Definicia 9.1. Nech G = (V,H,c) je hranovo ohodnoteny graf, D C V
podmnozina vrcholovej mnoZiny V, v € V. Potom vzdialenost d(v, D) vrchola
v a mnoziny D (resp. vzdialenost d(D,v) mnoZiny D a vrchola v) definujeme

nasledovne:
d(v,D) =d(D,v) = min{d(v,x) | x € D}, (9.1)

kde d(v, x) je vzdialenost vrcholov v, z v grafe G.

Pozndmka. VSimnime si, ze ak v € D, potom d(v, D) = 0.

Z obrazku 9.1 je zrejma podobnost pojmu ,vzdialenost bodu a mnoziny*
v geometrii a pojmu ,vzdialenost vrchola v a mnoziny D“. Vzdialenost bodu v
a priamky p je minimum zo vzdialenosti d(v, ), kde = prebieha vSetky body
leziace na priamke p. Vzdialenost bodu v a kruznice k je vzdialenost d(v,x)
bodu v a toho bodu x kruznice k, ktory je najblizsie k bodu x. Analogicky je
vztahom (9.1) definovana vzdialenost vrchola v a mnoziny D C V.
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;p)

a) b)

Obr. 9.1: Analégia medzi vzdialenostou a) bodu v a priamky p,
b) bodu v a kruznice k
a vrchola v a mnoziny vrcholov D.

Definicia 9.2. Nech G = (V, H, ¢, w) je stvisly hranovo a vrcholovo ohodnoteny
graf, D C V. Sthrnna vazena vzdialenost f(D) vsetkych vrcholov grafu
G od mnoziny D je definovana nasledovne:

f(D) =" w(v).d(v,D) . (9.2)

veV

Vaha w(v) vrchola v € V moze predstavovat mnozstvo tovaru, ktoré do
vrchola v treba dodat za jednotku ¢asu. Predpokladajme, Ze dopravné naklady
na obsluhu vrchola v sit priamo imerné jeho vzdialenosti od najblizsieho depa
z D (z ktorého bude vrchol v zisobovany) a mnoZstvu w(v) - teda dopravné
néklady na obsluhu vrchola v za jednotku ¢asu sa budt rovnat k.w(v).d(v, D),
kde k je vhodna konstanta. Celkové dopravné naklady na obsluhu vsetkych
vrcholov za jednotku ¢asu budi

N =k Y w(v).d(v, D) =k.f(D),

veV

N je teda priamo imerné sihrnnej vazenej vzdialenosti vSetkych vrcholov grafu
G od mnoziny diep D. Ak chceme néjst optimélnu p-prvkovit mnozinu diep,
ktord minimalizuje celkové dopravné naklady na obsluhu vsetkych vrcholov
grafu G, sta¢i najst taka p-prvkovi mnozinu diep D,, pre ktora je f(D,)
minimélne.

Definicia 9.3. Nech 1 < p < |V|, D, p-prvkovd podmnozina mnoziny V.
Hovorime, ze D, je vazeny p-median grafu G, ak pre Iubovolni p-prvkova
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podmnozinu D; mnoziny V plati
f(Dp) < (D),

t.j. ak sithrnnd vazend vzdialenost vSetkych vrcholov grafu G od D, je najmensia
medzi vietkymi p-prvkovymi podmnozinami mnoziny V. Specidlne ak w(v) = 1
pre vietky v € V, hovorime, ze D, je p-median.

Definicia 9.4. Nech G = (V, H, ¢, w) je stvisly hranovo a vrcholovo ohodno-
teny graf, D C V. VaZena excentricita ecc(D) mnoZiny D je definovana
nasledovne:

ecc(D) = max{w(v).d(v,D) | v € V}.

Vézen4 excentricita mnoZiny D je vaZend vzdialenost najhorSie poloZeného
vrchola od mnoziny D. Vyjadruje kvalitu mnoziny havarijnych stredisk D
z hladiska kvality obsluhy najhorsie poloZeného vrchola vzhladom na D.

Definicia 9.5. Nech 1 < p < |V|, D, p-prvkovd podmnozina mnoziny V.
Hovorime, ze D, je vaZené p-centrum grafu G, ak pre lubovolna p-prvkova
podmnozinu D), mnoziny V' plati

ecc(Dy) < ecc(Dy),

t. j. ak mnozina D, ma najmensiu vazenu excentricitu zo vsetkych p-prvkovych
podmnoZin mnoziny V. Specidlne ak w(v) = 1 pre vietky v € V, hovorime, 7e
D, je p-centrum.

Algoritmus 9.1. Heuristicky algoritmus na hladanie vaZeného
p-medianu v suavislom hranovo a vrcholovo ohodnotenom grafe
G: (‘/v Hv &) w) ¢

e Krok 1. Nihodne vyber p-prvkovi podmnozinu mnoziny V.

Nech Dy, = {v1,v2,...,0p}, V — Dp = {u1,ug, ..., uq}, kde ¢ = |V| — p.
e Krok 2. Hladaj také 7, j,1<i<p, 1< j<gq,

ze pre D)(i,j) = (D, U{u;}) — {v:} je f(D}) < (D).

e Krok 3. Ak taka dvojica indexov i, j neexistuje, STOP.
Inak poloz D, := D,(i,j) a GOTO Krok 2.
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Posledny algoritmus nie je zavisly na tvare funkcie f(D,). Ak v lom namiesto
funkcie f(D,) pouzijeme funkciu ecc(D,), dostaneme suboptimélny algoritmus
pre hladanie vdzeného p-centra grafu G.

Predchadzajuci algoritmus realizuje prvii mozni vymenu depa v; za nové
depo u; vedicu k lepSej mnozine diep. Tento pristup by sme mohli modifikovat
tak, ze pre jedno pevné depo v; € V sa najde vrchol u; € V — D, pre ktory je
f(D}(4,7)) minimalne a zrealizuje sa az takato najlepsia vymena. Inou moznos-
tou je najst najlepsiu dvojicu v; € D), u; € V — D), z hladiska kriteridlnej funkcie
F(D,(i, 7)) a zrealizovaf az tito vymenu. Ziadna zo spominanych stratégii viak
nezarucuje ani optimalny, ani lepsi vysledok ako tie ostatné. Heuristika skon¢i,
ak nendjde dvojicu typu depo v; - vrchol u; takd, Zze vymenou depa v; za vrchol
u; mozno dosiahnuf novi mnozinu diep s mensou hodnotou kriteridlnej funkcie.
V takomto pripade hovorime, Ze sme nasli lokdlne minimum.

Ak by sme chceli zmenSif riziko, Ze heuristika skon¢i v niektorom zlom
ylokalnom* minime, mozeme pouZzif popisovany algoritmus niekolkokrat, vzdy
s inou Startovacou mnozinu D,, a vybrat z vysledkov najlepsie rieSenie.

Pre malé p je tu eSte moznost prezriet vSetky riesenia, ktorych je (Z) Pre
Styri depa a sto vrcholov je (Z) = (120) ~ 4.10% moznosti umiestnenia diep, ¢o
je realny pocet na preskiimanie sticasnou vypoctovou technikou. V praktickych
situaciach Casto uz pred vypoctom vieme, ze mnohé lokality st pre umiestnenie
depa nevhodné z priestorovych, enviromentalnych ¢i inych dévodov, ¢o este viac

zmenSuje pocet prehladédvanych moznosti.

Na zdver diskusie o heuristickom algoritme na hladanie p-medidnu resp.
p-centra poznamenajme, Ze existuju aj zlozitejSie a efektivnejSie heuristické
techniky, ako tu uvddzana zamennd heuristika.! Tu popisované i vSeobecnejsie
lokac¢né tlohy mozno modelovat a Gispesne rieSit tiez prostriedkami celo¢iselného
linedrneho programovania.

Ak uZ mame uréentt mnozinu diep resp. havarijnych stredisk, je eSte potrebné
urdit, z ktorého depa bude obsluhovany ktory vrchol dopravnej siete.

Definicia 9.6. Nech je dany suvisly hranovo a vrcholovo ohodnoteny graf
G = (V,H, c,w) a p-prvkova mnozina diep D,,.
Atrakény obvod A(v) depa v € D), je mnozina vsetkych takych vrcholov grafu
G, ktorych vzdialenost od depa v je mensia alebo rovné ako vzdialenost od inych
diep, t.j.

A(w)={z| z €V, Yu € D, d(v,z) < d(u,x)}

1S4 to metaheuristiky typu tabu search, genetické algoritmy, simulated annealing atd.
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Prvotny atrakény obvod A’(v) depa v € D, je mnozina vSetkych takych
vrcholov grafu G, ktorych vzdialenost od depa v je mensia ako vzdialenost od
inych diep, t.j.

A'(w)={z| x €V, Yu € Dy, u#vd(v,z) < d(u,z)}

Systém pridelenych atrakénych obvodov je systém podmnozin AY(v),v €
D,, vrcholovej mnoziny V' takych ze

1. A'(v) CAY(v) YveD,
2. A(v) C A(v) YveD,
3 A u)NA(v) =2 Yu,v€ Dy, u#v

1. | A=V

veED),

Atrakény obvod A(v) depa v silne zavisi od od mnoziny diep D,,. Aby sme to

zdoraznili, mali by sme doésledne pisat A(v, Dp) namiesto zjednoduseného A(v).
To isté plati aj pre dalsie druhy atrakénych obvodov.
Dovod pre zavedenie viacerych druhov atrakénych obvodov je nasledujici. Nech
x je vrchol, ktory mé rovnakd najmensiu vzdialenost od dvoch (alebo viacerych)
diep. Takyto vrchol x patri do atrakénych obvodov vsetkych diep, od ktorych
mé vrchol z rovnak(i najmens$iu vzdialenost, zatial ¢o x nepatri v takomto
pripade ani do jedného prvotného atrakéného obvodu. Z praktickych dévodov
chceme, aby kazdy vrchol bol obsluhovany prave z jedného depa. Problém riesi
systém pridelenych atrakénych obvodov, v ktorych je kazdy vrchol prvkom prave
jedného atrakéného obvodu.

9.2 Kliky a maximalne nezavislé mnoziny

Pri akomkolvek (nie nutne optimalnom) zafarbeni grafu G sme dostali roz-
klad mnoziny vrcholov na triedy rovnako zafarbenych vrcholov. Ziadne dva
vrcholy jednej triedy nie st susedné. Pre mnoziny s touto vlastnostou mame
nasledujicu definiciu.

Definicia 9.7. Nech G = (V, H) je graf. Nech N je podmnoZina mnoziny V,
teda N C V. Hovorime, Ze N je nezavisla mnozina v grafe G, ak Ziadne dva
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prvky z mnoziny N nie st susedné.

Hovorime, ze N je maximalna nezavisla mnozina v grafe G, ak N je
nezavisla a pritom N nie je podmnozinou zZiadnej inej nezévislej mnoziny v G.
Hovorime, ze N je najpocetnejSia nezavisla mnozina v grafe G, ak N mé
najvacsi pocet prvkov medzi vSetkymi nezavislymi mnozinami v G.

Nech K C V je podmnozina mnoziny V. Hovorime, ze K je iplna mnoZina
v grafe G, ak kazdé dva rozne prvky mnoziny K st susedné. K je maximalna
uplnd mnoZina alebo klika v grafe G, ak K je uplnd v G a K nie je
podmnozinou ziadnej inej tplnej mnoziny v G.

Hovorime, ze K je najpocetnejsia klika v grafe G, ak K ma najvicsi pocet
prvkov medzi vSetkymi klikami v G.

Klikové é&islo w(G) grafu G je pocet prvkov najpocetnejsej kliky v G. Cislo
maximalnej nezavislosti ind(G) grafu G je pocet prvkov najpocletnejsej
nezavislej mnoziny v G.

Vsimnime si, ze mnozina M C V' je nezdvisla v grafe G prave vtedy, ked je
uplnd v komplementarnom grafe G grafu G. Ak je M najpocetnejSia nezavisla

mnoZina v grafe G, potom M je najpocetnejsia klika v komplementarnom grafe
G. Preto plati w(G) = ind(G).

Kliky a maximalne nezavislé mnoziny sa ¢asto vyzaduju v mnohych aplika-
cidch, preto méa vyznam hladat vsetky kliky resp. vSetky maximéalne nezédvislé
mnoziny v grafe G. Vzhladom na to, Ze nezéavislost a tplnost st komplemen-
tdrne pojmy, sta¢i maft algoritmus na hladanie vSetkych klik. Hladanie vSetkych
maximélnych nezavislych mnozin sa prevedie na hladanie vSetkych klik v kom-
plementarnom grafe G.

Klik resp. nezavislych mnozin v grafe G moze byt velmi vela. Majme graf
Gs. s 3k vrcholmi pozostavajici z k komponentov, z ktorych kazdy je tplny
graf K3 s troma vrcholmi. Kazd4 maximalna nezavisla mnozina M v G5 bude
obsahovat prave jeden vrchol z kazdého z k komponentov typu Ks3. Pretoze
vyber vrchola do M z jedného komponentu nijako neovplyvni vyber vrchola z
inych komponentov, mame 3* moznosti tvorby maximalnej nezavislej mnoziny.
Préve tolko je klik v komplementarnom grafe Gsj grafu Gs .2 Preto ziaden
algoritmus na hladanie vSetkych klik grafu nemoze byt polynomiélny.

2V literature sa uvadza, ze grafy typu Gsj maji najvicsi mozny podet maximalnych

‘e 12 v . .38 _ 3
nezavislych mnozin na jeden vrchol: 5 = =—.
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Obr. 9.2: a) Graf G3. Ma 6 komponentov typu K.
Je w(Gg_ﬁ) = 3, ind(Gg_ﬁ) = 6.
Existuje v fiom 3% = 729 maximalnych nezavislych mnozin.
b) Graf G3~12, w(G3~12) = 3, ind(Gg,lg) =12.
Pocet maximélnych nezdvislym mnozin v Gs.12 je 3'2 = 531441.

Inym problémom, na ktory vedie mnoho praktickych tiloh, je hladanie najpo-
éetnejsej kliky resp. najpocetnejsej nezavislej mnoziny v grafe G. Tento problém
sa ukézal byt NP-fazky.

Metdda hladania vSetkych klik spoéiva vo vysk(Sani vSetkych moZnosti,
ktoré prichddzaju do tivahy. V kazdej fize vypocétu pole K bude obsahovat
k-prvkova uplntd podmnoziny vrcholov K; = {K[1], K[2],. .., K[i]}. Mohutnost
mnoziny IC; — t.j. ¢islo ¢ sa bude v priebehu vypoctu menif s tym, ako budeme
do mnoziny KC; pridavat alebo z nej uberat vrcholy. V priebehu vypocétu budeme
pre vietky vrcholy ¢ = 1,2, ...,k udrZovat dva systémy mnoZin vrcholov N (4)
a C(i) také, ze bude platit:

1. Vsetky vrcholy v z C(i) UN (i) su pridatelné k mnozine
Ki = {K[1],K[2],...,K[i]}, t.j. pre kazdé v € C(i) UN (i) je K; U {v}

aplnou mnozinou.

2. C(i) — mnozina vSetkych vrcholov, ktoré doteraz eSte neboli pridané k mno-
Zine KC;, t.j. Ziadna Gplnd mnozina typu KC; U {v} eSte nebola presktumana
pre ziadne v € C(i).

3. N (i) mnozina vsetkych vrcholov v, ktorych pridanie ku C; uz bolo vysku-
Sané, t.j. vSetky kliky obsahujtce K; U{v}, kde v € N(4), uz boli ndjdené.
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4. (C(i) UN(i)) NK; = 0, t.j. ani C(¢) ani N (i) neobsahuji Ziaden vrchol
zaradeny v uplnej mnozine /C;.

Algoritmus sa bude snazif rozsirit mnozinu Ky tak, ze vyberie vrchol z €
C(k) apolozi K[k+1] := x. Zaroven definuje nové mnoziny C(k+1) := C(k)NV, ,
Nk +1) := N(k) NV, kde V,, je mnozina vSetkych vrcholov susednych
s vrcholom x a zvysi k, t. j. polozi k := k + 1. Takto postupuje dovtedy, kym
C(k) #0.

Ak C(k) = 0 a stcasne N (k) = (), objavili sme novt kliku. Ak C(k) = 0, ale
N(k) # (), Gtplnd mnozina Kj eSte nie je klikou, lebo k nej mozno priradit
niektory z vrcholov z N (k), ale tieto pripady uZ boli preskimané a dalsie
rozSirovanie by mohlo viest len k zndmej klike.

Ak teda nemozno mnozinu K dalej rozsirif (po nédjdeni kliky alebo po
zisteni, Ze uz boli jej mozné rozsirenia presktimané), treba sa vrétit pred jej
posledné rozsirenie o vrchol z = K[k] — t.j. zmensit ju a skusit ju rozsirit o iny
vrchol. To urobime tak, Ze polozime k := k — 1 a preradime vrchol z z mnoziny
C(k) kandidatov na rozsirenie ) do mnoziny preverenych rozsireni N (k).

Je mozné vylepSenie popisaného postupu, ktorym moZeme vcas zistit, Ze
nemd vyznam dalej mnozinu Ky, rozsirovat a Ze sa treba o krok vratit. Nech
existuje p € N(k) také, Ze p je susedny vrchol zo vsetkymi vrcholmi v C(k).
Pre taky vrchol plati p € ﬂxec(k) V: , a teda nikdy nedostaneme mnozinu
N () prazdnu. Po najdeni takého vrchola nema vyznam tplnt mnozinu Ky dalej
rozsirovat a treba sa vratif o krok spét.

Algoritmus 9.2. Exaktny algoritmus na hladanie v3etkych klik
grafu G = (V, H).
Predpokladajme, ze V = {1,2,...,n}.
e Krok 0. Inicializacia.
Poloz k := 0, N'(0) := 0, C(0) := V.

e Krok 1. RozSirenie uiplnej mnoziny.
Poloz x := min C'(k). Poloz

Klk+1]:==z
N(E+1):=Nk)NV,
Clk+1):=Clk)nV,
kE:=k+1
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e Krok 2. Test maximalnosti iplnej mnoZiny.
Ak C(k) = 0 a stasne N (k) = 0, uloz alebo vytla¢ kliku
Kr ={K[1],K[2],...,K[k]} a GOTO Krok 5.

e Krok 3. Test moZnosti zvii¢Sovania uplnej mnoziny.
Ak C(k) = 0, GOTO Krok 5.

e Krok 4. Test na predcasné ukoncenie rozsirovania mnoziny .
Ak existuje vrchol p € N(k), ktory je susedny so vsetkymi vrcholmi
mnoziny C(k), GOTO Krok 5.

Inak GOTO Krok 1.

e Krok 5. Navrat pred pridanie posledného vrchola.
Ak k =0, STOP. Boli nidjdené vsetky kliky grafu.
Inak poloz z := K[k|, k := k=1, C(k) := C(k) — {z}, N(k) = N(k) U{x}
a GOTO Krok 3.
&

Na zéver tejto Casti poznamenajme, Ze vo vrcholovo ohodnotenom grafe
G = (V,H,w), kde w(v) > 0 pre v € V mozno formulovat tlohu hladat naj-
cennejSiu nezavisli mnozinu alebo najcennejSiu Uplni mnozinu ako nezavislia
resp. (plni mnoZinu s najviacsim stcétom ohodnoteni vrcholov. Vzhladom na
kladné ocenenie vrcholov najcennejSia nezavisla resp. uplnad mnozina bude za-
roven maximalnou nezavislou mnozinou resp. klikou.

9.3 Dominujice mnozZiny

Definicia 9.8. Nech G = (V, H) je graf, P C V. Hovorime, 7e P je dominu-
jica mnozina grafu G, ak pre kazdy vrchol v € V grafu G je bud v € P, alebo
existuje w € P taky, ze {w,v} € H. Hovorime, ze P C V je minimalna do-
minujica mnozina grafu G, ak P je dominujica mnozina grafu G a Ziadna
jej pravd podmnozina nemé tuto vlastnost. Hovorime, Ze P je dominujiica
mnoZ%ina grafu G s najmensou mohutnostou alebo najmenej podetna
dominujiica mnozina, ak neexistuje dominujiica mnozina grafu G s mensim
poctom prvkov.

Problém néjst najmenej pocetnii dominujiicu mnozinu grafu je NP—tazky.
Jeho riesenie vedie priamo na zndmy pokryvaci problém (Set Covering Problem)
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bivalentného linearneho programovania, ktory je teoreticky i prakticky dobre
prepracovany.

Nech C = (¢;;) je matica prilahlosti grafu G, t.j. ¢;; = 1 prave vtedy, ked
{i,j} € H, inak ¢;; = 0. Predefinujme vSetky diagondlne prvky matice C na
jednicky, t.j. ¢;; := 1, prei =1,2,...,n = |V|. Teraz najst dominujicu mnozinu
s najmenSou mohutnostou znamend najst takt najmenej pocetni mnozinu
stipcov S, Ze pre kazdy riadok sa néajde aspon jeden stipec obsahujici v tomto
riadku jednotku.

Nech z; je bivalentna premenné, z; = 1 prave vtedy, ked vyberieme stlpec i
do mnoziny S, inak x; = 0. Skiimajme sucet

n
E CijTj = Ci1T1 + Cia2 + *+* + CinTn.
j=1

Séitanec c¢;jz; sa rovna 1 len ak vo vybranom stlpci j je v riadku i é&fslo 1.
Vyraz (9.3) sa rovna poétu vybranych stipcov, ktoré maji v riadku i éislo 1. Ak
chceme, aby x = (21, 2, . .., 2,) vyjadrovalo pripustné rieSenie, musi byt vyraz

rovny y ., x;. Teraz uz mozeme nasu tlohu formulovat nasledovne:

Pre dani maticu C prilahlosti grafu G najst taka n-ticu redlnych éisel

x = (T1,%2,...,Tn) (9.3)
n

pre ktoru je Z x; minimalne (9.4)
i=1

za predpokladov: Z cijz; > 1 previetky i € {1,2,...,n} (9.5)
j=1

x;; € {0,1} pre vietky 4,5 € {1,2,...,n} (9.6)

Ulohy mensieho rozsahu mozno exaktne riesif v tabulkovom procesore
EXCEL s vyuzitim néstroja Re8itel -- Solver, vicSie tulohy zvladne
Studentskd verzia programu XPRESS, pre velké tlohy treba pouzit jeho
komerént verziu.
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9.4 Aplikacie

9.4.1 Znovu fazovanie svetelne riadenej krizovatky

V casti 8.5.5 na str. 238 sme definovali problém optimélneho fizovania
svetelne riadenej krizovatky ako problém farbenia grafu. Bolo to pre pripad,
7e kazdy prad méa dostat zelent pocas cyklu préve raz.

Ak dovolime, aby niektory prud dostal zeleni pocas cyklu aj viackrat, potom
mozeme hladat fizy ako maximalne nezavislé mnoziny pradov. Maximalita tu
vyplyva z prirodzeného stanoviska: preco by mal nejaky prid stat, ked moze mat
zelenll. Problém optimdalneho fazovania teraz mozno preformulovat ako problém
pokrytia grafu najmensim po¢tom maximalnych nezavislych mnozin.

Uloha sa potom riesi v dvoch krokoch. V prvom kroku sa najdu vsetky
maximalne nezdvislé mnoziny (da sa tu pouzit algoritmus na hladanie vetkych
klik v komplementarnom grafe).

V druhom kroku treba vybrat z mnoziny vSetkych maximéalnych nezévislych
mnozin najmensi mozny pocet takych, ktoré pokryvaju vsetky vrcholy grafu
koliznosti. Zostrojme maticu C = (¢;;) typu n x ¢, kde n je poéet pradov krizo-
vatky a ¢ je pocet maximalnych nezavislych mnozin v grafe koliznosti. Prvky c;;
matice C definujeme nasledovne: ¢;; = 1 prave vtedy, ked j-t4 maximalna neza-
visl4 mnozina obsahuje vrchol i. Nagou tlohou je vybraf minimalny pocet stip-
cov matice C tak, aby pre kazdy riadok i existoval aspoii jeden stipec z vybratej
mnoziny obsahujici na i-tom mieste 1. Tato druhé tloha je typickym pokryva-
cim problémom matematického programovania ako bol formulovany v ¢asti 9.3
formulami (9.3), (9.4), (9.5) a (9.6).

Poznamenajme este, ze tlohu pokrytia grafu G najmensim poc¢tom maxi-
malnych nezévislych mnoZin moézeme riesit aj tak, ze graf G najprv zafarbime
najmensim poc¢tom farieb. Mnoziny rovnako zafarbenych vrcholov st nezavislé
mnoziny, ktoré v druhom kroku lahko rozsirime na maximalne nezavislé mnoziny
jednoduchym priddvanim vrcholov dovtedy, dokial pridanim dalsieho vrchola
neporusime ich nezavislost.

9.4.2 Ulohy o koalicidch

Do parlamentu sa dostalo niekolko stran. Niektoré dvojice stran su oboj-
stranne ochotné spolupracovat, iné dvojice zase maju tak odliSny program, Ze
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spolupracovat nechcti. Ak najvicsiu koaliciu (vzhladom na poéet strdn) mozno
v parlamente vytvorit?

Ulohu mozno modelovat v grafe G = (V, H), v ktorom mnozinu vrcholov
tvoria strany a mnozinu hran neusporiadané dvojice stran ochotné spolupra-
covat. Potom najst najpocetnejsiu (¢o do poctu stran) koaliciu znamend najst
najpocetnejsiu kliku v grafe G.

Pozmenme teraz lohu smerom blizsie k realite. Treba vytvorit najvicdsiu
koaliciu nie z hladiska poc¢tu zic¢astnenych stran, ale z hladiska po¢tu mandatov.
Na rieSenie tejto tlohy mozno pouzit graf G zostrojeny pre predchadzajicu
tlohu, ku ktorému pridame ohodnotenie vrcholov — stran poc¢tom mandatov.
Dostaneme tak vrcholovo ohodnoteny graf G = (V, H,w), v ktorom tlohu
o koalicii s najvii¢sim po¢tom manddtov rieSime ako hladanie najcennejsej kliky.

Podobného charakteru st tlohy o vytvoreni najpocetnejsej skupiny ludi,
ktori sa navzajom dobre zndSaju alebo tlohy o jednej ndkupnej taske: Kolko
najviac zluciteInjch tovarov mézeme ulozit do jednej tasky z hladiska poctu,
vahy alebo ceny.

9.4.3 Este raz o havarijnych strediskach

Po6vodn4 tilloha o rozmiestneni havarijnych stredisk bola tato: Mame moznost
umiestnit v stivislom hranovo a vrcholovo ohodnotenom grafe G = (V, H, ¢, w) k
havarijnych stredisk. Treba urcit k-prvkovi mnozinu vrcholov Dy ako mnozinu
havarijnych stredisk tak, aby vzdialenost najhorSie umiestneného vrchola od
mnoziny Dy bola miniméalna.

Pozmeitime trochu tlohu nasledovne: V grafe G mame uréit mnozinu ha-
varijnych stredisk D tak, aby kazdy vrchol grafu mal havarijné stredisko vo
vzdialenosti do 10 km. Akym najmensim poc¢tom havarijnych stredisk sa to da
urobit a kde maju byt tieto strediskd umiestnené?

Nech G = (V,H,c,w) je suvisly hranovo a vrcholovo ohodnoteny graf,
v ktorej hladdme umiestnenie minimalneho pocétu havarijnych stredisk. Ku
grafu G zostrojme pomocny graf G' = (V, H') s rovnakou mnozinou vrcholov.
Neusporiadand dvojica {u, v} réznych vrcholov z V' bude tvorit hranu mnoziny
H' préave vtedy, ked vzdialenost vrcholov u, v v pé6vodnom grafe G bude mensia
alebo rovna nez 10 km. Problém umiestnenia minimélneho poétu havarijnych
stredisk s dostupnostou do 10 km sa teraz da formulovat ako problém hladania
dominujicej mnoziny v grafe G’ s najmensou mohutnostou.
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9.4.4 Damy na Sachovnici

Kolko ddm mozno rozostavit na $tandardni Sachovnicu o 8 x 8 polickach
tak, aby sa navzajom neohrozovali? Tato tloha je dlho zndma a jej rieSenie bolo
publikované v berlinskom ¢asopise Schachspiele uz v roku 1854.

Ako model pre tuto tlohu mozeme zostrojit graf G = (V, H) so 64 vrcholmi
prislachajicimi polickam Sachovnice. Dva vrcholy budii susedné préve vtedy, ked
sa ddmy postavené na tychto poli¢kach ohrozuju. Najst postavenie maximalneho
poc¢tu neohrozujucich sa dam na Sachovnici znamend najst najpocetnejsiu ne-
zévisli mnozinu v grafe G. Ulohu vyriesime algoritmom pre hladanie vetkjch
klik v komplementéarnom grafe G. Z najdenych klik vyberieme najpocetnejsiu,
ktora bude definovat hladané riesenie.

Z Z Z
L Z

Z Q Z
Z Z Z

Z Z L
7 y/ Q

L Z Z
Z Z L

Obr. 9.3: Jedno mozné rieSenie problému dam.

9.4.5 Ustredne v komunikaénej sieti

Komunikac¢né siet pozostéva z n lokalit, medzi niektorymi z nich st vybudo-
vané priame telefénne (alebo datové) vedenia. Aby bolo mozné aj iné spojenie
ako priame, treba v mieste niektorych lokalit vybudovat prepojovacie tstredne.
Na tstrediiu je napojitelna lokalita v mieste tstredne a lokalita spojend vedenim

N N N O
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s miestom tstredne. Aky najmensi pocet Gstredni treba v sieti vybudovat, aby
kazd4 lokalita bola napojitelnd aspon na jednu ustrediu?

Situdciu mozno modelovat grafom G = (V, H), ktorého mnozinu vrcholov
V' tvoria vSetky lokality. Dvojica lokalit tvori hranu mnoziny H prave vtedy,
ked st tieto lokality spojené priamym vedenim. Ulohu o umiestneni tstredni
teraz mozno formulovaf ako tlohu hladania dominujticej mnoziny s minimalnou
mohutnostou v grafe G.

Podobny problém vzniké pre spolo¢nost §iriacu televizny program kéblovymi
rozvodmi. Televizny signal sa prijima zo satelitnych vysielacov Specidlnymi
prijima¢mi a potom sa rozvadza kablami. Ulohou je zistif, aky minimalny
pocet prijimacich stanic a kde mé spolo¢nost vybudovat, aby vsetci zdkaznici
obsluhovaného regiénu boli pripojitelni na niektort z prijimacich stanic.

9.5 Cvicenia

1. Ukézte, ze x(G) < w(G), t.j. chromatické ¢islo grafu G je mensie alebo
rovné nez klikové ¢islo grafu G

2. Ukazte, ze x(G)-ind(G) > n, t.j. séin chromatického ¢isla grafu G a ¢isla
Navod: Optimalne zafarbenie grafu G definuje rozklad vrcholovej mnoziny
V na x(G) nezavislych podmnozin.

3. Ukazte, ze x(G) +ind(G) < n+ 1. Navod: Ofarbime najpocetnejsiu neza-
vislit mnozinu farbou 1. K ofarbeniu n — ind(G) vrcholov staéi n — ind(G)
farieb.

Podéitacové cvicenia

4. Naprogramujte algoritmus 9.1 na hladanie vdzeného p-medidnu. Funkciu

pre vypocet f(D,) naprogramujte tak, aby sa dala jednoducho zamenit
za funkciu ecc(D)).
Experimentujte s réoznymi Startovacimi rieSeniami a réznymi stratégiami
vyberu nového lepsieho riesenia tak, ako st popisané na str. 248 pri rozbore
algoritmu 9.1. Skuste, do akej velkosti n = |V a p ste schopni ndjst vdzeny
p-median prejdenim vSetkych moznosti. Porovnajte takto ziskané exaktné
vysledky s vysledkami heuristik.
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5. Naprogramujte rekurzivnu a nerekurzivnu verziu algoritmu 9.2.



Dodatok A

Anglicko — slovensky

slovnicek

A
acyclic graph acyklicky graf

adjacent edges prilahlé (susedné)
hrany

adjacent vertices susedné vrcholy

adjacency matrix matica prilahlosti
(susednosti)

algorithm algoritmus

ancestor of a vertex predchodca
vrchola (v koretiovych stromoch)

AOA (activity-on-arc) network
siefovy digraf, v ktorom hrana
modeluje ¢innost

AON (activity-on-node) network
precedencny digraf

arc orientovand hrana

assignment problem priradovacia
uloha

binary tree binarny strom
bipartite graph bipartitny graf

Breadth-First Search
prehladdvanie (grafu) do sirky

C
center of a graph centrum grafu

child of a vertex bezprostredny
néslednik vrchola (v koreriovom
strome)

Chinese Postman Problem tloha
¢inskeho poStara

chromatic number of a graph
chromatické ¢islo grafu

clique in a graph klika v grafe
(aplny podgraf grafu)

clique number of a graph klikové
¢islo grafu

closed walk (trail) uzavrety sled
(tah)
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coloring of a graph farbenie grafu

k-colorable graph k-zafarbitelny
graf

complement of a graph
komplement grafu

comparable elements porovnatelné
prvky (v suvislosti s relaciou
precedencie pri siefovom plénovani)

component of a graph komponent
grafu

complete bipartite graph tuplny
bipartitny graf

complete graph Gplny (kompletny)
graf

computational complexity
vypoctova zlozitost

concentation of walks zretazenie
sledov

connected graph suvisly graf

critical activity kritickd ¢innost
(v metéde CPM)

critical path kriticka cesta

cycle cyklus

D
degree of a vertex stupen vrchola

degree sequence valen¢na
postupnost

Depth-First Search prehladavanie
(grafu) do hibky

depth of a vertex troven vrchola
(v koretiovom strome)

descendant of a vertex néaslednik
vrchola

diameter of a graph priemer grafu

digraph, directed graph digraf,
orientovany graf

directed distance orientovana
vzdialenost — dlzka najkratsej
orientovanej u—v cesty

directed edge orientovana hrana

directed walk (trail, path)
orientovany sled (tah, cesta)

directed tree orientovany strom

distance vzdialenost

E

earliest event time najskor mozny
zaciatok ¢innosti (pri ¢asovom
plénovani)

edge hrana
edge-weight ohodnotenie hrany

endpoint of an edge koncovy vrchol
hrany

eulerian graph eulerovsky graf

eulerian tour eulerovsky fah

F

feasible flow in a network
pripustny tok v sieti (napr.
intervalovo ohodnotenej)

flow in a network tok v sieti

forest les, acyklicky graf

G
graph graf (pseudomigraf)
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H

hamiltonian cycle hamiltonovsky
cyklus

hamiltonian graph hamiltonovsky
graf

hamiltonian path hamiltonovska
cesta

head of an arc koncovy (druhy)
vrchol orientovanej hrany

heap halda (reprezentécia prioritného
stromu)

height of a rooted tree vyska
korenového stromu

Huffman code Huffmanov kéd

I

immediate predecessor
bezprostredny predchodca

immediate successor bezprostredny
naslednik

incidence incidencia (vztah vrchola a
hrany)

incidence matrix of a graph
inciden¢na matica grafu

indegree of a vertex vstupny
stupen vrchola

induced subgraph on an edge-set
graf indukovany mnoZinou hrén

induced subgraph on an
vertex-set graf indukovany
mnozinou vrcholov

isomorphic graphs, digraphs
izomorfné grafy, digrafy

isomorphism of graphs
izomorfizmus grafov

L

latest event time najneskdr nutny
koniec ¢innosti (pri ¢asovom
planovani)

leaf in a rooted tree koncovy
vrchol v korefiovom strome

length of a walk dl7ka sledu

level of a vertex uroven vrchola
(v koretiovom strome)

linear programming linearne
programovanie

M

matching in a graph parenie v
grafe

maximum capacity route cesta
maximalnej kapacity

maximum cardinality matching
najpocetnejsie parenie

maximum flow maximalny tok (tok
s najviicsou velkostou)

maximum matching maximalne
parenie

maximum weight matching
najcennejsie parenie

median of a graph median grafu

minimum cost maximum flow
maximéalny tok s minimélnou cenou

minimum cut of a network rez
s minimalnou kapacitou (v sieti)
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migraph, mixed graph, partially
directed graph migraf

multi-edge mnozina nasobnych hran

multi-arc mnozina nasobnych
orientovanych hran

N

negative cycle cyklus so zdpornou
cenou

neighbor of a vertex susedny vrchol

neighborhood of a vertex okolie
vrchola

network sief

normalized drawing of a graph
digram grafu

node vrchol (¢asto len v digrafe)

(0)

odd cycle cyklus s neparnym poc¢tom
hran, neparny cyklus

open walk otvoreny sled

outdegree of a vertex vystupny
stupen vrchola

P
partial order ¢iasto¢né usporiadanie

partially ordered set (poset)
CiastoCne usporiadand mnozina

path cesta

parent of a vertex otec vrchola,
bezprostredny predchodca

perfect matching uplné parenie

planar graph rovinny graf

priority tree prioritny strom

proper subgraph pravy podgraf,
podgraf rézny od pévodného grafu

R
radius of a graph polomer grafu

reachability relation
dosiahnutelnost, relacia
dosiahnutelnosti

root of a tree koren stromu

rooted tree korenovy strom

S
self-loop slucka, hrana typu {v, v},

(v, v)

simple graph, digraph graf resp.
digraf; ,simple“ zdoéraziuje
neexistenciu nasobnych hran a sluciek

single source — single sink
network siet s jednym zdrojom a
jednym dstim

spanning subgraph of a graph
faktorovy podgraf grafu

spanning tree kostra grafu
strongly connected digraph silne
suvisly digraf

subdigraph podgraf digrafu
subgraph podgraf

subwalk podsled (stvisld
podpostupnost sledu)

T

transitivity tranzitivnost
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transitive digraph tranzitivny
digraf

transportation problem dopravna
uloha

tail of an arc zaciato¢ny vrchol
orientovanej hrany

trail fah

Travelling Salesman Problem
tloha obchodného cestujtiiceho

tree strom

trivial graph trividlny graf (graf
s jednoprvkovou mnozinou vrcholov)

VvV, W
valency stupenl vrchola
value of a flow velkost toku
vertex vrchol
walk sled

weighted graph (digraph) graf
(digraf) s ohodnotenim hrén alebo
vrcholov

weighted p-center of a graph
vazené p-centrum grafu

weighted p-median of a graph
vazeny p-median grafu






Register

algoritmus, 45 prvotny, 250
p—aproximacny, 55
Dijkstrov, 80 breadth-first search, 112
Edmondsov, 169
Euklidov, 46 cena
Fleuryho, 163 hrany, 30
Floydov, 84 kostry, 113

parenia, 168
polocyklu, 206
polosledu, 71

Fordov, 79
Fordov—Fulkersonov, 199
geneticky, 57

Huffmanov. 125 sledu, 71
on; toku, 205
kostry a parenia, 175
vrchola, 30

Kruskalov, 116

centrum grafu, 83
label correct, 88

cesta, 59

label set, 88 kriticka, 146
labyr}ntov?f, 164 . maximalnej spolahlivosti, 94
na hladanie cesty max. priepust- najdlhsia, 139

nosti, 121 ) ) najkratsia, 71
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kéhq /dlgrafu, 136 cyklus, 62
polynomidlny, 47
prehladévania okoli, 177
suboptimalny, 173

orientovany, 62
zapornej ceny, 90

Tarryho, 66 ¢asova rezerva ¢innosti, 146

zédkladny, 72 éinnost

zdvojenia kostry, 174 elementarna, 141

zlozitosti O(f(n)), 47 fiktivna, 154
artikulacia, 63 kriticka, 146

atrakény obvod depa, 249 ¢islo
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chromatické - grafu, 225
klikové - grafu, 251
maximalnej nezavislosti grafu, 251

depo, 246
depth-first search, 112
diagram grafu, 19
rovinny, 19
diameter grafu, 83
digraf, 18
acyklicky, 131
bezprostrednej precedencie, 143
hranovo ohodnoteny, 30
jednostranne suvisly, 65
neorientovane suvisly, 64
nesuvisly, 65
orientovane suvisly, 65
precedencie, 143
precedencny, 143
siefovy, 152
silne savisly, 65
slabo suvisly, 64
tranzitivny, 140
aplny, 22
vrcholovo ohodnoteny, 30
digrafy
komplementarne, 29
dizka
polosledu, 71
sledu, 71
dvojica
neusporiadand, 16
usporiadana, 13

ekvivalencia, 15

excentricita mnoziny
vazena, 248

excentricita vrchola, 83

graf, 18

k-zafarbitelny, 225

acyklicky, 105

bipartitny, 29

eulerovsky, 162

hamiltonovsky, 171

hranovo ohodnoteny, 30

hranovy, 30

indukovany sledom, 63

kompletny, 22

nesuvisly, 63

planarny, 19

pravidelny - stupna k, 29

rovinny, 19, 220

suvisly, 63

trividlny, 105

uplny, 22

uplny bipartitny, 29

vrcholovo ohodnoteny, 30
grafy

homeomorfné, 224

komplementarne, 29
greedy algorithm, 57

halda, 156
heuristika, 173
vytvarajuca, 56
zlepsujuca, 56
hrana
hrani¢na, 111
nasytena, 191
orientovana, 18
hrana grafu, 18
hrany
prilahlé, 23
susedné, 23
hviezda vrchola
vystupna - -, 24
hviezda vrchola
vstupna - -, 24



REGISTER

269

incidencia, 23

invarianty izomorfizmu, 31
izomorfizmus digrafov, 31
izomorfizmus grafov, 31
izomorfné digrafy, 31
izomorfné grafy, 31

kapacita hrany, 119
karteziansky stc¢in mnozin, 13
klika, 251
najpocetnejsia, 251
kocka n-rozmerné, 185
kéd, 123
Grayov, 185
Huffmanov, 125
prefixovy, 123
komponent digrafu, 65
komponent grafu, 63
koniec vykonavania projektu, 152
koren, 109
kostra
najdrahsia, 113
najlacnejsia, 113
kostra grafu, 113
kostry
susedné, 115
kruznica, 63

list, 110
lokélne minimum, 249

matica
incidenc¢na , 39
ohodnoteni hran digrafu, 36
ohodnoteni hran grafu, 36
prilahlosti, 35

metoda
pazrava, 57
prehladévania okoli, 57

vetiev a hranic, 57
metrika, 83
mnozina
¢iastoCne usporiadana, 17
dominujtca, 254
miniméalna, 254
hranova, 18
linearne usporiadana, 17
nezavisla, 250
maximalna, 251
najpocetnejsia, 251
rezova, 194
tiplna, 251
maximalna, 251
vrcholova, 18
monoténne ocislovanie, 135
most, 63
multidigraf, 20
multigraf, 20
multimigraf, 20

n-tica usporiadand, 13
najneskor nutny koniec
elementarnej ¢innosti, 146
najskor mozny zaciatok
elementarnej ¢innosti, 146
naslednik ¢innosti, 142
bezprostredny, 142
neighborhood search, 57

O(f(n)) — algoritmus, 47
obluk, 18

ohodnotenie hrany, 30
ohodnotenie vrchola, 30
okolie vrchola, 24

p-centrum, 248
vazené, 248
p-median, 248
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vazeny, 247
parenie
maximalne, 168
najpocetnejsie, 168
uplné, 168
parenie v grafe, 168
pestovanie stromu, 111
podgraf digrafu, 22
faktorovy, 22
indukovany mnozinou hran, 23
indukovany mnozinou vrcholov,
23
podgraf grafu, 22
faktorovy, 22
indukovany mnozinou hran, 23
indukovany mnozinou vrcholov,
23
polocesta, 60
rezervna, 191
zvacsujaca, 192
polocyklus, 62
rezervny, 206
polomer grafu, 83
polosled, 60
otvoreny, 62
uzavrety, 62
polotah, 60
postupnost
de-Bruijnovska, 181
spétné, 164
valen¢na - grafu, 27
pramen, 134
predchodca ¢innosti, 142
bezprostredny, 142
prehladévanie do hibky, 112
prehladavanie do sirky, 112
priemer grafu, 83
priepustnost hrany, 119
priepustnost rezovej mnoziny, 194

priepustnost sledu, 120
problém
NP-ekvivalentny, 55
NP-Iahky, 55
NP-tazky, 55
problémy
polynomidlne ekvivalentné, 53
prvky
neporovnatelné, 17
porovnatelné, 17
pseudodigraf, 20
deBruijnovsky, 182
pseudograf, 20
pseudomigraf, 20

radius grafu, 83
redukcia polynomialna, 53
relacia
antireflexivna, 14
antisymetrickd, 14
binarna, 14
ekvivalencie, 15
precedencie, 142
precedencné, 142
reflexivna, 14
symetricka, 14
tranzitivna , 14
reprezentant triedy ekvivalencie, 15
retazec, 17
rezerva
hrany, 191
polocesty, 191
rozklad mnoziny, 15
rozpolenie hrany, 224
rozvrh
pripustny, 145
ulohy casového planovania, 145

sief, 189
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intervalovo ohodnotend, 202
simulated anealing, 57
sled, 59
eulerovsky, 162
hamiltonovsky, 171
orientovany, 60
otvoreny, 62
Tarryho, 66
trividlny, 59
uzavrety, 62
slovo
kédové, 123
nekédové, 123
slucka, 18
spolahlivost cesty, 94
stena
rovinného diagramu, 220
vnutorna, 220
vonkajsia, 220
stok, 134
stredisko havarijné, 246
strom, 105
binarny korenovy, 110, 134
korenovy, 109, 134
orientovany, 131
prioritny, 156
stupen vrchola, 25
vstupny, 25
vystupny, 25
systém pridelenych
atrakénych obvodov, 250

sip, 18

tabu search, 57

technologicka tabulka projektu, 143

tok hranou, 191
tok v sieti, 191
maximalny, 191

najlacnejsi, 206

pripustny, 202
transformacia polynomialna, 52
tranzitivna redukcia, 140
tranzitivny uzéver, 140
trieda ekvivalencie, 15
trieda rozkladu, 15
trvanie projektu, 145
trvanie rozvrhu, 145

tah, 59
eulerovsky, 162
eulerovsky orientovany, 163
orientovany, 60
otvoreny, 62
uzavrety, 62

uloha
¢asového planovania, 143
¢inskeho postara, 167
dopravna, 213
s medziskladmi, 214

lineadrneho programovania, 49

bivalentného (binarneho), 50

celociselného, 49
NP-tazkd, 53
obchodného cestujaceho, 171
priradovacia, 213
uroven vrchola, 109
usporiadanie, 17
linearne, 17
ustie, 189

velkost toku, 191

vrchol
centralny - grafu, 83
dosiahnuteny z vrchola u, 62
koncovy - stromu, 110
volny, 111
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zaradeny, 111
vrchol grafu, 18
vrchol hrany

koncovy, 23

zaciatocny, 23
vrcholy

prilahlé, 23

susedné, 23
vyska korenového stromu, 109
vzdialenost vrchola a mnoziny, 246
vzdialenost vrcholov, 83

zaciatok vykonavania projektu, 152
zafarbenie
grafu, 225

pripustné, 225

systematické, 231
zdroj, 189
zlozitost algoritmov, 45
zlozitost problému, 47
zrefazenie sledov, 62
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