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Grupa

Grupa je mnoZina G spolu s bindrnou operaciou . prirad ujicou kazdym
dvom prvkom a € G, b € G prvok a.b (kratko len ab) tak, Ze plati:

(i) Va,be G abe G

(ii) VYa,b,c € G (ab)c = a(bc) — asociativny zdkon

(i) 31 € G Vae G 1la= al = a — existencia neutrélneho prvku

(iv) Va€ G Ja~l € G aa~!=a"la=1- pre kazdy prvok grupy
existuje inverzny prvok.

Grupa G je komutativna, ak plati Va, b € G ab = ba. V tomto pripade sa
zvykne grupova operacia zapisovat aditivne, t. j. a4+ b namiesto a.b

a neutrdlny prvok sa pri aditivnom zdpise oznacuje ako 0.

Inverzny prvok k prvku a sa v komutativhom pripade nazyva opaény
prvok a oznaluje sa —a.
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Teleso

Teleso je mnoZina T obsahujica (okrem inych prvkov) prvky 0 a 1
spolu s bindrnymi operaciami + a . takymi, Ze plati:
(i) MnoZina T spolu s bindrnou operaciou + je komutativna
grupa s neutrdlnym prvkom O.
(ii) MnoZina T — {0} spolu s bindrnou operdciou . je komutativna
grupa s neutralnym prvkom 1.
(iii) Ya,b,c € G a(b+ ¢) = ab+ ac — plati distributivny zdkon

Vlastnosti telesa si mozno lepsie uvedomime, ak (i), (ii), (iii)
definicie rozpiseme na jednotlivé konkrétne podmienky, ktoré

musi teleso spliiat:

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Linedrne kédy 3/85



Teleso

Teleso je mnoZina T obsahujdca (okrem inych prvkov) prvky 0 a 1 spolu
s bindrnymi operaciami + a . takymi, Ze plati:

(T1) Va,be T a+beT,abeT.

(T2) Va,b,c € T a+ (b+c) = (a+ b) + ¢, a(bc) = (ab)c — platia
asociativne zakony.

(T3) Ya,be T a+ b= b+ a, ab= ba — platia komutativne zdkony.
(T4) Ya,b,c € T a(b+ c) = ab+ ac — plati distributivny zdkon.

(T5) Va€ T a+0=a, a1l = a- 0 je neutrdlny prvok vzhladom
k operécii ,+", 1 je neutrdlny prvok vzhladom k operécii ,,

(T6) Yae T 3(—a) € T a+ (—a) =0 — ku kazdému prvku T existuje

opaclny prvok.

(T7) Vae T,a#03a 1€ T aa'!=1-ku kazdému nenulovému
prvku T existuje inverzny prvok.

“
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Komutativny okruh s jednotkou

omutativny okruh s jednotkou je mnoZina R takd, ze0 € R, 1 € R
spolu s operdciami + a ., v ktorej platia (T1) az (T6).

Priklad

MnoZina celych &isel spolu s operdaciami + a . je komutativnym okruhom
s jednotkou.

Priklad

Faktorovy okruh modulo p. Majme mnoZinu Z, = {0,1,2,...,p — 1}.
Na mnoZine Z,, definujeme operdcie ®, ® nasledujicim spésobom

adb=(a+b) modp a® b=(ab) mod p,

kde n mod p je zvysok po celo&iselnom deleni &isla n &islom p.

Lahko sa dd ukdzat, Ze pre lubovolné prirodzené &islo p > 1 je Z,, spolu
s operdciami ®, ® komutativnym okruhom s jednotkou, t. j. spl/ﬁa
poZiadavky (T1) aZ (T6).
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Priklad — okruh Ze

Priklad

Okruh Zg bude mat nasledujiice tabulky pre operdcie s&itania
a nasobenia:

N WN &~ O+
RN wWN~OS
SN WN N~
~ OGN WNN
N~ 0N Ww
WN RSO AN
GGWN R~ GO,
OO OO OO
N WN R~~~
AN RANOSIN
WO W wolw
NR SN AN SIA
~ N WAoo,

GO WOWN RO

Podla vyssie uvedenych tabuliek je 5.5 = 1, t. j. inverznym prvkom prvku
5 je prvok 5. Prvky 2, 3, 4 vébec nemaji inverzny prvok. Podmienka
(T7) v Zg nie je splnend — Zg nie je telesom.

Pre potreby kédovania budi vyhodné také faktorové okruhy Z, ktoré su
telesami.
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Priklad — okruh Ze

Veta
Faktorovy okruh Z, je telesom prave vtedy, ked p je prvoislo. J
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Linedrne priestory nad telesom T.

ech T je teleso. Linedrnym priestorom nad telesom T je mnoZina £
spolu s bindrnou operdciou + (stitanie) a skaldrnou operaciou . (skaldrne
ndsobenie) takymi, Ze plati

(L1) Vuyve LaVte T u+4vel, tuel.
(L2) Yu,v,w € L u+ (v+w)=(u+v)+w.
(L3) Yu,v e L u+b=b+u.

(L4) 3oe L také, Z2e Yue L u+o=u

(L5) Yue £ 3F(—u)e L také, Ze u+(—-u)=o
(L6) Yuve LaVte T t(u+v)=tu+tv

(L7) Yue LaVs,te T (s.t)u=s.(t.u)

(L8) Yue LaVs,te T (s+tju=su+tu
(L9) Yue L lu=u.

PoZiadavky (L1) aZ (L5) st ekvivalentné s poZiadavkou, aby (£, +) bola
komutativna grupa s neutrdlnym prvkom o. Pre linedrne priestory sa
pouZiva synonymum vektorové priestory, ich prvky sa volaji vektory.
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Linedrne priestory nad telesom T.

Vektory ui, us, ..., u, sa nazyvaji linedrne nezavislé, ak zo vztahu
S tiui=ovyplyvat;=0prei=1,2...,n

Hovorime, Ze linedrny priestor £ je kone€ne dimenziondlny, ak existuje
také prirodzené &islo k, Ze kazda k + 1 prvkovd mnoZina vektorov z L je
linedrne zavisl3.

V konene dimenziondlnom priestore maji vietky maximdlne linedrne
nezavislé mnoZiny vektorov rovnakd mohutnost.

Mohutnost n maximalnej linedrne nezdvislej podmnoZiny £ sa nazyva
dimenzia linedrneho priestoru Z — v tomto pripade hovorime, Ze priestor
je n-dimenzionalny.

Baza koneéne dimenziondlneho linedrneho priestoru je lubovolna
maximalna linedrne nezdvisld mnoZina jeho vektorov.
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Aritmeticky linedrny priestor nad telesom T.

ritmeticky linearny priestor 7" nad telesom T je priestor
n-prvkovych postupnosti typu u = uyus ... u,, kde u; € T a kde je
s€itanie a skaldrne nasobenie definované nasledovne:
Nechu=wuus...up, v=vivo...v,, t€ T.
Potom

ut+v=_u+wvi)(ra+v2)...(un+ vp) t.u = (tur)(tun) ... (tun).
Skalarny sucin vektorov u € T7, v € T" je definovany nasledovne
UxV =ujvy + Uvo+---+ Uupv,
Hovorime, Ze vektory u, v si ortogondlne, ak u*xv = 0.
DéleZitost priestoru T" vyplyva z nasledujiicej vety:

Veta

KaZdy n-dimenziondlny vektorovy priestor nad telesom T je izomorfny
s priestorom T".
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Viyznam aritmetického linearneho priestoru T"

V tedrii linedrnych kédov sa vychadza z toho, Ze na kédovej abecede st
dané operacie + a . , s ktorymi je tdto abeceda kone¢nym telesom.

Potom sa na mnoZinu vetkych n-znakovych slov v kédovej abecede
mozno pozerat ako na n-dimenziondlny linedrny priestor.

Jediné konetné telesd si telesd typu Z, pre p prvodislo a tzv. Galoisove
polia typu GF(p"), kde p je prvotislo s potom prvkov p”.

Mohutnost kédovej abecedy je pre takéto tivahy obmedzena na &isla typu
p”, kde p je prvotislo, t. j. 2,3,4,5,7,8,9,11,13,16,17. . ., ale nemdZe byt
6,10,12,14,15 lebo tieto &isla nie st mocninami prvocisel.

Tieto obmedzenia v8ak nie su tragické, pretoze najddleZitejSou kédovou

-----

pouZijeme najbliZsie teleso s va&sim pottom prvkov s tym, Ze niektoré
z nich na reprezentaciu znakov abecedy A nevyuZijeme.
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Linedrne kody

Definicia

Kéd K sa nazyva linearny (n, k)-kéd, ak je podpriestorom dimenzie k
linedrneho priestoru A", t. j. ak dim(K) = k, a pre lubovolné a,b € K
a lubovolné c € A je

a+bek, caek.

Linedrny (n, k)-kéd ako k-dimenziondlny podpriestor priestoru A" musi
mat k-prvkovi bazu B = {by,b,,... b,}. Potom kaZdé kédové slovo
a € A" mé jednoznalné vyjadrenie

a = ajb; + asby + - - - + axby, (1)

kde aj, as, ..., a, sd stradnice vektora a v bize B. Ak |A| = p, potom na
mieste kaZdého a; mdZe stat p rdznych &isel, z ¢oho vyplyva, Ze existuje
p* réznych k-tic ay, as, ..., ak, dosadenim ktorych do (1) dostaneme p¥

réznych kédovych slov kédu K. Linedrny (n, k)-kéd ma teda p* slov.
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Linedrne kody

Zobrazenie ¢ : Ak — A" definované
V(aiaz...a3k) € AK ¢(a1az ... ak) = aiby + apby + - - + agby.

Zobrazenie ¢ je vzadjomne jednoznainé zobrazenie A* <+ K a teda podla
definicie ma linedrny (n, k)-kéd K k informagnych a n — k kontrolnych
znakov.

Zobrazenie ¢ je kédovanie informa&nych znakov.
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Dohoda o maticovych zapisoch

Slova — t. j. vektory a € A" — budeme v maticovych zapisoch vzdy
povaZovat za stlpcové matice, t. j. ak a = ajay ... ax sa vyskytne
v maticovom zapise, budeme predpokladat, Ze

ai
ar
a =

ak

Ak budeme potrebovat vektor a v tvare jednoriadkovej matice, zapideme
ho ako transponovani maticu a’, t. j.

a :[31 an ak]

Skalarny siéin dvoch vektorov u, v € A" mé%eme povaZovat za siigin
matic a zapisat ako u’ .v.
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Generujica matica

T Definicia

Nech K je linedrny (n, k)-kéd, nech B = {by,b,, ... bx} je lubovolnd
baza kédu K. Nech b,' = (b,'l b,'2 ce b,',,)T pre i = 1,2, ey k. Potom

matica
b/ bii bz ... b1,
G- by _ by by ... boy @)
bl;r bki bka ... bn

typu (k x n) sa nazyva generujiica matica kédu K.

Poznamka

Podla tejto definicie je generujiicou maticou kédu K kaZda matica, ktorej
a) kaZdy riadok je kédovym slovom,
b) riadky st linedrne nezavislé, takze hodnost matice G sa rovnd k,

c) kaZdé kédové slovo je linedrnou kombindciou riadkov matice.
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Generujica matica

k teda z matice G vytvorime ekvivalentnymi riadkovymi tpravami
ekvivalentnd maticu G’, potom aj matica G’ je generujicou maticou
kédu K.

Linedrne kody “16/85

Poznamka
Nech md linedrny (n, k)-kdd pre bdzu B = {b1, b, ..., bk} generujicu
maticu (19). Ak md slovo a = a1a; ... a, sdradnice uy, uo, . .., ux v baze B,
potom
b/
T T T T by
a :u1b1+uzb2+-~+ukbk:[u1 uy ... uk]. y
by
alebo po rozpisani vektorov b] podrobnejsie
b1 b2 bin
_ b bn ... bop
[al ar a,,]—[ul uz uk}. s
bki  bk2 bin
alebo kratko
vaT =u' G.
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Priklady linearnych kédov

Priklady linearnych kédov.

a) Binarny kéd dizky 4 s kontrolou parity — linearny (4, 3)-kéd:
KcA, A={0,1}: 0000, 0011, 0101, 0110
1001, 1010, 1100, 1111
Biza: B = {0011,0101,1001}.

1

0 01
Generujica matica G=| 0 1 0 1
1 0 01
b) Ternarny opakovaci kéd dizky 5 — linearny (5, 1)-kéd :
KcA, A={0,1,2}: 00000, 11111,22222
Béza: {11111}.

Generujlica matica G=[1 1 1 1 1]
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Priklady linearnych kédov

c) Binarny zdvojovaci kéd dizky 6 — linedrny (6,3)-kéd
KcCA A= {0,1}: 000000, 000011, 001100, 001111
110000, 110011, 111100, 111111

Baza: {000011,001100,110000}.
0 00 0 11
Generujucamatica G=|0 0 1 1 0 O
11 00 0O

d) Dekadicky kéd dfiky n s kontrolnou &islicou modulo 10 nie je linedrnym
kédom, lebo neexistuje koneéné teleso s poétom prvkov 10.
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Linedrne kody

Definicia
Hovorime, Ze dva blokové kédy K, K’ d//zvky n su ekvivalentné, ak
existuje permutdcia T mnoZiny {1,2,..., n} takd, Ze plati

Vajay...an € A" a1a...a, € K prdve vtedy, ked  arpjanp)---axm K .

Podla definicie je blokovy kéd K s k informa&nymi a n — k kontrolnymi
znakmi systematicky, ak ku kaZdému ajas ... ax € Ak existuje prave
jedno kédové slovo a € K s prefixom aias ... ax € AX.

Ako sme u? ukazali, linedrny (n, k)-kéd je kédom s k informa&nymi

a n— k kontrolnymi znakmi, aviak nemusi byt systematicky.

Zdvojovaci kéd je n = 2k je linedrny kéd, ktory nie je systematicky, ak
k > 1. Sta&i v8ak zmenit poradie znakov v slove ajay, ... a, — dat najprv

znaky na neparnych miestach a potom znaky na parnych miestach
a takto ziskany novy kdd je uz systematicky.

Toto sa d4 urobit s kazdym linedrnym (n, k)-kédom.
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Linedrne kody

Veta

Linedrny (n, k)-kéd K je systematicky prave vtedy, ked k nemu existuje

generujica matica G typu:

100 b1 bi2 h1n—«k
c-[efB]= |0 7 0 2 o
0 00 b1 hio hin—«k
Dokaz.
Nech (3) je generujiicou maticou pre kéd K. Nech u = uy, ts, . .. ux st

stradnice slova @ = aja>...a, € K v baze, ktorti tvoria riadky generujticej

matice G.
Potom podla jea’ =b’.G.
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Linedrne kody

gpeciélne pre u = ajaz...ax je

1 0 O 0 bu b2 bin—k
uT.G:[al P ak}. 01 0 ... 0 ba bo ... bk _
b. ) 0 .. 0 ........ 1 . bkl . bk2 ........ bknik
= [ ar a2 Ak Vk+1 Vn }7
kde vki; je jednozna&ne uréené vztahom:
by
Vk+i:[a1 an ak]. b2i
bi

Pre kazdé ajay . ..ax € A existuje prave jedno slovo kédu K s prefixom
aiay...ax. Kéd K je teda systematicky.
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Linedrne kody

ech je kéd K systematicky. Ak st prvé k stipce generujlcej matice G linedrne
nezavislé, riadkovymi ekvivalentnymi Gipravami ju méZeme previest na
ekvivalentnd maticu G’ v tvare G' = [ E | B |, ktord je tieZ generujiicou
maticou kédu K.
Nech teda prvé k stfpce generujicej matice G systematického kédu C nie si
linedrne zavislé. Potom ju m&Zeme ekvivalentnymi riadkovymi Gpravami
transformovat na ekvivalentny tvar

dik—1y(k+1) dik—1)(k+2) --- d(k—1)n

0 0 0 e 0 dk(k+1) dk(k+2) ce dkn

Matica G’ ma hodnost k, pretoZe je ekvivalentna s maticou G, ktord mala k
linedrne nezavislych riadkov. Pre u, v € A také, e u # v jeu’.G' #v'.G.
Véimnime si, ¥e prvych k sdradnic vektora u”.G nezdvisi na k-tej stradnici
vektora u, z &oho vyplyva, e existuje niekolko kédovych slov kédu K

s rovnakym prefixom a teda kéd IC nie je systematicky.

Z predpokladu, Ze prvé k stfpce generujlcej matice su zavislé, sme dostali
spor. O
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Linedrne kody

Désledok. Linedrny (n, k)-kéd K je systematicky prave vtedy, ked jeho
[ubovolnd generujiica matica G ma prvé k stlpce linedrne nezavislé.
Veta

Kazdy linedrny (n, k)-kéd K je ekvivalentny so systematickym linedrnym
kédom.
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Kontrolna matica linearneho kédu

Definicia
Kontrolna matica linearneho kédu K je takd matica H prvkov kédovej
abecedy A, pre ktorti plati: Slovo v = viva ... v, je kédové prive vtedy, ked

hin hi2 hin %1 0
Huy— ho1 hx han 22 0 — 4)
hml hm2 hmn Vn 0

Struénejsie: v € K prave vtedy, ked H.v = o.

Majme linedrny (n, k)-kéd K s generujicou maticou

b/ bi1 b ... b
G = b; — b21 b22 . b2,, (5)
b bii b ... b

typu (k x n). Akd ma byt kontrolnd matica kédu K t. j. matica H taki, Ze
H.u = o prave vtedy, ked u € K?

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Linedrne kédy 24/85



Kontrolna matica linearneho kédu

Prvé, Zo o matici H vieme povedat, je, ¢ ma mat n stipcov (uZ len preto, aby
H.u bolo definované pre u € A").

MnoZina vsetkych u € A" takych, Ze H.u = o je podpriestor priestoru A"
dimenzie rovnej n — dim(H) = dim(K) = k, odkial dim(H) = n — k.

Stadi teda hladat maticu H ako maticu typu ((n — k) x n) s n — k linedrne
nezavislymi riadkami.

Nech h” je riadok matice H.
Potom pre ka?dé kédové slovo u € K musi byt

u'h=uh + why+ -4 uh, =0 (6)

Mohli by sme teda zostavit ststavu p* = |K| linedrnych rovnic typu (26), kde
by u prebiehalo vietky kédové slova kédu K.

Takyto systém linedrnych rovnic by v&ak obsahoval prili§ vela linedrne zavislych
rovnic.
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Kontrolna matica linearneho kédu

adi totiz,
u".h=uwuh + wh+ 4 uha=0.
platilo pre vietky prvky bazy podpriestoru KC, potom bude (26) platit aj pre
vietky prvky podpriestoru K.
Pre h moZno zostavit tito ststavu linedrnych rovnic:

b/.h = 0
bJh = 0
b"h = 0

¢o sa da v maticovom tvare zapisat
Gh=o. (M)

KedZe dimenzia matice G je k, mnoZina vietkych rieSeni sistavy (7) je
podpriestor dimenzie (n — k) a preto moZno néjst (n — k) linedrne nezavislych
riefeni sdstavy (7) hy, ho,... h,_k , ktoré budii riadkami hladanej kontrolnej
matice H, t. j.
h{
H= h
h,
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Kontrolna matica linearneho kédu

imnime si, Ze

b! 00 ... 0
T
- b] 00 0
GH =1 [ he o h ]nx<n—k): ..............
T
bl |,., 00 .o 0], n

Majme maticu H typu ((n — k) x n) dimenzie dim(H) = (n — k) pre ktord plati
GH™ = O (n—k), kde Oy (n—xk) je nulovd matica typu (k x (n— k)).

Ozna&me N C A" priestor vdetkych riegeni rovnice Hu = o.
KedZe pre vietky prvky bazy kédu K plati H.b; =0, i = 1,2,...k,
plati aj pre lubovolné kédové slovo u € K, u = ZLI uibj:

k k k k
H.u = H. Z u,-b,- = Z H.(U,‘b,‘) = Z U,‘(H.b,’) = Z ui.0 =0 .
i=1 i=1 i=1 i=1

Méme teda K C N. Pretoze dim(H) = (n — k), dim(/\) sa rovna
n—dim(H) = k.
Ked%e IC C N je baza by, by, ..., by bazou priestoru N, a teda K = N
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Linedrne kody

Veta

Nech K je linedrny (n, k)-kdd s generujiicou maticou G typu (k x n).
Potom matica H typu ((n — k) x n) je kontrolnou maticou kédu K prdve
vtedy, ked

dim(H)=(n—k) a GH" = Ok, (8)

kde Oy (n—k) je nulovd matica typu (k x (n — k)).

Veta

Linedrny (n, k)-kéd K s generujiicou maticou G = [ Ekxk ‘ B ] ma
kontrolnid maticu H= [ —B” | E(u_iyx(n—k) |-
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Linedrne kody

6kaz. Oznaéme m = n — k. Potom mdZ%eme matice G, H rozpisat nasledovne:

b{
by

b7

CH

b,

Pre by, hg plati

by, = [

hj = [ —by
a preto je b;.hq = (—bpq + bpq) = 0 pre kazdé p, g € {1,2,...,n}, z &oho

T
Stanislav Palich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinska um'gztta' - 0k>< (n—k)-

1 0
0 1
0 O
0 O
—b11
—b1z
—byg
7b1m
0
—bag

0
0

1

—bpq

0| biw b2
0| bar b
0| bpr  bp
1| bax  bre
—bp1 .. —bi
by ... —bi
—bpg ... —big
—bom o+ —bien
0 bp1  bp2
by O O

Linedrne kédy

bpq
1

blm
bom

bpm

bkm

bom ]

0
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Linedrne kody

Ked'%e matica H s m = n — k riadkami obsahuje jednotkovii podmaticu
E(n—k)x(n—k): je dlm(H) =n—k.
Preto je H kontrolnou maticou kédu K.

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Linedrne kédy 30/85



Linedrne kody a objavovanie chyb

pakovanie:
Kéd K objavuje t-ndsobné jednoduché chyby, ak pri zmene lubovolnych t
znakov [ubovolného kédového slova u vznikne nekédové slovo.

Mechanizmus vzniku niekolkondsobnej chyby modelujeme v tedrii
linedrnych kédov tak, ako keby sa k vyslanému slovu

V=WVW...V,
behom prenosu pripotitalo slovo
e =e16...6,.
Potom namiesto slova v prijmeme slovo
W= WiWy...Wp,

pre ktoré plati
w=V-+e.

Slovo e nazyvame chybové slovo.
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Linedrne kody a objavovanie chyb

Definicia
Hovorime, Ze linedrny kéd K objavuje chybové slovo e, ak pre kaZzdé
kodové slovo v je slovo v + e nekédovym slovom.

Definicia
Hammingova vaha ||a|| slova a € A" je poet nenulovych znakov
slova a.

Veta

Kazdy bindrny linedrny kéd obsahuje bud' len slovd pdrnej vahy, alebo md
rovnaky pocet slov parnej a nepdrnej vahy.

v
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Linedrne kody a objavovanie chyb

okaz.
Ak existuje kédové slovo v neparnej vahy, fixujme ho a definujme
zobrazenie f : KL — K predpisom

flw)=w+v.

Je ihned' vidiet, Ze f je vzdjomne jednozna&né zobrazenie K na K

prirad ujiice kazdému slovu pérnej vahy slovo nepérnej vahy a naopak.

Z toho uz vyplyva, Ze pocet slov pdrnej vahy sa rovna poctu slov
nepdrnej vahy. O

Opakovanie.

Minimélna vzdialenost A(K) blokového kédu K bola definovand ako
minimum z Hammingovych vzdialenosti vSetkych dvojic nerovnakych slov
kédu K.

Ak totiz d = A(K), kéd K objavuje vietky (d — 1)-ndsobné chyby

a opravuje vSetky t-ndsobné chyby pre t < 5
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Linedrne kody a objavovanie chyb

" Teta

Pre linedrny kéd K sa minimdlna vzdialenost kédu A(K) rovnd minimu
z Hammingovych vah vsetkych nenulovych slov kédu IC, t. j.

A(K) =, min, {ull} -

Dokaz.

1. Majme u, v € K také, Ze d(u,v) = A(K).

Nech w =u —v.

Slovo w m3 prave tolko nenulovych znakov, v kolkych znakoch sa li%ia
slova u, v, preto je

uer,gjg#{llun} < lw|| = d(u,v) = A(K) . (9)

2. Vezmime w € K také, Ze ||w|| = minyex uzof|lull}. Potom
A < = < i . 1
() < d(o,v) = Iwl < _min_ {lul} (10)
Vztahy (9) a (10) uz ddvajd tvrdenie vety. O
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Linedrne kody a objavovanie chyb

Veta

Nech KC je linedrny kéd s kontrolnou maticou H. Nech d je minimum
z poctu linedrne zavislych stlpcov® kontrolnej matice H.
Potom pre minimalnu vzdialenost A(K) kédu K plati

d=NA(K) .

2V kontrolnej matici H existuje d linedrne zavislych stllpcov, ale kazdych
d — 1 stlpcov kontrolnej matice je uZ linedrne nezavislych.

Dékaz. Podla predchddzajicej vety sa A(K) rovnd minim3lnej vahe
nenulového kédového slova.

Nech d je minimum poctu linedrne zavislych stipcov kontrolnej matice H.

Oznaéme cy,Cy, ..., C, stlpce kontrolnej matice H, t. j.

H:[Cl Co Cn].
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Linedrne kody a objavovanie chyb

Nech u € K je nenulové slovo s najmen3ou Hammingovou vahou
Jull =t = A(K).

Slovo u md na miestach i, fo, . .., iy znaky u;, uj,, ..., u; a na ostatnych
miestach znak 0, t. j.

u"=[00... 0w 0 ... 0w O... ...0w 0...00].

PretoZe u je kédové slovo, je Hu = o, t. j.

n
Hu = E u;.Cj = U;C; + U,Cj, + -+ U U, =0. (11)
i=1

PretoZe v3etky koeficienty u; si nenulové, si stfpce Ci,,Cipy...,Cj
linedrne zavislé, a preto
d<t=A(K). (12)
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Linedrne kody a objavovanie chyb

ajme d linedrne zdvislych stlpcov ¢; ,c;,, ..., c;,. Potom existuji ¢isla
U, Upy, ..., Uj, také, Ze aspoii jedno z nich je nenulové a

Ui Cjy + UpCjp + - -+ + Uj,Cjy = O .

Definujme slovo u také, Ze na miestach i, io, ..., iy bude mat znaky
Ui, Uiy, - .., Uj, @ na ostatnych miestach znak 0, t. j.
u"=[00... 0w 0...0wO... ...0wuO..00].
Potom
n
Hu = Z Uj.C; = U;Cjy + UpCjp + -+ + U;,Cjy = 0, (13)
i=1

a teda u je nenulovym kédovym slovom, pre ktorého Hammingovu vahu
plati |Ju|| < d a teda
AK)<d.

Poslednd nerovnost spolu s (12) u? d4dva poZadované tvrdenie vety. O
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Linedrne kody a objavovanie chyb

Veta

Linedrny kéd objavuje t-ndsobné chyby prdve vtedy, ked kaZdych t
stlpcov kontrolnej matice je linedrne nezavislych.

Dokaz.

Oznatme d = A(K).

Podla predchadzajlcej vety existuje v kontrolnej matici H kédu K

d linedrne zavislych stipcov, a pre kazdé t < d je lubovolnych t stipcov
matice H linedrne nezavislych.

1.
Ak kéd KC objavuje t-ndsobné chyby, potom musi byt t < d, a podla vety
9 je kazdych t stlpcov matice H linedrne nezavislych.

2.
Ak je kazdych t stfpcov matice H linedrne nezavislych, potom je t < d,
a preto kéd K objavuje t chyb. O
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Linedrne kody a objavovanie chyb

Definicia

Nech H je kontrolna matica linedrneho kodu IC,

nechv =vivy...v, € A" je lubovolné slovo abecedy A diZky n.
Syndrém slova v je slovo s = s;s,...s,, pre ktoré plati

Vi S1
V2 52 .

H. = , skratene Hwv =s.
Vl‘l sl‘l

Ak teda prijmeme slovo w, vypoc&itame jeho syndrém s = Hw, a ak
s # 0, vieme, Ze doglo k chybe.
Vyslané slovo v, prijaté slovo w = v + e.

Hw =H(v+e)=Hv+He=0+He=He.

Syndrém prijatého slova w = v + e je rovnaky, ako syndrém chybového
slova e.
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Linedrne kody a objavovanie chyb

Kéd K je podpriestor prave vetkych rieSeni rovnice H = o.
Rovnica He = s ma mnoZinu v&etkych rieeni v tvare e + k, kde k € .
Tito mnoZinu budeme v d'aldom oznatovat ako e + K.
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Standardné dekddovanie

Opakovanie.

Dekédovanie je funkcia , ktord ma za defini¢ny obor A” alebo jeho &ast
obsahujticu kéd IC, a ktord kaZdému slovu zo svojho defini¢ného oboru
prirad uje kédové slovo, pricom je § na K identitou — kédovému slovu

a € K priraduje §(a) = a.

Definicia

Hovorime, Ze linearny kéd K pri dekédovani § opravuje chybové
slovo e, ak pre vsetky v € K plati:

de+v)=v.
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Standardné dekddovanie

Definicia
Nech IC C A" je linedrny kéd s kédovou abecedou A. Pre kaZdé slovo

e € A" definujeme
e+ K={e+v|vek}.

MnoZina e + K sa vold trieda slova e podla kédu K.

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Linedrne kédy 42/85



Standardné dekddovanie

" Teta

Nech K C A" je linedrny (n, k)-kdéd s kédovou abecedou A,
lubovolné slovd e, €' € A" plati

Al = p. Pre

(i) Ak e —¢€' je kédové slovo, potome + K =€’ + K.
(i) Ak e — €' nie je kédové slovo, potom e + K, € + K su disjunktné.

1 ocet slov Kazdej triedy sa rovna poctu kodovych slov, t. J.
iii) Pocet slov kaZdej tried i poctu kddovych sl ]
le + K| = |K| = p¥ a pocet vietkych tried je p"~*.

Dokaz.

(i) Nech (e —€’) € K, nechace+ K.

Potom a = e + v pre nejaké v € K.

a=et+v—(e—¢€e)=¢e +v

v E K, ateda (e+v) € (e+K). Polozme u=v + (e — €). Pretoze K je
linedrny priestor a (e —e’) € K, je aju € K, a teda (e +u) € (¢/ + K).
Alee’+u=¢e+v+(e—¢€)=e+v. Pretoje (e+v) € (e/ +K).
Ukazali sme, Ze (e + K) C (€’ + K). Analogicky sa ukaZze aj opatnd
inklizia, a teda (e + K) = (e’ + K).
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Standardné dekddovanie

k prijmeme nekdédové slovo, chceme mu priradit kédové slovo, ktorého
pokazenim toto slovo pravdepodobne vzniklo (zase za predpokladov, Ze
potet chyb neprekrotil hodnotu t).

Na to slizi dekédovanie § definované ako funkcia, ktora ma za defini¢ny
obor A" alebo jeho €ast obsahujicu kéd K, a ktord kazdému slovu zo
svojho defini¢ného oboru prirad uje kédové slovo, pri¢om je § na K
identitou — kédovému slovu a € K priraduje d(a) = a.

Ak bolo vyslané slovo v a doslo k chybe vyjadrenej slovom e, prijmeme
slovo e + v. Ak 6(e + v) = v, dekddovali sme spravne.
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Standardné dekddovanie

k prijmeme nekdédové slovo, chceme mu priradit kédové slovo, ktorého
pokazenim toto slovo pravdepodobne vzniklo (zase za predpokladov, Ze
potet chyb neprekrotil hodnotu t).

Na to slizi dekédovanie § definované ako funkcia, ktora ma za defini¢ny
obor A" alebo jeho €ast obsahujicu kéd K, a ktord kazdému slovu zo
svojho defini¢ného oboru prirad uje kédové slovo, pri¢om je § na K
identitou — kédovému slovu a € K priraduje d(a) = a.

Ak bolo vyslané slovo v a doslo k chybe vyjadrenej slovom e, prijmeme
slovo e + v. Ak 6(e + v) = v, dekddovali sme spravne.

Definicia

Hovorime, Ze linearny kéd KC pri dekédovani § opravuje chybové
slovo e, ak pre vsetky v € K plati:

de+v)=v.
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Standardné dekddovanie

Definicia
Standardné dekédovanie.
Definujeme dplné dekddovanie § : A" — K nasledovne:

Z kaZdej triedy podla K vyberieme jedného reprezentanta triedy tak, aby
jeho vaha bola v danej triede minimalna.

(Vyber reprezentanta podla kritéria minimdlnej véhy nemusi byt
Jjednozna&ny — v tom pripade sa musime rozhodniit pre jedného

s minimdlnou vdhou).

Potom kaZdé prijaté slovo w € A" dekdédujeme akov =w — e, kde
chybové slovo e je reprezentantom triedy slova w, teda

d(w) = w — [reprezentant triedy (w + K)].
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Standardné dekddovanie

T Priklad
Bindrny (4,3)-kdd K celkovej parity md dve triedy

0000+ = {0000 0011 0101 0110 1001 1010 1100 1111}
0001+ = {0001 0010 0100 0111 1000 1011 1101 1110}

Trieda 0000 + /C m4 jednozna&ného reprezentanta — slovo 0000.

Trieda 0001 + K méZe mat za reprezentanta lubovolné zo slov

0001, 0010, 0100, 1000.

Podla toho, ktoré z tychto slov vyberieme za reprezentantov, $tandardné
dekodovanie opravi jednu chybu, ktora vznikne na prvom, resp. druhom,
tretom alebo $tvrtom mieste.

Ak vznikne chyba na inom mieste, Standardné dekddovanie nedekdduje
sprdvne.

(Pre nds to nie je prekvapujiice zistenie, lebo vieme, Ze kid celkovej parity ma
minimalnu vzdialenost 2, a preto neméZe opravovat ani véetky jednoduché

chybﬁv. 2
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Standardné dekddovanie

" Teta

Standardné dekddovanie & opravuje prave tie chybové slovd, ktoré sii
reprezentantmi tried, t. j.

o(v+e)=v prevsetkyv e K

prave vtedy, ked e je reprezentantom niektorej triedy podla kédu K.

Dokaz.

Ak je e reprezentantom svojej triedy a v € IC, potom slovo v + e padne
do triedy e + K a dekdduje sa ako §(e +v) =e+v —e =v — podla
definicie 10 dekédovanie § opravuje chybové slovo e.

Nech €’ nie je reprezentantom svojej triedy, ktord md za reprezentanta
slovo e # €'. Plati (e — e’) € K.

Nech v € K, potom slovo v + € padne do triedy e + K a dekdduje sa
ako d(v+e)=v+e —e#v.

Ak €’ nie je reprezentantom svojej triedy, Standardné dekédovanie
neopravuje slovo e’. O
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Standardné dekddovanie

Veta

Standardné dekddovanie § je optimdlne v tom zmysle, Ze neexistuje
dekédovanie §*, ktoré by opravovalo tie isté chybové slova ako § a navyse
este niektoré dalie.

Dokaz.

Vezmime €' € (e + K), nech e je reprezentantom triedy e + C, nech
e # €. Slovo v=¢' — e je kédové a nenulové.

Ak vySleme slovo v a vznikne chyba p6sobenim chybového slova e,
prijmeme slovov+e=¢€ —e+e=2¢.

Ked'¥e & opravuje vietky slova, ktoré si reprezentantami tried je
S(v+e)=d(e)=v.

Ked'Ze 6* opravuje vietky slovd, ktoré opravuje 4, je aj *(e’) = v.
Mbze dekédovanie §* opravovat slovo e’? Keby dno, potom by muselo

byt 6*(o +e’) = o, &o je v spore s tym, Ze §*(e’) = v # o. O

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Linedrne kédy 48/85



Standardné dekddovanie

Veta
Ak je d = A(K) minimdlna vzdialenost linedrneho kéd IKC, potom

. d
Standardné dekddovanie opravi vsetky t-ndsobné chyby pre t < 5

Dékaz.
Nech e je slovo vahy t < g Hammi Nechv € (e +K), v#e v=e+u,
uec k.

Je [l = d, fle =t < 5.

2
Preto polet nenulovych znakov slova v =e + u je aspoii d — t — t. j.

vl >d—t>t.
C s . . . . d
Preto je kaZdé slovo e s Hammingovou vdhou men3ou nez 5 reprezentantom

niektorej triedy slov podla kédu K.
KedZe $tandardné dekédovanie opravuje vietky chybové slova, ktoré sii
reprezentantami tried, opravuje v8etky chybové slovd s Hammingovou véhou

men3ou neZz —, &o je ekvivalentné s tym, Ze Standardné dekddovanie opravi
vetky t-nasobné chyby. O
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4

Standardné dekddovanie

‘ﬁrincfpom $tandardného dekddovania je uréenie, v ktorej triede slov
podla kédu K sa dekédované slovo vyskytuje.

Na to by prisluiny dekédovaci algoritmus musel prezriet tzv. Slepianovu
tabulku vetkych slov dlzky n abecedy A.

Trieda Trieda Trieda
et +K e+ K en+ K
reprezentant || e —e; +0 | e =€+ 0 enh —=€en+0
e; +u e + up en + up
er +u e+ up em + uz (14)
prvky
tried
e1 + uq e + uqg €m + Uq
Slepianova tabulka, m = p"~%  q = |K| = pk.
Slepianova tabulka ma p” prvkov, ktoré v najhorSom pripade musime prehladat

vetky. Pre beZne pouzivané binarne kédy dfiky 64 by to znamenalo

Stanislay Prigst BB MdDE pade-98% 2@ @t emrehladani.

Linedrne kédy
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Standardné dekddovanie

roblém moZno zna¢ne zredukovat, ak si uvedomime, Ze vietky prvky
triedy e + K maju rovnaky syndréom ako jej reprezentant e.
Je to preto, lebo pre v € K a kontrolnd maticu H kédu I plati:

H(e+v)=He+Hv=He+o=He.

Preto namiesto Slepianovej tabulky sta&i tabulka s dvoma riadkami, kde

v prvom riadku sd reprezentanti tried e, es, ..., em, m= p" X
a v druhom riadku su prisluiné syndrémy s;,sz,...,Sm.
reprezentant || e; | e | ... | en (15)
syndrém | sy [ Sso | ... | Sm

Teraz moZno $tandardny dekédovaci algoritmus preformulovat
nasledovne:

Pre prijaté slovo w vypotitame jeho syndrém s = H.w. V tabulke (15)
najdeme reprezentanta e triedy s rovnakym syndrémom s a dekédujeme

f(w)=w-—e.
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Hammingove kody

Veta

p-znakovy linedrny kéd opravuje jednoduché chyby prave vtedy, ked
Ziaden stl})ec jeho kontrolnej matice nie je skaldarnym ndasobkom iného
stlbca.

Specidlne bindrny linedrny kéd opravuje jednoduché chyby prave vtedy,
ked stipce jeho kontrolnej matice su nenulové a navzdjom rézne.

Dékaz.

Vieme, Ze kéd K opravuje jednoduché chyby prave vtedy, ked A(K) > 3,
o nastava prave vtedy, ked lubovolné dva stipce kontrolnej matice H st
linedrne nezavislé.

Vo vSeobecnom pripade st dva vektory u, v linedrne nezavislé prave
vtedy, ked jeden nie je skaldrnym ndsobkom druhého, &o v pripade
bindrnej abecedy je prave vtedy, ked sii oba vektory u, v nenulové

a rbzne. OJ
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Hammingove kody

Definicia

Bindrny linedrny (n, k)-kéd sa nazyva Hammingov kéd, ak jeho
kontrolna matica H md za stlpce vsetky nenulové bindrne slova diZky
n — k, pricom kaZdé z nich sa ako stlpec matice H vyskytuje prave raz.

Ak sa maju v matici H vSetky nenulové binarne slova dfiky n—k
vyskytovat prave raz, musi sa poet stlpcov v tejto matici rovnat

n=20"k_1,
Preto mdZze existovat len Hammingov (n, k)-kéd pre

(n, k) = (3,1), (7,4), (15,11), (31,26),...(2" = 1,2" —m—1),... .

. . . k . .
Vsimnime si eSte, Ze informalny pomer R = — s rastlcim m rychlo rastie
n
k 1.

7
Napr. m = 6 Hammingov (63,57)-kéd ma informaZny pomer 2—3 > 0.9.
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Hammingove kody

Dekdédovanie Hammingovho kédu.

Predpokladajme, Ze stfpce kontrolnej matice H s usporiadané tak,
e tvoria binarne rozvoje &isel 1,2,...,2m 1.

Prijmeme vektor w a vypoc&itame jeho syndrém s = Hw.
Ak s = o, slovo w nemenime.

Ak s = 0, slovo s je bindrnym rozvojom ¢&isla i, zmenime i-ty znak
prijatého slova w. Presnejsie

w aks=o0

o(w) = ’

w —e;, ak s je bindrnym rozvojom ¢&isla i,

(16)
kde e; je slovo s jednotkou na mieste /.
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Hammingove kody

Veta

Dekédovanie § definované v (21) opravuje jednoduché chyby. Presnejsie:
Ak sa slovo w [i8i od niektorého kédového slova v nanajvys v jednom
znaku, potom 6(w) = v.

Dokaz.

Ak w = v, potom aj w je kédové slovo a plati Hw = Hv = o, a v tom
pripade o(w) =w = v.

Nech sa slovd v, w liSia prave v jednom znaku, t. j. w = v + €;, kde e; je
slovo s jednotkou na mieste i, i € {1,2,...,n}. Potom

Hw:H(v—i-e;):Hv—i—Hei:Hei .

Ale He; je i-ty stfpec matice H a ten je rozvojom &isla .
Ak budeme dekédovat predpisom

o(w)=w—g=v,

budeme dekédovat spravne. O
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Hammingove kody

dla definicie blokovy kéd K dizky n je t-perfektny, ak mnoZina gul
{G:(a) | a € K} tvori rozklad mnoZiny A" v3etkych slov dlzky n.

Veta

Linedrny kdd je t-perfektny prave vtedy, ked mnoZina vsetkych slov vihy
mensej neZ alebo rovnajicej sa Cislu t tvori systém vsetkych reprezentantov
vietkych tried slov podla kédu K.

Dokaz.
Plati: Lubovolné slovo a € A" mbZe byt reprezentantom niektorej triedy kédu
KC — totiZ triedy a + K.

1.
Nech K je t-perfektny kdd.
Na to, aby sme dokazali, Ze mnoZina v8etkych slov vahy men3ej neZ alebo
rovnajlicej sa &islu t tvori systém vSetkych reprezentantov vietkych tried slov
podla kédu K sta&i ukazat dve skutoZnosti, a to Ze
@ kazda trieda ma reprezentanta s vahou mensou nez alebo rovnajticou sa
¢islu t
@ ak e1, e st dve slova také, Ze |le1]| < t, ||lez|| < t, potome1 + K, e1 + K
st dve rbzne triedy, t. j. ex ¢ (e1 + K)
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Hammingove kody

Pretoze K je t-perfektny linedrny kéd — t. j. pre kazdé slovo a € A”
existuje prave jedno kédové slovo b € K také, %e d(a, b) < t.

Oznatme e=a—b.
Pretoze d(a, b) <'t, je |le|| < t. Potom jea=e +b.
Trieda a + K ma reprezentanta e s vahou men3ou alebo rovnajicou sa t.

Keby existovali dve slova e;, e, také, Ze |le;|| <'t, |les] <t
aeyc(eg+K) potome, —e; € K a|lex —eqf <2t

Z poslednej nerovnosti vyplyva pre minimalnu vzdialenost A(K) kédu K:
A(K) < 2t, €o je v spore s predpokladom, Ze K opravuje t chyb.

(Vieme totiZ, Ze kéd K opravuje t chyb prave vtedy, ked A(K) > 2t + 1.)
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Hammingove kody

Nech mnoZina v8etkych slov vahy mensej alebo rovnej nez t tvori systém
vdetkych reprezentantov véetkych tried slov podla kédu K.

Najprv ukdzeme, ze A(K) > 2t + 1.

Keby totiz existovalo a € K také, Ze ||la]| < 2t + 1, bolo by moZné vyjadrit
a=-e; —ey, kde |lel]| < ¢, [lex] <t aer #es.

Podla (i) vety o triedach typu (e + K) by potom (e1 + K) = (e2 + K), &o by
bolo v spore s predpokladom, Ze e1, ez st reprezentantmi roznych tried.

Ak je teda A(K) > 2t +1, v8etky gule {G(a) | a € K} st po dvoch disjunktné.

Teraz ukdZeme, Ze pre kazdé a € A" existuje gula G¢(b), b € K taka, Ze
ac Gt(b)

Podla predpokladu existuje e € A", |le|| < t také, Ze a € (e + K).

D4 sa teda pisat a = e + b pre nejaké b € K.

Odtial a— b = e, a preto d(a,b) = ||[(a — b)|| = ||e|]| < t a teda a € G¢(b).

Systém gil {G:(a) | a € K} tvori rozklad mnoZiny A", a preto je kéd K
t-perfektny. (I
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Hammingove kody

Veta
Hammingové bindrne kédy su 1-perfektné. KaZdy 1-perfektny bindrny linedrny
kod je Hammingov.

Dokaz.

Hammingov kéd dfiky 2™ — 1 ma m kontrolnych znakov a podla tvrdenia (iii)
vety o triedach typu (e + K) md 2™ tried.

Oznagme ey = 0 — nulové slovo dizky 2™ — 1.

Dalej oznagme pre i = 1,2,...,2™ — 1

e=[0 0 ... 0 1 0... 0],

Vietky e; pre i = 1,2,...,2™ — 1 st nekéddové slova.

Trieda eg + K je totozna s mnoZinou kddovych slov IC, a je preto rozna

od ostatnych tried.

Keby boli dve triedy e; + IC, e; + KC totoZné pre i # j, potom by ei — e; € K, &o
by znamenalo linedrnu zavislost i-teho a j-teho stfpca kontrolnej matice kédu
KC, (&o je v pripade bindrneho kédu rovnost prislugnych stfpcov).

Hammingov kéd ma v8ak kontrolnd maticu, v ktorej Ziadne dva stfpce nie su
rovnaké.
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Hammingove kody

retoze Hammingov kéd K ma 2™ tried a my sme ukdzali, Ze v3etky triedy
typu e+ K pre i =0,1,2,...,2™ — 1 s rézne (a je ich 2™), nemdZe existovat
Yiadna dalia trieda.
MnoZina vietkych slov dfiky < 1 tvori systém reprezentantov vietkych tried
Hammingovho kédu IC, a preto je tento kéd 1-perfektny.

Majme bindrny linedrny kéd K s m kontrolnymi znakmi, ktory je 1 perfektny.
Podla tvrdenia podla tvrdenia (iii) vety o triedach typu (e + K) kéd K ma 27
tried.

Nech ma tento kéd kontrolnti maticu H typu n x m. Podla vety 15 musia byt
vietky stfpce matice H nenulové a rozne.

Preto pre potet stfpcov matice H plati n < 2™ — 1.

PretoZe je kéd K perfektny, podla vety o t-perfektnych kédoch st vietky
bindrne slova dfiky n s vahou nula alebo jedna prdve vsetci reprezentanti tried.
Takychto slov je n 4 1 (nulové slovo a vietky slovd typu e; s prave jednou
jednotkou na i-tom mieste). Je preto

n+1=2"

n=2"—-1.

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Linedrne kédy 60/85



Hammingove kody

Kontrolnd matica kédu K je matica typu (2 — 1) x m a jej stipce st
prave vsetky rézne binarne nenulové slova diiky m. K je teda
Hammingovym kédom. O

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Linedrne kédy 61/85



Hammingove kody

' Definicia
Rozsireny Hammingov bindrny kéd je bindrny kéd, ktory vznikne rozsirenim
Hammingovho kédu o znak celkovej kontroly parity.

Rozsireny Hammingov kéd je (2™,2" — m — 1)-kéd v3etkych slov

V= VviVs...wm takych, Ze viva...vom_1 je kéddové slovo Hammingovho kédu
avi+w+---+wvm=0.

Jeho minimélna vaha je 4. Tento kéd opravuje jednoduché chyby a objavuje
trojndsobné chyby.

Poznamka

Ndvod, ako definovat p-znakovy Hammingov kéd. Je to kéd s kontrolnou
maticou H takou, Ze

(i) Ziaden stlpec nie je skaldrnym nasobkom iného stipca

(ii) kaZdé nenulové slovo je skaldrnym ndsobkom niektorého st/,bca matice H.
Maticu H méZeme zostavit napriklad zo vsetkych stfpcov rovnakej d//zvky
takych, ktoré majii prvy nenulovy znak 1. D4 sa ukdzat, Ze p-znakové

Hammingové kody maji mnohé vlastnosti rovnaké resp. analogické ako bindrne

mmmﬁove kod,y Tak napriklad vsetky Hammingové kod .5 su 1-perfektné.
Stamslav Palich, Fakufta riadenia a informatiky, Zilinska univerzita Linedrne

62/85




Golayov kod

zna¢me B $tvorcovi maticu typu 11 x 11, ktorej prvy riadok obsahuje
bindrne slovo 11011100010 a ostatné riadky vznikni pravymi rotaciami
prvého riadku, t. j.

11 1 11 1
11 1 11 1

B = 1 11 111 (17)
1 1 11 11
11 1 11 1
111 1 11
111 1 11
1 111 1 1

Bindrne slovo 11011100010 m3 na mieste i jednotku prave vtedy, ked je
i — 1 $tvorcom modulo 11, t. j. ak i —1 = 0%, 12, 22,32, 42=5a 52 = 3.
Dalej budeme predpokladat, e matica B je dand vztahom (17).
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Golayov kod

T Definicia .,
Golayov kéd Gog je systematicky bindrny kéd diZky 23 s generujicou
maticou Go3 definovanou

Biixi1
Gy = Eiox12 ;

11...11

kde E1rx12 je jednotkovd matica typu 12 x 12, By1x11 je Stvorcova
matica typu 11 x 11 definovand v (17).

Golayov kéd Gay je systematicky bindrny kéd d//Zky 24 s generujicou
maticou Goy4, ktord vznikne z matice Gpz pridanim st/bca 11...10, t. j.

1

1

Goy = Eiox12 Biixu1 .
1

11...11 0
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Golayov kod

1 11 111
1 11 11
1 1 11 1

1 1 11
1 1 11
1 1 1

1 1 1
1 11 1

1 111
1 111

1 1 111

L 1111111

Generujiica matica Golayovho kédu Gaa.
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Golayov kod

lastnosti kédov Gay, Gas.

@ Potet informaénych znakov kédu Gy je 12, polet kontrolnych
znakov je tieZ 12.

@ Kéd Goy je samodudlny — jeho kontrolnd matica je aj jeho
generujlicou maticou (na to stai overit, Ze skaldrny siicin
lubovolnych dvoch riadkov matice G4 sa rovnd 0).

@ Minimdlna vzdialenost kédu Goy je 8
@ Kéd Gas je (23,12)-kéd, ktory je 3-perfektny.

Veta

Tietdvainen, Van Lint. Jediné netrividlne perfektné bindrne kédy su
tieto:

a) Hammingove kddy pre jednoduché chyby,
b) Golayov kéd Gag pre trojndsobné chyby a kddy s nim ekvivalentné,

c) opakovacie kédy d//zvky 2t + 1 pre t-ndsobné chyby, kde
t=1,2,3,....

Stanislav-Paftich; Fakulta riadenia-a-informatiky, Zilinska univerzi Linedrne kédy

66/85



Golayov kod

K zaujimavym terndarnym kédom patri perfektny Golayov ternarny
(11,6)-kéd opravujlici trojndsobné chyby.
Jeho generujlca matica je v tvare

D5><5
Gy = E6x6 ;

11...11

kde Egxg je jednotkova matica typu 6 x 6 a kde Ds«s5 je matica, ktorej
riadky tvoria vetky cyklické pravé rotdcie slova 01221.

Okrem tohoto kédu (a kédov s nim ekvivalentnych) s jediné perfektné
terndrne netrividlne kédy Hammingove a opakovacie kédy dlzky 2t + 1 .

V pripade abecedy s viac ako troma znakmi si jediné perfektné
netrividlne kédy Hammingove a opakovacie kédy dlzky 2t + 1.
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Linedrne kody — definica — zhrnutie

Budeme $tudovat n-znakovy kéd K v kédovej abeced A, t.j. K C A”.
Jedinou moZnostou, ako detekovat alebo opravovat chyby je pouZivat
takd mnoziny kédovych slov — kéd KC, ktord nevyuZiva celé A7,

Kédova abeceda A s operdciami + a . musi byt pole (resp. teleso).
Jediné kone¢né polia st polia typu Z,, kde p je prvocislo a Galoisove
polie typu GF(p"), kde p je prvotislo.

MnoZinu A" berieme linedrny priestor, jej prvky ako n-rozmerné vektory s
oepraciou séitania po zloZzkach a opraciou nasobenia prvkom z A tieZ
pozlozkach.

Definicia
Kdd K sa nazyva linedrny (n, k)-kéd, ak je podpriestorom dimenzie k

linedrneho priestoru A", t. j. ak dim(K) = k, a pre lubovolné a,b € K
a lubovolné c € A je

a+bek caek.
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4 Linedrne kody — zhrnutie

Eineérny (n, k)-kéd ako k-dimenziondlny podpriestor priestoru A" musi
mat k-prvkovii baz

B ={by,b,...,by}.

Potom kazdé kdédové slovo a € A" ma jednoznaéné vyjadrenie

a—= U1b1—|—U2b2+"'+Ukbk:¢(U1,U27--~7un)a (18)
kde uy, us, ..., u, st siradnice vektora a v baze B.
Ak |A| = p, potom na mieste kazdého u; mdze stat p rdznych &isel,
z &oho vyplyva, 7e existuje p* réznych k-tic uy, un, . . ., uy, dosadenim
ktorych do (1) dostaneme p* réznych kédovych slov kédu K.
Linedrny (n, k)-kéd m4 teda p* slov.
Ak |A| = p", potom potet slov linedrneho (n, k)-kédu je (p")* = p"™*
Zobrazenie (18) ®(uq, ua, ..., uk) je vzajomne jednozna&né zobrazenie
Ak na K, takZe podla definicie m4 linedrny (n, k) kéd K k informa&nych
a n— k kontrolnych znakov.?

'Hovorime, %e kéd K ma k informa&nych a n — k kontrolnych znakov, ak
existuje vzajomne jednoznatné zobrazenie AX na K.
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Generujuca matica lin. kédu — zhrnutie

ech K je linedrny (n, k)-kéd, nech B = {by,bs,...,bi} je lubovolnd biza
kédu K. Nech b; = (bj1 bia... by)" pre i =1,2,..., k. Potom matica

b/ bi1 b ... b
G| b2 | _| b b2 ... b
b] buii bk ... bk

typu (k X n) sa nazyva generujiica matica kédu K.
Nech ma3 linedrny (n, k)-kéd pre bdzu B = {b1,bo, ..., by} generujicu

maticu (19). Ak m3 slovo a = a1a>. .. a, stiradnice u1, Uy, . .., ux v bize B,
potom b/
T T T T by
a :U1b1 +U2b2 +~~+ukbk:[u1 uy ... uk]. ,
by
alebo po rozpisani vektorov b] podrobnejsie bu b bin
_ bo1 bx b2y
[al ar a,,]—[ul uz uk}.
bii bk2 bin

alebo kratko
a’=u'G.
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Systematické linearne kédy — zhrnutie

inedrny (n, k)-kéd K je systematicky prave vtedy, ked Jeho [ubovolna
generujuca matica G ma prvé k stlpce linedrne nezavislé.?

Kazdy linedrny (n, k)-kéd K je ekvivalentny so systematickym linedrnym
kédom.3

Linedrny (n, k)-kéd K je systematicky prive vtedy, ked k nemu existuje
generujuca matica G typu:

1 0 0 0 bu b ... hink
G_ [ E ‘ B 0 1 0 0 b1 by ... b
0 0O 1 ba  he hkn—k

2Podla definicie je blokovy kéd K s k informa&nymi a n — k kontrolnymi
znakmi systematicky, ak ku kazdému aias ... ax € A* existuje prave jedno
kédové slovo a € K s prefixom aiax . .. ax € AX.

¥Hovorime, Ze dva blokové kédy K, K’ dfiky n st ekvivalentné, ak existuje
permutaaa T mnozmy {1 2,...,n} takd, Ze plati
Vaiaz...an € A" aiar...an e IC prave vtedy, ked ar[1an[2] - - - An[n] € K.
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Kontrolnda matica linearneho kédu — zhrnutie

ontrolnd matica linedrneho kédu K je takd matica H prvkov kédovej
abecedy A, pre ktord plati: Slovo v = vivs... v, je kédové prave vtedy, ked

hii hi2 hin Vi 0
Huy— ha1 ha h2n 2 0 —0
hmi hm2 hmn Vn 0

Stru&nejdie: v € K prave vtedy, ked H.v = o.

Generujlca matica linedrneho (n, k) kédu ma dimenziu k, n stipcov a k
riadkov, prisluind kontrolnd matica linedrneho (n, k) kédu ma dimenziu
m=n—k, n stfpcov a m = n — k riadkov.

Nech K je linedrny (n, k)-kéd s generujicou maticou G typu (k x n). Potom
matica H typu ((n — k) x n) je kontrolnou maticou kédu K préve vtedy, ked

dim(H)=(n—k) a GH'™ = Ouy(ns)
kde Oy (n—k) je nulovd matica typu (k x (n — k)).

Linedrny (n, k)-kéd K s generujiicou maticou G = [ Exxx | B ] mé kontrolni
maticu H = [ -BT ‘ E(n—k)x(n—k) ]
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Minimalna vzdialenost AK linedrneho kédu — zhrnutie

NajdéleZitejliisie fakty o min. vzdialenosti linedrneho kédu.

© Pre linedrny kéd K sa minimélna vzdialenost kédu A(K) rovnd
minimu z Hammingovych vah v8etkych nenulovych slov kédu IC, t. j.

A(K) = min {]lul}

@ Nech K je linedrny kéd s kontrolnou maticou H. Nech d je
minimum z po&tu linedrne zavislych stipcov* kontrolnej matice H.

Potom pre minimélnu vzdialenost A(K) kédu K plati
d=A(K) .

Q Linedarny kéd objavuje t-ndsobné chyby prave vtedy, ked kazdych t
stlpcov kontrolnej matice je linedrne nezavislych.

*V kontrolnej matici H existuje d linedrne zvislych stfpcov, ale kazdych
d — 1 stlpcov kontrolnej matice je uZ linedrne nezavislych.
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Modelovanie vzniku chyby pri line. kédoch — zhrnutie

Mechanizmus vzniku niekolkondsobnej chyby modelujeme v tedrii
linedrnych kédov tak, ako keby sa k vyslanému slovu

V=WVW...V,
behom prenosu pripotitalo slovo
€e=e16...6,.
Potom namiesto slova v prijmeme slovo
W= WiWs...Wp,

pre ktoré plati
W =V-+e.

Slovo e nazyvame chybové slovo.
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Syndrém slova — zhrnutie

Definicia

Nech H je kontrolna matica linedrneho kodu IC,

nechv =vivy...v, € A" je lubovolné slovo abecedy A diZky n.
Syndrém slova v je slovo s = s;s,...s,, pre ktoré plati

Vi S1
V2 52 .

H. = , skratene Hwv =s.
Vl‘l sl‘l

Ak teda prijmeme slovo w, vypoc&itame jeho syndrém s = Hw, a ak
s # 0, vieme, Ze doglo k chybe.
Vyslané slovo v, prijaté slovo w = v + e.

Hw =H(v+e)=Hv+He=0+He=He.

Syndrém prijatého slova w = v + e je rovnaky, ako syndrém chybového
slova e.
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Standardné dekédovanie — zhrnutie

ech IC C A" je linedrny kdd s kédovou abecedou A. Pre kazdé slovo
e € A" definujeme
e+tK={e+v|vek}.
MnoZina e + K sa vold trieda slova e podfa kédu K.
Pre dve triedy e + K €' + K plati:
Ake—¢e €K, potome+ K =¢ + K.
Ak e — €' ¢ K, potom s triedy e + K, € + K disjunktné.
V3etky slovd triedy e + KL maji rovnaky syndrém.

Hovorime, Ze linedrny kéd /C pri dekédovani® & opravuje chybové
slovo e, ak pre vietky v € K plati:

de+v)=v.

®Dekédovanie je funkcia §, ktord ma za definiény obor A" alebo jeho ¢ast
obsahujicu kéd K, a ktord kazdému slovu zo svojho defini¢ného oboru
prirad uje kédové slovo, pri¢om je 6 na K identitou — kédovému slovu a € K
prirad uje 6(a) = a.

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Linedrne kédy 76/85



Standardné dekédovanie — zhrnutie

efinujeme (plné dekédovanie § : A" — K nasledovne:
Z kazdej triedy podla K vyberieme jedného reprezentanta triedy tak, aby
jeho véha bola v danej triede minimalna.®
Potom kazdé prijaté slovo w € A" dekédujeme ako v =w — e, kde
chybové slovo e je reprezentantom triedy slova w, teda
0(w) = w — [reprezentant triedy (w + K)].

Standardné dekédovanie & opravuje prave tie chybové slova, ktoré si
reprezentantmi tried, t. j.

o(v+e)=v previetky ve K
prave vtedy, ked e je reprezentantom niektorej triedy podla kédu K.

Standardné dekédovanie & je optimalne v tom zmysle, Ze neexistuje
dekddovanie 0*, ktoré by opravovalo tie isté chybové slova ako § a navyse
edte niektoré d'alie.

®V/yber reprezentanta podla kritéria minimélnej vahy nemusi byt
jednozna&ny — v tom pripade sa musime rozhodntit pre jedného s minimalnou
vahou).
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Tabulka syndrémov tried — zhrnutie

Na dekédovanie sta&i tabulka s dvoma riadkami, kde v prvom riadku si

reprezentanti tried e, €5, ...,em, m = p"~* a v druhom riadku st
prislugné syndrémy s1,s2,...,Sm.
reprezentant || e; [ e | ... | €y (20)
syndrém | s; | Sso | ... | S,

Teraz moZno $tandardny dekddovaci algoritmus preformulovat
nasledovne:

Pre prijaté slovo w vypotitame jeho syndrém s = H.w. V tabulke (20)
ndjdeme reprezentanta e triedy s rovnakym syndrémom s a dekédujeme

f(w)=w-—e.

Doélezité.
Ak je d = A(K) minimélna vzdialenost linedrneho kéd K, potom

d
$tandardné dekddovanie opravi v3etky t-nasobné chyby pre t < 7
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Hammingove kody — zhrnutie

p-znakovy linedrny kéd opravuje jednoduché chyby prave vtedy, ked
ziaden stipec jeho kontrolnej matice nie je skaldrnym nasobkom iného
stfpca.

Specislne bindrny linedrny kéd opravuje jednoduché chyby préve vtedy,
ked stipce jeho kontrolnej matice st nenulové a navzdjom rozne.

Binarny linedrny (n, k)-kéd sa nazyva Hammingov kéd, ak jeho
kontrolnd matica H ma za stlpce vSetky nenulové bindrne slova dlzky
n — k, pritom kaZdé z nich sa ako stlpec matice H vyskytuje prave raz’.

7Ak sa maju v matici H v3etky nenulové binarne slova dfiky n — k vyskytovat prave raz, musi sa potet
stl’pcov v tejto matici rovnat n = 2(1=k) _ 1. Preto méze existovat len Hammingov (n, k)-kéd pre
(n, k) = (3,1), (7,4), (15,11), (31,26),...(2" = 1,2" —m—1),....

Vimnime si edte, Ze informa&ny pomer R = — s rasticim m rychlo rastie k 1. Napr. m = 6 Hammingov
n

57
(63, 57)-kéd ma informagny pomer m > 0.9.
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Hammingove kody — zhrnutie

ekédovanie Hammingovho kédu.

Nech Ze stlpce kontrolnej matice H si usporiadané tak, Ze tvoria binarne
rozvoje &isel 1,2,...,2m~ L

Prijmeme vektor w a vypo&itame jeho syndrém s = Hw.
Ak s = o, slovo w nemenime.

Ak s # o, slovo s je bindrnym rozvojom &isla i, zmenime i-ty znak
prijatého slova w. Presnejsie

w, aks=o0

5(w) = (21)

w —e;, ak s je bindrnym rozvojom ¢&isla i,

kde e; je slovo s jednotkou na mieste /.

Dekédovanie § definované v (21) opravuje jednoduché chyby. Presnejsie:
Ak sa slovo w [i&i od niektorého kédového slova v nanajvys v jednom
znaku, potom d(w) = v.
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Hammingov bindrny kéd (15,11) - zhrnutie

= O+~ O

1 23 45 6 7 8 9 A B
101 01 0 1 01
011001 100
0 0011 1100
0 0000 O0OO0OT11

—= O =

R, oo 0O

o~ O

H =R, O M
=== =T

HHEFHFOFRFOFROHOHORKOHR

== = O

Sa¢in Hv = [0,1,1,1]". Cislo (0111), v dvojkovej stistave predstavuje &islo

2+ 448 = 14. Za predpokladu, Ze sa vyskytla len jedna chyba, tdto nastala na

Strnastom bite slova v.
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Generujiica matica Hammingov bindrny koédu (15,11)

Toto je jedna z moZnych generujicich matic Hammingovho (15, 11) kédu

100 0 0 0 0 O OOOOOTI1I1
0100 00 O0OOOOTOTG OT1O0S1
0 01000 0O0O0OO0OO0OCOTI1ITT1FO0
0 001 000 0O0O0OT1 0001
0 0001 0O0O0OO0OO0OT11TO0O0OT1TTO0
G=| 00 O0O0O0OT1O0O0OO0OTUO0OT1O0T1O00O0 (22)
0 000001 O0O0OO0OTI1O0T1T11
00000001 0OO0OT1O01T10
0 00000O0O0O0OT1O010101
0 0000O0O0OOOT1TT1O0O0T1]1
L0 0 0 0 0000 OOOT1TT1 1 1]

VEimnime si, ¢ Hammingov kéd nie je systematicky, to by muselo byt
vdetkych prvych jedenast stipcov matice G linedrne nezavislych.

Jedendsty stllpec je v8ak zavisly na prvych desiatich.

Desiatku prvych linedrne nezavyslych stfpcov doplfiuje na plny po&et 11 az
dvanasty stipec.
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Generujiica matica Hammingovho bindrny kédu (15,11)

by sme overili,& matica G z rovnice (22) je skuto&ne generujiicou
maticou Hammingovho (15, 11) kodu s kontrolnou maticou H, treba
overit, & skutoéne plati G.HT = 0.

Skutocne:

[1000000000000117
010000000000101
001000000000110
000100000010001
000010000010010
000001000010100
000000100010111
000000010010110
000000001010101
000000000110011

1000000000001 111 ]
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(11x15)

(10007
0100
1100
0010
1010
0110
1110
0001
1001
0101
1101
0011
1011
0111

(1111

Linedrne kédy

00007
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000

10000

(11x4)

(15x4)
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Rozsireny Hammingov kdd

binarny kéd, ktory vznikne rozsirenim Hammingovho kédu o znak celkovej
kontroly parity. Rozsireny Hammingov kéd je (2™,2™ — m — 1)-kéd vietkych
slovv=wvivs...vom takych, Ze vivo...vom_1 je kédové slovo Hammingovho
kédua vi + v+ -+ -+ vom = 0. Jeho minimdlna vdha je 4. Tento kéd opravuje
jednoduché chyby a objavuje trojnasobné chyby.

(100017
01001
[1000000000000111] éé?gi (000007
0100000000001011 10101 00000
0010000000001101 01101 00000
0001000000100011 11101 00000
_ |0000100000100101 00011 00000
G.H" = |0000010000101001| . | 07| =|00000] =0
0000001000101111 01011 00000
0000000100101100 11011 00000
0000000010101010 00111 00000
0000000001100110 10111 00000
[0000000000011110] ot 77 1| Looooo) , o
11111
(00001

(16x5)
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