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Readlne zdroje informacie

Zdroj informéacie — Objekt (osoba, zariadenie, pristroj), ktory je schopny
na svojom vystupe produkovat nejaky signal.
Priklady:

@ C¢lovek signalizujlci baterkou znaky Morseovej abecedy

klavesnica potitaca, vysielajica 8—bitové slova

telefénny pristroj produkujici analégovy signal od 300 do 3400 Hz

(]

signal z prehrdvada kompaktnych diskov produkujdci 44000
16-bitovych vzoriek za sekundu

televizny obrazovy signal obsahujuci 25 obrazkov za sekundu

(]

Geiger-Millerova trubica produkujica jednotkové impulzy
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Readlne zdroje informacie

Zdroje informacie mézu produkovat spojity alebo diskrétny signal.
Kazdy spojity signdl vSak moZno v diskrétnych €asovych okamihoch
odmerat — diskrétne vzorkovat.

Veta (Nyquist-Shannon sampling theorem)

Pokial je vzorkovacia frekvencia aspoii dvojndsobnd ako maximaina
frekvencia signdlu, stacia tieto diskrétne vzorky na plnohodnotni
rekonstrukciu pévodného signalu.

MbZ%eme teda predpokladat, %e zdroj produkuje v €asovych okamihoch
t=t1,tat3,... signdly Xg, Xe,, Xs,, - . ., ktoré mdZeme povaZovat za
diskrétne ndhodné veli¢iny — nadobitdaji len kone&ne vela réznych
hodn6t.

Kone&nl mnoZinu réznych diskrétnych signalov produkovanych zdrojom
nazveme abecedou zdroja,
jednotlivé prvky abecedy zdroja nazveme znakmi.
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Readlne zdroje informacie

Casové okamihy t = ti, to, t3,... mdZu, ale nemusia byt pravidelné.

Je vZak vyhodné povaZovat €asovy interval medzi dvoma za sebou
nasledujicimi &asovymi okamihmi za jednotkovy — potom pracujeme
s ndhodnymi velié&inami X3, Xp, X5....

Definicia

Diskrétny nahodny proces je postupnost ndhodnych veli¢in

X=X,X,X3....
Ak X; nadobudne hodnotu a; prei =1,2,... , postupnost
d1,az,...

nazveme realizaciou ndhodného procesu X.

KaZdu konkrétnu postupnost znakov zo zdroja mdZeme povaZovat za
relizaciu niektorého ndhodného procesu X.
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Readlne zdroje informacie

Zdroje sa liSia
@ frekvenciou vysielania znakov
@ mohutnostou abecedy zdroja
@ pradepodobnostnym rozdelenim ndhodného procesu X
Treba zistit ifnorma&ni vydatnost zdroja, t.j.
@ kolko informacie produkuje zdroj za jednotku &asu
@ kolko informacie produkuje zdroj na jeden vystupny znak
Zavislost mnoZstva informacie za jednotku &asu na frekvencii je linedrna,

a preto budeme skiimat mnoZstvo informacie pripadajiice na jeden znak.

Toto zavisi nielen na mohutnosti abecedy zdroja, ale aj od rozdelenia
pravdepodobnosti ndhodnych veli&in X;.
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Matematicky model informacného zdroja

Definicia

Nech X je kone¢nd mnoZina, nech X* je mnoZina vSetkych kone¢nych
postupnosti prvkov z X vratane prazdnej postupnosti, ktori budeme
znacit symbolom e.

MnoZinu X nazveme abecedou, jej prvky znakmi abecedy X, prvky
mnoZiny X* nazveme slovami, e prazdnym slovom.

Ozna¢me X" mnoZinu vSetkych n-prvkovych postupnosti znakov z X,
jej prvky nazveme slovami dlzky n.
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Matematicky model informacného zdroja

Definicia
Nech P : X* — R je redlna nezdpornd funkcia definovand na X*
s nasledujiicimi vlastnostami:

1. Ple)=1 (1)

2. > Pl ) =1 (2)
(X1,.,Xn) EX"

3. > P(x1, .o Xn, Yotts oy Yorm) = Plxas .o x0) - (3)

(Vnt1seesYnim)EX™

Potom usporiadant dvojicu Z = (X*, P) nazveme zdrojom informacie
alebo kratko zdrojom.

Cislo P(x1,x2, . .., X,) nazveme pravdepodobnostou slova xi, ..., x,.
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Matematicky model informacného zdroja

Zaujima nas pravdepodobnost P,(y1,y ..., ym), s akou zdroj vysle slovo
Y1,¥2 ..., Ym V Case n, presnejSie v Casovych okamihoch

nn+1,....n4+m—1.

Tito pravdepodobnost vypoéitame nasledovne:

Pn()’1a}’2,...,}’m): Z P(X17X27-..,Xn—17y17y2,...,ym). (4)
(X15eeeXp—1) EXN1

Definicia
Hovorime, Ze zdroj Z = (X*, P) je stacionarny, ak pravdepodobnosti
Pi(x1,x2, ..., Xxn) nezdvisia od i,
t. j. ak pre kaZdé i a kaZdé xi,x2...,x, € X"
Pi(x1,%2, ...y Xn) = P(x1, X2, ..., Xn) -
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Matematicky model informacného zdroja

Ozname X; diskrétnu ndhodni premennt, ktora bude popisovat vyslanie

jedného znaku zo zdroja Z = (X*, P) v €ase i.

Potom jav ,v Zase i zdroj vyslal znak x* je vlastne javom [X; = x| a teda
P([Xi = x]) = Pi(x).

Vyslanie slova x1, x2, ..., x, v &ase i moZno pomocou ndhodnych veli¢in
X: modelovat ako jav

[Xi = xa] N [Xit1 = x] NN [Xipno1 = xa],
Co skratene zapiseme
[Xi = x1, Xix1 = x2, ..., Xign—1 = Xa],
z ¢oho mame

P([X, = X1,X,'+1 = X2,... ,X;+n_1 = Xn]) = P,'(Xl,XQ, e ,Xn).
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Matematicky model informacného zdroja

Definicia
Hovorime, Ze zdroj Z = (X*, P) je nezavisly, ak pre lubovolné
i, j, n, m také, Ze i+ n < j plati

P([X, =x1,Xit1 = X2, ..., Xign_1 = Xn] n
N [)<J = y15)<j+1 = Y2, '7)<j+m—l = ym]> -

= P([Xi =x1, Xit1 = X2, ..+, Xign—1 = Xn])~
P([XI :y17)<j+1 = }/2,'-'7Xj+m—1 = }/m]) =
= Pi(x1, %2, %0)-Pi(y1, ¥2, -+ Ym)-

Zdroj je nezavisly, ak vyslanie lubovolného slova v [ubovolnom &ase j
nezavisi od toho, o zdroj vyslal do €asu j.

Niekedy sa takymto zdrojom hovori aj bezpamitové.
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Entropia zdroja

Majme staciondrny zdroj Z = (Z*, P) s abecedou Z = {a1,a2,...,am}.

Vyslanie znaku v [ubovolnom €ase moZno pri staciondrnom zdroji
povaZovat za vykonanie pokusu

B={{a}.{a}..... {am}}

s pravdepodobnostami p; = P(a1), p2 = P(a2), ..., pm = P(am).

Entropia tohoto pokusu je H(B) = H(p1, p2,- .., Pm), o je strednd
hodnota informdcie ziskanej tymto pokusom.
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Entropia zdroja

Skimajme teraz informdciu, ktord dostaneme v dvoch po sebe iddcich
znakoch vyslanych zo staciondrneho zdroja Z = (Z*, P).
Prislusny pokus bude teraz

C2 = {(ahvaiz) | aj, € Zv a;, € Z} .

Pokus B mdZ%eme prezentovat aj ako

B={{a} xZ, {&}xZ, ..., {am} x Z} .
Ak definujeme D = {Z x {a1}, Z x {a2}, ..., Z x {am}}, potom
C,=BAD

H(D) = H(B) = H(p1,p2, - - Pm)-
Podla vety plati

H(C,) = H(B AD) < H(B) + H(D) = 2.H(B) .

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita

Zdroje informacie 12/39



Entropia zdroja

Teraz tito vlastnost rozsirime na n-znakové slova. Budeme postupovat
matematickou indukciou.
Predpokladajme, Ze pre pokus

C.={(an,a,...,a;,) | aj € Z, pre k=1,2,...,n}

uz plati H(C,) < n.H(B).
Pokus C, ma rovnaki entropiu ako pokus

C,={(an,ai,...,a,)x Z | aj, € Z, pre k=1,2,...,n} .

Oznaéme
C,,+1 = {(a,-l,a,-z,...,a,-nﬂ)|a,-kEZ, prek:l,2,...,n—|—1},
D = {Z'x{a}, Z"x{a}, ..., Z" x {am}},

potom H(D) = H(B) a
H(C,:1) = H(C,AD) < H(C/)+H(D) < n.H(B)+H(B) = (n+1).H(B) .
Tym sme dokazali, Ze pre vietky prirodzené n plati

H(C,) < n.H(B)
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Entropia zdroja

Vidime, Ze v pripade staciondrneho zdroja, ktory nie je nezavisly, je
. . . . , 1 . o .
priemernd entropia na jedno pismeno —H(C,) vzdy men3ia ako entropia
n
prvého pismena.

To nas vedie k my3lienke, definovat entropiu zdroja ako priemernd
entropiu na jedno pismeno pre velmi dlhé slova.

Definicia
Nech Z = (Z*, P) je zdroj informdcie. Nech existuje limita

1
H(Z)=—- lim — . Z P(x1,x2, . - . Xn)- 10go(P(x1, X2, - - - s Xn))-

n—oo n
(X15...,xn)EZ

Potom ¢&islo H(Z) nazveme entropiou zdroja Z.
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Entropia zdroja

Veta

Nech (Z*, P) je staciondrny nezdvisly zdroj. Potom

H(Z) == P(x).log, P(x).

xeZ
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Entropia zdroja

Okaz. Plati:
Z P(x1,x2,...,xn).logy(P(x1,x2,...,%n)) =
(X1,---xn)EZ
= ZP(X]).P(XQ), cee P(X,,).[Iogz P(x1) + log, P(x2) + - - - + log, P(X,,)] =
(X1,---,xn)EZ
= Z P(x1).P(x2), ..., P(xn). log, P(x1)+
(X15--,xn)EZ
+ > P(a)P(x), ..., P(xn). log, P(x2)+
(X15---xn)EZ
+ oo +
+ Z P(x1).P(x2), ..., P(xn).logy P(xn) =
(X1,---,xn)EZ
=D P(a)loga POa) . D P(x).P(x3),..., P(xa)++ - =
x1€Z (x2,---yxn)EZ
=1
= Z P(x1).log, P(x1) + Z P(x2).log, P(x2) + -+ + Z P(x3).log, P(x3) =
x1€Z x€Z x3€Z

=n. Z; P(x). logy P(x).
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Veta Shannon — Mac Millan.

" TWeta

Shannon — Mac Millan. Nech Z = (Z*, P) je staciondrny nezavisly
zdroj. Potom k [ubovolnému e > 0 existuje prirodzené &islo n(g) také,
Ze pre vietky n > n(e) je

1
P{xl,...x,, ez | ‘;.Iog2 P(x1,. .. xn) + H(Z)’ > 5} <. (5

Oznaéme )
E(n,e) = {xl,...x,, eZ"| ‘ ;.Iog2 P(x1,...xn) + H(Z)’ < E}

=H(Z)—1I(x1,...xn)

—log, P(x1,...Xxp) = I(x1,...x,) — informdcia slova (xi,...xn)
1 1

—=log, P(x1,...xn) = =1(x1,...%,) — priemernd informéacia na jeden
n n

znak slova (xg, ... Xp)

E(n,e) je mnoZina n-znakovych slov, ktorych informécia na jeden znak
sa Ii%i od H(Z) menej nez e.
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Veta Shannon — Mac Millanl.

Ve 3dn(e) také ze Vn>n(e) P(E(ne))>1-—¢
Plati:
(x1,...,xn) € E(n,e) <=
1
—e< - logy P(x1,...,xn) + H(Z) <& <
< —n(H(Z)+¢) <log, P(x1,...., %) < —n(H(Z) —¢) <=
— 27HEFE) < p(x, ..., x,) < 27 "HE)=2)

Nech |E(n,¢)| je potet prvkov v mnoZine E(n,¢).
PretoZe pravdepodobnost kazdého prvku mnoZiny E(n, ¢) je vacsia nez
27n(H(Z)+5)' je

1> P(E(n,e)) > |E(n, €)|.2—n(H(Z)+5)’

|E(n,e)| < 2"HE)+e) |
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Veta Shannon — Mac Millanl.

Na druhej strane je pravdepodobnost kazdého prvku mnoziny E(n, )
mengia nez 2~ "(H(Z)=¢) 7 ¥oho

1 - < P(E(n.€)) < |E(n,e)| 27" HE)=2),

1—e < |E(n,e)|.27"HE)=9),

(1 —¢).2"HE)=2) < |E(n, )|

Je teda

(1 —¢).2"HE)=2) < |E(n,e)| < 2nH(Z)+e)

Ku kazdému e existuje n(e) také, Ze pre vietky n > n(e) je potet
n-znakovych slov nesticich na jeden znak informaciu blizku H(Z)
aproximovatelny hodnotou 2"(H(2).

|E(n, )| ~ 213 (6)
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Veta Shannon — Mac Millan.

Sloventina pouZiva 26 pismen abecedy bez diakritiky a 15 pismen
s diakritikou 4, ¢, d, &, 1, [, 1, &, 6,6, & ¢, 0, v, %
Navy3e sa pouZivaju aj interpunkéné znamienka (Ciarka, dvojbodka,
bodkotiarka, pomlka, tivodzovky, bodka, vykri¢nik, otdznik a medzera).
Aj ked prijmeme namietku, Ze sloventina by vystatila bez pismen q, w, x,
potrebuje jej abeceda Z minimdlne 40 znakov. (A to edte nepouZivame
velké pismend.)
Entropia sloven&iny ur&ite neprevysi &islo 2.
Potet vietkych 8-znakovych slov abecedy Z je teda 408, |E(8,¢)|
odhadneme na 282 = 216,
216 s

Je 208 = 6.10
MnoZina E(8,¢) vyznamnych 8-znakovych slov obsahuje priblizne 6
miliéntin percenta poctu vietkych 8-znakovych slov.
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Produkt informac&nych zdrojov

Definicia

Majme dva informaéné zdroje Z; = (A*, P1), 2> = (B*, P>). Produktom
zdrojov Zi1, 2, nazveme zdroj Z1 X Z, = ((A x B)*, P), kde (A x B) je

kartezidnskym su¢inom mnoZin A a B a kde

Ple) = 1

:D((a17 b1)7 (az, bz)7 ey (an, bn)) = P(a1, az,..., a,,).P(b1, bz, PN

pre lubovolné a; € A, b; € B, i,j € {1,2,...,n}.

7b")

Pre pravdepodobnosti zdroja musi platit

1. P(e) = 1
2. E P(xty...,xa) = 1
(X15e-0s Xxp)EXN
3. E P(X1,y .y Xny Yot1s- ooy Ynim) = P(xi,...
(Ynt1s--sYntm)EX™
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Produkt informac&nych zdrojov

Veta

Produkt zdrojov Z1, Z» je korektne definovany, t. j. pre pravdepodobnost P
plati (1), (2), (3) z definicie zdroja.

Dokaz.

Vztahy (1), (2), (3) z definicie zdroja prepi¥eme nasledovne:

1. Ple)=1 (10)

2. Z P((a1,bl),(az,bz),...,(an,bn)) =1 (11)
(a1,b1),--s (an,bn)E(AXB)"

3. Z P((317b1)7(327b2)7""(an7bn)7(pl7q1)a"'v(pfmqm)) =

(P15q1)5--+5(PmsGm) E(AX B)™

= P((a1,b1),(az,b2),...,(an,bn)) (12)

Prvy vztah vyplyva z definicie zdroja Z; x Z,.
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Produkt informac&nych zdrojov

Dokazeme platnost druhého vztahu.

> P((an, b), (a2, b2), . ., (an, bn)) =
(a1,b1)s--+» (an,bn)E(AXB)"

= > P(a,a,...,20).P(b1, b, ..., by)

(a1,b1),-.-,(an,bn)E(AX B)"

= > P(a1, a2, ..., an). > P(bi, by, ..., b)) =11=1

(a1,a2,...,an)EAN (b1,by,...,bp)EB"

DokaZeme platnost tretieho vztahu.

Z P((alv b1)7 (327 b2)7 ERR) (3”7 bﬂ)7 (p17 q1)7 BN (Pm, qm)) =

= Z Z P(al,...,an,ph.,,,pm).P(bl,...,b,,,ql,,..7pm)—

P1P2---PmEA™ q1G2...qmEB™

= Z P(al,---,an,Pl,”qpm) Z P(bly---,bn,q17~~~7pm):

P1P2...PmEA™ q1G2...qm€EB™

= P(al,ag,. . .,an) . P(b1, bz,. . .,bn) = :D((a17 bl),(az,bz), .. .,(a,,,b,,)) .
O 23/39
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Produkt informac&nych zdrojov

Veta
Majme dva informaéné zdroje Z1, Z> s entropiami H(Z1), H(Z2). Potom pre
entropiu zdroja Z, X Z» plati

H(Z1 X Zz) = H(Zl) + H(ZQ) . (13)
Dokaz.
H(Zl X ZQ) =
1
= Jim = > P((a1,b1), .- (an, bn)).logy P((a1, b1), - .-, (an, bn)) =
(a1,b1),...,(an,bn)E(AX B)"
1
_n|—|>rgo; > {P(al,...,an).P(bl,...,bn).

(a1,b1)5--+s (an,bn)€(AXB)"

. [logy P(a1, ..., an) + logy, P(b1,. .., bn)] } =
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Produkt informac&nych zdrojov

.1
:nlggoz Z P(a1,...,an).P(b1,...,by).log, P(ay,...,an) +
(a1,b1),--+(an,bn) E(AX B)"

+ > P(ai,...,an).P(bs,. .., by).log, P(bx,...,by)| =
(a1,b1)s--y (an,bn)E(AXB)"

o1
:nl'ﬂoﬁ Z P(a1,...,an).log, P(a1,...,an) . Z P(b1,...,bn)+

aj,...,an€A" by,...,bhEB"
=1
+ > P(bi,....by)logy P(br,....by) . > Plar,...,a,) | =
bi,...,bpeB" a,...,an€A"
=1
.1
:nango; Z P(ai,...,an).log, P(a1,...,an)+
..... ap AN
1
+ lim = Z P(by, ..., by)logy, P(b1,. .., by) = H(Z1) + H(Z).
neo by,...,bpEB"
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Produkt informac&nych zdrojov

Nech Z = (A*, P) je informa&ny zdroj. Definujme
Z2=ZxZ

a dalej indukciou
Z"=2"1x2Z.

Zdroj 2" =Z x Z X --- X Z je zdroj s abecedou A”".
~—_——

n-krat
Pouzitim predchadzajlicej vety a matematickej indukcie dostaneme:

Veta
Nech Z je informaé&ny zdroj s entropiou H(Z). Potom pre entropiu
H(Z™) zdroja Z" plati

H(Z") = n.H(Z)

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Zdroje informacie 26/39



ZdruZenie k znakov zdroja do k-znakovych slov

Definicia

Nech Z = (A", P). Oznaéme Zy = ((A*)*, Py) zdroj s abecedou A*, kde

Puy(a1,az,...,a,) pre a; € AX a; = apajo . .. ai je definované ako

P(k)(al, az,... ,a,,) = P(au, A2, ..., A1k, d21, 322y« -y @2ky -+ 5Anl, An2y ...y ank)
ap a aj

Informagny zdroj 2,y vznikne z informaéného zdroja Z tak, Ze zo zdroja Z

budeme odoberat kazdy k-ty okamih celé vystupné slovo dfiky k v pbvodnej
abecede, pritom budeme vystupné k-znakové slova brat ako znaky novej
abecedy.
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ZdruZenie k znakov zdroja do k-znakovych slov

Veta

Nech Z je informa&ny zdroj s entropiou H(Z). Potom pre entropiu H(Z())

zdroja Zy plati
H(Z4) = k.H(Z)

Dokaz.
Plati

. 1
H(Z(k))Znh";; Z Piy(ai,az,...,a,) =

= lim = E P(an,...,alk,agl,...,agk,...,anl,...,a,,k):
a;j€A pre 1<i<n, 1<j<k

1
= lim = Z P(x1, X2y« y Xnk) =

— k| im 2 > Pla %, xk) | = kH(2)
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