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Rovinné grafy

Definicia
Diagram grafu v rovine nazveme rovinny, ak sa jeho hrany nepretinaju

nikde inde okrem vrcholov.
Graf G = (V, H) nazveme rovinny, ak k nemu existuje rovinny diagram.
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Rovinné grafy

" Definicia
Diagram grafu v rovine nazveme rovinny, ak sa jeho hrany nepretinaju

nikde inde okrem vrcholov.
Graf G = (V, H) nazveme rovinny, ak k nemu existuje rovinny diagram.

V niektorej slovenskej literatire sa namiesto terminu rovinny graf pouZiva
termin planarny graf.

Obr.: Dva diagramy toho istého grafu G = (V, H),
kde V ={1,2,3,4}, H={{1,2} {1,3}.{1,4}, {2,3}.{2,4}.{3,4}}.
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Stena rovinného grafu

Definicia

Stenou rovinného diagramu nazveme maximalnu &ast roviny, ktorej
lubovolné dva body moZno spojit stivislou iarou nepretinajicou Ziadnu
hranu diagramu.

Jedna stena rovinného diagramu.
Aj €ast roviny ohrani¢end hranami {4,5}, {5,6}, {6,4} je stena.
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Stena rovinného grafu

Mdme steny dvoch druhov — prive jedna stena je neohrani¢end, a nazyva
sa vonkajsia stena. Ostatné steny sa nazyvaji vnitorné.

Poznamka

VSimnime si este, Ze vrcholy a hrany diagramu, ktoré vymedzujii
ktortikolvek stenu, tvoria , cyklus“.

V diagrame v3ak vidime aj také hrany — sti to hrany {4,7}, {4,8} -
ktoré nevymedzujud Ziadnu stenu.

Hrana vymedzuje niektorti stenu prave vtedy, ked leZi aspofi na jednom
cykle.

Viyligenim ktorejkolvek hrany leZiacej na cykle klesne po&et stien
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i Eulerova polyedricka formula

—1 Veta
Eulerova polyedricka formula. Nech G = (V, H) je sdvisly rovinny

graf, nech S je mnoZina stien jeho rovinného diagramu. Potom plati:

S| = |H| = V| +2. (1)

DOKAZ.
Matematickou indukciou podla po&tu |S| stien rovinného grafu.
Pre |S| = 1 sdvisly graf G neobsahuje Ziadny cyklus — G je strom.

V strome je |H| = |V| — 1.
Potitajme: |H|—|V|+2=(|V|-1)—|V|+2=1.
Pre |S| =1 mdme

1=1S|=|H|-|V|+2
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Eulerova polyedricka formula

re |S| =2

Odstranenim jednej hrany h cyklu zru$ime aj jednu stenu
Dostaneme tak rovinny stvisly graf G’ = (V, H'), kde

H = H-—{h}
|H'| = [H[-1
S = |S|-1=2-1=1

s pottom stien
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Eulerova polyedricka formula

re |S| =2

Odstranenim jednej hrany h cyklu zrusime aj jednu stenu.

Dostaneme tak rovinny suvisly graf G’ = (V, H'), kde
H' = H-{h}
H'| = [H-1

s po¢tom stien |S’] IS|]-1=2-1=1

Pre pripad s jednou stenou platilo
1=|8|=|H|-|V|+2.
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Eulerova polyedricka formula

re |S| =2

Odstranenim jednej hrany h cyklu zrusime aj jednu stenu.
Dostaneme tak rovinny stvisly graf G’ = (V, H'), kde

H = H-{n
Ml = JH-1
s po¢tom stien |§'| = |§|-1=2-1=1

Pre pripad s jednou stenou platilo
1=|8|=|H|-|V|+2.

! !
1+1=|S|+1 = |H|+1—-|V|+2
2=1S| = |H|-|V|+2
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Eulerova polyedricka formula

ech veta plati pre vietky grafy s pottom stien |S’|.
Majme graf s pottom stien |S| = |S'| + 1

Odstranenim jednej hrany h cyklu zrusime aj jednu stenu.
Dostaneme tak rovinny sivisly graf G’ = (V, H'), kde

!
H = H-{h}
!
|Hl = [HI-1
¥ . !
s po¢tom stien |S'| = |S|-1
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Eulerova polyedricka formula

ech veta plati pre vietky grafy s pottom stien |S’|.
Majme graf s pottom stien |S| = |S'| + 1

Odstranenim jednej hrany h cyklu zrusime aj jednu stenu.
Dostaneme tak rovinny sdvisly graf G’ = (V, H'), kde

H = H-{h
Wl = W -1
s pottom stien |S'| = |S|—1

Pre pripad s |S’| stenami platilo
|S'| = |H'| —|V| +2.

|S'|+1 [H'|4+1—|V|+2
IS| = [HI-|V|[+2
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Maximum poctu hran rovinného grafu

Veta
Nech G = (V, H) je maximdlny rovinny graf s mnoZinou vrcholov V,

kde |V| > 3. Potom
|H =3-|V|-6. (2)

DOKAZ.
V maximalnom rovinnom grafe s mnoZinou vrcholov V musi byt kaZd4

stena trojuholnikom.
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Maximum poctu hran rovinného grafu

eby niektord vnutorna stena nebola trojuholnikom
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Maximum poctu hran rovinného grafu

by niektorad vnitorna stena nebola trojuholnikom

Keby vonkaj$ia stena nebola trojuholnikom
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Maximum poctu hran rovinného grafu

by niektorad vnitorna stena nebola trojuholnikom
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Maximum poctu hran rovinného grafu

KaZd3 stena urluje 3 hrany. Keby trojuholniky
boli disjunktné (kazda hrana len v jednom
trojuholniku) potom by sme na ich vytvorenie
potrebovali 3.|S| hran.

Ked'?e ka?da hrana je prave v dvoch stenach je
po&et hran rovinnom grafe s max. po&tom hran

3
H = 2.
H = 518l
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Maximum poctu hran rovinného grafu

Kazda stena urluje 3 hrany. Keby trojuholniky
boli disjunktné (kazdé hrana len v jednom
trojuholniku) potom by sme na ich vytvorenie
potrebovali 3.|S| hrén.

Ked'?e ka?d4 hrana je prave v dvoch stendch je
po&et hran rovinnom grafe s max. po&tom hran

H = 515

wlin Nl w

S| = 3 -IHI

ZEXN
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Maximum poctu hran rovinného grafu
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A Eulerova polyedrickd formula
Z=—~—\\ S = - IVI+2
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SHL = IH = V] +2
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Maximum poctu hran rovinného grafu

KaZd3 stena urluje 3 hrany. Keby trojuholniky
boli disjunktné (kazdé hrana len v jednom
trojuholniku) potom by sme na ich vytvorenie
potrebovali 3.|S| hrén.

Ked'?e ka?d4 hrana je prave v dvoch stendch je
po&et hran rovinnom grafe s max. po&tom hran

H = 515

wlin Nl w

S| = 3 -IHI

A Eulerova polyedrickd formula
Z=—~—\\ S = - IVI+2

2

SHL = IH = V] +2
1

V-2 = 5-IH
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Maximum poctu hran rovinného grafu

KaZd3 stena urluje 3 hrany. Keby trojuholniky
boli disjunktné (kazdé hrana len v jednom
trojuholniku) potom by sme na ich vytvorenie
potrebovali 3.|S| hrén.

Ked'?e ka?d4 hrana je prave v dvoch stendch je
po&et hran rovinnom grafe s max. po&tom hran

3
H = =
H = 518
2
sl = 51
/A Eulerova polyedrickd formula
/Z=~—~\\ Sl = 1MV +2
2
SUHL = M= (V] +2
1
VI-2 = <A
|[H = 3-|V|—6
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Maximum poctu hran rovinného grafu

Désledok
V kaZdom rovinnom grafe G = (V, H), kde V > 3, je

|H <3-|V| —6.
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Up/ny graf Ks nie je rovinny

Up/ny graf s piatimi vrcholmi Ks nie je rovinny.

Veta J

DOKAZ.

Uplny graf Ks ma 5 vrcholov a (5 - 4)/2 = 10 hran.
Keby bol rovinny mohol, by mat najviac 3-|V|—-6=3-5—-6 =9 hran.
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Up/ny graf Ks 3 nie je rovinny

" TWeta

Up/ny bipartitny graf K3 3 nie je rovinny. J

3L
2N
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Predpokladajme, Ze graf K33 je rovinny.
Potom jeho diagram neobsahuje ani jeden trojuholnik —
t. j. v8etky steny st aspoi $tvoruholniky.
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Predpokladajme, Ze graf K33 je rovinny.
Potom jeho diagram neobsahuje ani jeden trojuholnik —
t. j. v8etky steny st aspoi $tvoruholniky.

Nech diagram grafu K33 ma |S| stien.




Up/ny graf Ks 3 nie je rovinny

" TWeta

Up/ny bipartitny graf K3 3 nie je rovinny.

DOKAZ. . . o
Predpokladajme, Ze graf K33 je rovinny.

Potom jeho diagram neobsahuje ani jeden trojuholnik —
t. j. v8etky steny st aspoi $tvoruholniky.

Nech diagram grafu K33 ma |S| stien.

Ak by vSetky Stvor- a viac-uholniky boli disjunktné
potrebovali by sme na ich konstrukciu aspofi 4.|S| hran.
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Up/ny graf Ks 3 nie je rovinny

" TWeta

Up/ny bipartitny graf K3 3 nie je rovinny.

DOKAZ. . . o
Predpokladajme, Ze graf K33 je rovinny.

Potom jeho diagram neobsahuje ani jeden trojuholnik —
t. j. v8etky steny st aspoi $tvoruholniky.

Nech diagram grafu K33 ma |S| stien.

Ak by vSetky Stvor- a viac-uholniky boli disjunktné
potrebovali by sme na ich konstrukciu aspofi 4.|S| hran.
PretoZe v8ak v diagrame je kaZzda hrana v dvoch
viac-uholnikoch, potrebujeme aspoi 4.|5|/2 = 2.|5] hran,

t. ). |H| > 2|S|
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" TWeta

Up/ny bipartitny graf K3 3 nie je rovinny.
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viac-uholnikoch, potrebujeme aspoi 4.|5|/2 = 2.|5] hran,

t ). |H > 2s|
H| > 2-|S| =2 |H|—2-|V|+2-2
~—~

=|H|—|V|+2
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Up/ny graf Ks 3 nie je rovinny

" TWeta

s

Uplny bipartitny graf K33 nie je rovinny.

DOKAZ. . . o
Predpokladajme, Ze graf K33 je rovinny.

Potom jeho diagram neobsahuje ani jeden trojuholnik —
t. j. v8etky steny st aspoi $tvoruholniky.
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t.j. [H| > 2|S|
H| > 2-|S| =2 |H|—2-|V|+2-2
~—
=|H|—|V|+2
—H| > =2 V| +4
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Up/ny graf Ks 3 nie je rovinny

Graf K33 m3 9 hran. Ked'Ze m3 6 vrcholov a jeho diagram
neobsahuje ani jeden trojuholnik.

Ak by bol rovinny, mé%e mat najviac 2.6 — 4 = 8 hran —
graf K33 nemdze byt rovinny.
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Up/ny graf Ks 3 nie je rovinny

Graf K33 m3 9 hran. Ked'Ze m3 6 vrcholov a jeho diagram
neobsahuje ani jeden trojuholnik.

Ak by bol rovinny, mé%e mat najviac 2.6 — 4 = 8 hran —
graf K33 nemdze byt rovinny.

Definicia
Hovorime, Ze graf G’ = (V', H') vznikol z grafu G(V, H) rozpolenim
hrany h € H, ak

V' =V U{x} kdex¢gV,

H' = (M= {{u,v}}) U {{u, x}, {x, v}} kde h = {u, v},
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Up/ny graf Ks 3 nie je rovinny

Graf K33 m3 9 hran. Ked'Ze m3 6 vrcholov a jeho diagram
neobsahuje ani jeden trojuholnik.

Ak by bol rovinny, mé%e mat najviac 2.6 — 4 = 8 hran —
graf K33 nemdze byt rovinny.

Definicia
Hovorime, Ze graf G’ = (V', H') vznikol z grafu G(V, H) rozpolenim
hrany h € H, ak

V' =V U{x} kdex¢gV,

H = (M= {{u,v}}) U {{u, x}, {x, v}} kde h={u, v},
Hovorime, Ze grafy G(V,H), G' = (V', H') si homeomorfné, ak si

izomorfné, alebo ak konecnym po&tom rozpolovani ich hran méZeme
z nich dostat izomorfné grafy.
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Homeomorfné grafy

VA,

a) Graf G b) Graf G
. Homeomorfné grafy.
Graf G vznikol z grafu G rozpolenim hrany {1, 4}.
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Kuratowského veta

Veta

Kuratowski. Graf G je rovinny prave vtedy, ked ako podgraf neobsahuje
graf homeomorfny s Ks alebo K3 3.

Q9—O0—0C0—10—0

—o0—o0—

a) Graf homeomorfny s Ks b) Graf homeomorfny s K3 3
Dva prototypy nerovinnych grafov.
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Problém farbenia map

roblém farbenia map:
Zafarbit $taty politickej mapy minimalnym po&tom farieb tak, aby Ziadne
dva taty so spolo&nou hranicou neboli tej istej farby.

Grafovy model pre problém farbenia mép.
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Problém farbenia map

roblém farbenia map:
Zafarbit $taty politickej mapy minimalnym po&tom farieb tak, aby Ziadne
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Grafovy model pre problém farbenia mép.
a) kazdému ¥tatu i moru priradime vrchol grafu,
b) pospdjame vrcholy susednych statov,
c) diagram vysledného grafu.
Problém farbenia map sme previedli na problém:
Zafarbit vrcholy grafu minimalnym po&tom farieb tak, aby yZiadne dva
susedné vrcholy neboli tej istej farby.

N
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Chromatické &islo a k-zafarbitelnost

Definicia
Zafarbenie grafu je funkcia, ktord kaZdému vrcholu grafu priraduje
farbu.
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Definicia
Zafarbenie grafu je funkcia, ktord kaZdému vrcholu grafu priraduje
farbu.

Zafarbenie, ktoré Ziadnym dvom susednym vrcholom neprirad uje tui ist
farbu nazveme pripustnym zafarbenim.

Graf G = (V, H) nazveme k-zafarbitelnym, ak jeho vrcholy moZno
pripustne zafarbit k farbami (t. j. tak, aby Ziadne dva susedné vrcholy
neboli zafarbené rovnakou farbou.)

Chromatické &islo grafu je najmensie prirodzené &islo k také, Ze graf G
Jje k-zafarbitelny.

Chromatické &islo grafu G budeme zna¢it symbolom x(G).
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Heuristiky pre farbenie grafu

Veta J

Problém zafarbit graf s minimdlnym po&tom farieb je NP-taZky.
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Heuristiky pre farbenie grafu

Veta
Problém zafarbit graf s minimdlnym po&tom farieb je NP-taZky.

Algoritmus

Sekventné farbenie grafu.
@ Krok 1. Nech P = v, v, ..., v, je lubovolnd postupnost vrcholov
grafu G = (V,H).

@ Krok 2. Postupne pre i = 1,2,...,n urob:
Zafarbi vrchol v; farbou najmensieho &isla takou, Ze Ziaden zo
zafarbenych susedov vrchola v; nie je zafarbeny touto farbou. &

<
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Horny odhad chromatického &isla grafu

Veta

Algoritmus na sekven&né farbenie grafu potrebuje na zafarbenie
lubovolného grafu najviac

max{deg(v) | ve V}+1

farieb.
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Horny odhad chromatického &isla grafu

Veta

Algoritmus na sekven&né farbenie grafu potrebuje na zafarbenie
lubovolného grafu najviac

max{deg(v) | ve V}+1

farieb.

Désledok
Pre chromatické &islo x(G) lubovolného grafu G plati:

Xx(G) <1+ max{deg(v)|ve V}
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Farbenie rovinnych grafov a farbenie map

3

Problém farbenia politickej mapy vedie na problém zafarbenia rovinného
grafu minimalnym po&tom farieb.
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Farbenie rovinnych grafov a farbenie map

T Veta
Appel, Haken, 1976. KaZdy rovinny graf je 4-zafarbitelny. J
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Farbenie rovinnych grafov a farbenie map

~ TWeta
Appel, Haken, 1976. KaZdy rovinny graf je 4-zafarbitelny.

Poznamka
@ Dlho pred dokdzanim tejto vety sa vedelo, Ze kaZdy rovinny graf je
5-zafarbitelny.
Nenasiel sa vsak Ziaden rovinny graf G s chromatickym &islom

x(G) =5.
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Farbenie rovinnych grafov a farbenie map

~ TWeta
Appel, Haken, 1976. KaZdy rovinny graf je 4-zafarbitelny.

Poznamka

@ Dlho pred dokdzanim tejto vety sa vedelo, Ze kaZdy rovinny graf je
5-zafarbitelny.
Nenasiel sa vsak Ziaden rovinny graf G s chromatickym &islom
x(G) =5.

@ Veta o 4-zafarbitelnosti rovinnych grafov je jedna z prvych, na
dokazanie ktorej bol pouZity pocitac.
Po¢itatovy postup navrhol pévodne Heesch, Appel a Haken
zredukovali problém na skontrolovanie viac ako 1900 konfigurdcii.
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Appel, Haken, 1976. KaZdy rovinny graf je 4-zafarbitelny.

Poznamka

@ Dlho pred dokdzanim tejto vety sa vedelo, Ze kaZdy rovinny graf je

5-zafarbitelny.

Nenasiel sa vsak Ziaden rovinny graf G s chromatickym &islom

x(G) =5.

@ Veta o 4-zafarbitelnosti rovinnych grafov je jedna z prvych, na

dokazanie ktorej bol pouZity pocitac.

Po¢itatovy postup navrhol pévodne Heesch, Appel a Haken
zredukovali problém na skontrolovanie viac ako 1900 konfigurdcii.

@ Na vyrieSenie problému sa spotrebovalo viac ako 1200 hodin

strojového &asu.
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Farbenie rovinnych grafov a farbenie map

" TWeta

Appel, Haken, 1976. KaZdy rovinny graf je 4-zafarbitelny.

Poznamka

@ Dlho pred dokdzanim tejto vety sa vedelo, Ze kaZdy rovinny graf je
5-zafarbitelny.
Nenasiel sa vsak Ziaden rovinny graf G s chromatickym &islom
x(G) =5.

@ Veta o 4-zafarbitelnosti rovinnych grafov je jedna z prvych, na
dokazanie ktorej bol pouZity pocitac.
Po¢itatovy postup navrhol pévodne Heesch, Appel a Haken
zredukovali problém na skontrolovanie viac ako 1900 konfigurdcii.

@ Na vyrieSenie problému sa spotrebovalo viac ako 1200 hodin
strojového &asu.

@ Dnes su pocitace takmer o tri rady rychlejSie, ale aj tak by tento

stamision paticn, WYROGEL VyZadoval vypoCtovy Cas merany v hodinach.
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Paralelné farbenie grafu

Algoritmus

Paralelné farbenie grafu.

@ Krok 1. Zorad vrcholy grafu G = (V, H) do postupnosti
P =1, va,...,V, podla stupfia vrchola nerastiico.

Inicializuj mnoZinu farieb F := {1}, j := 1.
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@ Krok 2. Postupne s prvkami vy, va, ..., v, postupnosti P urob:

Ak vrchol v; nie je zafarbeny a nema suseda zafarbeného farbou j,
tak ho farbou j zafarbi.
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Algoritmus

Paralelné farbenie grafu.

@ Krok 1. Zorad vrcholy grafu G = (V, H) do postupnosti
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@ Krok 2. Postupne s prvkami vy, va, ..., v, postupnosti P urob:
Ak vrchol v; nie je zafarbeny a nema suseda zafarbeného farbou j,
tak ho farbou j zafarbi.

@ Krok 3. Ak si vSetky vrcholy postupnosti P zafarbené, STOP.
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Paralelné farbenie grafu

Algoritmus

Paralelné farbenie grafu.

@ Krok 1. Zorad vrcholy grafu G = (V, H) do postupnosti
P =1, va,...,V, podla stupfia vrchola nerastiico.

Inicializuj mnoZinu farieb F .= {1}, j := 1.

@ Krok 2. Postupne s prvkami vy, va, ..., v, postupnosti P urob:
Ak vrchol v; nie je zafarbeny a nema suseda zafarbeného farbou j,
tak ho farbou j zafarbi.

@ Krok 3. Ak si vSetky vrcholy postupnosti P zafarbené, STOP.

@ Krok 4. Ak nie sti vsetky vrcholy postupnosti P zafarbené, zvys
pocet farieb, t. j. j:=j+1, F := FU{j} a GOTO Krok 2.

&

<
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LDF (Largest Degree First) farbenie grafu

Nasledujici algoritmus je v podstate sekvenény algoritmus, ktory si viak
v priebehu vypoétu stanovuje, ktorému z vrcholov sa bude pridelovat
najniZ8ia pridelitelna farba.

Algoritmus

Farbenie grafu LDF (Largest Degree First).
Pre el tohto algoritmu definujeme farebny stuperi vrchola v ako pocet
réznych farieb, ktorymi sd zafarbeni susedia vrchola v.

@ Krok 1. Zo vsetkych nezafarbenych vrcholov s najva&sim stupfiom
vyber vrchol v s najva&sim farebnym stupriom.
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LDF (Largest Degree First) farbenie grafu

Nasledujici algoritmus je v podstate sekvenény algoritmus, ktory si viak
v priebehu vypoétu stanovuje, ktorému z vrcholov sa bude pridelovat
najniZ8ia pridelitelna farba.
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Farbenie grafu LDF (Largest Degree First).
Pre el tohto algoritmu definujeme farebny stuperi vrchola v ako pocet
réznych farieb, ktorymi sd zafarbeni susedia vrchola v.

@ Krok 1. Zo vsetkych nezafarbenych vrcholov s najva&sim stupfiom
vyber vrchol v s najva&sim farebnym stupriom.

@ Krok 2. Prirad vrcholu v farbu najniZieho mozného &isla.

® Ak si vSetky vrcholy zafarbené, STOP. Inak GOTO Krok 1.

&
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Aplikacie

Aplikacie

@ Priradovanie radiovych frekvencii
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