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Sled, tah, cesta

Definicia
Nech G = (V, H) je graf.

Sled (vi—v sled) v grafe G je lubovolnd alternujiica (striedavd)
postupnost vrcholov a hrdn tvaru

“(Vla Vk) = (V17 {V17 V2}a V2, {V27 V3}7 V3,..., {Vk—17 Vk}? Vk)'

(1)
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Sled, tah, cesta

Definicia
Nech G = (V, H) je graf.

Sled (vi—v sled) v grafe G je lubovolnd alternujiica (striedavd)
postupnost vrcholov a hrdn tvaru

IJ'(Vla Vk) = (Vlv {V17 VZ}, V2, {V27 V3}7 V3, .0y {Vk—17 Vk}a Vk)' (1)

Tah (vi—vk tah) v grafe G je taky vi—vi sled v grafe G, v ktorom sa
Ziadna hrana neopakuje.
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Sled, tah, cesta

Definicia
Nech G = (V, H) je graf.

Sled (vi—vy sled) v grafe G je lubovolnd alternujiica (striedavd)
postupnost vrcholov a hrdn tvaru

“(Vla Vk) = (V17 {V17 VQ}a V2, {V27 V3}7 V3, .0y {Vk—lu Vk}a Vk)' (1)

Tah (vi—vk tah) v grafe G je taky vi—vi sled v grafe G, v ktorom sa
Ziadna hrana neopakuje.

Cesta (v;—v, cesta) v grafe G je taky vi—v sled v grafe G, v ktorom sa
Ziaden vrchol neopakuje.
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Sled, tah, cesta

Definicia
Nech G = (V, H) je graf.

Sled (vi—vy sled) v grafe G je lubovolnd alternujiica (striedavd)
postupnost vrcholov a hrdn tvaru

“(Vla Vk) = (V17 {V17 VQ}a V2, {V27 V3}7 V3, .0y {Vk—lu Vk}a Vk)' (1)

Tah (vi—vk tah) v grafe G je taky vi—vi sled v grafe G, v ktorom sa
Ziadna hrana neopakuje.

Cesta (v;—v, cesta) v grafe G je taky vi—v sled v grafe G, v ktorom sa
Ziaden vrchol neopakuje.

Pripustame aj tzv. trividlny sled, pre k = 1, t. j. sled tvaru (v1).
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Orientovany sled, orientovany tah, orientovana cesta

Definicia
Nech G = (V, H) je digraf.

Orientovany sled (orientovany vi—v,sled) v digrafe ¢ Jje lubovolnd
alternujiica (striedavd) postupnost vrcholov a hran tvaru

p(vi, vi) = (vi, (vi, v2), va, (v, vs), v oo (Vi—1, vi)s vie) - (2)
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Orientovany sled, orientovany tah, orientovana cesta

Definicia
Nech G = (V, H) je digraf.

Orientovany sled (orientovany vi—v,sled) v digrafe 8 Jje lubovolng
alternujiica (striedavd) postupnost vrcholov a hrdn tvaru

p(vi, vi) = (vi, (vi, v2), va, (v, vs), v oo (Vi—1, vi)s vie) - (2)

Orientovany tah v digrafe 8 Je taky orientovany vi—vy sled v digrafe
, vV ktorom sa Ziadna hrana neopakuje.
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Orientovany sled, orientovany tah, orientovana cesta

Definicia
Nech G = (V, H) je digraf.

Orientovany sled (orientovany vi—v,sled) v digrafe 8 Jje lubovolng
alternujiica (striedavd) postupnost vrcholov a hrdn tvaru

p(vi, vi) = (vi, (vi, v2), va, (v, vs), v oo (Vi—1, vi)s vie) - (2)

Orientovany tah v digrafe 8 Jje taky orientovany vi—vy sled v digrafe
, vV ktorom sa Ziadna hrana neopakuje.

Orientovana cesta v digrafe 8 je taky orientovany vy—vy sled v digrafe
, vV ktorom sa Ziaden vrchol neopakuje.
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Polosled, polotah, polocesta

Definicia
Nech 8 = (V, H) je digraf.

Polosled (vi—v, polosled) v digrafe ¢ Jje lubovolnd alternujiica
(striedavd) postupnost vrcholov a hran tvaru

p(vi, vi) = (vi, hi, vo, oy ooy Vieea, i, vi),

v ktorej je kaZda hrana h; incidentnd s obomi susednymi vrcholmi v;, vii1
tak, Ze jeden z nich je zaliato¢nym a druhy koncovym vrcholom hrany h.
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Polosled, polotah, polocesta

Definicia
Nech 8 = (V, H) je digraf.

Polosled (vi—v, polosled) v digrafe ¢ Jje lubovolnd alternujica
(striedavd) postupnost vrcholov a hran tvaru

p(vi, vi) = (vi, hi, vo, oy ooy Vieea, i, vi),

v ktorej je kaZda hrana h; incidentnd s obomi susednymi vrcholmi v;, vii1
tak, Ze jeden z nich je zaliato¢nym a druhy koncovym vrcholom hrany h.

Polotah (v;—v, polotah) v digrafe ¢ Jje taky vi—vy polosled v digrafe
, vV ktorom sa Ziadna hrana neopakuje.
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Polosled, polotah, polocesta

Definicia
Nech 8 = (V, H) je digraf.

Polosled (vi—v, polosled) v digrafe ¢ Jje lubovolnd alternujiica
(striedavd) postupnost vrcholov a hran tvaru

p(vi, vi) = (vi, hi, vo, oy ooy Vieea, i, vi),

v ktorej je kaZda hrana h; incidentnd s obomi susednymi vrcholmi v;, vii1
tak, Ze jeden z nich je zaliato¢nym a druhy koncovym vrcholom hrany h.

Polotah (v;—v, polotah) v digrafe ¢ Jje taky vi—vy polosled v digrafe
, vV ktorom sa Ziadna hrana neopakuje.

Polocesta (vi—vi polocesta) v digrafe 8 Je taky vi—vy polosled

v digrafe 8 v ktorom sa Ziaden vrchol neopakuje.
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Sledy, tahy, cesty

anglickej literatdre sa pre sled, tah a cestu pouZivaji terminy walk,
trail a path (av3ak nejednotne, podobne ako v nagej slovenske;j
literatire).

Obr.: Sled, tah a cesta v grafe.

a) 1-3 sled: (1,{1,2},2,{2,5},5,
{5,6},6,{6,5},5.{5,7},7,{7,6},6,{6,5},5,{5,2},2,{2,3},3).
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Sledy, tahy, cesty

anglickej literatdre sa pre sled, tah a cestu pouZivaji terminy walk,
trail a path (av3ak nejednotne, podobne ako v nagej slovenske;j
literatire).

Obr.: Sled, tah a cesta v grafe.

b) 1-3 tah: (1,{1,2},2,{2,5},5,{5,6},6,{6,7},7,{7,5},5,{5, 3}, 3).
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Sledy, tahy, cesty

anglickej literatdre sa pre sled, tah a cestu pouZivaji terminy walk,
trail a path (av3ak nejednotne, podobne ako v nagej slovenske;j
literatire).

Obr.: Sled, tah a cesta v grafe.

c) 1-3 cesta: (1,{1,4},4,{4,6},6,{6,7},7,{7,5},5,{5,3},3).
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Sledy, cesty tahy

1 2 3 4 5 1 2 3 4

a) b)

Obr.: Orientovana cesta a polocesta v digrafe.
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Sledy, cesty tahy

1 2 3 _4 5 1 _2 3 4 5 6
a) b)

Obr.: Orientovana cesta a polocesta v digrafe.

a) 1-5 orientovana cesta: (1,(1,2),2,(2,3),3,(3,4),4,(4,5),5).
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Sledy, cesty tahy

1 2 3 _4 5 1 _2 3 4 5 6
a) b)

Obr.: Orientovana cesta a polocesta v digrafe.

b) 1-6 polocesta: (1,(1,2),2,(3,2),3,(4,3),4,(4,5),5,(5,6),6).
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Sledy, cesty tahy

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

a) b)

Obr.: Orientovand cesta a polocesta v digrafe.

V pripadoch, kedy neddjde k nedorozumeniu, pripustime v grafoch
a digrafoch namiesto

(v, vie) = (v, by, va, oy oo vieen, Bi—, Vi),
aj skrateny zapis sledu v tvare
I’L(V].? Vk) = (Vla V2, Vk))

stale vak budeme sled povaZovat za postupnost vrcholov a hran.
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Uzavrety sled

Definicia
Sled (polosled, tah, polotah)
w(vi, vik) = (vi, b1, vo, oy oo v, B, i)

nazveme uzavrety, ak vi = v.
Inak sled (polosled, tah, polotah) p(vi, vk) nazveme otvoreny.
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Uzavrety sled

Definicia
Sled (polosled, tah, polotah)
w(vi, vik) = (vi, b1, vo, oy oo v, B, i)

nazveme uzavrety, ak vi = vg.
Inak sled (polosled, tah, polotah) u(vy, vk) nazveme otvoreny.

Poznamka

Uzavretii cestu a polocestu nemoZno tymto spbsobom definovat, pretoZe
by doslo k sporu s poZiadavkou, Ze jeden vrchol sa v tychto Struktdrach
nesmie vyskytovat viackrat.

Namiesto uzavretej cesty a polocesty budeme mat cyklus a polocyklus.

Presna definicia tychto pojmov je nasledujiica:
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Cyklus (orientovany cyklus, polocyklus)

Definicia
Cyklus (orientovany cyklus, polocyklus) je netrividlny uzavrety tah

(orientovany tah, polotah), v ktorom sa okrem prvého a posledného
vrchola Ziaden vrchol nevyskytuje viac neZ raz.
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Zretazenie sledov

" T Definicia
Nech

H(Vh V,) = (Vla {V17 V2}7 Vo, {V27 V3}a V3, ..., {Vrfla Vf}7 Vr)a

l‘l’(le WS): (W17 {W17 W2}7 wa, {W27 W3}7 W3,..., {stlv WS}) W5)7

nech v, = wy. Zretazenim sledov p(vy,v,), p(wi, ws) nazveme sled

H(Vla Vr) S IJ’(le WS) =

= (V17 {V].) V2}a V2,..., {Vr—17 VI’}7 Ve = Wy, {W17 W2}a W2, ..., {WS*17 Ws

Zretazenie orientovanych sledov a polosledov definujeme analogicky.

Poznamka

Zretazenie p(u, w) ® p(w, v) dvoch ciest p(u, w) p(w, v) nemusi byt
cesta, vo veobecnosti méZeme dostat sled.
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Dosiahnutelnost

Definicia

Nech G = (V, H) je graf, resp. digraf, nech u, v € V. Hovorime, Ze
vrchol v je dosiahnutelny z vrchola u v grafe, resp. digrafe G, ak

v grafe, resp. digrafe G existuje u—v sled, resp. u—v orientovany sled.
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Dosiahnutelnost

Definicia

Nech G = (V, H) je graf, resp. digraf, nech u, v € V. Hovorime, Ze
vrchol v je dosiahnutelny z vrchola u v grafe, resp. digrafe G, ak

v grafe, resp. digrafe G existuje u—v sled, resp. u—v orientovany sled.

Veta
Ak v grafe G = (V, H) existuje u—v sled pre niektoré u,v € V, u# v,
potom v fiom existuje aj u—v cesta.
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Dosiahnutelnost

Definicia

Nech G = (V, H) je graf, resp. digraf, nech u, v € V. Hovorime, Ze
vrchol v je dosiahnutelny z vrchola u v grafe, resp. digrafe G, ak

v grafe, resp. digrafe G existuje u—v sled, resp. u—v orientovany sled.

Veta

Ak v grafe G = (V, H) existuje u—v sled pre niektoré u,v € V, u# v,
potom v fiom existuje aj u—v cesta.
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Sivislost grafov

Definicia
Hovorime, Ze graf G = (V, H) je suvisly, ak pre kaZdi dvojicu vrcholov
u,v € V existuje u—v cesta. Inak hovorime, Ze graf G je nesuvisly.
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Sivislost grafov

Definicia
Hovorime, Ze graf G = (V, H) je suvisly, ak pre kaZdi dvojicu vrcholov
u,v € V existuje u—v cesta. Inak hovorime, Ze graf G je nesuvisly.

Definicia
Komponent grafu G = (V, H) je jeho lubovolny maximalny sivisly
podgraf.
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Sivislost grafov

Definicia
Hovorime, Ze graf G = (V, H) je suvisly, ak pre kaZdi dvojicu vrcholov
u,v € V existuje u—v cesta. Inak hovorime, Ze graf G je nesuvisly.

Definicia
Komponent grafu G = (V, H) je jeho lubovolny maximalny sivisly
podgraf.

Definicia
Mostom v grafe G = (V, H) nazveme taki hranu grafu G, po vyliceni
ktorej vzrastie pocet komponentov.
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Sivislost grafov

Definicia
Hovorime, Ze graf G = (V, H) je suvisly, ak pre kaZdi dvojicu vrcholov
u,v € V existuje u—v cesta. Inak hovorime, Ze graf G je nesuvisly.

Definicia
Komponent grafu G = (V, H) je jeho lubovolny maximalny sivisly
podgraf.

Definicia
Mostom v grafe G = (V, H) nazveme takd hranu grafu G, po vyliceni
ktorej vzrastie pocet komponentov.

Artikulaciou v grafe G nazveme taky vrchol, po vyli&eni ktorého spolu
s incidentnymi hranami vzrastie poCet komponentov.
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Typy suvislosti digrafov, komponent grafu

Definicia
Nech G = (V, H) je digraf.

Povieme, Ze digraf 6 Jje neorientovane suvisly, alebo slabo stvisly,
ak pre kaZdd dvojicu vrcholov u,v € V existuje v G u—v polosled;

inak je digraf G nesuvisly.
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Typy suvislosti digrafov, komponent grafu

Definicia

Nech 8 = (V, H) je digraf.

Povieme, Ze digraf G je neorientovane suvisly, alebo slabo suvisly,
ak pre kaZdd dvojicu vrcholov u,v € V existuje v G u—v polosled;
inak je digraf G nesuvisly.

Povieme, Ze digraf 8 je orientovane suvisly, alebo jednostranne
suvisly, ak pre kaZdd dvojicu vrcholov u,v € V existuje v G u-v sled
alebo v—u sled.

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Cesty v grafoch 12/51



Typy suvislosti digrafov, komponent grafu

Definicia

Nech 8 = (V, H) je digraf.

Povieme, Ze digraf G je neorientovane suvisly, alebo slabo suvisly,
ak pre kaZdd dvojicu vrcholov u,v € V existuje v G u—v polosled;
inak je digraf G nesuvisly.

Povieme, Ze digraf 2 je orientovane suvisly, alebo jednostranne
suvisly, ak pre kaZdd dvojicu vrcholov u,v € V existuje v G u-v sled
alebo v—u sled.

Digraf? Jje silne suvisly, ak pre kaZdu dvojicu vrcholov u,v € V
existuje aj orientovany u—v sled aj orientovany v—u sled.
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Typy suvislosti digrafov, komponent grafu

Definicia

Nech 8 = (V, H) je digraf.

Povieme, Ze digraf G je neorientovane suvisly, alebo slabo suvisly,
ak pre kaZdd dvojicu vrcholov u,v € V existuje v G u—v polosled;
inak je digraf G nesuvisly.

Povieme, Ze digraf 2 je orientovane suvisly, alebo jednostranne
suvisly, ak pre kaZdd dvojicu vrcholov u,v € V existuje v G u-v sled
alebo v—u sled.

Digraf? Jje silne suvisly, ak pre kaZdu dvojicu vrcholov u,v € V
existuje aj orientovany u—v sled aj orientovany v—u sled.

Komponent digrafu 8 je maximalny neorientovane stvisly podgraf
digrafu G.
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Typy sdvislosti digrafov

r—————0<——9  — > @

a) b) c)
Obr.: Digrafy s réznymi typmi stvislosti.

a) neorientovane stvisly  b) orientovane sivisly  c) silne stvisly
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Tarryho algoritmus

Algoritmus

Tarryho algoritmus na konstrukciu takého sledu v grafe G = (V, H), ktory
za&ina v fubovolnom vrchole s € V, prejde vietkymi hranami komponentu
grafu G a skon&i vo vrchole s. Vlysledny sled budeme volat Tarryho sled.
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Tarryho algoritmus

Algoritmus

Tarryho algoritmus na konstrukciu takého sledu v grafe G = (V, H), ktory
za&ina v lubovolnom vrchole s € V, prejde vietkymi hranami komponentu
grafu G a skon& vo vrchole s. Vlysledny sled budeme volat Tarryho sled.

® Krok 1. Za&ni z lubovolného vrchola s € V, poloZ u:=s, T = (u).
{T je inicializagne trividlny sled, obsahujtiici jediny vrchol.}
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Tarryho algoritmus

Algoritmus

Tarryho algoritmus na konstrukciu takého sledu v grafe G = (V, H), ktory
za&ina v lubovolnom vrchole s € V, prejde vietkymi hranami komponentu
grafu G a skon& vo vrchole s. Vlysledny sled budeme volat Tarryho sled.

® Krok 1. Za&ni z lubovolného vrchola s € V, poloZ u:=s, T = (u).
{T je inicializagne trividlny sled, obsahujtiici jediny vrchol.}

@ Krok 2. Ak méZes, vyber k poslednému vrcholu u sledu T d'al$iu
incidentnd hranu {u, v} podla nizsie uvedenych pravidiel T1, T2 a zarad
ju do sledu T. Zazna& si smer pouZitia hrany {u, v}. Ak doteraz vrchol v
este nebol zaradeny do sledu T, ozna& hranu {u, v} ako hranu prvého
prichodu. Pri vybere hrany dodrZuj nasledujice pravidla:

T1: KaZdi hranu moZno v jednom smere pouZit iba raz
T2: Hranu prvého prichodu moZno pouZit, iba ak niet inej moZnosti

L)
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Tarryho algoritmus

Algoritmus

Tarryho algoritmus na konstrukciu takého sledu v grafe G = (V, H), ktory
za&ina v lubovolnom vrchole s € V, prejde vietkymi hranami komponentu
grafu G a skon& vo vrchole s. Vlysledny sled budeme volat Tarryho sled.

® Krok 1. Za&ni z lubovolného vrchola s € V, poloZ u:=s, T = (u).
{T je inicializagne trividlny sled, obsahujtiici jediny vrchol.}

@ Krok 2. Ak méZes, vyber k poslednému vrcholu u sledu T d'al$iu
incidentnd hranu {u, v} podla nizsie uvedenych pravidiel T1, T2 a zarad
ju do sledu T. Zazna& si smer pouZitia hrany {u, v}. Ak doteraz vrchol v
este nebol zaradeny do sledu T, ozna& hranu {u, v} ako hranu prvého
prichodu. Pri vybere hrany dodrZuj nasledujice pravidla:

T1: KaZdi hranu moZno v jednom smere pouZit iba raz
T2: Hranu prvého prichodu moZno pouZit, iba ak niet inej moZnosti

@ Krok 3. Ak takd hrana neexistuje — STOP.
Inak poloZ u := v a pokracuj Krokom 2.

L)
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Tarry — pridanie hrany ku koncu u sledu s dizkou dlzka

rryho algoritmus je uréeny pre grafy, ktoré ani nemusia byt hranovo ohodnotené.
Tu je vyhodné znova pouZit reprezentaciu polom H[ ][ ], kde hrana {u,v} je
reprezentovand dvoma usporiadanymi dvojicami (u,v), aj (v,u), ka?d4 vyuZitelna na
zdznam pouZzitia hrany v tomto smere.
Tieto dvojice nazvime hranosmermi.
Pozor — tento termin puZivame len siikromne pre tcely ndsho programu.

Vyznam ddajov v poli H[ ][ ] bude nasledujtci:

H[0][0], H[O ][1], H[O][2] — nevyuZité, hrana O neexistuje.

i][0] — zagiato&ny vrchol i-tého hranosmeru
i][1] — koncovy vrchol i-tého hranosmeru

HI
HI
HIi][2] = 0, ak je i-ty hranosmer eSte nepouzitny [v smere (H[i][0] , H[i][1])],
a sti¢asne hrana {H[i][0] , H[i][1]} nie je hranou prvého prichodu.
Takyto hranosmer je okamZite pouZitelny na rozirenie T sledu.
H[i][2] = 1, ak je i-ty hranosmer uZ pouZity [v smere (H[i][0] , H[i][1] )].
Takyto hranosmer je nepouZitelny — vid. pravidlo T1.
H[i][2] = - 1, ak je i-ty hranosmer eXte nepouZitny [v smere (H[i][0] , H[i][1] )].
a sti&asne hrana H[i][0] , H[i][1] je hranou prvého prichodu.

Takyto hranosmer je pouzitiny, len ak niet inej moZnosti
— vid'. pravidlo T2.
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Tarry — pridanie hrany ku koncu u sledu s dizkou dlzka

Zna&ky HJi][2] budeme robit takto:

Nech i je index hranosmeru (u,v) v poli H[ ][ ], (t. j. H[i][0] = u, H[i][1] =vV).

Ak sme zaradili do Tarryho sledu hranu {u,v} v smere (u,v), (t. j. hranosmer i),
ako hranu, ktord nie je hranou prvého prichodu, jej pouZitie v smere (u,v) zapi¥eme
polozenim H[i][2] = 1.
Ak sme zaradili do Tarryho sledu hranu {u,v} v smere (u,v), (t. j. hranosmer i),
ako hranu prvého prichodu,
potom:
1. Polozime HJ[i][2] = 1, &m, zapi¥eme Ze hranosmer i uZ bol pouZity.
2. Musime zapisat, Ze opaZny hranosmer, t. j. hranosmer (v,u) moZno pouZit,
len ak nie inej moZnosti.
Musime néajst index j opa&ného hranosmeru (v,u), t. j. najst také j,
e HI[j][0] = v, H[j][1] = u, a polozit HIi][2] = -2.
Takyto index budeme hladat v intervale < S[v],S[v +1] — 1 >,
t. j. v cykle for(j = S[v]; j < S[v+1]; j+ +).
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Tarry — pridanie hrany ku koncu u sledu s dizkou dlzka

didat=0;//Index nepouZitého hranosmeru (u,v) 1. prichodu ak existuje, inak 0
=0;// Vrchol, ktorym roziirime T sled hranou {u,v} v smere (u,v), ktord nie je 1. prichodu
for(i=S[ul; i<S[u+1l; i++) { //Prezri hranosmery vychadzajice z u
if (H[i]1[2] > 0) {continue;}; //Preskot pouzitj hranosmer a d’alej hladaj
if (H[i][2] < 0) {kandidat=i;continue;} //Zapamitaj index hranosmeru 1. prichodu a d’alej hladaj
//Teraz sme nasli nepouzity hranosmer v smere (u,v), kde v=H[i][1],ktory nie je 1. prichodu
v = H[il[1];// Teraz v prestava byt nulové. Nenulové v znamend pouzitelnj hranosmer (u,v)
H[il[2] = 1; // 0znat, ze i-ty hranosmer bude pouzity
dlzka = dlzka + 1; // Predizime dizku sledu T. dlzka - poZet vrcholov v postupnosti T[ ]
T(dlzka) = v; // Zaradime vrchol v do sledu T
//Ak vrchol v eSte nebol objaveny, treba zistit’ index j hranosmeru (v,u) a oznaZit’ ho ako
//hranosmer prvého prichodu -- polozit’ H[j][2] = -1. Treba najst’ j t.z. H[j1[0]=v, H[j][1]=u.
if (objaveny[v]=0){hvu=0;//Index, kde je ulozeny hranosmer (v,u) hrany {u,v}
objaveny[v]=1;
for(j=s[vl; j<sSlv+1l; j++) {
if (H[j1[1] = w) {H[j1[2]=-1;// j je index nepouzitého hranosmeru (v,u) 1.prichodu
hvu=j; break;
}// end if (H[jI1[1] = w)
}// end for j
if(hvu=0) STOP!!! CHYBA DAT!!!, hrana {u,v} nema ulozeny hranosmer (v,u)!!!!
}// end if (objaveny[v]=0)
break;}// end for i
/* Teraz sme bud’ nasli nepouZitd hranu v smere (u,v), ktord nie je hranou prvého prichodu, to
je indikované nenulovym v. Ak v=0, potom takej hrany niet. V tom pripade nenulovy kandidat
obsahuje index hrany prvého prichodu, ktord je teraz pouziteIna. AK kandidat=0, potom uz sled
nemozno predizit’ a Tarryho algoritmus kon&i. */
if (kandidat = 0)&& (v = 0) STOP
if (kandidat > 0)&& (v = 0)
{dlzka = dlzka + 1;
v = H[kandidat] [1];
T(dlzka) = v;
H[kandidat] [2] = 1;}//Hrana (H[kandidat] [0],H[kandidat][1]) je pouzita
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Di%ka sledu

T Definicia
Nech p(u, v) je u—v sled (resp. orientovany sled, resp. polosled) v hranovo
ohodnotenom grafe G = (V, H, c) (resp. digrafe ¢ = (V,H,¢)).
Dlzkou sledu (polosledu) p(u, v) alebo tieZ cenou sledu (polosledu)

nazveme sti¢et ohodnoteni jeho hrdn, pri¢om ohodnotenie kaZdej hrany
zapo&itavame tolkokrat, kolkokrat sa tdto hrana v slede vyskytuje.

Dizku sledu p(u, v) budeme zna&it d(u(u, v)).
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Di%ka sledu

T Definicia
Nech p(u, v) je u—v sled (resp. orientovany sled, resp. polosled) v hranovo
ohodnotenom grafe G = (V,H,c) (resp. digrafe G = (V,H,c)).
Dlzkou sledu (polosledu) p(u, v) alebo tieZ cenou sledu (polosledu)

nazveme sti¢et ohodnoteni jeho hrdn, pri¢om ohodnotenie kaZdej hrany
zapo&itavame tolkokrat, kolkokrat sa tdto hrana v slede vyskytuje.

Dizku sledu p(u, v) budeme zna&it d(u(u, v)).

Poznamka

Podla definicie sledu sa priptsta aj trividlny sled s jedinym vrcholom a Ziadnou
hranou. DlZka takéhoto sledu je nulova.
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Di%ka sledu

T Definicia
Nech p(u, v) je u—v sled (resp. orientovany sled, resp. polosled) v hranovo
ohodnotenom grafe G = (V,H,c) (resp. digrafe G = (V,H,c)).
Dlzkou sledu (polosledu) p(u, v) alebo tieZ cenou sledu (polosledu)

nazveme sti¢et ohodnoteni jeho hrdn, pri¢om ohodnotenie kaZdej hrany
zapo&itavame tolkokrat, kolkokrat sa tdto hrana v slede vyskytuje.

Dizku sledu p(u, v) budeme zna&it d(u(u, v)).

Poznamka

Podla definicie sledu sa priptsta aj trividlny sled s jedinym vrcholom a Ziadnou
hranou. DlZka takéhoto sledu je nulova.

Poznamka

Predchadzajiicou definiciou je definovand i dizka tahu, orientovaného tahu,
cesty, polotahu a polocesty, pretoZe vSetky tieto pojmy sti $pecidlnym pripadom
sledu, resp. polosledu.

v

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Cesty v grafoch 19/51



Di¥ka tahu, dizka cesty

Poznamka

Pre tah, polotah, cestu, a polocestu, (v ktorych sa podla ich definicie
kaZd3 hrana méZe vyskytovat len raz), méZeme zjednodusene definovat:

Dizka d(p(u, v)) tahu (polotahu, cesty alebo polocesty) p(u, v) je sticet
ohodnoteni ich hrdn, t. j.

duuv) = > c(h)

hep(u,v)
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Di¥ka tahu, dizka cesty

Poznamka

Pre tah, polotah, cestu, a polocestu, (v ktorych sa podla ich definicie
kaZd3 hrana méZe vyskytovat len raz), méZeme zjednodusene definovat:

Dizka d(p(u, v)) tahu (polotahu, cesty alebo polocesty) p(u, v) je sticet
ohodnoteni ich hrdn, t. j.

duuv) = > c(h)

hep(u,v)

Poznamka

Casto byva uZito&né definovat dizku sledu p(u, v) v grafe G = (V, H),
resp. digrafe 8 = (V, H), ktory nie je hranovo ohodnoteny, ako pocet
hran sledu p(u, v). Takto definovand dizka sledu je toto#nd s dizkou
sledu v hranovo ohodnotenom grafe, (resp. digrafe) G' = (V, H, c), kde
c(h) =1 pre kaZdi hranu h € H.
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Najkratsia cesta v grafe a digrafe

Definicia

Najkrat3ia u-v cesta v hranovo ohodnotenom grafe G = (V| H, ¢)
(resp. v hranovo ohodnotenom digrafe G = (V, H,c)) je td u-v cesta
v G (resp. td orientovand u-v cesta v ¢ ), ktord ma najmensiu dizku.

Dohoda

@ Vsetky algoritmy na hladanie najkratsej cesty (okrem Floydovho
algoritmu) budd formulované pre hranovo ohodnotené digrafy

8 = (V,H,c), v ktorych sa predpokladd, Ze c(h) > 0.
@ Predpokladdme, Z2e 0 ¢ V.
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Najkratsia cesta v neorientovanom grafe

Najkratsiu cestu v neorientovanom grafe G = (V, H, ¢) najdeme
a_>ko najkrat3iu cestu v digrafe 3 = (V, H,?), ktorom

H je mnoZina orientovanych hran obsahujiica pre kazdd
neorientovanu hranu h = {u, v € H} dvojicu orientovanych hrdn
(u,v), (v, u), obe s rovnakou cenou rovnou c(h) = c({u, v}), t..

C(u,v) = (v, u) = c(h).
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Zakladny algoritmus pre hladanie najkratsej cesty

T Algoritmus
Zakladny algoritmus na hladanie najkratsich orientovanych u-v ciest
z pevného vrchola u € V do vsetkych dosiahnutelnych vrcholov v € V
v hranovo ohodnotenom digrafe G = (V, H, c) s nezdpornou cenou hrany c(h)
(a kde 0 ¢ V).
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Z3kladny algoritmus pre hladanie najkratsej cesty

T Algoritmus

Zakladny algoritmus na hladanie najkratsich orientovanych u-v ciest

z pevného vrchola u € V do vsetkych dosiahnutelnych vrcholov v € V

v hranovo ohodnotenom digrafe EX

(a kde 0 ¢ V).

@ Krok 1. Inicializacia.

Pre kaZdy vrchol i € V prirad dve znagky t(i) a x(i).
{Znatka t(i) predstavuje horny odhad dizky doteraz ndjdenej najlepsej
u—i cesty a x(i) jej predposledny vrchol.}
Poloz t(u) :==0, t(i) :=oco prei € V, i # u ax(i) :==0 pre kazdé i € V.

= (V, H, c) s nezdpornou cenou hrany c(h)

S . £ . . . o .. " . o .
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Z3kladny algoritmus pre hladanie najkratsej cesty

T Algoritmus

Zakladny algoritmus na hladanie najkratsich orientovanych u-v ciest

z pevného vrchola u € V do vsetkych dosiahnutelnych vrcholov v € V

v hranovo ohodnotenom digrafe EX

(a kde 0 ¢ V).

@ Krok 1. Inicializacia.

Pre kaZdy vrchol i € V prirad dve znagky t(i) a x(i).
{Znatka t(i) predstavuje horny odhad dizky doteraz ndjdenej najlepsej
u—i cesty a x(i) jej predposledny vrchol.}
Poloz t(u) :==0, t(i) :=oco prei € V, i # u ax(i) :==0 pre kazdé i € V.

= (V, H, c) s nezdpornou cenou hrany c(h)

@ Krok 2. Zisti, & existuje orientovand hrana (i, j) € H, pre ktord plati
t(j) > t(i) + <(i,j)- (3)
Ak takd hrana (i,j) € H existuje, potom poloZ

t(j) == t(i) + c(i,j), x():=i
a opakuj Krok 2.

v
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Z3kladny algoritmus pre hladanie najkratsej cesty

T Algoritmus

Zakladny algoritmus na hladanie najkratsich orientovanych u-v ciest

z pevného vrchola u € V do vsetkych dosiahnutelnych vrcholov v € V

v hranovo ohodnotenom digrafe EX: (V, H,c) s nezdpornou cenou hrany c(h)

(a kde 0 ¢ V).

@ Krok 1. Inicializacia.

Pre kaZdy vrchol i € V prirad dve znagky t(i) a x(i).
{Znatka t(i) predstavuje horny odhad dizky doteraz ndjdenej najlepsej
u—i cesty a x(i) jej predposledny vrchol.}
Poloz t(u) :==0, t(i) :=oco prei € V, i # u ax(i) :==0 pre kazdé i € V.

@ Krok 2. Zisti, & existuje orientovand hrana (i, j) € H, pre ktord plati
t(j) > t(i) + c(i,J). (3)
Ak takd hrana (i,j) € H existuje, potom poloZ
() = t) + (ir)), x() =i

a opakuj Krok 2.
@ Krok 3. Ak takd orientovand hrana (z kroku 2.) neexistuje, STOP.

v
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Z3kladny algoritmus pre hladanie najkratsej cesty

ajkratsiu u—i cestu zostroj potom spatne pomocou znatiek x(/) ako
cestu prechadzajicu vrcholmi

i, x(7), x(x(1), x(x(x(7))), ..., u

teda tato najkratSia cesta bude mat tvar

(- x(e(x(0)), (x(x(x(0))), x(x(0))), x(x(0)),

hrana

(x(x(1)), x(0)) , x(i), (x(7), i), )
—_——— ——

hrana hrana

Po zastaveni algoritmu koneZnd hodnota znatky t(/) predstavuje dizku
najkratsej u—i cesty pre kaZzdy vrchol i.

Ak t(i) = oo, potom vrchol i nie je dosiahnutelny z vrchola u.
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24/51



Zapis najkratsej cesty

- T Dohoda (o znacen)

Majme pole smernikov x( ) ziskané niektorym algoritmom najkratsej
cesty.
Rekurzivne mozZno definovat x(K)(j) pre j € V takto

o xM(j) = x(j)
o xM(j) = x(x*I(j))

k . .
xB () = x(x(... x(j)...))
———
k-krét
Potom moZno rovnocenne zapisat vrcholy najkrat3ej u-j cesty v opa&nom

poradi (t.j. odzadu) takto
J, XM, x®@), ... xB() =,
najkratSia u-j cesta teda prechadza postupne vrcholmi
u=xW(), xXEDEG), L XD, XD, S
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Princip zakladného algoritmu

Veta
V digrafe 3 = (V, H,c) s nezdpornou cenou hrany sa zakladny
algoritmus zastavi po kone¢nom pocte krokov.

Doteraz najlepsia u—j cesta t() .
X(j) — predposledny vrchol ]
tejto cest i
| y X(j).

t(j) - jej dizka N
| x[x(j)]./ c(i,j)
X{X[X(J.]}/ . t(l)

L !

N TR
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Princip zakladného algoritmu

>\‘/eta

V digrafe 3 = (V, H,c) s nezdpornou cenou hrany sa zakladny
algoritmus zastavi po kone¢nom pocte krokov.

Doteraz najlepsia u—j cesta t() .
X(j) — predposledny vrchol ]
tejto cesty ;
t(j) - jej dizka XG)’ N
| XIX()] c(i,j)
x{?.]}/ .
|
u /
X{;Wx[x(i)] X(i)

t(i)
Doteraz najlepsia u-i cesta
x(i) — predposledny vrchol

tejto cesty
t(i) - jej dizka
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Princip zakladného algoritmu

>\‘/eta

V digrafe G- (V, H,c) s nezdpornou cenou hrany sa zdkladny
algoritmus zastavi po kone¢nom pocte krokov.

Doteraz najlepsia u—j cesta t() .
x(j) — predposledny vrchol I Akt() > t(i)+c(i),

tejto cesty x(j) nasli sme lepsiu cestu do j
t(j) - jej dizka o ato

X[x())] c(i,j) modri u—.i.cestu predizent
XXX} 0 o hranu (i.j)
[ J
/ /i Doteraz najlepsia u-i cesta
u 0\ x(i) — predposledny vrchol
XX} ;[;(I)]/? x(i) tejto cesty
t(i) - jej dizka
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Princip zakladného algoritmu

>\‘/eta

V digrafe G- (V, H,c) s nezdpornou cenou hrany sa zdkladny
algoritmus zastavi po kone¢nom pocte krokov.

Doteraz najlepsia u—j cesta
X(j) — predposledny vrchol
tejto cesty i
t(j) — jej dizka X(J)O
X))
x{?.]}/
u .
xOXOR ™ yixiy X(i)

tq) . e
I AKt() > t()+c(i.)),
nasli sme lepsiu cestu do j
ato
c(i,j) modrd u—i cestu predizend
. 0hranu (i,j)
t(i)

: Zmenime znacky takto:

tG) = t(i) + c(i.j)
x() =i
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Princip zakladného algoritmu

Veta
V digrafe 3 = (V, H,c) s nezdpornou cenou hrany sa zdkladny
algoritmus zastavi po kone¢nom pocte krokov.

Mame novu zlepsenu i 1) = () + c(i,)
u-j cestu s dizkou '
t(i)+c(i,j) a predposlednymy
vrcholom x(j)=i. c(is)

— x() =i L0

.

N T
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Priklad. Hladanie vSetkych najkratsich ciest z vrchola 5.

Tabulka ohodnoteni hran digrafu ¢

“l

h 1(1,3) (2,4) (3,2) (3,5) (4,3) (4,6) (5.1) (5,2) (5,6)
c(h)| 30 30 10 60 80 20 30 90 150
h=0)ti)ch)] 1 2 3 4 5 6
t(v)Ix(v)
- [oo oof oo oof O] oof |
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Priklad. Hladanie vSetkych najkratsich ciest z vrchola 5.

Tabulka ohodnoteni hran digrafu ¢

h |(1,3) (2,4) (3,2) (3,5) (4,3) (4,6) (5,1) (5,2) (5,6)
c(h)| 30 30 10 60 8 20 30 90 150

h=()t)cMm] 1 2 3 4 5 6
t(v)Ix(v)

- oo oo| oo oo 0] oo
(5,1) 0 30[30/5

|
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Priklad. Hladanie vSetkych najkratsich ciest z vrchola 5.

Tabulka ohodnoteni hran digrafu ¢

h |(1,3) (2,4) (3,2) (3,5) (4,3) (4,6) (5,1) (5,2) (5,6)
c(h)| 30 30 10 60 8 20 30 90 150

h=0)ti)ch)] 1 2 3 4 5 6

30 t(v)lx(v)
02— =@
l a - oo oo| oo oo 0] oo
20 (5,1) 0 30{30/5
1 (5,2) 0 90 90|5
80
0 ©
60
3 150
30| L =B
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Priklad. Hladanie vSetkych najkratsich ciest z vrchola 5.

Tabulka ohodnoteni hran digrafu ¢

h |(1,3) (2,4) (3,2) (3,5) (4,3) (4,6) (5,1) (5,2) (5,6)
c(h)| 30 30 10 60 8 20 30 90 150

h=(i,j) t(i) c(h)| 1 2 3 4 5 6
30 t(v)[x(v)
e a ——ry
l a - oo oo| oo oo 0] oo
20 (5,1) 0 30[305
1 (52) 0 90 90[5
%0 (5,6) 0 150 150[5
90  (®)150[5] |
60
3 150
30) S )
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Priklad. Hladanie vSetkych najkratsich ciest z vrchola 5.

Tabulka ohodnoteni hran digrafu ¢

h |(1,3) (2,4) (3,2) (3,5) (4,3) (4,6) (5,1) (5,2) (5,6)
c(h)| 30 30 10 60 8 20 30 90 150

h=G )t cm[1 2 3 4 5 6
30 t(v)[x(v)
05—
l a - oo oo| oo oo 0] oo
20 (5,1) 0 30[30[5
1 (52) 0 90 905
%0 (5,6) 0 150 1505
90 (®1505 [ (1,3) 30 30| 60]1 ]
60|1
60
3 150
30| —0)
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Priklad. Hladanie vSetkych najkratsich ciest z vrchola 5.

Tabulka ohodnoteni hran digrafu ¢

h |(1,3) (2,4) (3,2) (3,5) (4,3) (4,6) (5,1) (5,2) (5,6)
c(h)| 30 30 10 60 8 20 30 90 150

A=)t cmM[ 1 2 3 4 5 6
30 t(v)[x(v)
90|5(2)—*—==()120|2
! | - oo oo| oo oo 0] oo
20 (5.1) 0 30/30[5
1 (52 0 90 90[5
%0 (56) 0 150 150]5
90 (©1505| [ (1,3) 30 30 60[1
60|1 (2,4) 90 30 1202
60
3 150
30] L =B
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Priklad. Hladanie vSetkych najkratsich ciest z vrchola 5.

Tabulka ohodnoteni hran digrafu ¢

h |(1,3) (2,4) (3,2) (3,5) (4,3) (4,6) (5,1) (5,2) (5,6)

c(h)| 30 30 10 60 80 20 30 90 150
h=(,j) ti)ch)] 1 2 3 4 5 6
30 t(v)[x(v)
PG 7032 )——=(4)120]2

(5,1) 0 30/305
(5,2) 0 90 90[5
(5,6) 0 150 1505
(1,3) 30 30 601
(2,4) 90 30 120]2
(3,2) 60 10 7013
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Priklad. Hladanie vSetkych najkratsich ciest z vrchola 5.

Tabulka ohodnoteni hran digrafu ¢

h |(1,3) (2,4) (3,2) (3,5) (4,3) (4,6) (5,1) (5,2) (5,6)
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t(v)Ix(v)
- oo oo| oo oo 0] oo
(5,1) 0 30{30/5
(5,2) 0 90 90|5
(5,6) 0 150 1505
(1,3) 30 30 601
(2,4) 90 30 120]2
(3,2) 60 10 703
(4,6) 120 20 1404
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Priklad. Hladanie vSetkych najkratsich ciest z vrchola 5.

Tabulka ohodnoteni hran digrafu ¢

h |(1,3) (2,4) (3,2) (3,5) (4,3) (4,6) (5,1) (5,2) (5,6)

c(h)| 30 30 10 60 80 20 30 90 150
h=()tch)][1 2 3 4 5 6
t(v)[x(v)
- oo oo| oo oo 0] oo
(5,1) 0 30[30[5
(5,2) 0 90 90[5
(5,6) 0 150 150[5
(1,3) 30 30 60]1
(2,4) 90 30 120[2
(3,2) 60 10 7013
(4,6) 120 20 1404
(2,4) 70 30] 100[2 ]
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Priklad. Hladanie vSetkych najkratsich ciest z vrchola 5.

Tabulka ohodnoteni hran digrafu ¢

h |(1,3) (2,4) (3,2) (3,5) (4,3) (4,6) (5,1) (5,2) (5,6)

c(h)| 30 30 10 60 80 20 30 90 150
h=()t)cMm] 1 2 3 4 5 6
t(v)Ix(v)
- oo oo| oo oo 0] oo
(5,1) 0 30{30/5
(5,2) 0 90 90|5
(5,6) 0 150 1505
(1,3) 30 30 601
(2,4) 90 30 120]2
(3,2) 60 10 703
(4,6) 120 20 1404
(2,4) 70 30 1002
(3,6) 100 20 1204
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Zakladny algoritmus v digrafe (= (V,H,¢),

ut u; /* u -- zaZiato&ny vrchol z ktorého budeme po&itat’
najkratSie cesty do vSetkyjch ostatnjch*/
// INICIALIZACIA
for(i=0, i<= n; i++){

x[i] = 0;

t[i] = NEKONECNO;//Hodnotu NEKONECNO volit’ rovné polovici
} //maximalneho zobraziteIného Eisla
tlul = 0 ;

while (zlepsenie = 1) {
zlepsenie = 0;
for(k=1, k<= m; k++){
i = H[k][0];
j = HIkI[1];
cij = H[k][2];
if (¢[j1>t[i] + cij){
t[j] = t[i] + cij;
x[j] = i;
zlepsenie = 1;}
}// Koniec cyklu for
}//Koniec while

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Cesty v grafoch
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Dijkstrov algoritmus

¥ Algoritmus
Dijkstrov algoritmus Algoritmus pre zostrojenie najkratSej orientovanej

u—v cesty v hranovo ohodnotenom digrafe G = (V, H, c) s nezdpornym
ohodnotenim hrdn (a kde 0 ¢ V).
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Dijkstrov algoritmus

T Algoritmus
Dijkstrov algoritmus Algoritmus pre zostrojenie najkratsej orientovanej
u—v cesty v hranovo ohodnotenom digrafe G = (V, H, c) s nezdpornym

ohodnotenim hran (a kde 0 ¢ V).
@ Krok 1. Inicializdcia. Pre kazdy vrchol i € V prirad dve zna&ky t(i)

a x(i). Znacky t(i) budd dvojakého druhu, a to do&asné (ktoré sa
e§te v priebehu vypo&tu méZu zmenit) a definitivne (ktoré sa uZ
nemdéZu zmenit).

PoloZ t(u) =0, t(i) = oo prei € V, i # u a x(i) = 0 pre kaZdé
i € V. Zvol riadiaci vrchol r := u a zna¢ku t( ) pri vrchole r = u
prehlds za definitivnu, ostatné znacky za docasné.
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Dijkstrov algoritmus

¥ Algoritmus
Dijkstrov algoritmus Algoritmus pre zostrojenie najkratsej orientovanej

u—v cesty v hranovo ohodnotenom digrafe G = (V, H, c) s nezdpornym

ohodnotenim hran (a kde 0 ¢ V).
@ Krok 1. Inicializdcia. Pre kazdy vrchol i € V prirad dve zna&ky t(i)

a x(i). Znacky t(i) budd dvojakého druhu, a to do&asné (ktoré sa
e§te v priebehu vypo&tu méZu zmenit) a definitivne (ktoré sa uZ
nemdéZu zmenit).

PoloZ t(u) =0, t(i) = oo prei € V, i # u a x(i) = 0 pre kaZdé
i € V. Zvol riadiaci vrchol r := u a zna¢ku t( ) pri vrchole r = u
prehlds za definitivnu, ostatné znacky za docasné.

@ Krok 2. Ak jer =v, STOP. Ak t(v) < oo, znatka t(v) predstavuje
dizku najkratsej u—v cesty, ktori zostroj spatne z v pomocou
smernikov x(i). Inak pre vietky hrany tvaru (r,j) € H, kde j je
vrchol s do&asnou zna&kou, urob:

Ak t(j) > t(r) + c(r,j), potom t(j) := t(r) + c(r,j), x(j) :=
Ponechaj zmenené znacky ako docasné.
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Dijkstrov algoritmus

T Algoritmus ( - pokraZovanie)

@ Krok 3. Zo vsetkych do¢asne oznacenych vrcholov ndjdi ten vrchol
i, ktory m3 znacku t(i) minimalnu.
Znac&ku pri tomto vrchole i prehlds za definitivnu a zvol za novy
riadiaci vrchol r := |.
{Pokial existuje viac vrcholov s rovnakou minimdinou zna&kou, aki
md vrchol i, za definitivnu znacku méZeme prehldsit len znacku pri
jednom z tychto vrcholov — ten potom berieme za riadiaci. Na tie

d alsie dbjde v nasledujiicich krokoch vypo&tu.}
GOTO Krok 2.
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Dijkstrov algoritmus

T Algoritmus ( - pokraZovanie)

@ Krok 3. Zo vsetkych do¢asne oznacenych vrcholov ndjdi ten vrchol
i, ktory m3 znacku t(i) minimalnu.
Znac&ku pri tomto vrchole i prehlds za definitivnu a zvol za novy
riadiaci vrchol r := |.
{ Pokial existuje viac vrcholov s rovnakou minimalnou zna&kou, akii
md vrchol i, za definitivnu znacku méZeme prehldsit len znacku pri
jednom z tychto vrcholov — ten potom berieme za riadiaci. Na tie
d alsie dbjde v nasledujiicich krokoch vypo&tu.}
GOTO Krok 2.

Poznamka

Ak upravime podmienku zastavenia v Kroku 2. na podmienku:
Ak su znacky vsetkych vrcholov definitivne, STOP,
dostaneme verziu algoritmu, ktord hlad3 najkratsie cesty z vrchola u do

sensnVSELKYEN, dosiahnutelnych vrcholov. |




4 Priklad
e

N

rox(r) t(r)] 1 2 3 4 5 6
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Priklad

PN

oo|— 30 = @ oo|—

N

0|— 10 0| —

rox(r) t(r)] 1 2 3 4 5 6
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Priklad

40[3

0|]—

20

e oo|—

1 2 3 4 5 6

t(v)Ix(v)
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Priklad
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Priklad
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Priklad
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Priklad
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Priklad

40[3 30 =2 702

0|— 10 0| —

00— L 60/3

rox(r)y t(r)| 1 2 3 4 5 6
t(v)[x(v)
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Priklad

40[3 30 >Q2) 702

0|— 10 0| —

00| e 50/2
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t(v)[x(v)

- - - Joof oof O] oof oof oo

3 - 0 |oo] 403 80[3 60|13 oo

2 3 40 | o0 7012 50|12 oo

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Cesty v grafoch 31/51



Priklad

40[3 30 >Q2) 702

0|— 10 0| —
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Priklad
403 30 @ 70[2

20
4
80
0|— 10 0| —
60
3 20
00| e 50/2
rox(r)y t(r)| 1 2 3 4 5 6
t(v)[x(v)
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Priklad
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Priklad
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Priklad
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0|]—

10 7005

20

80|5 e 50/2

rox(r)y t(r)| 1 2 3 4 5 6
t(v)[x(v)

- - - ool ool 0] oo oo oo

3 - 0 |ocof 40[3 80|3 60|3 oo

2 3 40 | o0 7012 50|12 oo

5 2 50 | 805 7012 7005

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinska univerzita

Cesty v grafoch

31/51



Priklad

40[3 30 ~@ 702

0|]—

10 7005

20

80|5 e 50/2

rox(r)y t(r)| 1 2 3 4 5 6
t(v)[x(v)

- - - ool ool 0] oo oo oo

3 - 0 |ocof 40[3 80|3 60|3 oo

2 3 40 | o0 7012 50|12 oo

5 2 50 | 805 7012 7005

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita

Cesty v grafoch

31/51



Priklad

40[3 30 ~@ 702

0— 10 70(5

rox(r)y t(r)| 1 2 3 4 5 6
t(v)[x(v)

- - ool ool 0] oo oo oo

3 - 0 |ocof 40[3 80|3 60|3 oo

2 3 40 | o0 7012 50|12 oo

5 2 50 | 805 7012 7005

4 2 70 |80/5 70/5

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Cesty v grafoch

31/51



Priklad

40[3 30 ~@ 702

0— 10 70(5

rox(r)y t(r)| 1 2 3 4 5 6
t(v)[x(v)

- - ool ool 0] oo oo oo

3 - 0 |ocof 40[3 80|3 60|3 oo

2 3 40 | o0 7012 50|12 oo

5 2 50 | 805 7012 7005

4 2 70 |80/5 70/5

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Cesty v grafoch

31/51



Priklad

Stanislav Palich, Fakulta

40[3 0@ 2
20
4
80
0— 10 70(5
60
3 20
80|5 e 50/2
rox(r)y t(r)| 1 2 3 4 5 6
t(v)[x(v)
- - oo oof O] oof oof oo
3 - 0 |oo 403 80|13 603 oo
2 3 40 | o0 7012 50|12 oo
5 2 50 | 805 7012 7005
4 2 70 | 805 705
6 5 70 |80/5

bdenia a informatiky, Zilinskd univerzita

Cesty v grafoch

31/51



Priklad
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Vypolet matice vzdialenosti

Definicia
Redlna funkcia d definovand na kartézskom sii¢ine V' x V sa nazyva
metrikou na mnozine V, ak plati:

© 1. Pre kazdé u,v € V je d(u,v) > 0 a rovnost nastdva prdve vtedy,
ked' u=v.

@ 2. Pre kazdé u,v € V plati d(u,v) = d(v, u).
© 3. Pre kazdé u,v,w € V, je d(u,w) < d(u,v)+ d(v,w).
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Vypolet matice vzdialenosti

Definicia
Redlna funkcia d definovand na kartézskom sii¢ine V' x V sa nazyva
metrikou na mnozine V, ak plati:

© 1. Pre kazdé u,v € V je d(u,v) > 0 a rovnost nastdva prdve vtedy,
ked' u=v.

@ 2. Pre kazdé u,v € V plati d(u,v) = d(v, u).
© 3. Pre kazdé u,v,w € V, je d(u,w) < d(u,v)+ d(v,w).

Definicia

Nech G = (V, H, c) je stvisly hranovo ohodnoteny graf alebo silne
suvisly digraf, c(h) > 0. )

Vzdialenost vrcholov u,v € V d(u,v) je diZka najkratsej u—v cesty.
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4 Vizdialenost vrcholov

— Poznamka
KedZe sme pripustili trividlnu u—u cestu (obsahujicu iba vrchol u), ktorej
di¥ka Jje nulovd, z definicie vzdialenosti vrcholov vyplyva, Ze pre kazdé
u €V platid(u,u) = 0.
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¢_ Vizdialenost vrcholov

— Poznamka
Ked'Ze sme pripustili trividlnu u—u cestu (obsahujicu iba vrchol u), ktorej

dika Jje nulova, z definicie vzdialenosti vrcholov vyplyva, Ze pre kaZdé
u €V platid(u,u) = 0.

Veta

Ak v stvislom grafe G = (V,H, c) je c(h) > 0 pre kaZdi hranu h € H,
potom je funkcia vzdialenosti d : V x V — R metrikou na mnoZine
vrcholov V.

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Cesty v grafoch 33/51



4 Vizdialenost vrcholov

— Poznamka

KedZe sme pripustili trividlnu u—u cestu (obsahujicu iba vrchol u), ktorej

di¥ka Jje nulovd, z definicie vzdialenosti vrcholov vyplyva, Ze pre kazdé
u €V platid(u,u) = 0.

Veta

Ak v stvislom grafe G = (V,H, c) je c(h) > 0 pre kaZdi hranu h € H,
potom je funkcia vzdialenosti d : V x V — R metrikou na mnoZine
vrcholov V.

Poznamka

V digrafoch predchddzajiice veta neplati (nemusi platit vztah
d(u,v) =d(v,u)).
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¢_ Vizdialenost vrcholov

— Poznamka
Ked'Ze sme pripustili trividlnu u—u cestu (obsahujicu iba vrchol u), ktorej
dika Jje nulova, z definicie vzdialenosti vrcholov vyplyva, Ze pre kaZdé
u €V platid(u,u) = 0.

Veta

Ak v stvislom grafe G = (V,H, c) je c(h) > 0 pre kaZdi hranu h € H,
potom je funkcia vzdialenosti d : V x V — R metrikou na mnoZine
vrcholov V.

Poznamka

V digrafoch predchddzajiice veta neplati (nemusi platit vztah
d(u,v) =d(v,u)).

Poznamka

Ak graf G nie je sivisly, resp. digraf 8 nie je silne stvisly, potom moZno
preuc V, v €V také, Ze v nie je dosiahnutelny z u doplnit definiciu
vzdialenosti tak, Ze poloZime d(u,v) = oco.

y
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Polomer, priemer a excentricita grafu

Definicia
Nech G = (V, H, c) je hranovo ohodnoteny graf, c(h) > 0. Definujeme:
excentricita vrchola v € V' ¢(v) = max{d(u,v) | u € V}
polomer — radius grafu G r(G) = min{e(v) | v € V}
priemer — diameter grafu G d(G) = max{e(v) | v € V}
KaZzdy vrchol grafu G s minimdlnou excentricitou e(v) nazveme

centralnym vrcholom grafu G, mnoZinu vsetkych centralnych vrcholov
grafu nazveme centrom grafu G.
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Polomer, priemer a excentricita grafu

Definicia
Nech G = (V, H, c) je hranovo ohodnoteny graf, c(h) > 0. Definujeme:
excentricita vrchola v € V' ¢(v) = max{d(u,v) | u € V}
polomer — radius grafu G r(G) = min{e(v) | v € V}
priemer — diameter grafu G d(G) = max{e(v) | v € V}
KaZzdy vrchol grafu G s minimdlnou excentricitou e(v) nazveme

centralnym vrcholom grafu G, mnoZinu vsetkych centralnych vrcholov
grafu nazveme centrom grafu G.

Poznamka
D3 sa lahko ukdzat, Ze pre priemer d(G) grafu G plati

d(G) = max{d(u,v) |ue V,ve V}
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Floydov algoritmus na vypocet matice vzdialenosti

-~ 1 Algoritmus

Floydov algoritmus na vypolet matice vzdialenosti vrcholov v hranovo
ohodnotenom grafe, resp. digrafe G = (V, H, c), kde c(h) > 0.

® Krok 1. Zostroj maticu C = (cj), ktorej prvky su definované nasledovne:

ci=0 prevsetky ieV
a pre vsetky i, j, také, Ze i # j

o Jelig), akdij} € H, resp. (i.j) € H
Y 00, ak{i,j} ¢ H, resp. (i,j) ¢ H

Zostroj aj maticu X = (x;), kde
xij =1 prevsetky i€V

a pre vietky i, j, také, Ze i # j

o — i, ak{i,j} €H, resp. (i,j) € H
T \oo ak{ij} ¢ H, resp. (i) ¢ H

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Cesty v grafoch
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Floydov algoritmus na vypocet matice vzdialenosti

- T Algoritmus ( - pokragovanie )

® Krok 2. Urob pre vietky k =1,2,...,n=|V]|:

Pre vietky i # k také, Ze cix # 00, a pre vietky j # k také, Ze cij # oo,
urob:

Ak cij > cik + cij, potom poloZ:

Cjj = Cik + Ckj

Xjj 1= Xuj

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Cesty v grafoch 36/51



Floydov algoritmus na vypocet matice vzdialenosti

- T Algoritmus ( - pokragovanie )

® Krok 2. Urob pre vietky k =1,2,...,n=|V]|:

Pre vietky i # k také, Ze cix # 00, a pre vietky j # k také, Ze cij # oo,
urob:

Ak cij > cik + cij, potom poloZ:

Cjj = Cik + Cij

Xjj 1= Xuj

Po skon&eni Floydovho algoritmu je matica C maticou vzdialenosti vrcholov
grafu, resp. digrafu G.
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Floydov algoritmus na vypocet matice vzdialenosti

- T Algoritmus ( - pokragovanie )

® Krok 2. Urob pre vietky k =1,2,...,n=|V]|:
Pre vietky i # k také, Ze cix # 00, a pre vietky j # k také, Ze cij # oo,
urob:
Ak cjj > cik + ¢, potom poloZ:

Cjj = Cik + Cij

Xij = Xkj

Po skon&eni Floydovho algoritmu je matica C maticou vzdialenosti vrcholov
grafu, resp. digrafu G.

Matica X obsahuje pre kazdi dvojicu vrcholov i, j taki, %e j je dosiahnutelny
z i, predposledny vrchol najkrat3ej i—j cesty.
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Floydov algoritmus na vypocet matice vzdialenosti

- T Algoritmus ( - pokragovanie )

® Krok 2. Urob pre vietky k =1,2,...,n=|V]|:
Pre vietky i # k také, Ze cix # 00, a pre vietky j # k také, Ze cij # oo,
urob:
Ak cjj > cik + ¢, potom poloZ:

Cjj = Cik + Cij

Xij = Xkj

Po skon&eni Floydovho algoritmu je matica C maticou vzdialenosti vrcholov
grafu, resp. digrafu G.

Matica X obsahuje pre kazdi dvojicu vrcholov i, j taki, %e j je dosiahnutelny
z i, predposledny vrchol najkrat3ej i—j cesty.

Ak potrebujeme najst najkratdiu i—j cestu, vyuZijeme maticu smernikov X
nasledovne:

Pre predposledny vrchol ji najkratSej i—j cesty je j1 = xj. Dali vrchol tejto
cesty (odzadu) je j» = x,, dalsi j3 = x;, atd., pokial neddjdeme do vrchola i.
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4 Floydov algoritmus — priklad

‘#e dany digraf 8 (V, H, c) diagramom z nasledujiceho obrdzku.
Vypoc&itame maticu vzdlalenost| pomocou Floydovho algoritmu.

Matica C
[ [ 1 2 3 4 5]
1 0 6 3 2 o0
2 || oo 0 5 oo 00
3|l co o™ 0 00 7
4 o] 3 00 0 4
5 1 00O 00 0 0
Matica X
L [ 1 2 3 4 5]
1 1 1 1 1 o
2 || oo 2 2 oo 00
3|l co o 3 00 3
Obr.: Digraf k prikladu. 4 c0c 4 0o 4 4
5 5 co 00 o0 5

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Cesty v grafoch
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Floydov algoritmus — priklad

Matica C
[ftl2 3 4 5]
1{/0]| 6 3 2 oo
2|lco| O 5 oo o
3|lcol o0 0 o0 7
4{lccl 3 o0 0 4
5] 1 0
Matica X
[l1]2 3 4 5]
(1] 1 1 1 o
2|loco| 2 2 oo o
3f|loco| o0 3 oo 3
4llccl 4 oo 4 4
5] 5 5
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Floydov algoritmus — priklad

Matica C Matica C
po kroku 2s k=1

| [LIL[2]

|

3
3
5
0

[]

4

4 5
2 o
0o oo
oo 7
0 4
3 0

SN
8
N wglole

Ewg olo||n
E8 o | w||w
Eoggwb

Matica X Matica X
po kroku 2s k=1

Ebg SIS
Eg w N = w
E»ggup
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Floydov algoritmus — priklad

Matica C Matica C Matica C
po kroku 2s k=1 po kroku 2's k=2
[lTtf2 3 4 5[] [[172[3 4 5] |[[1 2[3[4 5]
10| 6 3 2 oo 106 3 2 ~ 110 6 (3|2 |00
2|lco| O 5 o o 2|loo| 0| 5 o0 oo 2|0 0 |5|c0 [o0|
3||oco| co 0 oo 7 3{loco oo 0O oo 7 3(loco o0|0jco 7
4lloc| 3 o0 0 4 4|loc| 3 |[cc] O 4 4o 3 (8]0 4
5[ 1 |[oo][oo][oc] O 5|117] 4 3 0 5/1 71(4/3 0
Matica X Matica X Matica X
po kroku 2s k=1 po kroku 2 s k=2
[z 3 + 5] [Jil2[3 & 5] [[I 20B0s 5]
1|1 1 1 1 oo {11 1 1 11 1(1|1 |
2||oco| 2 2 oo 00 2{loo| 2| 2 oo oo 200 2 |2|oo [o0]
3l c0c 3 oo 3 3|loco|oco| 3 o 3 3loo co[3]co 3
4lloo| 4 oo 4 4 4|loc| 4 |[o0] 4 4 Zco 4 2|4 4
5| 5 [[oo][oe][ee] 5 5[5/1[1 15 5|5 1]1]1 5
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Floydov algoritmus — priklad

Matica C
po kroku 2 s k=3

11 2 3[4]5
12
7
4
0

|

4
0 [6]3]2
oo 0 5|co
oo oo 0f|oco
0
3

oo 3 8

1 [7]a

Matica X
po kroku 2 s k =

3
[T 2 3[4]5]
3

1 (1)1

4
1
oo 2 2|oco
oo
1
1

G (WN =

oo oo 3
co 4 2
5

[1]1

[&)] hww-

Gl B_(WN
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Floydov algoritmus — priklad

Matica C
po kroku 2 s k=3

Matica C

|

po kroku 2 s k =4

ol o

o [6]3

o~ 0 5

oo 3 8

=
N

(=]

11 2 3[4]5
12
7
4
0

4
2
oo
oo oo 0|oco
0
3

G (WN =

1 [7]a

Matica X
po kroku 2 s k =

3
[T 2 3[4]5]
3

1 (1)1

oo oo 3

4
1
oo 2 2|oco
oo
1
1

[&)] hww-

Gl B_(WN

co 4 2
5

[1]1

Qs W wsl(lo
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Floydov algoritmus — priklad

ul
—F

Matica C Matica C Matica C
po kroku 2 s k=3 po kroku 2 s k =4 po kroku 2s k=5
[[T234[5] [IL 23 4[5] [[t2345]
1l 0 3| 2 || 10 1/ 0 5 3 2|6 1/0 532 6
200@500 2|[c] 0 5 [o0]|12 2|13 0 515 12
3loo0 oo Olocol| 7 307 3/6 13010 7
4lco 3 8[0| 4 4/lcc|l 3 8 0 |4 4/5 380 4
5/1 [7]4]3] o 5/ 1 6 4 3 |0 5/1 643 0
i Matica X Matica X
po krlzaﬂlfjlgas)i:3 po kroku 2 s k=4 po kroku 2s k=5
[[Tesafsy L[ 23aps] LILz23¢5]
1] 1 4 1 1 |4
1)1 [a]1] 1[[3] 2] 2 2[=]3 2|5 221 3
2lc0 2 2|oco| 3 3 3.3 35 431 3
3loco o© 3|oco| 3 444 4/5 4 2 4 4
4co 4 24| 4 5"504115 5/5 411 5
5[5 [1]1]1] s
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Floydov algoritmus - vysledky prikladu

Matica C
po kroku 2 s k=5
I 1 2 3 4 51
1] 0 5 3 2 6
2113 0 5 15 12
316 13 0 10 7
4| 5 3 8 0 4
511 6 4 3 0
i-ty riadok vyslednej matice X obsahuje smerniky o atica X
pre konstrukcieu vSetkych najkrat3ich i-j ciest. H ‘ pl B ; 3 H
Hladajme najkratsiu 3-4 cestu. 171 4 1 1 4
x3.4 = 1 — predposledny vrchol hladanej 215 2 2 1 3
cesty je vrchol 1 315 4 3 1 3
x3,1 = 5 — d al¥i vrchol odzadu je vrchol 5 4|5 4 2 4 4
x3,5 = 3 — vrchol 3 je za&iatoZny vrchol hladanej 5|5 4 1 1 5

cesty
Najkrat3ia 3-4 cesta je (3,(3,5),5,(5,1),1,(1,4),4) a ma dizku ¢34 = 10.
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i Label-set a Label-correct implementacia

—1 Algoritmus
Label-set a Label-correct implementacia algoritmu na hladanie
najkratsich orientovanych u—v ciest z pevného vrchola u € V' do vsetkych
ostatnych vrcholov v € V' v hranovo ohodnotenom digrafe

= (V, H,c) s nezdpornou cenou orientovanej hrany c(h), kde0 ¢ V .
@ Krok 1: Inicializacia.
PoloZ t(u) := 0, t(i) ;=00 prei € V, i # u a x(i) := 0 pre kaZdé
i€ V. Poloz £ .= {u}.

v
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i Label-set a Label-correct implementacia

—1 Algoritmus
Label-set a Label-correct implementacia algoritmu na hladanie
najkratsich orientovanych u—v ciest z pevného vrchola u € V' do vsetkych
ostatnych vrcholov v € V' v hranovo ohodnotenom digrafe

= (V, H,c) s nezdpornou cenou orientovanej hrany c(h), kde0 ¢ V .
@ Krok 1: Inicializacia.

PoloZ t(u) := 0, t(i) ;=00 prei € V, i # u a x(i) := 0 pre kaZdé

i€ V. Poloz £ .= {u}.
@ Krok 2: Viyberr € £, poloz € := & — {r}.

Pre vSetky orientované hrany tvaru (r,j) € H urob:

Ak t(j) > t(r) + c(r,j), potom

t(y) = t(r) +c(r,j), x(4) == r. £:=EU{j}.

v
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i Label-set a Label-correct implementacia

—1 Algoritmus

Stanislavef

Label-set a Label-correct implementacia algoritmu na hladanie
najkratsich orientovanych u—v ciest z pevného vrchola u € V' do vsetkych
ostatnych vrcholov v € V' v hranovo ohodnotenom digrafe

= (V, H,c) s nezdpornou cenou orientovanej hrany c(h), kde0 ¢ V .

@ Krok 1: Inicializacia.
PoloZ t(u) := 0, t(i) ;=00 prei € V, i # u a x(i) := 0 pre kaZdé
i€ V. Poloz £ .= {u}.
@ Krok 2: Viyberr € £, poloz € := & — {r}.
Pre vSetky orientované hrany tvaru (r,j) € H urob:
Ak t(j) > t(r) + c(r,j), potom
t(j) = t(r) + c(r,)), xG) = r, E:= €U {j}.

o Krok 3: Ak & # (), chod na Krok 2.
Ak & =0, potom t(i) predstavuje dizku najkratsej orientovanej u—i
cesty pre kaZdy vrchol i. Najkratsiu orientovand u—i cestu zostroj
potom spatne pomocou znaciek x(i) ako v predchidzajiicich dvoch
algoritmoch.

v
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Label-set a Label-correct implementacia

Ak v druhom kroku posledného algoritmu vyberdme r € £ lubovolne,
dostdvame implementaciu zdkladného algoritmu,
ktord voldame label correct algoritmus.

Ak za prvok r € £ vyberdme prvok z najmensou znatkou t(), potom
dostaneme implementaciu Dijkstrovho algoritmu,

ktori volame label set algoritmus.

Ak potrebujeme len jednu u-v cestu, label set algoritmus zastavime
v okamihu vybratia vrchola v z mnoZiny €.

Pre label correct algoritmus je vyhodné organizovat £ ako zasobnik, pre
label set algoritmus sa £ organizuje ako prioritny front, pripadne ako
halda.

Aby sme do zadsobnika, resp. do prioritného frontu & nevkladali ten isty
vrchol viackrat, je vhodné ku kaZdému vrcholu v € V udrZiavat indikdtor

hovoriaci, & vrchol v je v mnoZine £.

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Cesty v grafoch 42/51



Label-set a Label-correct implementacia - Priklad

h 1(1,3) (1,7) (2,4) (3,2) (3,5 (43) (46) (51) (52) (56) (61) (7,3)
c(h)[ 20 120 30 10 60 80 10 30 90 150 20 40

rot(r)] 1 2 3 4 5 6 7
t(v)|x(v) mnoZina £
[- [ 00]0 0|0 0]0 o00]0 o0[0 ocol0 o]0 |3
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Label-set a Label-correct implementacia - Priklad

h 1(1,3) (1,7) (2,4) (3.2) (3,5 (43) (46) (51) (52) (56) (61) (7,3)
c(h)[ 20 120 30 10 60 80 10 30 90 150 20 40

rot(r)] 1 2 3 4 5 6 7
t(v)|x(v) mnoZina £
- 0|0 o0[0 0]0 oo|0 ool0 o]0 o]0 |3
1.(3 0 10|3 60|3 25
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Label-set a Label-correct implementacia - Priklad

h [(1,3) (1,7) (2.4) (3,2) (3,5) (4,3) (4,6) (5,1) (5,2) (5,6) (6,1) (7,3)

c(h)[ 20 120 30 10 60

80 10 30

90 150 20 40

rot(r)] 1 2 3 4 5 6 7
t(v)|x(v) mnoZina £
- 0|0 o0[0 0]0 oo|0 ool0 o]0 o]0 |3
1.3 0 10|3 60|3 25
2.2 10 402 5 4

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinska univerzita
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Label-set a Label-correct implementacia - Priklad

c(h)| 20 120 30

80 10

h 1(1,3) (1,7) (2,4) (3,2) (3,5) (4,3) (4.6) (51) (52) (56) (6,1) (7,3)
10 60

30 90 150 20 40

rot(r)] 1 2 3 4 5 6 7
t(v)|x(v) mnoZina £
- 0|0 o0[0 0]0 oo|0 ool0 o]0 o]0 |3
1.(3 0 10|3 60|3 25
2.(2 10 202 5 4
3.[5 60905 2105 716
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Label-set a Label-correct implementacia - Priklad

h [(1,3) (1,7) (2,4) (3,2) (3,5) (4,3) (4,6) (5,1) (5,2) (5,6) (6,1) (7,3)

c(h)| 20 120 30 10 60 80 10 30 90 150 20 40
rot(r)] 1 2 3 4 5 6 7
t(v)|x(v) mnoZina £
- 0|0 o0[0 0]0 oo|0 ool0 o]0 o]0 |3
1.3 0 10|3 60|3 25
2.(2 10 202 5 4
3.(5 60905 2105 716
4.14 40 50]4 16

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinska univerzita
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Label-set a Label-correct implementacia - Priklad

h [(1,3) (1,7) (2,4) (3,2) (3,5) (4,3) (4,6) (5,1) (5,2) (5,6) (6,1) (7,3)

c(h)| 20 120 30 10 60 80 10 30 90 150 20 40
rot(r)] 1 2 3 4 5 6 7
t(v)|x(v) mnoZina £
- 0|0 o0[0 0]0 oo|0 ool0 o]0 o]0 |3
1.(3 0 10|3 60|3 25
2.2 10 402 5 4
3.(5 60905 21005 416
4[4 40 504 16
5.1 90 21011]6 7

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinska univerzita
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Label-set a Label-correct implementacia - Priklad

PN

h [(1,3) (1,7) (2,4) (3,2) (3,5) (4,3) (4,6) (5,1) (5,2) (5,6) (6,1) (7,3)
c(h)] 20 120 30 10 60 80 10 30 90 150 20 40

rot(r)| 1 2 3 4 5 6 7
t(v)|x(v) mnozina £
- 00l0 o0|0 0]0 ool0 0|0 0|0 0|0 |3
1.3 0 103 60|3 25
2.(2 10 402 5 4
3.5 60(90]5 210[5 416
4.14 40 50/4 16
51 90 21011]6 7
6./6 50|70]6 71
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Label-set a Label-correct implementacia - Priklad

PN

h [(1,3) (1,7) (2,4) (3,2) (3,5) (4,3) (4,6) (5,1) (5,2) (5,6) (6,1) (7,3)
c(h)] 20 120 30 10 60 80 10 30 90 150 20 40

rot(r)| 1 2 3 4 5 6 7
t(v)|x(v) mnozina £
- 00l0 o0|0 0]0 ool0 0|0 0|0 0|0 |3
1.3 0 103 60|3 25
2.(2 10 402 5 4
3.5 60(90]5 210[5 416
4.14 40 50/4 16
51 90 21011]6 7
6./6 50|70]6 71
7.7 210 1
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4 Label-set a Label-correct implementacia - Priklad

h [(1,3) (1,7) (2,4) (3,2) (3,5) (4,3) (4,6) (5,1) (5,2) (5,6) (6,1) (7,3)
c(h)| 20 120 30 10 60 80 10 30 90 150 20 40

rot(r)| 1 2 3 4 5 6 7
t(v)|x(v) mnozina £

- 0|0 o0[0 0]0 oo|0 ool0 o]0 o]0 |3
1.3 0 10(3 603 25
2.2 10 402 5 4
3.(5 60905 21005 416
4[4 40 504 16
5.1 90 210[1|6 7
6.6 50|70]6 71
7.7 210 1
8./1 70 190[1 |7
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4 Label-set a Label-correct implementacia - Priklad

h [(1,3) (1,7) (2,4) (3,2) (3,5) (4,3) (4,6) (5,1) (5,2) (5,6) (6,1) (7,3)
c(h)] 20 120 30 10 60 80 10 30 90 150 20 40

rot(r)| 1 2 3 4 5 6 7
t(v)|x(v) mnozina £

- 00l0 o0|0 0]0 ool0 0|0 0|0 0|0 |3
1.3 0 103 60|3 25
2.(2 10 402 5 4
3.5 60(90]5 210[5 416
4.14 40 50/4 16
51 90 21011]6 7
6./6 50|70]6 71
7.7 210 1
8./1 70 190[1|7
9.7 190

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Cesty v grafoch 43/51



Hladanie cyklu zapornej ceny v digrafe

T Algoritmus
Algoritmus na na hladanie cyklu zapornej ceny v hranovo ohodnotenom
digrafe G = (V, H, ¢) so vSeobecnou cenou hran.
@ Krok 1: Inicializacia.
Poloz t(i) :== 0 pre vSetky i € V a x(i) := 0 pre kaZzdé i € V.
Poloz £ .= V.

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Cesty v grafoch
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Hladanie cyklu zapornej ceny v digrafe

¥ Algoritmus
Algoritmus na na hladanie cyklu zapornej ceny v hranovo ohodnotenom
digrafe G = (V, H, ¢) so vSeobecnou cenou hran.

@ Krok 1: Inicializacia.
PoloZ t(i) :== 0 pre vietky i € V a x(i) :== 0 pre kazdé i € V.
Poloz £ :=V.
@ Krok 2: Viyber r € &, poloz € :== & — {r}.
Pre v3etky orientované hrany tvaru (r,j) € H urob:
Ak t(j) > t(r) + c(r,j), potom
poloz t(j) := t(r) + c(r,j), x(j) :=r, £ :=E U{j} a vyskisaj & sa

v postupnosti

x(f), x(x(j)), x(x(x(7))), ---
vyskytuje vrchol j. Ak dno, nasiel si cyklus obsahujici vrchol j. STOP.
Ak nie, pokraluj krokom 3.

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Cesty v grafoch
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Hladanie cyklu zapornej ceny v digrafe

T Algoritmus

Algoritmus na na hladanie cyklu zapornej ceny v hranovo ohodnotenom
digrafe G = (V, H, ¢) so vSeobecnou cenou hran.
@ Krok 1: Inicializacia.
PoloZ t(i) :== 0 pre vietky i € V a x(i) :== 0 pre kazdé i € V.
Poloz £ :=V.
@ Krok 2: Viyber r € &, poloz € :== & — {r}.
Pre v3etky orientované hrany tvaru (r,j) € H urob:
Ak t(j) > t(r) + c(r,j), potom
poloz t(j) := t(r) + c(r,j), x(j) :=r, £ :=E U{j} a vyskisaj & sa

v postupnosti

x(f), x(x(j)), x(x(x(7))), ---
vyskytuje vrchol j. Ak dno, nasiel si cyklus obsahujici vrchol j. STOP.
Ak nie, pokraluj krokom 3.

@ Krok 3: Ak £ # 0, chod' na Krok 2.

Ak £ =1, STOP, v digrafe 8 neexistuje cyklus.

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Cesty v grafoch
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Cyklus zapornej ceny v digrafe

Poznamka
Postupnost

x(7), x(x(1)), x(x(x(1))); ---

v druhom kroku po&itame pokial sa v nej vyskytne prvok j, alebo taky
vrchol k = x(x(...x(j)...)), pre ktory x(k) = 0.

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Cesty v grafoch 45/51



Hladanie cyklu zapornej ceny

rot(r)] 1 2 3 4 5

t(v)|x(v) mnoZina &

O|0@ [ 00 00 o000 o000 o0f0 12345 |

10,

0 00
0l |

1 10 x9(f) = x(x(..x(J) ... x()-.))

k-krat
0jo [0 PG P06 DG () |

0/0
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Hladanie cyklu zapornej ceny

rot(r)] 1 2 3 4 5
t(v)|x(v) mnoZina &
N 00 00 00 00 00 [12345
0o (® 11 0 2345

<;@
0 00
0/0 |
B 1o xW () = x(x(...x(j) ... x(j)...))
k-krat
0[0 i xU '
6
0[0
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Hladanie cyklu zapornej ceny

rot(r)] 1 2 3 4 5
t(v)|x(v) mnoZina &
N 00 00 00 00 00 [12345
0o (& 110 2345
2,12 0 345

i x() xP0G) O3 PG xO)

10,
0 OO
| = ® |
B 1o xW () = x(x(...x(j) ... x(j)...))
k-krat
0[0
6
0[0
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4 Hladanie cyklu zapornej ceny

rt(r)] 1 2 3 4 >
t(v)[x(v) mnoZina £
- [0jo oo 00 0o 0o 12345
00 ® T[T o 2345
2.2 0 345
303 0 —40[3 45
10,
M
—403 |
N\ [ xR G = x(x(...x(4) ... x()...))
k-krat
0/0 i x0) _<PG) <0G xIG) <G)
|-
2| -
6 3.4 3 0

0[0
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4 Hladanie cyklu zapornej ceny

rot(r)] 1 2 3 4 5
t(v)|x(v) mnoZina &
N 00 00 00 00 00 [12345
-3014 () T[T 0 2345
2,12 0 345
33 0 —203 75
4.4 —40] —50|4 —30[4 52
0/0
-40 |
© |
x9(G) = x(x(-. . x(j) .- x() - )
10 ——
k-krat
5o I <0 @0 <00 A0 ()
1. -
2. | -
6 3.1 4 3 0
4. | 2 4 3 0
4. | 5 4 3 0
0[0
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4 Hladanie cyklu zapornej ceny

rot(r)] 1 2 3 4 5
t(v)|x(v) mnoZina &
- 00 00 00 00 O 12345
-304+ @ 110 2345
2,12 0 345
33 0 —40[3 75
4.4 —40] —504 —30[4 5 2
5.15 0 2
0/0
-40 C|
k _ .
/[ AO() = x(x(.x(J) - x() --.))
——
k-krat
_s0l4 i xG) P60 XOG) DG xO0)
1. -
2 -
6 3.4 3 0
4 2 4 3 0
4 5 4 3 0
0|0 5.1 -
Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zvr'/inslfa' univerzita Cesty v grafoch 46/51




zapornej ceny

4 Hladanie cyklu

—3014 (®

—50/4

(o2}

0[0

Stanislav Palich, Fakulta riadenia a informath

rot(r)] 1 2 3 4 5
t(v)|x(v) mnozina £
N 00 00 00 00 00 [12345
1.1 0 2345
2.12 0 345
33 0 —203 75
4.4 —40] —50|4 —30[4 52
5.15 0 2
6.[2 50 —20]2 3
{
k . .
xB(G) = x(x(.. x(§) - x() )
—_——
k-krat
x()  X@G) X0 <G xO()
1. -
2. -
3. | 4 3 0
4. 2 4 3 0
4. | 5 4 3 0
5. -
6 [3 2

v gratoci
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4 Floyd

*ondov algoritmus 5 (str. 121) moZno tiez modifikovat tak, Ze v pripade
v8eobecného digrafu najde zaporny cyklus.
Stali v kroku 1. definovat zatiato&ni maticu C nasledovne

o — c(i,j), ak{i,j} € H, resp. (i,j)eH
Y o, ak {i,j} ¢ H, resp. (i,j)¢H
Matica C ma na rozdiel od $tandardného Floydovho algoritmu na hlavnej

diagondle co. Matica X je bez zmeny. Krok 2. je rovnaky.
Pozor! Treba menit aj prvky hlavnej diagondly!!!

Po ukonéeni prace tohto algoritmu budd prvky c;; na diagondle rovné
dlzke najkratSieho i—i cyklu.

Ak sa na hlavnej diagonale matice C v priebehu vypoctu Floydovym
algoritmom objavi zdporné &islo ¢;; , objavili sme tym cyklus zapornej
ceny obsahujtci vrchol j.

Tento cyklus uréime pomocou matice smernikov X.

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Cesty v grafoch 47/51



Priklad

T Priklad

Treba zistit, & digraf z nasledujiiceho obrazku obsahuje cyklus zipornej ceny.

Zostavime matice C a X a postupne urobime Krok 2. Floydovho algoritmu pre
k=1,23.

Vyvoj matic C a X vidime postupne v tabulkdch na nasledujicej fdlii.

Ked'?e v poslednom riadku matice C pre k = 3 sii samé co, pre k = 4 sa uZ
matice C a X nezmenia. )

10 @

-30

T

. /]
Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zvr'/inQatZﬁh/erJ;)algraf k prl klad u 1 Cesty v grafoch 48/51
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Cpok=1 Cpok=2 Cpok=3
oo 10 oo oof| oo 10 ©||loco 10 20 oof|-10 0 20 30
o© oo 10 cof|oo oo 10 oco||loo oo 10 ool||-20 -10 10 20
-30 oo 10| (-30 -20 10{|-30 -20 -10 10||-30 -20 -10 10
0O 00 00 O||oo 0o 00 oo||ow o 0 oo||oco oo oo oo
Xpok=1 Xpo k=2 Xpok=3
- 1 - - - 1 - - - 1 2 - 3 1 2 3
- - 2 - - - 2 - - - 2 3 1 2 3
3 - - 3 3 1 - 3 1 2 3 3 1 2 3

UZ po vypoditani tretej dvojice tabuliek sa na diagonale matice C objavilo na
mieste ¢33 zdporné &islo -10, &o stadi na konStatovanie, Ze skimany digraf
obsahuje cyklus so zdpornou cenou, ktory obsahuje vrchol 3.

Treti riadok matice smernikov X hovori, Ze predposledny vrchol tohto cyklu je
x33 = 2, bezprostredne pred vrcholom 2 leZi na hladanom cykle vrchol x32 = 1

a pred nim je vrchol

, v ktorom sa cyklus uzaviera.

Hladany cyklus so zapornou cenou je teda

3,(3,1),1,(1,2),2,(2,3),3.

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinska univerzita

Cesty v grafoch




¢ Cesta maximalnej spolahlivosti

— Definicia
Majme hranovo ohodnoteny graf G = (V| H, ¢) kde ohodnotenie ¢
predstavuje spolahlivost hrany (pravdepodobnost tspesného prechodu
hranou), t. j. 0 < c(h) < 1.
Nech p(u,v) je u—v cesta.
Spolahlivost s(u(u,v)) cesty p(u,v) definujeme:

s(u(w )= [ <(h).

hep(u,v)

u-v cesta maximalnej spolahlivosti je t4 u—v cesta u(u,v), ktord ma

zo vdetkych u—v ciest najvicsiu spolahlivost.

Veta

Nech G = (V,H,c), kde c(h) > 0 je spolahlivost hrany h € H.
u-v cesta u(u,v) je cestou maximalnej spolahlivosti v grafe

G = (V,H,c) prdve vtedy, ak pu(u, v) je najkratsou cestou v grafe
G = (V, H,¢), kde pre cenu hrany € plati (i, j) = — log, (c(i,J)),
(kde z > 1).

Stanislav-Paltich; Fakulta-riadenia-a-informatiky, Zilinska univerzi Cesty v-grafoch
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Cesta maximalnej spolahlivosti

Najspolahlivej$ia u-v cesta
Ciel: maximalizovat

i) = ] <h)

hep(u,v)

Najkrat$ia u-v cesta

Ciel: minimalizovat

d(p(u,v)) = D c(h)

hep(u,v)

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Cesty v grafoch 51/51



Cesta maximalnej spolahlivosti

Najspolahlivej$ia u-v cesta
Ciel: maximalizovat

s(u(u,v)) = [T eh)
hep(u,v)

d(p(u, v)) je maximdlne <
& log d(p(u, v)) je maximélne.

Najkrat$ia u-v cesta
Ciel: minimalizovat

d(p(u,v)) = D c(h)

hep(u,v)
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Cesta maximalnej spolahlivosti

Najspolahlivej$ia u-v cesta
Ciel: maximalizovat

i) = ] <h)

hep(u,v)

d(p(u, v)) je maximdlne <

& log d(p(u, v)) je maximélne.
Najkrat$ia u-v cesta

Ciel: maximalizovat Ciel: minimalizovat

log s(pe(u, v)) = log [ c(h) = > logc(h) d(u(u,v)) = S c(h)

hep(u,v) hep(u,v) he p(u,v)
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Cesta maximalnej spolahlivosti

Najspolahlivej$ia u-v cesta
Ciel: maximalizovat

suwv)= [ <)

hep(u,v)

d(p(u, v)) je maximdlne <

& log d(p(u, v)) je maximélne.
Najkrat$ia u-v cesta

Ciel: maximalizovat Ciel: minimalizovat

log s(pe(u, v)) = log [ c(h) = > logc(h) d(u(u,v)) = S c(h)

hep(u,v) hep(u,v) he p(u,v)

z log c(h) je maximdlne <

he p(u,v) PN Z log c(h) je minimalne.
hep(u,v)
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Cesta maximalnej spolahlivosti

Najspolahlivej$ia u-v cesta
Ciel: maximalizovat

suwv)= [ <)

hep(u,v)

d(p(u, v)) je maximdlne <

& log d(p(u, v)) je maximélne.
Najkrat$ia u-v cesta

Ciel: maximalizovat Ciel: minimalizovat

log s(pe(u, v)) = log [ c(h) = > logc(h) d(u(u,v)) = S c(h)

hep(u,v) hep(u,v) he p(u,v)

z log c(h) je maximdlne <
he p(u,v) PN Z log c(h) je minimalne.

hep(u,v)

Ciel: minimalizovat Z — log c(h)
hep(u,v)
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