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Algoritmy

Pod pojmom algoritmus rozumieme postupnost’ krokov, ktorá nás
dovedie k žiadanému riešeniu daného problému.
Žiada sa, aby algoritmus mal tieto vlastnosti:

determinovanost’ – má byt’ zadaný konečným počtom jednoznačných
pravidiel

efekt́ıvnost’ – má zaručit’ vyriešenie úlohy po konečnom počte krokov

hromadnost’ – má byt’ použitel’ný na celú triedu pŕıpadov úlohy
svojho typu

Pravidlá v algoritme musia byt’ rozhodnutel’né v okamihu výpočtu.

Pŕıklad nekorektného pravidla (Plesńık):

”
Ak existujú mimozemské civilizácie, tak chod’ domov, inak zostaň tu.“
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Výpočtová náročnost’ algoritmov

Ukázalo sa rozumné posudzovat’ algoritmy podl’a počtu elementárnych
krokov, ktoré potrebuje na vyriešenie daného problému. Tieto
elementárne kroky môžu byt’

sč́ıtanie

odč́ıtanie

násobenie

delenie

porovnávanie s vetveńım

atd’

Jednotlivé elementárne kroky považujeme za rovnako časovo náročné.

Budeme hovorit’, že
algoritmus vyrieši danú konkrétnu úlohu U v čase T ,

ak na jej vyriešenie potrebuje T elementárnych krokov.
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Výpočtová náročnost’ algoritmov

Pre ohodnotenie výpočtovej zložitosti algoritmu nás však viac ako jeden
konkrétny pŕıpad zauj́ıma závislost’ počtu elementárnych krokov
algoritmu T (n) na vel’kosti resp. rozsahu poč́ıtanej úlohy n.

D́lžka úlohy – množstvo vstupných dát pŕıslušnej úlohy.

Pŕıklad

Pre graf G = (V ,H) alebo digraf
−→
G = (V ,H) s n vrcholmi a m hranami,

t.j. kde |V | = n, |V | = m, bude dĺžka úlohy (m + n).

Niekedy sa udáva len závislost’ času výpočtu len na počte vrcholov n,

pričom sa berie do úvahy, že m ≤
n(n − 1)

2
≤ n2 pre grafy, resp.

m ≤ n(n − 1) ≤ n2 pre digrafy.

Počet krokov algoritmu môže závisiet’ nielen od množstva vstupných dát,
ale aj od ich vzájomnej konfigurácie.

Preto funkcia T (n) môže vyjadrovat’ iba hornú hranicu počtu krokov

algoritmu pre najhořśı pŕıpad úlohy s d́lžkou n (worst case analysis).
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Preto funkcia T (n) môže vyjadrovat’ iba hornú hranicu počtu krokov
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algoritmu T (n) na vel’kosti resp. rozsahu poč́ıtanej úlohy n.
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Pŕıklad – usporadanie postupnosti n prvkov vzostupne

/* algoritmus bsort */

sorted=0;

while(sorted==0)
{sorted=1;
for (i=1; i<n; i++)

{if(a[i]> a[i+1])

{sorted=0;
swap(a[i],a[i+1]);

}
}

}

7 6 5 4 3 2 1
6 7 5 4 3 2 1
6 5 7 4 3 2 1
6 5 4 7 3 2 1 (n − 1) vykonańı pŕıkazu if
6 5 4 3 7 2 1
6 5 4 3 2 7 1
6 5 4 3 2 1 7
6 5 4 3 2 1 7
5 6 4 3 2 1 7

. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . . (n − 1) vykonańı pŕıkazu if
5 4 3 2 1 6 7
5 4 3 2 1 6 7

. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . . (n − 1) vykonańı pŕıkazu if
4 3 2 1 5 6 7

. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .

. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .

2 1 3 4 5 6 7
1 2 3 4 5 6 7 (n − 1) vykonańı pŕıkazu if
1 2 3 4 5 6 7 (n − 1) vykonańı pŕıkazu if

V pŕıpade zostupne zotriedenej postupnosti na vstupe algoritmus vykoná
n(n − 1) krát pŕıkaz if, v pŕıpade vzostupne zotriedenej postupnosti na vstupe
algoritmus vykoná tento pŕıkaz len (n − 1) krát.
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4 3 2 1 5 6 7

. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .

. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .

2 1 3 4 5 6 7
1 2 3 4 5 6 7 (n − 1) vykonańı pŕıkazu if
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1 2 3 4 5 6 7 (n − 1) vykonańı pŕıkazu if
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Pŕıklad – usporadanie postupnosti n prvkov vzostupne

/* algoritmus bsort */

sorted=0;

while(sorted==0)
{sorted=1;
for (i=1; i<n; i++)

{if(a[i]> a[i+1])

{sorted=0;
swap(a[i],a[i+1]);

}
}

}

7 6 5 4 3 2 1
6 7 5 4 3 2 1
6 5 7 4 3 2 1
6 5 4 7 3 2 1 (n − 1) vykonańı pŕıkazu if
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1 2 3 4 5 6 7 (n − 1) vykonańı pŕıkazu if

V pŕıpade zostupne zotriedenej postupnosti na vstupe algoritmus vykoná
n(n − 1) krát pŕıkaz if, v pŕıpade vzostupne zotriedenej postupnosti na vstupe
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V pŕıpade zostupne zotriedenej postupnosti na vstupe algoritmus vykoná
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n(n − 1) krát pŕıkaz if, v pŕıpade vzostupne zotriedenej postupnosti na vstupe
algoritmus vykoná tento pŕıkaz len (n − 1) krát.
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1 2 3 4 5 6 7 (n − 1) vykonańı pŕıkazu if
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Asymptotická dominancia

Defińıcia

Nech g(n), h(n) sú dve kladné funkcie definované na množine
prirodzených č́ısel. Budeme ṕısat’ g(n) = O(h(n)) a hovorit’, že funkcia
h(n) asymptoticky dominuje funkcii g(n), ak existuje konštanta K
a prirodzené č́ıslo n0 také, že

g(n) ≤ K .h(n) ∀n ≥ n0.

Defińıcia

Hovoŕıme, že algoritmus A má zložitost’ O(f (n)), ak pre horný odhad
T (n) počtu krokov algoritmu A pre úlohu dĺžky n plat́ı

T (n) = O(f (n)).

Skrátene hovoŕıme o O(f (n)) algoritme.

Špeciálne ak f (n) ≤ nk pre nejaké konštantné k, hovoŕıme, že A je
polynomiálny algoritmus.
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Pŕıklady polynomiálnych algolritmov

Pŕıklad
Triediaci algoritmus bsort vykoná v najhořsom pŕıpade n(n − 1) pŕıkazov if,
pŕıkaz if vykoná nanajvýš tri elementárne operácie (porovnanie, priradenie a
swap) takže počet všetkých operácíı možno zhora ohraničit’ č́ıslom
n(n − 1)K ≤ K .n2 pre K = 3.
Algoritmus bsort je O(n2) algoritmus.

Pŕıklad
Floydov algoritmus:
for(k=1; k <= n; k++)

for(i=1; i <= n; i++)

for(j=1; j <= n; j++)

if(c[i , j] > c[i , k] + c[k , j])
{ c[i , j] = c[i , k] + c[k , j];

x[i , j] = x[k , j]; }
Počet elementárnych operácíı za pŕıkazom if najvnútorneǰsieho cyklu možno
zhora ohraničit’ istým č́ıslom K. Tento pŕıkaz sa vykoná n3 krát. Počet všetkých
elementárnych krokov Floydovho algoritmu možno zhora ohraničit’ č́ıslom Kn3.
Floydov algoritmus je O(n3) algoritmus.
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Floydov algoritmus je O(n3) algoritmus.
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Zložitost’ problému

Defińıcia

Hovoŕıme, že problém má zložitost’ nanajvýš O(f (n)), ak preň existuje
O(f (n)) algoritmus.

Pŕıklad

Pre problém triedenia n-prvkovej postupnosti sme uviedli algoritmus bsort
so zložitost’ou O(n2).
Na základe toho bu bolo možné konštatovat’, že problém triedenia má
zložitost’ nanajvýš O(n2).

Existujú však lepšie algoritmy so zložitost’ou O(n. log n).

Dá sa ukázat’, že pre problém triedenia algoritmy s menšou zložitost’ou
než O(n. log n) neexistujú.

Problém triedenia n č́ısel má teda zložitost’ O(n. log n).
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Pŕıklad

Pre problém triedenia n-prvkovej postupnosti sme uviedli algoritmus bsort
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Sústava lineárnych rovńıc

Sústava lineárnych rovńıc

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

(1)
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a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
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







(2)

A.x = b

A = (aij) je matica l’avej strany sústavy (1),

b je st́lpcový vektor pravých strán b = (b1, b2, . . . , bm)
T a

x = (x1, x2, . . . , xn)
T st́lpcový vektor neznámych, x ∈ R

n.
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b je st́lpcový vektor pravých strán b = (b1, b2, . . . , bm)
T a

x = (x1, x2, . . . , xn)
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Sústava lineárnych rovńıc

Plat́ı

Sústava A.x = b má aspoň jedno riešenie práve vtedy, ked’ hodnost’

matice A l’avej strany sa rovná hodnosti rozš́ırenej matice (A|b) sústavy.

každé riešenie sústavy A.x = b dostaneme ako súčet jedného pevne
vzatého riešenia tejto sústavy a niektorého riešenia sústavy s nulovou
pravou stranou – t.j sústavy A.x = o.

Ak m < n a sústava A.x = b má aspoň jedno riešenie, potom má
nekonečne vel’a riešeńı.

V mnohých praktických úlohách premenné x1, x2, . . . , xn predstavujú
množstvá reálnych látok, substrátov alebo objektov a sústava rovńıc
A.x = b predstavuje ohraničenia pre tieto množstvá, preto nás zauj́ımajú
len také riešenia tejto sústavy, pre ktoré je x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0,
t. j. pre ktoré sú množstvá nezáporné.

Každému nezápornému riešeniu je priradená hodnota lineárnej kriteriálnej
funkcie

f (x) = c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn = cT .x

predstavujúca náklady na riešenie x.

Zo všetkých nezáporných riešeńı nás zauj́ıma to, ktoré nám prináša čo
najmenšie náklady.
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Sústava lineárnych rovńıc
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V mnohých praktických úlohách premenné x1, x2, . . . , xn predstavujú
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Úloha lineárneho programovania

Defińıcia

Úloha lineárneho programovania je nájst’ také reálne č́ısla
x1, x2, . . . , xn, pre ktoré je

f (x) = cT .x = c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn minimálne

za predpokladov:
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

x1, x2, . . . , xn ≥ 0

Poznámka
Skrátene pomocou maticových zápisov možno úlohu lineárneho
programovania formulovat’ ako:
Minimalizovat’ cT .x za predpokladov A.x = b, x ≥ 0.
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Defińıcia
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Začiatky teórie lineárneho programovania

Poznámka

Na riešenie problému lineárneho programovania je niekol’ko efekt́ıvnych
algoritmov - simplexová metóda, revidovaná simplexová metóda, atd’.
Na riešenie takýchto úloh máme k dispoźıcii komerčné i vol’ne dostupné
výpočtové systémy, ktoré zvládajú inštancie s tiśıckami ohraničeńı i premenných.

Poznámka

Lineárne programovanie vzniklo za druhej svetovej vojny ako matematický
model na plánovanie výdavkov a tržieb na zńı̌zenie výdavkov vlastnej
armády a zvýšenie strát nepriatel’a. Bolo držané v tajnosti až do roku
1947.

Zakladateli metódy boli Leonid Kantorovič (1912 - 1986) (Rus) (1939)
a George B. Dantzig (1914 - 2005) – r. 1947 publikoval slávnu
simplexovú metódu.

R. 1975 Tjalling C. Koompans a Leonid V. Kantorovič dostali Nobelovu
cenu za rozvoj lineárneho programovania (”for their contributions to the
theory of optimal allocation of resources.”)
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a George B. Dantzig (1914 - 2005) – r. 1947 publikoval slávnu
simplexovú metódu.
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Zakladatelia teórie lineárneho programovania

Leonid V. Kantorovič George B. Dantzig Tjalling C. Koompans

(1912 - 1986) (1914 - 2005) (1910 - 1985)
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Úloha celoč́ıselného lineárneho programovania

Pri riešeńı d’aľśıch praktických úloh požadujeme, aby premenné
x1, x2, . . . , xn predstavovali počty reálnych objektov.
V tomto pŕıpade musia byt’ všetky premenné x1, x2, . . . , xn celé č́ısla.

Defińıcia

Úloha celoč́ıselného lineárneho programovania (úloha CLP) je nájst’

takú n–ticu celých č́ısel x, pre ktorú je cT .x minimálne za predpokladov
A.x = b, x ≥ 0.

V niektorých pŕıpadoch premenné xi modelujú rozhodnutia, či nejakú
akciu vykonat’ – vtedy xi = 1, alebo nie – vtedy xi = 0.
Špeciálnym pŕıpadom celoč́ıselného lineárneho programovania je pŕıpad,
ked’ požadujeme, aby všetky premenné nadobúdali len hodnoty 0 alebo 1.

Defińıcia

Úloha bivalentného (alebo binárneho) lineárneho programovania
(úloha BLP) je nájst’ takú n–ticu celých č́ısel x, pre ktorú je cT .x
minimálne za predpokladov A.x = b, xi ∈ {0, 1} pre i = 1, 2, . . . , n.
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Pŕıklad – najkraťsia cesta ako úloha BLP

Pŕıklad, ako možno úlohu hl’adania najkratšej u–v cesty v hranovo

ohodnotenom digrafe
−→
G = (V ,H, c), kde c(h) > 0, previest’ na úlohu

bivalentného programovania.

Označme: cij =

{

c(i , j) ak (i , j) ∈ H

∞ ak (i , j) /∈ H
(3)

Nech xij je bivalentná premenná, ktorá nadobúda hodnoty nasledovne:

xij =

{

1 ak u–v cesta µ(u, v) obsahuje hranu (i , j)

0 inak
(4)

Predstavme si, že štvorcová matica typu n (xij ) zložená iba z núl a jedničiek

zodpovedá nejakej ceste µ(u, v) v digrafe
−→
G .

Potom pre l’ubovol’né (i , j) ∈ V × V je cij .xij rovné d́ľzke hrany (i , j) ak hrana
(i , j) lež́ı na ceste µ(u, v), alebo nula inak.

Z toho môžeme usúdit’, že

n
∑

i=1

n
∑

j=1

cijxij (5)

predstavuje d́ľzku cesty µ(u, v).
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ohodnotenom digrafe
−→
G = (V ,H, c), kde c(h) > 0, previest’ na úlohu
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Digraf
−→
G = (V ,H, c).

1 2 3 4 5 6

1 ∞ 40 ∞ 10 ∞ ∞
2 ∞ ∞ 20 ∞ 80 ∞
3 ∞ ∞ ∞ ∞ 10 60
4 ∞ 20 50 ∞ ∞ ∞
5 ∞ ∞ ∞ 10 ∞ 40
6 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

Matica c = (cij )

pŕıslušná k digrafu
−→
G .

1 2 3 4 5 6

1 - 1 - - - -
2 - - - - 1 -
3 - - - - - -
4 - - - - - -
5 - - - - - 1
6 - - - - - -

Matica x = (xij) pre

vyznačenú cestu v
−→
G .

−→
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Pŕıklad – najkraťsia cesta ako úloha BLP

Model bivalentného programovania
pre problém hl’adania najkratšej u-v cesty v digrafe.

Minimalizovat’
n

∑

i=1

n
∑

j=1

cijxij

za predpokladov:
n

∑

j=1

xuj = 1

n
∑

i=1

xiv = 1

n
∑

j=1

xkj =
n

∑

i=1

xik ∀k ∈ V , k 6= u, k 6= v

xij ∈ {0, 1}
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Pŕıklad – najkraťsia cesta ako úloha BLP

1

2 3

6

4 5

20

40

10
40

10

10

40 80

20

60

Text
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Polynomiálne transformácie

Defińıcia

Nech je daný problém P1 so vstupnými dátami D1.

Problém P1 môžeme riešit’ aj tak, že ho pretransformujeme na iný
problém P2 tak, že dáta D1 prerob́ıme na dáta D2 problému P2.

Ak riešenie R2 problému P2 vieme prerobit’ na riešenie R1 problému P1,
transformácia je hotová.

Ak prerobenie dát D1 na D2 a riešenia R2 na R1 vyžaduje len
polynomiálny počet elementárnych operácíı, nazveme túto transformáciu
polynomiálnou transformáciou.

Ak problém P1 možno polynomiálne transformovat’ na problém P2

a problém P2 má polynomiálny algoritmus riešenia, potom aj problém P1

má polynomiálny algoritmus riešenia
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Polynomiálne transformácie

Prevod polynomiálnym

Prevod polynomiálnym

počtom krokov

počtom krokov

Problém P1 Problém P2

Dáta D1 Dáta D2

problému P1 problému P2

problému P2

Riešenie problému P1 Riešenie problému P2

Algoritmus riešenia

Obr.: Polynomiálna transformácia problému P1 na problém P2.
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Polynomiálna redukcia

Defińıcia

V niektorých pŕıpadoch vyriešenie problému P1 vyžaduje vyriešit’ niekol’ko
pŕıpadov problému P2 (napr. násobenie prevádzame na niekol’ko sč́ıtańı).

Ak prevody dát a riešeńı vyžadujú len polynomiálny počet elementárnych
operácíı a výpočet vyžaduje polynomiálny počet výpočtov problému P2,
hovoŕıme, že sme problém P1 polynomiálne redukovali na problém P2.

Ak problém P1 možno polynomiálne redukovat’ na problém P2 a naopak,
problém P2 možno polynomiálne redukovat’ na P1 hovoŕıme, že problémy
P1, P2 sú polynomiálne ekvivalentné.
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Polynomiálna redukcia

Ak úlohu P1 možno polynomiálne redukovat’ na úlohu P2,
znamená to nasledovné:

Ak existuje polynomiálny algoritmus riešenia úlohy P2, potom
existuje aj polynomiálny algoritmus pre úlohu P1.

Naopak to však nemuśı platit’ – ak existuje polynomiálny
algoritmus pre P1, polynomiálna redukovatel’nost’ P1 na P2

ešte nič nehovoŕı o zložitosti problému P2.

Ak sú však problémy P1, P2 polynomiálne ekvivalentné,
existencia polynomiálneho algoritmu pre jeden implikuje
existenciu polynomiálneho algoritmu pre druhý.
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znamená to nasledovné:
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NP–t’ažké úlohy

Kombinatorické úlohy, ku ktorým patria aj mnohé úlohy teórie grafov,
spoč́ıvajú vo výbere jedného optimálneho z konečného počtu
kombinatorických objektov.
Najjednoduchš́ım spôsobom riešenia takýchto úloh je úplné prehl’adanie
všetkých objektov (full search, brute force).

n = 10 n = 50 n = 100
Počet štvorcových mat́ıc n × n n2 100 2500 1.0e+4
Počet podmnož́ın n–prvkovej množiny 2n 1024 1.1e+15 1.2e+30
Počet permutácíı z n prvkov n! 3.6e+6 3.0e+64 9.3e+157
Počet všetkých zobrazeńı n–prvkovej nn 1.0e+10 8.9e+84 1.0e+200
množiny do seba

Poznámka

Edmonds (1965) bol prvý, ktorý si uvedomil rozdiel medzi
polynomiálnymi algoritmami (t. j. algoritmami so zložitost’ou typu O(nk ))
a nepolynomiálnymi algoritmami, ktorých počet krokov nevieme ohraničit’

polynómom. Tie prvé nazýva
”
dobré“.
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NP–t’ažké úlohy

Ako etalón t’ažkých úloh bola vybratá úloha bivalentného lineárneho
programovania (BLP).

Problém, ktorý možno polynomiálne redukovat’ na úlohu BLP,
je l’ahš́ı alebo rovnako t’ažký ako úloha BLP.

Problém, na ktorý možno polynomiálne redukovat’ úlohu BLP,
je t’ažš́ı alebo rovnako t’ažký ako úloha BLP.

Defińıcia

Hovoŕıme, že problém P je NP–t’ažký, ak úlohu bivalentného
lineárneho programovania možno polynomiálne redukovat’ na P .

Hovoŕıme, že problém P je NP–l’ahký, ak problém P možno
polynomiálne redukovat’ na úlohu bivalentného lineárneho programovania.

Hovoŕıme, že problém P je NP–ekvivalentný, ak je problém P
polynomiálne ekvivalentný s úlohou bivalentného lineárneho
programovania.
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NP–t’ažké úlohy
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lineárneho programovania možno polynomiálne redukovat’ na P .
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NP–t’ažké úlohy
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programovania (BLP).
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Problém, na ktorý možno polynomiálne redukovat’ úlohu BLP,
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Defińıcia
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je t’ažš́ı alebo rovnako t’ažký ako úloha BLP.
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lineárneho programovania možno polynomiálne redukovat’ na P .
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NP–t’ažké úlohy

Poznámka

Úloha obchodného cestujúceho je NP–ekvivalentná.

Doteraz sa podarilo pre stovky úloh dokázat’, že sú
NP–ekvivalentné. Pre d’aľsie sa podarilo dokázat’, že sú NP-t’ažké.

Pre žiadnu NP–t’ažkú úlohu sa doteraz nepodarilo nájst’

polynomiálny algoritmus.

Nepodarilo sa však ani dokázat’, že polynomiálny algoritmus pre ne
neexistuje.

Nájdenie polynomiálneho algoritmu pre jedinú zo stoviek
NP–ekvivalentných úloh by znamenalo existenciu polynomiálneho
algoritmu pre všetky ostatné. Všeobecne sa neveŕı, že by sa to
mohlo niekomu podarit’, preto sú na NP–zložitosti niektorých úloh
založené napr. aj niektoré kryptografické systémy.
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NP–ekvivalentné. Pre d’aľsie sa podarilo dokázat’, že sú NP-t’ažké.
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Poznámka
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Heuristiky

Heuristiky – postupy či algoritmy, ktoré dávajú riešenie s hodnotou
kriteriálnej funkcie bĺızkou k optimálnej hodnote (presneǰsie k hodnote
kriteriálnej funkcie optimálneho riešenia).

Heuristiky

{

vytvárajúce

zlepšujúce

Vytvárajúce heuristiky – napr. pažravá metóda

Zlepšujúce heuristiky

Metóda prehl’adávania okolia
Mataheuristika Tabu search
Metaheuristika Simulated anealing
Metódy vetv́ı a hrańıc
Genetické algoritmy
Metódy kolónia mravcov
.....
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Genetické algoritmy
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