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Algoritmy

Pod pojmom algoritmus rozumieme postupnost krokov, ktord nas
dovedie k Ziadanému rieSeniu daného problému.
Ziada sa, aby algoritmus mal tieto vlastnosti:

@ determinovanost — ma byt zadany koneénym po&tom jednozna&nych
pravidiel

@ efektivnost — ma zarudit vyriedenie tilohy po kone&nom potte krokov

® hromadnost — ma byt pouZitelny na celd triedu pripadov tlohy
svojho typu

Pravidl4 v algoritme musia byt rozhodnutelné v okamihu vypo&tu.

Priklad nekorektného pravidla (Plesnik):
Ak existujii mimozemské civilizicie, tak chod domov, inak zostafi tu."
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Vypoc&tovd naroénost algoritmov

kdzalo sa rozumné posudzovat algoritmy podla po¢tu elementdrnych
krokov, ktoré potrebuje na vyrieSenie daného problému. Tieto
elementdrne kroky mézu byt

@ sditanie

@ odditanie

@ nasobenie

@ delenie

@ porovnavanie s vetvenim

o atd

Jednotlivé elementédrne kroky povaZujeme za rovnako ¢asovo naro&né.

Budeme hovorit, Ze
algoritmus vyriesi dant konkrétnu Glohu U v ¢ase T,
ak na jej vyrieSenie potrebuje T elementarnych krokov.
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Vypoc&tovd naroénost algoritmov

re ohodnotenie vypo&tovej zloZitosti algoritmu nds v3ak viac ako jeden
konkrétny pripad zaujima zavislost po&tu elementarnych krokov
algoritmu T(n) na velkosti resp. rozsahu poéitanej dlohy n.

Dizka ulohy — mnoZstvo vstupnych dat prisludnej tlohy.
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Vypoc&tovd naroénost algoritmov

re ohodnotenie vypo&tovej zloZitosti algoritmu nds v3ak viac ako jeden
konkrétny pripad zaujima zavislost po&tu elementarnych krokov
algoritmu T(n) na velkosti resp. rozsahu poéitanej dlohy n.

Dizka ulohy — mnoZstvo vstupnych dat prisludnej tlohy.
Priklad

Pre graf G = (V, H) alebo digraf/g = (V, H) s n vrcholmi a m hranami,
tj. kde |V| = n, |V| = m, bude dlzka dlohy (m + n).
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Vypoc&tovd naroénost algoritmov

re ohodnotenie vypo&tovej zloZitosti algoritmu nds v3ak viac ako jeden
konkrétny pripad zaujima zavislost po&tu elementarnych krokov
algoritmu T(n) na velkosti resp. rozsahu poéitanej dlohy n.

Dizka ulohy — mnoZstvo vstupnych dat prisludnej tlohy.

Priklad

Pre graf G = (V, H) alebo digraf/g = (V, H) s n vrcholmi a m hranami,
tj. kde |V| = n, |V| = m, bude dlzka dlohy (m + n).

Niekedy sa uddva len zdvislost Easu vypo&tu len na po&te vrcholov n,

(n-1)
2

. . . . n
pri¢om sa berie do tvahy, Ze m < < n? pre grafy, resp.

m < n(n—1) < n? pre digrafy.
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Vypoc&tovd naroénost algoritmov

re ohodnotenie vypo&tovej zloZitosti algoritmu nds v3ak viac ako jeden
konkrétny pripad zaujima zavislost po&tu elementarnych krokov
algoritmu T(n) na velkosti resp. rozsahu poéitanej dlohy n.

Dizka ulohy — mnoZstvo vstupnych dat prisludnej tlohy.
Priklad

Pre graf G = (V, H) alebo digraf/g = (V, H) s n vrcholmi a m hranami,
tj. kde |V| = n, |V| = m, bude dlzka dlohy (m + n).

Niekedy sa uddva len zdvislost Easu vypo&tu len na po&te vrcholov n,

(n-1)
2

. . . . n
pri¢om sa berie do tvahy, Ze m < < n? pre grafy, resp.

m < n(n—1) < n? pre digrafy.

Potet krokov algoritmu méZe zavisiet nielen od mnoZstva vstupnych dat,
ale aj od ich vzajomnej konfiguracie.

Preto funkcia T(n) mdZe vyjadrovat iba horni hranicu po&tu krokov
. _Iaggoritmu pre najhor$i pripad ulohy s dlikog\/ n (worst case analysis).
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Priklad — usporadanie postupnosti n prvkov vzostupne

7654321

/* algoritmus bsort */

sorted=0;

while (sorted==0)

{sorted=1;

for (i=1; i<n; i++)

{if(alil> ali+1])

{sorted=0;
swap(ali],ali+1]);

}
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Priklad — usporadanie postupnosti n prvkov vzostupne

7654321
6 754321
/* algoritmus bsort */
sorted=0;
while (sorted==0)
{sorted=1;
for (i=1; i<n; i++)
{if(alil> ali+1])
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swap(ali],ali+1]);

}
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Priklad — usporadanie postupnosti n prvkov vzostupne

7654321
6754321
, 6574321
/* algoritmus bsort */ 6547321 (n—1) vykonani prikazu if
sorted=0;
while(sorted==0)
{sorted=1;

for (i=1; i<n; i++)
{if(alil> ali+1])
{sorted=0;
swap(ali],ali+1]);

}
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Priklad — usporadanie postupnosti n prvkov vzostupne

7654321
6754321
, 6574321
/* algoritmus bsort */ 6547321 (n—1) vykonani prikazu if
sorted=0; 6543721
while(sorted==0)
{sorted=1;

for (i=1; i<n; i++)
{if(alil> ali+1])
{sorted=0;
swap(ali],ali+1]);

}
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Priklad — usporadanie postupnosti n prvkov vzostupne

7654321
6 754321
. 6574321
/* algoritmus bsort */ 6547321 (n—1) vykonani prikazu if
sorted=0; 6543721
while(sorted==0) 6543271
{sorted=1;

for (i=1; i<n; i++)
{if(alil> ali+1])
{sorted=0;
swap(ali],ali+1]);

}
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Priklad — usporadanie postupnosti n prvkov vzostupne

7654321
6 754321
. 6574321
/* algoritmus bsort */ 6547321 (n—1) vykonani prikazu if
sorted=0; 6543721
while (sorted==0) 6543271
6543217
{sorted=1;

for (i=1; i<n; i++)
{if(alil> ali+1])
{sorted=0;
swap(ali],ali+1]);

}
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7654321
6754321
) 6574321

/* algoritmus bsort */ 6547321 (n—1) vykonani prikazu if
sorted=0; 6543721
while(sorted==0) 6543271
{sorted=1; 6543217
’ 6543217

for (i=1; i<n; i++)
{if(alil> ali+1])
{sorted=0;
swap(ali],ali+1]);

}
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Priklad — usporadanie postupnosti n prvkov vzostupne

7654321
6754321
) 6574321

/* algoritmus bsort */ 6547321 (n—1) vykonani prikazu if
sorted=0; 6543721
while(sorted==0) 6543271
{sorted=1; 6543217
’ 6543217
for (i=1; i<n; i++) 5643217

{if(alil> ali+1])
{sorted=0;
swap(alil,ali+1]);

}
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Priklad — usporadanie postupnosti n prvkov vzostupne

7654321
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, 6574321
/* algoritmus bsort */ 6547321 (n—1) vykonani prikazu if
sorted=0; 6543721
while (sorted==0) 6543271
{sorted=1; 6543217
, : . 6543217
for (i=1; i<n; i++) 5643217
{if(ali]> ali+1]) vieimiwiniwnw.. (n—1) vykonani prikazu if
{sorted=0;
swap(ali],ali+1]);
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Priklad — usporadanie postupnosti n prvkov vzostupne

7654321
6754321
, 6574321
/* algoritmus bsort */ 6547321 (n—1) vykonani prikazu if
sorted=0; 6543721
while (sorted==0) 6543271
{sorted=1; 6543217
, : . 6543217
for (i=1; i<n; i++) 5643217
{if(ali]> ali+1]) vieimiwiniwnw.. (n—1) vykonani prikazu if
{sorted=0; 5432167
swap(ali],ali+1]);
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Priklad — usporadanie postupnosti n prvkov vzostupne

7654321
6754321
, 6574321
/* algoritmus bsort */ 6547321 (n—1) vykonani prikazu if
sorted=0; 6543721
while (sorted==0) 6543271
{sorted=1; 6543217
, : . 6543217
for (i=1; i<n; i++) 5643217
{if(ali]> ali+1]) vieimiwiniwnw.. (n—1) vykonani prikazu if
{sorted=0; 5432167
swap(ali],ali+1]); >432167
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Priklad — usporadanie postupnosti n prvkov vzostupne

7654321
6 754321
, 6574321
/* algoritmus bsort */ 6547321 (n—1) vykonani prikazu if
sorted=0; 6543721
while (sorted==0) 6543271
{sorted=1; 6543217
, ; . 6543217
for (i=1; i<n; i++) 5643217
{if(ali]> ali+1]) vieimiwiniwnw.. (n—1) vykonani prikazu if
(soriaicn, TELEVE
iwap(a[l] sali+l]); (n — 1) vykonani prikazu if
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Priklad — usporadanie postupnosti n prvkov vzostupne

7654321
6754321
, 6574321
/* algoritmus bsort */ 6 547321 (n—1)vykonani prikazu if
sorted=0; 6543721
while(sorted==0) 6543271
{sorted=1; 6543217
, : . 6543217
for (i=1; i<n; i++) 5643217
{if(ali]> ali+1]) ciwiwiniiaew.. (n—1) vykonani prikazu if
(orteac EEEEE
swap(alil,ali+1]); ciwiiiiien.. (n—=1) vykonanf prikazu if
} 4321567
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Priklad — usporadanie postupnosti n prvkov vzostupne

7654321
6754321
, 6574321
/* algoritmus bsort */ 6 547321 (n—1)vykonani prikazu if
sorted=0; 6543721
while (sorted==0) 6543271
{sorted=1; 6543217
, : . 6543217
for (i=1; i<n; i++) 5643217
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} 4321567

2134567
123456 7 (n—1) vykonani prikazu if
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Priklad — usporadanie postupnosti n prvkov vzostupne

7654321
6754321
, 6574321
/* algoritmus bsort */ 6 547321 (n—1)vykonani prikazu if
sorted=0; 6543721
while (sorted==0) 6543271
{sorted=1; 6543217
: ; . 6543217
for (i=1; i<n; i++) 5643217
{if(ali]> ali+1]) ciwiwiniiaew.. (n—1) vykonani prikazu if
{sorted=0; g : g ; 1 2 ;
swap(alil,ali+1]); ciwiiiiien.. (n—=1) vykonanf prikazu if
} 4321567
} 2134567
123456 7 (n—1) vykonani prikazu if
123456 7 (n—1) vykonani prikazu if

V pripade zostupne zotriedenej postupnosti na vstupe algoritmus vykona
n(n — 1) krat prikaz if, v pripade vzostupne zotriedenej postupnosti na vstupe
algoritmus vykond tento prikaz len (n — 1) krét.
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Asymptoticka dominancia

~ T Definicia
Nech g(n), h(n) sd dve kladné funkcie definované na mnoZine
prirodzenych &isel. Budeme pisat g(n) = O(h(n)) a hovorit, Ze funkcia
h(n) asymptoticky dominuje funkcii g(n), ak existuje konstanta K
a prirodzené Cislo ny také, Ze

g(n) < K.h(n) ¥n> ng.
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Asymptoticka dominancia

~ T Definicia
Nech g(n), h(n) sd dve kladné funkcie definované na mnoZine
prirodzenych &isel. Budeme pisat g(n) = O(h(n)) a hovorit, Ze funkcia
h(n) asymptoticky dominuje funkcii g(n), ak existuje konstanta K
a prirodzené Cislo ny také, Ze

g(n) < K.h(n) ¥n> ng.

Definicia
Hovorime, Ze algoritmus A ma zlozitost O(f(n)), ak pre horny odhad
T(n) poltu krokov algoritmu A pre dlohu diZky n plati

Skratene hovorime o O(f(n)) algoritme.

Specidlne ak f(n) < n* pre nejaké konstantné k, hovorime, Ze A je
polynomidlny algoritmus.
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Priklady polynomialnych algolritmov

- T Priklad
Triediaci algoritmus bsort vykond v najhorSom pripade n(n — 1) prikazov if,
prikaz if vykond nanajvys tri elementdrne operdcie (porovnanie, priradenie a
swap) takZe pocet vietkych operdcii moZno zhora ohrani&it &islom
n(n—1)K < K.n* pre K = 3.
Algoritmus bsort je O(n?) algoritmus.
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Priklady polynomialnych algolritmov

T Priklad

Triediaci algoritmus bsort vykond v najhorSom pripade n(n — 1) prikazov if,
prikaz if vykond nanajvys tri elementdrne operdcie (porovnanie, priradenie a
swap) takZe pocet vietkych operdcii moZno zhora ohrani&it &islom
n(n—1)K < K.n* pre K = 3.

Algoritmus bsort je O(n?) algoritmus.

Priklad
Floydov algoritmus:
for(k=1; k <= n; k++)
for(i=1; i <= n; i++)
for(j=1; j <= n; j++)
if(c[i,j] > cli, k] + c[k, 1)
{ i) = cli. K + clk. 1
xlioj| = xk,Jl; }
Pocet elementarnych operdcii za prikazom if najvnitornejSieho cyklu moZno
zhora ohraniit istym &islom K. Tento prikaz sa vykond n® krdt. Pocet vietkych
elementdrnych krokov Floydovho algoritmu moZno zhora ohraniéit &islom Kn®.
Floydov algoritmus je O(n®) algoritmus.
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ZloZitost problému

Definicia
Hovorime, Ze problém ma zloZitost nanajvy$ O(f(n)), ak prefi existuje
O(f(n)) algoritmus.
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ZloZitost problému

Definicia
Hovorime, Ze problém ma zloZitost nanajvy$ O(f(n)), ak prefi existuje
O(f(n)) algoritmus.

Priklad

Pre problém triedenia n-prvkovej postupnosti sme uviedli algoritmus bsort
so zloZitostou O(n?).

Na zdklade toho bu bolo moZné konstatovat, Ze problém triedenia md
zloZitost nanajvys O(n?).
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ZloZitost problému

Definicia
Hovorime, Ze problém ma zloZitost nanajvy$ O(f(n)), ak prefi existuje
O(f(n)) algoritmus.

Priklad

Pre problém triedenia n-prvkovej postupnosti sme uviedli algoritmus bsort
so zloZitostou O(n?).

Na zdklade toho bu bolo moZné konstatovat, Ze problém triedenia md
zloZitost nanajvys O(n?).

Existuju viak lepsie algoritmy so zloZitostou O(n. log n).

D4 sa ukdzat, Ze pre problém triedenia algoritmy s men3ou zloZitostou
neZ O(n. log n) neexistuji.

Problém triedenia n &isel m3 teda zloZitost O(n. log n).
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Sistava linearnych rovnic

Sastava linearnych rovnic

aiixi +apxe+ -+ aimxs = b (1)
anxy+apxo + -+ amx, = b
amiX1 + amexe + -+ amaXn = bm

Stanislav Paltich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinska univerzita Algoritmy a ich zlozitost! 9/27



Sistava linearnych rovnic

Sastava linearnych rovnic

a11x1 + a12xe + -+ - + ainXp
a1 X1 + axpXxe + -+ axnpXp

a1 ax» azn X2 |

b
a1l a1 . din X1 b1
. by

Algoritmy a ich zloZitost!
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Sistava linearnych rovnic

Sastava linearnych rovnic

auxy +apxe + -+ amxn =b
anxy+apxo + -+ amxp, =bo
amiX1 + amexe + -+ amaXn = bm
ain  an ain X1 by
a  axn acn x| _ | b2
am1 am?2 dmn Xn bm
Ax=Db
A = (a;) je matica lavej strany sistavy (1),
1 T
,bm)" a

b je stlpcovy vektor pravych strdn b = (b, bo, ..
x = (x1,%2,...,X,) " stlpcovy vektor nezndmych, x € R".

Algoritmy a ich zlo¥itost’

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita

9/27



Sistava linearnych rovnic

ati

@ Siistava A.x = b m3 aspoii jedno rieSenie prave vtedy, ked hodnost
matice A lavej strany sa rovn3 hodnosti rozsirenej matice (A|b) sistavy.
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Sistava linearnych rovnic

lati

@ Siistava A.x = b m3 aspoii jedno rieSenie prave vtedy, ked hodnost
matice A lavej strany sa rovn3 hodnosti rozsirenej matice (A|b) sistavy.

@ kazdé riesenie sistavy A.x = b dostaneme ako siicet jedného pevne
vzatého rieSenia tejto slstavy a niektorého rieSenia sistavy s nulovou
pravou stranou — t.j sustavy A.x = o.
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@ kazdé riesenie sistavy A.x = b dostaneme ako siicet jedného pevne
vzatého rieSenia tejto slstavy a niektorého rieSenia sistavy s nulovou
pravou stranou — t.j sustavy A.x = o.

@ Ak m < n a ststava A.x = b ma aspori jedno rieSenie, potom ma
nekone&ne vela riedeni.

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita Algoritmy a ich zloZitost” 10/27



Sistava linearnych rovnic

lati
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Ststava A.x = b m3 aspoii jedno rieSenie prave vtedy, ked hodnost
matice A lavej strany sa rovn3 hodnosti rozsirenej matice (A|b) sistavy.
kazdé rieenie sustavy A.x = b dostaneme ako sti¢et jedného pevne
vzatého rieSenia tejto slstavy a niektorého rieSenia sistavy s nulovou
pravou stranou — t.j sustavy A.x = o.

Ak m < n a sistava A.x = b md aspofi jedno rieSenie, potom ma
nekone&ne vela riedeni.

V mnohych praktickych tlohdch premenné xi, x2, ..., x, predstavuji
mnoZstvd redlnych I3tok, substratov alebo objektov a sistava rovnic
A.x = b predstavuje ohranienia pre tieto mnoZstva, preto nas zaujimaju
len také rieSenia tejto sistavy, pre ktoré je x; >0, x2 >0, ..., x, >0,
t. j. pre ktoré si mnoZstvd nezdporné.
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len také rieSenia tejto sistavy, pre ktoré je x; >0, x2 >0, ..., x, >0,
t. j. pre ktoré si mnoZstvd nezdporné.
Kazdému nezdpornému rieSeniu je priradend hodnota linedrnej kriteridlnej
funkcie

f(X) = cx1 +@xa+ -+ CoXn =€ X
predstavujica naklady na rieSenie x.
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len také rieSenia tejto sistavy, pre ktoré je x; >0, x2 >0, ..., x, >0,
t. j. pre ktoré si mnoZstvd nezdporné.
Kazdému nezdpornému rieSeniu je priradend hodnota linedrnej kriteridlnej
funkcie

f(X) = cx1 +@xa+ -+ CoXn =€ X
predstavujica naklady na rieSenie x.
Zo vSetkych nezdpornych rieSeni nds zaujima to, ktoré ndm prinasa ¢o
najmensie naklady.
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Uloha linearneho programovania

Definicia
Uloha linedrneho programovania je ndjst také redlne &isla
X1, X2, . .., Xn, pre ktoré je

f(x) = c"x=cax +oxo+- -+ cx, minimdlne

za predpokladov:

anxy +apxe -+ amx, =b
aoiXy + apxo + -+ apx, = bo
amiX1 + amexe + -+ amaXn = bm

X1, X253 Xn ZO
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Uloha linearneho programovania

Definicia
Uloha linedrneho programovania je ndjst také redlne &isla
X1, X2, . .., Xn, pre ktoré je

f(x) = ¢’ x=cxi+cxo++ Cxa  minimdine

za predpokladov:

anxy +apxe -+ amx, =b
aoiXy + apxo + -+ apx, = bo
amiX1 + amexe + -+ amaXn = bm
X1, X253 Xn ZO

Poznamka
Skratene pomocou maticovych zdpisov mozno tlohu linedrneho

programovania formulovat ako:

Minimalizovat ¢ .x za predpokladov A.x =b, x > 0.
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Zaciatky tedrie linearneho programovania

Poznamka

Na rieSenie problému linedrneho programovania je niekolko efektivnych
algoritmov - simplexovd metdda, revidovand simplexovd metdda, atd'.

Na riesenie takychto iiloh mdme k dispozicii komeréné i volne dostupné
vypoctové systémy, ktoré zvlddaju instancie s tisickami ohrani&eni i premennych.
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vypoctové systémy, ktoré zvlddajii instancie s tisickami ohraniceni i premennych.‘

Poznamka

@ Linedrne programovanie vzniklo za druhej svetovej vojny ako matematicky
model na planovanie vydavkov a trZieb na zniZenie vydavkov viastnej
armddy a zvySenie strat nepriatela. Bolo drZané v tajnosti aZ do roku
1947.
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@ Linedrne programovanie vzniklo za druhej svetovej vojny ako matematicky
model na planovanie vydavkov a trZieb na zniZenie vydavkov viastnej
armddy a zvySenie strat nepriatela. Bolo drZané v tajnosti aZ do roku
1947.

@ Zakladateli metddy boli Leonid Kantorovi¢ (1912 - 1986) (Rus) (1939)
a George B. Dantzig (1914 - 2005) — r. 1947 publikoval sldvnu
simplexovid metddu.
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Zaciatky tedrie linearneho programovania

Poznamka

Na rieSenie problému linedrneho programovania je niekolko efektivnych
algoritmov - simplexovd metdda, revidovand simplexovd metdda, atd'.

Na riesenie takychto iiloh mdme k dispozicii komeréné i volne dostupné
vypoctové systémy, ktoré zvlddajii instancie s tisickami ohraniceni i premennych.l

Poznamka

@ Linedrne programovanie vzniklo za druhej svetovej vojny ako matematicky
model na planovanie vydavkov a trZieb na zniZenie vydavkov viastnej
armddy a zvySenie strat nepriatela. Bolo drZané v tajnosti aZ do roku
1947.

@ Zakladateli metddy boli Leonid Kantorovi¢ (1912 - 1986) (Rus) (1939)
a George B. Dantzig (1914 - 2005) — r. 1947 publikoval sldvnu
simplexovid metddu.

@ R. 1975 Tjalling C. Koompans a Leonid V. Kantorovi¢ dostali Nobelovu
cenu za rozvoj linedrneho programovania ("for their contributions to the
theory of optimal allocation of resources.”)
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Zakladatelia tecrie linearneho programovania

Leonid V. Kantorovi¢ George B. Dantzig Tjalling C. Koompans
(1912 - 1986) (1914 - 2005) (1910 - 1985)
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Uloha celociselného linearneho programovania

ri riedeni d'al$ich praktickych tloh poZadujeme, aby premenné

X1, X2, ..., X predstavovali pocty redlnych objektov.
V tomto pripade musia byt vietky premenné xi, xo, ..., x, celé &isla.
Definicia

Uloha celotiselného linedrneho programovania (iloha CLP) je ndjst

takii n—ticu celych &isel x, pre ktorii je ¢ .x minimalne za predpokladov
Ax=b, x> 0.
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Uloha celociselného linearneho programovania

ri riedeni d'al$ich praktickych tloh poZadujeme, aby premenné

X1, X2, ..., Xn predstavovali poéty redlnych objektov.
V tomto pripade musia byt vietky premenné xi, xo, ..., x, celé &isla.
Definicia

Uloha celotiselného linedrneho programovania (iloha CLP) je ndjst

takii n—ticu celych &isel x, pre ktorii je ¢ .x minimalne za predpokladov
Ax=b, x> 0.

V niektorych pripadoch premenné x; modeluji rozhodnutia, &i nejakd
akciu vykonat — vtedy x; = 1, alebo nie — vtedy x; = 0.

§pecié|nym pripadom celo&iselného linedrneho programovania je pripad,
ked poZadujeme, aby vietky premenné nadobiidali len hodnoty 0 alebo 1.

Definicia
Uloha bivalentného (alebo binarneho) linearneho programovania

(iloha BLP) je ndjst taki n—ticu celych &isel x, pre ktori je c” .x
minimdlne za predpokladov A.x = b, x; € {0,1} pre i =1,2,...,n.
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Priklad — najkratsia cesta ako uloha BLP

iklad, ako mo¥no ulohu hladania najkrat$ej u—v cesty v hranovo

ohodnotenom digrafe G = (V,H,c), kde c(h) > 0, previest na tlohu
bivalentného programovania.

- {ii,j) ak E/:,j) €H )

Ozna&me:
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Priklad — najkratsia cesta ako uloha BLP

riklad, ako mo¥no tlohu hladania najkratej u—v cesty v hranovo

ohodnotenom digrafe G = (V,H,c), kde c(h) > 0, previest na tlohu
bivalentného programovania.

o — {c(i,j) ak (i,j) € H

Oznatme: o0 ak (i7./) ¢ H

Nech x; je bivalentnd premennd, ktora nadobiida hodnoty nasledovne:

o — 1 ak u—v cesta p(u, v) obsahuje hranu (i, )
7o inak
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Priklad — najkratsia cesta ako uloha BLP

riklad, ako mo¥no tlohu hladania najkratej u—v cesty v hranovo
ohodnotenom digrafe G = (V,H,c), kde c(h) > 0, previest na tlohu
bivalentného programovania.

o — {c(i,j) ak (i,j) € H

00 ak (i,j) ¢ H (3

Ozna&me:

Nech x; je bivalentnd premennd, ktora nadobiida hodnoty nasledovne:

(4)

o — 1 ak u—v cesta p(u, v) obsahuje hranu (i, )
7o inak

Predstavme si, Ze Stvorcovd matica typu n (x;) zloZend iba z nil a jednitiek

zodpovedd nejakej ceste p(u, v) v digrafe G.
Potom pre [ubovolné (i,j) € V x V je cj.x; rovné dlzke hrany (i, /) ak hrana
(7,4) lezi na ceste pu(u, v), alebo nula inak.

n n
Z toho mdZeme usldit, Ze Z Z CijXij (5)
-1 j=1

predstavuje dizku cesty p(u, v).
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Priklad — najkratsia cesta ako uloha BLP
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Priklad — najkratsia cesta ako uloha BLP

Model bivalentného programovania

pre problém hladania najkratdej u-v cesty v digrafe.

n n
Minimalizovat g E CijXijj

i=1 j=1

n

za predpokladov: g Xyj
j=1
n
E Xiv
i=1
n
> %
Jj=1

Xij

Stanislav Paliich, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinskd univerzita

n
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i=1
€{0,1}
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Priklad — najkratsia cesta ako uloha BLP
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Priklad — naikrats$ia cesta ako Li/ohzi) BLP
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Priklgd — najkratgia cesta ako uloha BLP
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Polynomialne transformacie

Definicia
Nech je dany problém Py so vstupnymi datami D; .

Problém P; méZeme riesit aj tak, Ze ho pretransformujeme na iny
problém P, tak, Ze data Dy prerobime na data D, problému P-.

Ak rieSenie Ry problému P, vieme prerobit na rieSenie Ry problému Py,
transformdcia je hotova.

Ak prerobenie dit Dy na D, a rieSenia R, na Ry vyZaduje len
polynomidlny pocet elementdrnych operdcii, nazveme tuto transformdciu
polynomialnou transformaciou.
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Polynomialne transformacie

Definicia
Nech je dany problém Py so vstupnymi datami D; .

Problém P; méZeme riesit aj tak, Ze ho pretransformujeme na iny
problém P, tak, Ze data Dy prerobime na data D, problému P-.

Ak rieSenie Ry problému P, vieme prerobit na rieSenie Ry problému Py,
transformdcia je hotova.

Ak prerobenie dit Dy na D, a rieSenia R, na Ry vyZaduje len
polynomidlny pocet elementdrnych operdcii, nazveme tuto transformdciu
polynomialnou transformaciou.

Ak problém P; moZno polynomiilne transformovat na problém P,
a problém P, ma polynomidlny algoritmus rieSenia, potom aj problém P;
ma polynomidlny algoritmus rieSenia
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4 Polynomialne transformacie

H Problém P Problém P,

Prevod polynomialnym
po¢tom krokov

Data D,
problému P,

Data D1
problému P

¥

Algoritmus rieSenia
problému P,

Prevod polynomidlnym \1/
po¢tom krokov

Riesenie problému P; | == | Riesenie problému P,

Obr.: Polynomidlna transformdcia problému P; na problém P;.
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Polynomialna redukcia

Definicia
V niektorych pripadoch vyrieSenie problému Py vyZaduje vyriesit niekolko
pripadov problému P, (napr. ndsobenie prevddzame na niekolko s&itani).

Ak prevody dat a rieSeni vyZaduju len polynomidlny polet elementdrnych
operdcii a vypolet vyZaduje polynomidlny pocet vypocltov problému Ps,
hovorime, Ze sme problém P; polynomidlne redukovali na problém P;.
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pripadov problému P, (napr. ndsobenie prevddzame na niekolko s&itani).

Ak prevody dat a rieSeni vyZaduju len polynomidlny polet elementdrnych
operdcii a vypolet vyZaduje polynomidlny pocet vypocltov problému Ps,
hovorime, Ze sme problém P; polynomidlne redukovali na problém P;.

Ak problém P; moZno polynomidlne redukovat na problém P, a naopak,
problém P> moZno polynomialne redukovat na Py hovorime, %e problémy
P1, P> su polynomidlne ekvivalentné.
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Polynomialna redukcia

Ak tlohu P; moZno polynomidlne redukovat na dlohu P;,
znamena to nasledovné:

@ Ak existuje polynomidlny algoritmus rieSenia tdlohy P,, potom
existuje aj polynomialny algoritmus pre tlohu P;.
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znamena to nasledovné:

@ Ak existuje polynomidlny algoritmus rieSenia tdlohy P,, potom
existuje aj polynomialny algoritmus pre tlohu P;.
@ Naopak to vdak nemusi platit — ak existuje polynomidlny

algoritmus pre Py, polynomidlna redukovatelnost P; na P,
eSte ni¢ nehovori o zloZitosti problému Ps.
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4 Polynomialna redukcia

Ak tlohu P; moZno polynomidlne redukovat na dlohu P;,
znamena to nasledovné:

@ Ak existuje polynomidlny algoritmus rieSenia tdlohy P,, potom
existuje aj polynomialny algoritmus pre tlohu P;.

@ Naopak to vdak nemusi platit — ak existuje polynomidlny
algoritmus pre Py, polynomidlna redukovatelnost P; na P,
eSte ni¢ nehovori o zloZitosti problému Ps.

@ Ak su vsak problémy P1, P> polynomidlne ekvivalentné,
existencia polynomidlneho algoritmu pre jeden implikuje
existenciu polynomidlneho algoritmu pre druhy.
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4 NP—tazké dlohy

—mRombinatorické tlohy, ku ktorym patria aj mnohé tilohy teérie grafov,
spodivaju vo vybere jedného optimalneho z koneéného poctu

kombinatorickych objektov.

Najjednoduchim spdsobom riedenia takychto tloh je GpIné prehladanie

vetkych objektov (full search, brute force).

n=10| n=50| n=100
Potet Stvorcovych matic n x n n? 100 2500 | 1.0e+4
Potet podmnoZin n—prvkovej mnoziny | 2" 1024 | 1.1e+15| 1.2e+30
Pocet permutdcii z n prvkov nl | 3.6e+6 |3.0e+64 | 9.3e+157
Pocet vietkych zobrazeni n—prvkovej | n"|1.0e+10 | 8.9e+84 | 1.0e+200
mnoZiny do seba
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spodivaju vo vybere jedného optimalneho z koneéného poctu

kombinatorickych objektov.

Najjednoduchim spdsobom riedenia takychto tloh je GpIné prehladanie

vetkych objektov (full search, brute force).
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Potet podmnoZin n—prvkovej mnoziny | 2" 1024 | 1.1e+15| 1.2e+30
Pocet permutdcii z n prvkov nl | 3.6e+6 |3.0e+64 | 9.3e+157
Pocet vietkych zobrazeni n—prvkovej | n"|1.0e+10 | 8.9e+84 | 1.0e+200
mnoZiny do seba

Poznamka

Edmonds (1965) bol prvy, ktory si uvedomil rozdiel medzi
polynomialnymi algoritmami (t. j. algoritmami so zloZitostou typu O(n))
a nepolynomialnymi algoritmami, ktorych pocet krokov nevieme ohrani&it

polynémom. Tie prvé nazyva , dobré”.
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NP—tazké dlohy

@ Ako etalén tazkych tloh bola vybratd tloha bivalentného linedrneho
programovania (BLP).
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@ Problém, ktory moZno polynomialne redukovat na tlohu BLP,
je lahgi alebo rovnako tazky ako tloha BLP.
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je lahgi alebo rovnako tazky ako tloha BLP.

@ Problém, na ktory moZno polynomidlne redukovat dlohu BLP,
je taZ&i alebo rovnako tazky ako tloha BLP.

Definicia

Hovorime, Ze problém P je NP—tazky, ak dlohu bivalentného
linedrneho programovania moZno polynomiilne redukovat na P.
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Definicia
Hovorime, Ze problém P je NP—tazky, ak dlohu bivalentného
linedrneho programovania moZno polynomiilne redukovat na P.

Hovorime, Ze problém P je NP—fahky, ak problém P moZno
polynomisine redukovat na tlohu bivalentného linedrneho programovania.
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je lahgi alebo rovnako tazky ako tloha BLP.

@ Problém, na ktory moZno polynomidlne redukovat dlohu BLP,
je taZ&i alebo rovnako tazky ako tloha BLP.

Definicia
Hovorime, Ze problém P je NP—tazky, ak dlohu bivalentného
linedrneho programovania moZno polynomiilne redukovat na P.

Hovorime, Ze problém P je NP—fahky, ak problém P moZno
polynomisine redukovat na tlohu bivalentného linedrneho programovania.

Hovorime, Ze problém P je NP—ekvivalentny, ak je problém P
polynomialne ekvivalentny s tlohou bivalentného linedrneho
programovania.
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NP—-tazké tilohy

Poznamka

@ Uloha obchodného cestujiceho je NP—ekvivalentna.
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NP—-tazké tilohy

Poznamka

@ Uloha obchodného cestujiceho je NP—ekvivalentna.

@ Doteraz sa podarilo pre stovky tiloh dokazat, Ze st
NP—-ekvivalentné. Pre d'alSie sa podarilo dokdzat, Ze st NP-tazké.
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NP—tazké dlohy

Poznamka

@ Uloha obchodného cestujiceho je NP—ekvivalentna.

@ Doteraz sa podarilo pre stovky tiloh dokazat, Ze st
NP—-ekvivalentné. Pre d'alSie sa podarilo dokdzat, Ze st NP-tazké.

® Pre Ziadnu NP—tazki tlohu sa doteraz nepodarilo ndjst
polynomialny algoritmus.

@ Nepodarilo sa viak ani dokdzat, Ze polynomidlny algoritmus pre ne
neexistuje.

@ Ndjdenie polynomialneho algoritmu pre jedinti zo stoviek
NP—ekvivalentnych tloh by znamenalo existenciu polynomialneho
algoritmu pre vsetky ostatné. VSeobecne sa neveri, Ze by sa to
mohlo niekomu podarit, preto sii na NP—zloZitosti niektorych tiloh
zaloZené napr. aj niektoré kryptografické systémy.
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Heuristiky

euristiky — postupy &i algoritmy, ktoré davaju rieSenie s hodnotou
kriteridlnej funkcie blizkou k optimalnej hodnote (presnejiie k hodnote
kriteridlnej funkcie optimélneho riedenia).

L vytvarajlce
Heuristiky Y . J
zlep3ujlce
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@ Vytvérajlice heuristiky — napr. paZrava metdda
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@ Vytvérajlice heuristiky — napr. paZrava metdda
@ Zlep3ujlce heuristiky

Metéda prehladavania okolia
Mataheuristika Tabu search
Metaheuristika Simulated anealing
Metédy vetvi a hranic

Genetické algoritmy

Metédy kolénia mravcov
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