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Uvod do wxMaxima

wxMaxima je dialogové rozhranie pre systém pocitacovej algebry Maxima. wxMaxima
pontka menu a dial6gové okné pre bezné prikazy, automatické dokoncovanie, vlozené grafy
a jednoduché animacie. wxMaxima je distribuovany pod licenciou GPL.

Maxima patri medzi Open Source programy s otvorenym zdrojovym koédom. Program je
moZné kompilovat v roznych OS, vratane Windows, GNU /Linuxu a MacOS X. Predkompi-
lovany program pre GNU /Linux a Windows sa da bezplatne ziskat na stranke SourceForge
https://sourceforge.net/projects/maxima/files/.

Po spusteni prostredia wxMaxima sa na obrazovke objavi okno s menu v hornej ¢asti. Pod
menu sa nachadza priestor, kde méZzeme zadavat prikazy a kde sa objavuju vystupy.

(%i1) First input line.
(%o01) First output line.
(%i2) Second input line.
(%02) Second output line.

Prikazy zad4vame na samostatné riadky (vstupné riadky), ich vykonanie sa zabezpedi
sti¢asnym stladenim klaves Shift a Enter alebo kliknutim v menu na ikonu ® (Send the
current cell to maxima). Vstupné riadky st uvedené oznamom (%il) a vystupné riadky sa
uvedené oznamom (%o1). Cisla pre vstupny a k nemu zodpovedajuici vystupny riadok st
identické a na zéklade tohto ¢isla sa moZzeme na obsah tychto riadkov odvolavat.

(%i1) solve (0=x+2,x);
(%01) [z = —2]

(%i2) %il;
(%02) solve(0 =z + 2,x)
(%13) %ot

(%03) [z = —2]

Prikazy sa vykonaju na nové samostatmé riadky (vystupné riadky). Prikazy na vstupnych
riadkoch moézeme ukonéit symbolom ; (ktory systém automaticky doplni) alebo symbo-
lom $, ktory potlaci zobrazenie prislusného vystupu. Na vstupny riadok moézeme zadat aj
viac prikazov, ale musime ich oddelit symbolmi ; alebo $. Prikaz mozeme taktiez Struk-
turovat na viac vstupnych riadkov.

(%i1) a:2;b:3;solve(a*x+b*x~2=0,x)

(a) 2
(b) 3
(%01) [z=—-2,2=0]
(%i2) a:2$ b:3$ solve(a*x+b*x~2=0,x);
(%02) [z=—-2,2=0]
(%i3) a:2%
b:3$

solve (a*x+b*x~2=0,x);
(%03) [z = —%,x =0]
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Vystup mozeme ulozit v roznych tvaroch a néasledne pouzit v inych programoch (IATEX,
editor rovnic MSWord, ...). Vystup (%03) z predchadzajaceho okna moZeme:

e kopirovat (Crl C a Crl V), resp. kopirovat ako text (moZno pouZit napr. pre editor
rovnic MSWord): x=-2/3,%=0,

o kopirovat ako INTEX \ [x=-\frac{2}{3}\operatornameq{, }x=0\],
e kopirovat ako MathML, obrazok, RTF, SVG...

Prostredie wxMaxima mé dobre prepracovany help pre uzivatela, ktory nadjdeme v menu
Help. Help otvorime aj stlacenim klavesy F1. Manual nadjdeme aj na stranke https://ma-
xima.sourceforge.io/docs/manual/maxima_369.html.

Zakladné prikazy

Prikazom apropos mozeme zistit presny nazov prikazu pomocou ¢asti jeho nazvu.

(%i1) apropos("plot")
(%o01) [barsplot,boxplot,contour _plot,get plot option,gnuplot,. . .

Prikaz describe vypiSe popis zadaného prikazu.

(%il) describe(plot2d);
- - Function: plot2d
plot2d (<expr><, <range_x><, <options><)
plot2d (<expr <>=<expr <>, <range x><, <range y><, <options><)

(%01) true

Vyrazy sa zadavajia pomocou obvyklych znakov operacii, relacii a funkcii. Argumenty
funkcif a prikazov st v okrithlych zatvorkach, symbol ndsobenia* sa musi zadat! Umocnenie
sa zadava znakom ~ alebo dvojicou *x*.

Symbol : slaZi na priradenie hodnoty napravo vyrazu na nalavo.

(%i1) a:2$ b:3$ solve(a*x+b*x°2=0,x);
(%01) [z=—2,2=0]

V menu View a podmenu Display equations moéZeme zmenit zobrazenia vystupnych
riadkov na tvary in 2D, as 1D ASCII alebo as ASCII Art. Implicitne je nastavené zo-
brazenie in 2D. Nastavenie vystupu mozeme zmenit aj prikazom set_display. Nastavenie
na tvar in 2D mé argument none.

(%i1) x/sqrt(x~2+1);set_display(’none)$

(%o01) z /* in 2D x/

Va2l
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Pomocou argumentu ascii v prikaze set_display zmenime vystup na tvar as 1D ASCII
a pomocou argumentu xml na tvar as ASCII Art.

(%i1) x/sqrt(x~2+1);set_display(’ascii)$
(%01) x/sqrt(z? 4+ 1) /* as 1D ASCII =*/
(%i2) x/sqrt(x~2+1);set_display(’xml)$

(%02) =------mmam- /* as ASCII Art */

Prikazom kill méZeme odstranit premenné so vSetkymi ich priradeniami a vlastnostami
z pamate.

(%i1) kill(a,b) /* removes all bindings from the arguments a,b */
(%i2) kill(all) /* removes all items on all infolists */

Praca s ¢islami a zdkladné konstanty

Maxima méZe pracovat s redlnymi Cislami zapisanymi v numerickom alebo symbolickom
tvare. Sposob zapisu realnych &isel moéZeme nastavit v menu Numeric pomocou prepinaca
Numeric Output medzi numerickym a symbolickym zobrazovanim. Taktiez tu moéZeme
zvolit spdsob a presnosnost numerického zobrazovania. O sposobe zobrazovania rozhoduje
nastavenie premennej numer.

Standardne sa zobrazuje 16 ¢islic (vratane desatinnej bodky). Presnost zobrazenia definuje
premenné fpproc a ovplyviiuje zobrazenie pomocou bfloat. Vystup float zobrazuje vzdy
rovnako. Presnost mozeme prakticky neobmedzene zvysit alebo znizit. MoZeme ju zmenit
globélne a aj lokalne iba pre jednu prement alebo prikaz.

(%i1) log(2);

(%01) log(2)

(%i2) log(2),numer;

(%02) 0.6931471805599453

(%i3) float(log(2));

(%03) 0.6931471805599453

(%i4) bfloat (log(2));

(%04) 6.931471805599453b— 1

(%i5) log(2),bfloat;

(%05) 6.931471805599453b— 1

(%i6) bfloat (log(2)),fpprec=34;

(%06) 6.931471805599453094172321214581766b— 1
(%i6) bfloat (log(2)),fpprec=134;

(%06) 6.9314718055994530941723212145(78digits]102057068573368552023575813b— 1

Ciselné kongtanty e, m, i (imaginarna jednotka) maju prefix %, t. j. %e, %pi, %i. To plati
aj pre konStanty, ktoré su sucastou alebo vysledkom vypoctov. Tiez maja prefix %.
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Maxima mé preddefinované konstanty inf, minf pre redlne nekoneéna co, —oco a infinity
pre komplexné nekonecno.

Logické konstanty true a false predstavuja pravdu a nepravdu.

(%i1)  %pi; %i; %e;
(%01) ™ %i %e
(%i2) minf; inf;
(%02) —oo0 oo

(%i3) infinity;
(%03) infinity

Komplexnym ¢&islam sa v tomto kurze nevenujeme, preto iba spomenieme ako sa zobrazuju.
Komplexné &sla sa implicitne zadavaju algebraickom tvare (rectform). Do goniometric-
kého (exponencidlneho) tvaru ich mozeme previest pomocou prikazu polarform.

(%i1) z:1+%i;
(z) i+1
(%i2) polarform(z)+rectform(z);

(%02) v2ed +i+1l

Priradenia a funkcie

Operator : pouzivame na priradenie hodnét alebo vyrazov premennym. Funkcie definu-
jeme pomocou priradenia :=.

(%i1)  £(x):=x"2+2*%x+3;

(%01) f(z) =22 +2xx+3

(%i6) £(x);£(y);£(x+1);£(-2);£(1);
(%02) z2+2%z+3

(%03) y>+2%y+3

(%04) (z+1)*+2x%(z+1)+3

(%05) 3

(%06) 6

Maxima obsahuje ovela viac funkcif ako Standardné programovacie jazyky. St to nielen sa-
motné redlne funkcie, ale aj rozne funkcie pre ich podporu. Medzi zakladné funkcie patria
sign(x), abs(x), floor(x) (dolna cela Cast &isla x), round(x) (zaokrahli z na najbliz-
Sie celé ¢islo), truncate(x) (odstrani vSetky &islice za desatinnou bodkou), ceiling(x)
(horna cela cast &isla x).

(%i2) f£(x):=sign(x)$ print (£(-3.2),£(0),f(3.2))$%
neg zero pos
(%i4) £(x):=abs(x)$ print (£(-3.2),£(0),£(3.2))$
3.2 0 3.2
(%i6) f£(x):=floor(x)$ print(£(-3.6),£(-3.2),£f(-1),£(0),£(1),£(3.2),f(3.6))$
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—4 -4 -10133

(%i8) £(x):=round(x)$ print (£(-3.6),f(-3.2),f(-1),£(0),£(1),£(3.2),£(3.6))8
—4 -3 -10134

(%i10) £(x):=truncate (x)$ print (£(-3.6),£(-3.2),£(-1),£(0),£(1),£(3.2),£(3.6))$
-3 -3-10133

(%i12) £(x):=ceiling(x)$ print (£(-3.6),f(-3.2),f(-1),£(0),£(1),£(3.2),£(3.6))%
-3 -3-10144

Pre formétovanie vypisu sme pouzili prikaz print.

(%i3) a:2$ b:log(2),numer$ print("Logarithm of a number",a," is ",log(a),"=",b)$
Logarithm of a number 2 is log (2) = 0.6931471805599453

Maxima obsahuje mnoho elementarnych funkcii. St to napriklad exp(x)=le~x, log(x),
goniometrické funkcie a k nim inverzné funkcie sin(x), cos(x), tan(x), cot (x), asin(x),
acos(x), atan(x), acot(x), hyperbolické funkcie a k nim inverzné funkcie sinh(x),
cosh(x), tanh(x), coth(x) asinh(x), acosh(x), atanh(x), acoth(x) atd.

Maxima obsahuje taktiez mnoho funkcii pre ich podporu. Niektoré z nich nie s imple-
mentované priamo v prostredi wxMaxima, ale v externych kniZzniciach nazyvanych balicky
(packages). Tieto balicky sa do systému naéitavaji pomocou prikazu load. Na ukazku
uvedieme bali¢ek spangl pre podporu prace s goniometrickymi funkciami.

(%i2) print(tan(%pi/8) ,ratsimp(tan(%pi/8)),trigsimp(tan(%pi/8)))$

tan (%) tan (%) sin ()

cos (%)

(%i3) load(spangl);
(%03) ../share/trigonometry/spangl.mac
(%i4) tan(%pi/8);

(%04) 2 —1

Praca s vyrazmi

Operacie a vypoc¢ty programu Maxima prebiehaju v nejakom prostredi, v ktorom systém
predpokladé platnost ur¢itych podmienok. Tieto podmienky moZeme menit. Mnohokrat
potrebujeme zmenit podmienky iba lokalne pre nejaky konkrétny vypocet bez toho, aby
sme menili globalne nastavenia. K tomuto aéelu posytuje Maxima velmi aéinny prikaz ev,
ktory umoziuje definovat Specifické prostredie v ramci jedného prikazu.

Po zadani prikazu ev(a,bl,b2,...,bn) sa vyhodnoti vyraz a pri splneni podmienok b1,
b2, ..., bn. Tieto podmienky mozu byt rovnice, priradenia, funkcie, prepinace (logické
nastavenia). Na ukazku uvadzame priklad rieSenia kvadratickej rovnice pomocou pri-
kazu solve. Premenné a, b, ¢ po vykonani prikazu ev nemaji priradené hodnoty.
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(%i1) ev(solve(a*x~2+b*x+c=0,x),a:2,b:-1,c=-3);
(%01) [z =5,z =—1]
(%i2) solve(a*x~2+b*x+c=0,x);

Pt 2= doc—
(%02) [x:— b 2iac+b’ 2z — Vb2—dac b]

2a

Na zjednoduSovanie a upravy roznych vyrazov pontka Maxima niekolko prikazov. Za-
kladné funkcie ndjdeme v menu Simplify. S prikazmi ratsimp a trigsimp sme sa uz
stretli a pri dprave hodnoty tan(%pi/8) nemali ziaduaci efekt.

Maxima pontka pomocou prikazu example priklady k jednotlivym prikazom. Pozrime sa
na niektoré ukazky, ktoré ponika example(ratsimp).

(%i2) £(x):=b*(a/b-x)+b*x+a$ print (£(x),"?",ratsimp(£(x)))$
br +b(¢ —x)+a ? 2a

(%i3) ratsimp(a+1l/a);

(%03) 2L

(%id) ev(x~(a+l/a),ratsimp);

(%od) zota

(%i5) ev(x~(a+l/a),ratsimpexpons);

a?41
(%05) z~ a

Funkcia expand roznésobi prislusné ¢leny vo vyraze. Funkcia factor dany vyraz naopak
rozlozi. Funkcia gfactor tak ¢ini nad polom komplexnych ¢isel.

(%11)  £(x):=(x+1)*(x"2-4)*(x"2+4)$

(%i3) ratsimp (f(x));expand (f(x));

(%02) x® + z* — 16z — 16

(%03) z° +z* — 16z — 16

(%i6) factor (£f(x));gfactor(f(x));factor (100);
(%04) (z —2)(z + 1)(z + 2)(z> +4)

(%05) (z—2)(x+ 1)(z+ 2)(z —2%i)(z + 2%1)

(%06) 2252

Racionalnu lomenu funkciu rozlozime na parcidlne zlomky pomocou prikazu partfrac.

(%i1) partfrac((x+1)/(x~2-2%x+1),x);

(%ol) 45+ o552

Substituovat vyrazy moZeme pomocou prikazov subst(a,b,c) a ratsubst(a,b,c). Vy-
raz a bude nahradeny za vyraz b a néasledne dosadeny do vyrazu c. Pri pouziti prikazu
subst musi byt b najjednoduchSou ¢astou (atémom) alebo kompletnym podvyrazom vy-
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razu c. V priklade nie je podvyraz x+y kompletny (chyba z). Prikaz ratsubst vysledny
vyraz aj upravi.

(%i2) subst(x+y,a,a”~2+b"2);ratsubst(x+y,a,a~2+b"2);
(%ol) (y + ) + b2

(%02) y2 + 2zy + 22 + b2

(%i4) subst(a,x+y,x+y+z);ratsubst(a,x+y,x+y+z);
(%03) z+y+=z

(%04) z+a

Limity a derivovanie

V menu Calulus najdeme funkcie na rieSenie zédkladnych uloh matematickej analyzy (li-
mity, derivovanie, integrovanie, st¢ty radov, rozklad funkcie do Taylorovho polynomu. .. ).

Limity poc¢itame pomocou prikazu 1limit. Posledny parameter uréuje smer jednostrannych
limit, ma hodnoty plus, resp. minus a je nepovinny. Ak nie je uréeny, Maxima po¢ita limitu
ako komplexni. Prikazmi 1imit (f(x),x,a), limit(f(x),x,a,plus) vypocitame limity
lim f(z), lim f(x).

T—a r—at

(%i4) 1limit(1/x,x,0);1limit(1/x,x,0,plus);1limit(1/x,x,0,minus);limit (1/x,t,0);
(%01) infinity

(%02) oo

(%03) —oo

(%04) L

Ak pouzijeme pred prikazom apostrof ?, prikaz sa nevykoné, len sa zobrazi.

(%i2) 1limit (((1-n)/(1+3*n))"~(1+4*n),n,inf);’1limit (((1-n)/(1+3*n))"~(1+4*n),n,inf);
(%01) 0

: —n \4n+1
(%02) nlgmw(3ln-:1) "

Derivécie pocitame pomocou prikazu diff. Parameter, ktory ur¢uje rad derivacie je ne-
povinny.

(%i4) £(x):=2*x"4-3*x+sin(x);

print ("f’=",diff (£(x),x),"=",diff (£(x),x,1))$
print ("£22=",diff (diff (£(x),x),x),"=",diff (f(x),x,2),"=",diff (£(x),x,1,x,1))$
print ("£-(10)=",diff (£(x),x,10),"=",diff (£(x),x,1,x,9))$

(%o1) f(x) := 2z* — 3z + sin(x)
f = cos(z) + 8z® — 3 = cos(z) + 82> — 3
" = 242? — sin(z) = 2422 — sin(z) = 2422 — sin(x)
f-(10) = —sin(z) = —sin(x)
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Parcidlne derivacie po¢itame pomocou rovnakého prikazu.

(%i3) g(x,y):=x"3%y~2-1;
print ("g’ _x=",diff (g(x,y),x),", resp. g’_y=",diff(g(x,y),y,1))$
print("g’’_(xx)=",diff (g(x,y),x,2),", resp. g’’_(yx)=",diff(g(x,y),y,1,x,1))$
(%01) g(x,y):=x"3*xy~2-1
g _x = E’mzyz7 resp. g’ _y = 2r3y

1"

9" _(zx) = 63y>, resp. g _(yz) = 627y

Taylorov polyném n-tého stupiia vypocitame pomocou prikazu taylor. Tento prikaz naj-
deme v menu Calculus a podmenu Get Series.... Taylorov rad funkcie f stupiia n
v strede ¢ vypocéitame prikazom taylor(f (x),x,c,n). Jeho koeficienty dostaneme pouzi-
tim prikazu coeff. Pouzitie tohto prikazu je zavislé na prikaze taylor.

(%i1) til:taylor(sin(x),x,0,5); t2:taylor(sin(x),x,-1,5);
23 2D
(1) @ — s

. in(1)(z+1)2
(t2)  —sin(1) + cos(1)(z + 1) + sin( )(2’0 e _

Cos(l)éz+1)3 _ sin(1)2(z+1)4 4 cos(1i<2€+1)5 L
(%i3) print(coeff(sin(x),x,5)," and ",coeff(tl,x,5)," and ",coeff(t2,x,5))$

1 cos(1)
0 and 135 and —55~

Taylorov polyném polynému je opat polynom, iba je vyjadreny v inom tvare. Prakticky
sa zmeni iba stradnicovy systém, v ktorom polyném vyjadrujeme. Zaciatok systému sa
posunie z bodu 0 do bodu —1. V nasledujicom priklade je Taylorov polyném daného
polynému vypocitany aj inym sposobom. Prikaz taylor déva na koniec tri bodky, aj ked
je rozvoj uzavrety.

(%i1)  £(x):=2*%x"5-x"4-3*x"3-x+1;

(%01) f(z) :=22° —a? + (=3)z® —z+1

(%i2) tpl:taylor (f(x),x,-1,5);

(tp1) 24+ 4(x+1) —17(x + 1)%2 +21(x +1)® — 11(z + 1)* + 2(z +1)% + - - -
(%i4) ratsimp(tpl);expand(tpl);

(%03) 2x® —a* —32% —z 41

(%04) 225 —z* — 323 —z+1

(%i6) tpx:ratsubst(t,x+1,f(x));subst(x+1,t,tpx);

(tpx)  2t° — 11¢* 4+ 2163 — 1762 + 4t + 2

(tp2) 2z +1)° —11(z+D* +21(z+ 1) —17(z + 1)? + 4(x + 1) + 2
(%i7) tpl-tp2;

(%07) O+ -

Grafy funkcii

Graf funkcie moZzeme vykreslit viacerymi sposobmi. Najjednoduchgie je zvolit v menu Plot
podmenu Plot 2d.... Ak zvolime Format=gnuplot, funkciu vykresli prikaz plot2d po-
mocou Open Source programu Gnuplot do nového okna. Gnuplot sa automaticky instaluje
spolu s programom Maxima.
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(%i1) plot2d([sin(x),cos(x)],[x,-%pi,2*%pil,[y,-1.2,1.2],[plot_format, gnuplotl])$

Ak zvolime Format=wxmaxima, Maxima vykresli graf pomocou prikazu plot2d do nového
okna. Obrazok mozeme ulozit iba do postscriptu.

(%i1) plot2d([sin(x),cos(x)],[x,-%pi,2*%pil,[y,-1.2,1.2],[plot_format, xmaxima])$

Ak zvolime Format=inline, Maxima vykresli graf pomocou prikazu wxplot2d do svojho
prostredia.

(%i1) wxplot2d([sin(x),cos(x)],[x,-%pi,2*%pil,[y,-1.2,1.2])8

T -

cos(x) 7

05 \ / 4

05 / 4

(%o1) x

Prikazy plot2d a wxplot2d maju rovnaki syntax a maju ovela viac parametrov. Para-
metre moézeme zistit napriklad prikazom describe(plot2d).

Na tla¢ grafov funkcii je vyhodnejsie pouzit prikaz wxdraw2d alebo draw2d, ktory je vhodné
smerovat na vystup programu Gnuplot. Tieto prikazy maju trochu ind syntax ako prikazy
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wxplot2d, resp. plot2d. Parametre tlace st v nich jednoduchsie a prehladnejsie. Vykres-
Tovan4 funkcia musi byt umiestnena v prikaze explicit, parametric alebo implicit.

(%i1) wxdraw2d(xaxis=true,yaxis=true,xrange=[0,2%*%pil,yrange=[-1.2,1.2],
color=blue,explicit((sin(x)),x,0,2*%pi),
color=red,explicit ((cos(x)),x,0,2*%pi))$

1 /
05 /
/
/
//
0 /
//
\\ /
0.5 \ /
1 \\7 P
\ \ \ \ \ \
o 1 2 3 4 5 6

(%01)

(%i1) draw2d(xaxis=true,yaxis=true,xrange=[0,2+*%pil,yrange=[-1.2,1.2],
color=blue,explicit ((sin(x)),x,0,2*%pi),
color=red,explicit ((cos(x)),x,0,2*%pi))$

Parametricki krivku alebo funkciu vykreslime podobnym spésobom.

(%il) draw2d(xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-%pi,%pil,yrange=[-1.2,1.2],
color=blue,explicit ((sin(x)) ,x,-%pi,%pi),

color=red,nticks=300, parametric(cos(t),sin(t),t,0,2*%pi))$
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Postupnosti a rady

Postupnosti mozeme v programe Maxima vytvorit napriklad pomocou prikazu makelist
alebo prikazmi cyklu for — do.

Prikaz makelist vytvori zoznam, ktory modZeme zobrazit aj ako celok a aj po ¢lenoch.

(%i2)
(s1)
(82)
(%i4)
(%03)
(%04)

S1:makelist (2*n~2-1,n,1,10);S2:makelist (2*n~2-1,n,2,10,2);
1,7,17,31,49,71,97,127,161, 199

[7,31,71,127,199]

S1[1];81[10];

1

199

Usporiadané dvojice sa davaju do hranatych zatvoriek a mozeme ich zobrazovat ako body
v rovine. V nasledujicom priklade je vygenerované postupnost aj so svojimi vzormi a na-
sledne vykreslena prikazom draw2d.

(%i1)
(s1)
(%i2)

S1:makelist ([n,(2*n-1)/(n+1)],n,1,10);

[[1,1/2],[2,1],[3,5/4],[4,7/5],[5,3/2], [6,11/7],[7,13/8],[8,5/3],[9,17/10], [10, 19/11]]
draw2d (grid=true,xaxis=true,yaxis=true,xrange=[0,11],yrange=[-0.5,2.5],
color=blue,explicit ((2*n-1)/(n+1),n,0.5,10.5),
point_type=7,color=red,points(S1))$

25

2

o

Pomocou prikazov for — do vypiSeme niekol'ko ¢lenov postupnosti {2n2 — 1}

o
n=1"

(%i1)

(for n:1 thru 12 do (a_n:
1

7
17
31
49
71
97
127
161
199
241
287

2*n~2-1, print(a_n)) )$
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Peknym prikladom pouzitia prikazov for — do je Fibonacciho postupnost.

(%i3)

a0:0$ al:1$ (for i:1 thru 12 do (an:al+a0, print(an), al:a0, aO:an))$

0 Gt W N =

21
34
55
89
144

Koneény aj nekoneény sicet pocéitame pomocou prikazu sum.

(%i1)
(%o01)

sum (2*n~2-1,n,1,8);
400

Pomocou tohto prikazu dokaze Maxima vypocitat presny sucet niektorych nekoneénych
radov. Sucet radu mozeme zadat v menu Calculus a podmenu Calculate Sum.. ..

(%i2)

(%o1)

(%02)

sum(1/k~2,k,1,inf),simpsum; sum(1/k~2,k,1,inf);

N

M3

(=)

k=1

Ciselny rad z predchadzajiaceho prikladu méze byt graficky znézorneny nasledovne.

(%i1)

a(n):=1/n"2$ rec:makelist(rectangle([i-1,0],[i,a(i)]),i,1,10)$
draw2d (grid=true, xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-1,11],yrange=[-0.2,1.2],
border=true,color=black,fill_color=red,rec,

color=blue,explicit(a(n),n,0,11))$
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Postupnosti

o0

Postupnost (realnych é&isel) je kazda postupnost {a,},—;,

an € R (t. j. zobrazenie N — R).

ktorej Cleny st redlne cisla

o Explicitné zadanie (vSeobecné vyjadrenie) ¢lena a,, ako funkcie premennej n.

o Rekurentné zadanie prvého ¢lena a zadanie a,, pomocou predchadzajicich ¢lenov.

{an}tr  ={2n—1}>7, ={1,3,5,...}.
o Explicitné zadanie a,, = 2n — 1, n€ N.

e Rekurentné zadanie a; =1, apy1 = ap, + 2, n€N.

(%i3) a(n):=2*n-1$ S:makelist(a(n),n,1,7);
() [1,3,5,7,9,11,13]
(%i4) an:1$ (for n:1 thru 7 do (print(an),an:an+2))$

= © g o W

=

Postupnost {a,},., sa nazyva:
o Ohranicena zdola, ak existuje a € R také, ze pre vSetky n€ N plati a < a,,.
o Ohranicena zhora, ak existuje a € R také, Ze pre vietky n€ N plati a,, < a.
o Ohranicena, ak je ohrani¢end zdola a zhora.

Postupnost {a,} -, sa nazyva:
o Neohranic¢ena zdola, ak nie je ohrani¢ené zdola.
e Neohranicena zhora, ak nie je ohrani¢ena zhora.

o Neohranic¢ena, ak nie je ohranicena,
t. j. nie je ohranicené zdola alebo nie je ohrani¢ené zhora.

a A | alfa alln H | éta ¢ | v N | ny ni 7 T | tau t
B B | beta bi|lv © | théta thi & Z | ksi (xi) x| v Y | ypsilon y
v I' | gama g | ¢ I | iodta i o O | omikron o | ¢ ® | fi f
0 A | delta d | # K | kappa k|| = IT | pi p | x X | chi ch
e E | epsilon e | A A |lambda 1| p P | 10 r| ¢ U | psi ps
¢ Z | dzéta dz | p M | mi m || o X | sigma s | w Q| omega 0O
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Postupnost {a,},_, sa nazyva monoténna:

o Rasttca, ak pre vietky n€ N plati a,, < ap41-
o Klesajica, ak pre vietky ne€ N plati a,, > apy1-

} Ostro monotonna.

o Neklesajuca ak pre vSetky ne N plati a,, < apy1.

e Nerastiica ak pre vietky ne€ N plati a,, > apy1-

e Stacionarna (konstantna), ak pre vSetky n€ N plati a,, = a.

{k,},2_| je rastica postupnost prirodzenych ¢isel.

o0

= {ak, },—, sa nazyva podpostupnost (vybrana postupnost) z {a,},;.

{an}:ll ::{Qn’_’l}:il ::{173a577a97117137~~}~
Podpostupnosti st napr.

o {ap, }ory ={aon}t,o, ={az,a4,a6,...} ={3,7,11,...} = {dn — 1}, |.
o 2n—1)2,. e f{2n—1}",. e {101,109,235,637,...}.

(%i2)
(%02)
(%i3)
(%03)
(%id)
(%04)
(%i5)

a(n):=2*n-1$ makelist(a(n),n,1,7);
11,3,5,7,9,11, 13]

makelist (a(2%n),n,1,7);

(3,7,11, 15,19, 23, 27]

makelist (a(2%n),n,2,7);

[7,11,15,19, 23, 27)

print (a(51),a(55),a(118),a(319))$
101 109 235 637

a€R*

oo

= RU {#o00} sa nazyva hromadna hodnota postupnosti {a,},_,

ak pre kazdé okolie O(a) existuje nekonecne vela ¢lenov a, €O(a).

Kazda postupnost {a,},.; ma aspoi jednu hromadni hodnotu.

Ozna¢me symbolom E mnozinu vietkych hromadnych hodn6t postupnosti {a, },- ;.

e supFE = li&solép an sa nazyva limes superior (horna limita) {a,} _,.

o inf £ = liminf a, sa nazyva limes inferior (dolna limita) {a,} .

o inf E=supE = lim a, (F ma jediny prvok) sa nazyva limita {a,,}
n—oo

n—oo

(oo}
n=1"
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e limsup a,, liminf a,, existuju vzdy.
n—oo n— oo

o lim a, nemusi existovat. Ak limita existuje, potom je jedina.
n— o0

o lim a, = a€R (existuje kone¢na).
n—oo

o0

= {a,},_, konverguje k &islu q, {an},— konverggé]e,
L. oo oznacenie {a,},_, —.
oznacenie {a,},~_, — a. n=
o lim a, = oo (existuje nekonecéna).
n—oo

= {an,}ff:l diverguje do +oo, . . .
{an}, ., diverguje,

oznadenie {a, }, -, — £o0. ornacenic {a,}> | /.
n—

o lim a, neexistuje. = {a,}, ~, osciluje.
n—oo -

{an},y —. = e {a,},2, je ohranifena.

o Konecny pocet ¢lenov nemé vplyv na konvergenciu, resp. divergenciu postupnosti.

. 2 . 3(n~'4n—?) : O 040
o lim A% — lim 23200 — lim % tn — =0.
n—oo 22 n—oo M3(1—2n73) n—oo 1—2n73 1-0
5 2 —2 —2
. n3-2 _ 1. n“(n—2n"") _ 1. n—2n _ o0—0 _
o fm ‘e = m Serrmeny = i e = T = oo

(%i1) a(n):=(n~2+n)/(n~3-2)$ Sa:makelist([n,a(n)],n,1,15)$
b(n):=(n~3-2)/(n"2+n)$ Sb:makelist ([n,b(n)],n,1,15)$
print ("limit a(n)=",limit(a(n),n,inf)," 1limit b(n)=",limit(b(n),n,inf))$
draw2d (grid=true,xaxis=true,yaxis=true,xrange=[0,16],yrange=[-2.5,10],
color=green,explicit(a(n),n,1,16),point_type=7,color=red,points(Sa),
label (["a(n)=(n~2+n)/(n~3-2)",10,a(10)+11),
color=green,explicit(b(n),n,1,16) ,point_type=7,color=blue,points(Sb),
label (["b(n)=(n~3-2)/(n"2+n)",10,61))$
(%01) limita(n) =0 limitb(n) = co

s .
.

6 ® =2
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4 3 4 -1 —1
i nten® e ont(d-nT) g 2 i, l=n~t o 1-0 _ 1 _
© e = B e = M T = 00 e = o0 1= 00
: 2 s nf(4nh) : +n” 140
o lim 2% = lim ) = lim 2, = 140 — 1,
n—oo M°—2 n—oo M (1=2n72) n—oo 1=2n72 1-0
o0l = o0. = o o0 pre q > 0.
. lim n® = lim 1=1. = o1 preq=0.
o lim n?=¢ B5 s predq
lim L. =1 - =L1=0.= o0 preqg<0(—¢>0).
nosoo M4 nll_{réon q 0o

Geometrickd postupnost

q" — oo. = e o0 preq > 1.
" =1"=1. = o1l preqg=1.
° ILm qgq* =1 ¢" —0. = o0 preqge(0;1).
o = =1,¢"=¢*"=-1. = o preqg=-1
" =q¢* 500, " = 5 —0c0. = e P preg< —1.

o Cislo e sa nazyva Eulerovo &islo. Jeho hodnota je priblizne 2, 718 281 827.

I P T
ap >0, neN. = o nlglolo van, nlgrolo - (ak limity existuju).
. . 0 rea <1,
a, >0, neEN, nlgl;o Ya, =a€R*. = o nlgIolo ay, = { o gre . 1.’
. . 0 g 1,
a, >0, neEN, lim & —gcR*. = o lim a,,,,:{ pre a < 1,
n—oo 94n n— 00 oo prea > 1.
Dolezité limity.
o lim {/a=1prea>0. o lim {/n=1.
n—oo n—oo
o lim Vn!=occ. o lim 7% =0.
n—roo n—roo
. 1\™ _ . b\™ _ b
° nlL%(1+ﬁ) =e. ° nlirrgo(1+%) =e’ pre beR.
o lim n({e—1)=1. o lim n({/a—1)=1Ina prea > 0.
n— o0 n—0o0
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Ciselné rady

Ciselné rady tizko stuvisia s postupnostami a zovSeobeciiuji pojem s¢itavania na nekoneény
pocet séitancov. Jednoduchym prikladom st zlomky a periodické ¢&isla.

{a,},2, je postupnost.

o0
= Y ap=a;+ax+az+---+a,+ - sanazyva (nekonecny ¢&iselny) rad.
n=1

Pre nekone¢né rady neplatia niektoré pravidla platné pre konecné pocty scitancov.
Neplati napr. asociativny zakon:

§(1>n+1{ Q- +A-1)+A =1+ =0+0+0+---=0,
=1 Tl (1D A (14 D)+ =140404-- =1,

(%i1) a(n):=(-1)"(n+1)$ rec:makelist(rectangle([i-1,0],[i,a(i)]),i,1,11)$
draw2d (grid=true, xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-.5,10.5],yrange=[-1.2,1.2],
border=true,color=black,fill_color=red,rec)$

[ee]
> ay je Ciselny rad.
n=1

k o)
@ S =Y. a;, =a;+as+---+ag, kEN sanazyva k-ty ¢iastoény sucet radu > a,.

=1 n=1
o0 o0
@y = Y. Q) = Q1+ Akt2 + apts + -+ sa nazyva k-ty zvySok radu 3 a,.
i=k+1 n=1

o]
o0 o0 - 9 we > - . ¥
o {sk}r; = {sn}, ., sa nazyva postupnost ¢iastoénych st¢tov radu 21 -
n=

oo
Vztah medzi Y a, a postupnostou {s,} ; je vzdjomne jednozna¢ny.

n=1
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o0
Pre {s,}.—, a > a, plati:
n=1

@ S = aj. @ a; = 81 = 81 — Sp, kde sg = 0.
@ So = a1 + a2 = S1 + as. @ Gy = So — S71.

@ S3 =ajy + a2 + a3z = s + as. @ a3 = 83 — S2.

o S, =a1+as+ -+ ap_1+a, =Sp_1+ an. @ Gp =8, — Sp_1, NEN.

o0 o0
Sacet radu ) a, sa nazyva ILm sp, = s€R* (pokial existuje), oznacenie . a, = s.
n=1 n—00 n=1

o lim s, = s€R (existuje konetna).
n—oo

0 o0
= Y a, konverguje k suétu s, 2 an konverguje,

n=1
n=1 00
o0 o0 v .
- znadceni .
oznadenie Y a, —> s, esp. Y. a, = s. oznacenie nz_:l an —
n=1 n=1 -
o lim s, = foo (existuje nekonecna).
n—oo
o0
= > a, diverguje do oo,
n=l >, d. .
. R x a, diverguje
oznadenie Y, a, — £00, resp. »_ a, = too. = )
n=1 n=1 . . [e’s)
e lim s, neexistuje. oznagenie Y, a, /.
n— 00 n=1

o0
= > ay osciluje (nema sucet).
n=1

Harmonicky rad

(o]
1 1.1 .11 _
E—1+§+§+1+g+"'700'

n=1

(%i1) a(n):=1/n$ rec:makelist(rectangle([i-1,0],[i,a(i)]),i,1,11)$
draw2d (grid=true,xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-.5,10.5] ,yrange=[-.2,1.2],
color=green,explicit(a(n),n,.5,11),

border=true,color=black,fill_color=1light_red,rec)$

12—

1
08
06
04

02
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Geometricky rad

o0
S l=ld gt = Tiq pre vietky g€ (—1;1).
n=1

V nasledujicom priklade sta¢i menit na zaciatku hodnotu q.

(%il) q:0.8% a(n,q):=q"n$ peca:makelist([i,a(i,q)],i,1,11)$
reca:makelist (rectangle([i-1,0],[i,a(i,q)]),i,1,11)$
draw2d (grid=true, xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-.5,10.5],yrange=[-4,4],
border=true,color=black,fill_color=1light_red,reca,
label ([concat ("q=",string(q)),3,3.5]), color=blue,explicit(a(n,q),n,1,11),
point_type=7,color=blue,points(peca))$

9=08 a1 a-12

[e’e) -~ B _ _ n_ qn—l_l
Y sm= gt kg = (0" R R e e e
nli_{r;og:_;ll:f__f:oo. = e 00 preq>1.
lim n =00 = e 00 preq=1.
n—oo
o iqnq nlgngoqq_l :%Zl—iq = 0 1%qpreqe(—l;l).
n=1
— lims,= | "1+1-14+1-1+ . =oe# preg=-1.
n—oo
2k—1_ 1 1
T = ;ilq:—oopren:%s.
! ! =07 preg<—1.
-1 so_1
L = L = o0 pre n =2k + 1.

1—1 1—1
q
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(%i4) sq(q):=sum(q-n,n,1,inf)$

sq(1/2) ,simpsum; sq(1/3),simpsum; sq(-1/2),simpsum; sq(2),simpsum;
(%i1)
(%i2)
(%i13)

(%i4)  sum: sum is divergent.

| = =

=

Nutna podmienka konvergencie radu

oo
> a, konverguje. = o lim a, =0.
n—1 n—oo

o0 o0
e > ap konverguje. = > a, = lim s, =s€R.
n=1 n=1 n—00

= lim a, = lim (s, —sp—1) = lim s, — lim s,_1 =s—s=0.
n— o0 n—oo n— o0 n—oo

o0
Neplati lim a, =0. = e > a, #— (osciluje alebo diverguje do +00).
n—oo

" n=1

o Konecny pocet ¢lenov nema vplyv na konvergenciu, resp. divergenciu radu.

o Konecny pocet ¢lenov ma vplyv na stucet radu.

Ciselné rady s nezapornymi ¢lenmi

o0
e Y ay s nezapornymi ¢lenmi (a, > 0, n€ N) mé vzdy sacet.
n=1

o0 o
0<a,<b,,neN. = o00< > a,< b, < oo
n=1 n=1
Porovnavacie kritérium
oo oo
0<a, <b,,neN. = o > b, —. = 0 Y Uy —>.
n=1 n=1
o0 o0
e > a, —00. = e . b, — oc.
n=1 n=1
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Limitny tvar

o0 oo
0<ap, <b,,neN, lim ¢ € (0;00). = o > by —. S e Y a, —.
n—oo ’n n=1 n=1

oo oo
e > ap —00. & e Y, b, — o0.

n=1 n=1

(%i1) a:[2.5,4,2,1,1,1.4,1.2,1,1,0.6,0.5]$ pa:makelist([i,alil],i,1,11)$
ra:makelist (rectangle ([i-1,0],[i,al[i]]),i,1,11)$
b:[3.0,4,3,2,1,1.5,1.3,1,1,0.9,0.7]$ pb:makelist ([i,b[i]],i,1,11)$
rb:makelist (rectangle ([i-1,0],[i,b[i]1]),i,1,11)$
draw2d (grid=true, xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-.5,10.5],yrange=[-.5,5],
border=true,color=black,fill_color=1light_blue,
rb,color=black,fill_color=1light_pink,ra,
point_type=7,color=red,points(pa),point_type=7,color=blue,points(pb),
color=red,label(["a(n)",.5,2.7]) ,color=blue,label (["b(n)",.5,3.2]1))%$

| b
a(n)

sliinalings:

Podielové d’Alembertovo kritérium

o0
an >0,neEN. = o L <g<1,¢qe(0;1),neEN. = o Y a, —.

n=1

o0
olg%me]\ﬁ = e Y a, — .

n=1

Limitny tvar

o0
ap>0,neN, lim L =p. = eop<l. = o > a, —.

ln
n—o0 n=1

o0
ep>1. = o > a, — 0.

n=1

o]
Pre p = 1 nevieme rozhodnit o konvergencii alebo divergencii radu ) ay.
n=1
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Odmocninové Cauchyho kritérium

oo
ap >0,neEN. = o /a,<qg<1l,¢ge(0;1),neN. = o > a, —.

n=1
00

e 1< wa,,neN. = o Y, a, — ox.
n=1

Limitny tvar

oo
anp >0, neEN, HIHI; Ya,=p. = ep<l. = o > a, —.

n=1

o0
ep>1. = e > a, — oo

n=1

(o]
Pre p = 1 nevieme rozhodnut o konvergencii alebo divergencii radu »_ a,,.
n=1

(D)™ o (D)™ 1\ X
o i S ar = Jim e = i (145)" =e> 1o e 3 Sy

. a™tt ol g a _ a __
° nhm gl ar = nhm AT = 0<1. .
= o ) %+ prea>0.
: nfa™ _ 1i a_  _ a _ n=1
° nhm P nhm e 0<1.

(%i4) an(n):=n-"n/n'$ limit(an(n),n,inf,plus);
limit (an(n+1)/an(n),n,inf ,plus);
limit ((an(n))~(1/n),n,inf,plus);

(%02) oo

(%03) e

(%08) e

(%i9) an(n,a):=a"n/n!$ a:2$ limit(an(n,a),n,inf,plus);
limit (an(n+1,a)/an(n,a),n,inf ,plus);
limit ((an(n,a))~(1/n),n,inf ,plus);

(%i7) 0

(%08) 0

(%09) 0
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Absolitna, relativna konvergencia a alternujice rady

M8

je Ciselny rad.

n:l
> lan] —. = > a, konverguje absolutne, oznacenie Y a, —.
n=1 n=1 n=1
o Y ay—, Z\an\—mo
n=1
o x R
= > a, konverguje relativne (neabsolutne), oznadenie . a, —.
n=1 n=1

an, -+ (absolitne). = o Z a, — (konverguje).

n=1

e

Leibnizovo kritérium

an >0,n€eN, {a,},—, je nerastica.

n=1

lim a, = 0. n=1
n— oo

(%i1) a(mn):=(-1)"(n+1)/n$ pa:makelist([i,a(i)],i,1,21)$
ra:makelist (rectangle([i-1,0],[i,a(i)]),i,1,21)$
draw2d (grid=true, xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-.5,20.5],yrange=[-.7,1.2],
color=blue,explicit(abs(a(n)),n,.5,21),explicit(-abs(a(n)),n,.5,21),
border=true,color=black,fill_color=1light_red,ra,
label (["a(n)=(-1)"{(n+1)}/n",10,.9]1),
point_type=6,color=blue,points(abs(pa)),point_type=7,color=blue,points(pa))$

="

1)’”+l
Anharmonicky rad Z

n=1

I
—_
\
N|—=
+
ol
\
N
+
+
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Funkcie

Funkcia y = f(x), x€ D(f), t. j. f: D(f) — H(f).
o Mnozina {[z;y] € R* € D(f), y = f(z)} sa nazyva graf funkcie f.
o Funkcia realnej premennej, ak definiény obor D(f) C R.
e Realna funkcia, ak obor hodnot H(f) C R.
y = f(x), x € A sa nazyva:
o Injektivna (injekcia, prosta), ak pre v8etky x1,x2 € A, x1 #xo plati f(x1)# f(x2),
t. j. z rovnosti f(x1) = f(x2) vyplyva rovnost 21 = 5.
e Surjektivna (surjekcia, na mnozinu), ak f(A) = B,
t. j. ku kazdému y € B existuje = € A také, ze y = f(z).
o Bijektivna (bijekcia), ak je injektivna a surjektivna.
y = f(x), x€ D(f) sa vyjadruje:
o Explicitne, t. j. analyticky vzorcom y = f(z), x€ D(f).

o Parametricky rovnicami = = ¢(t), y = 9(t), teJ, J C R, kde p,¢: J — R.
Parameter ¢ ma pomocny vyznam.

o Implicitne rovnicou F(z,y) = 0, kde F: R? — R a podmienkami pre [z;7].

Ak chceme v programe Maxima zobrazit funkciu zadana implicitne, musime nacitat kniz-
nicu implicit_plot.

(%il) load(implicit_plot);
(%o01) ../share/contrib/implicit_plot.lisp
(%i2) implicit_plot(x~2+y~2-1, [x,-1,11, [y,-1,11)$
implicit_plot is now obsolete. Using plot2d instead:
plot2d (y~2+x-2-1 = 0, [x,-1,1], [y,-1,11)
(%i2) plot2d(x~2+y~2-1=0, [x,-1,1]1, [y,-1,11)$ /* is correct */
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Funkciu f: y = |z|, € R moZeme zadat napr.:

e Explicitne: y=Va2, resp. y = max{—z,x}.
o Parametricky: z =t y=|t|teR, resp. =, y = V12, teR.
o Implicitne: y?—22=0,y>0, resp.y— || =0.

(%il) load(implicit_plot)$

(%i2) draw2d(xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-2,2],yrange=[-.2,2],
color=blue,explicit(abs(x),x,-2,2),label (["y=abs(x)",-.75,1.3]),
color=red,explicit(sqrt(1-x-2),x,-1,1),label (["y=sqrt(1-x~2)",0,1.1]),
color=black,label (["Explicit",-1,1.75]1))$

(%i3) draw2d(xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-2,2],yrange=[-.2,2],
color=blue,parametric(t,abs(t),t,-2,2),label (["x=t, y=abs(t)",-.7,1.3]),
color=red,nticks=100, parametric(cos(t),sin(t),t,0,%pi),
label (["x=cos(t), y=sin(t)",0,1.1]),
color=black,label (["Parametric",-1,1.75]1))$

(%i4) draw2d(xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-2,2],yrange=[-.2,2],
color=blue, implicit(y~2-x-2,x,-2,2,y,0,2),label (["y~2-x~2=0, y>=0",-.65,1.3]),
color=red,implicit(x~2+y~2-1,x,-1,1,y,0,1),label (["x"2+y~2=1, y>=0",0,1.1]),
color=black,label (["Implicit",-1,1.75]1))$%

2 7 2K
\ Explict / N\ Parametric / Implicit
\ / \
\ / \ /
15 \ / 15 \ / 15
\ / / A
N y=abs(d / N x=t,y=abs(t) / \ Y220, y>=0
\ / N\ /

1 \
\

y = f(x), x€D(f) sa nazyva na mnozine A C D(f):
o Ohranicena zdola, ak existuje a € R takeé, ze pre vietky z € A plati a < f(z).
e Ohranicena zhora, ak existuje a € R také, Ze pre vietky z € A plati f(z) < a.

o Ohranicena, ak je ohrani¢ené zdola a zhora na mnozine A,
t. j. ak existuju ai, as € R také, Ze pre vSetky x € A plati a1 < f(z) < as.

y = f(x), x€ D(f) sa nazyva na mnozine A C D(f):
e Neohranicena zdola, ak nie je ohrani¢ena zdola na mnozine A,
e Neohranicena zhora, ak nie je ohrani¢ené zhora na mnozine A,

o Neohranicena, ak nie je ohrani¢ena na mnozine A,
t. j. je neohranicend zdola alebo je neohrani¢ena zhora.
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e AC D(f), A# D(f). = Lokalna vlastnost.

o A=D(f). = Globalna vlastnost na celom D(f).
Slova na mnozine D( f) vd¢Sinou vynechévame.

y:f(x)7x€D(f)v ACD(f)

° ingf(x) =inf {f(x);z€ A} = inf f(A) sa nazyva infimum [ na mnozine A.
EAS

° sugf(x) =sup{f(z);x€ A} =sup f(A) sa nazyva suprémum f na A.
AS

o inf f(x) =inf {f(x);x€D(f)} sa nazyva infimum f[.
o sup f(x) =sup{f(z);x€D(f)} sa nazyva suprémum f.

fry=2?+1,z€R.
o [ je ohraniCena zdola, nie je ohrani¢ené zhora, nie je ohranic¢ena.
Minimum (globalne) funkcie f je 1, funkcia f ho nadobtida v bode z = 0, maxi-
mum neexistuje.
e Na intervale (—1;2) je f ohrani¢ena.
Lokalne minimum funkcie f na intervale (—1;2) je 1 a nadobuda ho v bode 2 = 0,
lokalne maximum neexistuje, lokdlne suprémum je 5.

y:f(x)v :EED(f)a ACD(f)v ZL'()EAZ

o f(xg) =min f(A) = min{f(z);x € A} sa nazyva minimum [ na mnozine A.

f (o) {

o f(xzg) = max f(A) = max {f(x);x € A} sa nazyva maximum [ na mnoZine A.

f(xo) {

minimum, ak pre vSetky x € A plati f(zg) < f(z).
ostré minimum, ak pre vietky x € A, x # xo plati f(zo) < f(z).

maximum, ak pre vietky x € A plati f(xzo) > f(x).
ostré maximum, ak pre vietky x € A, x # x¢ plati f(zo) > f(z).

o Minimum a maximum sa nazyvaji extrémy.

o Ostré minimum a ostré maximum sa nazyvaju ostré extrémy.

o A= D(f). = Extrémy sa nazyvaju globalne (absolutne).
e ACD(f), A# D(f). = Extrémy sa nazyvaju lokalne (na mnozine A).

Lokalne extrémy postaci vySetrovat v nejakom okoli O(zg) C D(f).
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y = f(z), x€D(f) sa nazyva na mnozine A C D(f) monoténna:
e Rastiica, ak pre vietky z1,25€ A, z1 < 29
plati f(z1) < f(x2).
Klesajtica, ak pre vSetky x1,x2€ A, 1 < x5
plati f(z1) > f(z2).
o Neklesajuca, ak pre vietky 1,22 € A, x1 < a2 plati f(z1) < f(z2).

Ostro monoténna.

o Nerastiica, ak pre vietky x1, 29 € A, x1 < xo plati f(x1) > f(x2).
o Konstantna, ak pre vietky x1,z9 € A plati f(z1) = f(z2), t. j. f(z1) = ¢, kde c€R.

8

Xy Xo I3 x ] Tro I3 x 12 T3 T4 x Tr1 T2 X3 T4g x 1 T2 T3

L N

x

Grafy rasttucej, klesajicej, neklesajucej, nerastiicej a konstantnej funkcie

y = f(x), x€ D(f) sa nazyva:

o Parna, ak pre vSetky x € D(f) plati —x € D(f), f(z) = f(—x).

o Neparna, ak pre vietky x € D(f) plati —x€ D(f), f(z) = —f(—x).
y = f(z), x€D(f) sa nazyva:

o Periodicka, ak existuje p€ R, p#0 také, ze pre vietky x € D(f) plati = 4+ p € D(f),
z—peD(f), f(z) = f(x+p) = flz—p)
Cislo p sa nazyva perioda.
Najmensie p > 0 (pokial existuje) sa nazyva primitivna (zakladna) perioda.

Kazdy celo¢iselny nasobok peridédy je tiez peridda.

Funkciu sta¢i vySetrovat na intervale s dlzkou p (interval periodicity).

eridda P
P

/\ /\ B y z /\ /\/\ /\(\ /\‘./\ '/w
“Il\/xl T2 T /QE1 Z2 m*p\ le s +P\ z1 + 2p

Graf péarnej, neparnej a periodickej funkcie

Y Yy D,
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y = f(z), x€D(f), I C D(f) je interval, f sa nazyva na intervale I:
o Konvexna, ak pre vietky z,z1, 20 €1, 1 < x < xo plati f(z) < r(z).
e Ostro konvexna, ak pre vietky x,z1,22€1, 1 < & < 9 plati f(z) < r(x).
o Konkavna, ak pre vietky z,x1,22€1, 21 < x < x9 plati f(z) > r(x).
e Ostro konkavna, ak pre vetky x,z1,20€ 1, 1 < & < 9 plati f(z) > r(x).
Priamka y = r(z) spéja body [z1; f(z1)] a [r2; f(z2)),

o [ je konvexna na intervale I C D(f).

& o f(pr1+qx2) <pf(x1) + qf (x2) pre vietky z1,22€1, p€(0;1), ¢ =1 —p.
o [ je konkidvna na intervale I C D(f).

& o flpr1 +qr2) 2 pf(21) + qf (22) pre vietky 1,221, pe(0;1), ¢ =1 —p.

[wo: f(w2)] y [wo: f(wo)]

f(z2)
f()
r(x)

[z1: f(zy)]
f(z1)

Konvexna a konkavna funkcia

y = f(z), x€ D(f), bod zo€ D(f) sa nazyva:
e Inflexny bod f, ak existuje okolie O(x¢) také, Ze
v O™ (z9) je f ostro konvexna, v O"(zg) je f ostro konkévna,

resp. v O~ (xg) je f ostro konkédvna, v OT(x¢) je f ostro konvexna.
o Nulovy bod (koren) f, ak plati f(z¢) =0.
y = f(x), seD(f), A D(f).
o y = h(x), x € A sa nazyva zuZenie (restrikcia) / na mnoZinu A, oznacenie h = f|4.
y=f(x), zeD(f), y =g(x), xz€D(g), H(f) C D(g).

o y=F(z) =g[f(x)], z€ D(f) sa nazyva zlozena funkcia f a g.
f sa nazyva vnatorna zlozka, g sa nazyva vonkajsia zlozka.

y=f(x), zeD(f) = H(f), t- . y = f(2): D(f) = H()-

o x=g(y): H(f) = D(f) taka, ze [y;z] € g < [z;y] € [, b ). v = g(y) & y = f(2),
sa nazyva inverzna funkcia k f, ozna¢enie g = f~ L.
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f: D(f) — H(f) je bijekcia. = e Existuje f~1: H(f) — D(f) a plati:
o ! je bijekcia. o f[f1(y)] =y pre vietky ye H(f) = ( b,
o (fFH t=1 o f7lf(z)] = x pre vietky x€ D(f) = H(f~1).

Elementarne funkcie

Elementarne funkcie maju velky prakticky vyznam. Dajt sa pomocou nich popisat (aspoii
pribliZzne) mnohé prirodné a spolocenské zakonitosti a javy.

Elementarna funkcia sa nazyva kazdé funkcia vytvorend pomocou operacii séitania,
odcéitania, nasobenia, delenia a skladania z funkcii:

o y=konst.,, e y=x, o y=e*, o y=Ilnx, e y=sinx, e y=arcsinz, e y=arctgx.

Polyném (racionalna celistva funkcia) stupiia n sa nazyva
foiy=ao+ a1z +ax?+ -+ aa™, ag,ai,...,a, € R, ne N U{0}, a, #0.

o Cisla ag,ay,...,a, sa nazyvaji koeficienty. Prirodzeny D(f,) =R.
o fo: y = ag, ap#0 sa nazyva konstantna funkcia.
e f1:y =ag+ a1z, a1 #0 sa nazyva linearna funkcia.

o for y = ag + a1 + axx?, ay #0 sa nazyva kvadraticka funkcia.

(%i1) draw2d(grid=true,xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-1.5,1.5],yrange=[-2,2],
color=green,explicit(x,x,-1.5,1.5),label (["y=x",.2,1.75]),
color=red,explicit(x~2,x,-1.5,1.5),label (["y=x"2",.2,1.5]),
color=blue,explicit(x~3,x,-1.5,1.5),label (["y=x"3",.2,1.25]),
color=orange ,explicit(x~4,x,-1.5,1.5),label (["y=x"4",.2,1]),
color=brown,point_type=7,points([[-1,-1]1,[-1,1]1,[1,111))$



mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk

Calculus suported by wxMaxima 33 beerb@frcatel.fri.uniza.sk

Racionalna lomena funkcia sa nazyva

e — fn(®) _ agtarztasa+etaza” _
fry= fm(x) = botaiztagx?+-+byma™? n,meN —{0}.

o fn, fm st polynémy stupiiov n a m, ag,ay,...,an€R, by, b1,..., by €ER.

(%i1) draw2d(grid=true,xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-1.5,1.5],yrange=[-2,2],
color=green,explicit(1/x,x,-1.5,1.5),label (["y=1/x",.2,1.75]),
color=red,explicit(1/x"2,x,-1.5,1.5),label (["y=1/x"2",.2,1.5]),
color=blue,explicit(1/x~3,x,-1.5,1.5),label (["y=1/x"3",.2,1.25]),
color=orange ,explicit(1/x~4,x,-1.5,1.5),label (["y=1/x"4",.2,1]),
color=brown,point_type=7,points ([[-1,-1]1,[-1,1]1,[1,1]1]1))$

15 / y=12 \
: y=1/ \

Mocninna funkcia sa nazyva

fry=az",reR, r#0.

e Prer=neN je f: y=2a"™ polynom.

e Prer=-—neZ jefiy=a""= I%, racionalna lomena funkcia.
Prer #0je f~1y =27,

Pre r > 0 je f rastuca, prirodzeny D(f) = (0;00).

o Pre r < 0 je f klesajuca, prirodzeny D(f) = (0;00).
Y r>1 r>0 Y V=g r<0
y==
<1
1 1 > -1
r < —1
0 1 2 T 0 1 2 T

Funkcia f: y=a2" prer >0ar <0
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(%i1) draw2d(grid=true,xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-.5,1.5],yrange=[-.5,2],
color=blue,explicit(x~2.3,x,0,1.5),label (["y=x~{2.3}",.2,1.75]),
color=red,explicit(x~1.5,x,0,1.5),label (["y=x"{1.5}",.2,1.55]),
color=green,explicit(x,x,-0,1.5),label (["y=x",.2,1.35]),
color=orange ,explicit(x~.8,x,0,1.5),label (["y=x~{0.8}",.2,1.15]),
color=violet ,explicit(x~.4,x,0,1.5),label(["y=x"{0.4}",.2,1]),
color=brown,point_type=7,points ([[0,0],[1,111))$

(%i2) draw2d(grid=true,xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-.5,3],yrange=[-.5,3],
color=blue,explicit(x~-2.3,x,0,3),label (["y=x"{-2.3}",.2,.95]),
color=red,explicit(x~-1.5,x,0,3),label (["y=x"{-1.5}",.2,.75]),
color=green,explicit(x~-1,x,-0,3),label (["y=x~{-1}",.2,.55]),
color=orange ,explicit(x~-.8,x,0,3),label (["y=x~{-0.8}",.2,.35]),
color=violet ,explicit(x~-.4,x,0,3),label (["y=x~{-0.4}",.2,.15]),
color=brown,point_type=7,points ([[1,1]]1))$

2

Exponencialna funkcia so zdkladom a > 0 sa nazyva
fry=ad", x€R.

o Najdolezitejsia je f: y = expx = e® so zdkladom e (Eulerovo ¢islo).

o Prea=1je f: y=1% =1 konstantna (polynom).

o Pre a€(0;1) je f klesajuca, pre a€(1;00) je f rastuca.

o Graf sa nazyva exponencialna krivka a prechddza bodmi [0;1] a [1; a].

o Grafy funkcii y = a®, y = @~ st symetrické podla osi y.

| Y Yy
o< 4 a>1 2\ a>1
3 113 H
o1 H H X
a=1 0 2 3 4 5 6 7
- -1
\ _2
—4 -3 -2 -1 |0 2 3 4 a<1

Funkcie f: y = a®, a >0 (vlavo) a f: y =log,x, a > 0, a#1 (vpravo)

Exponencidlna funkcia exp(x)=%e~x a logaritmicka funkcia log(x) (prirodzeny logarit-
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mus) maja zaklad e. Ak chceme vypocitat iny logaritmus, napr. log, x, musime pouZit

kongtrukciu logy, z = Inz/In 2.

(%il) exp(x)+he~x;exp(1);
(%ol) 2% %e”

(%02) %e

(%i5) log(x);log(2);log(he);
(%03) log(x)

(%04) log(2)

(%05) 1

(%i7) log_2(x):=log(x)/log(2);log_2(2);
(

%06) log_2(z) := izig;

(%07) 1

Logaritmicka funkcia so zékladom a > 0, a##1 sa nazyva

fry=log, z, x€(0;00).

o f jeinverzna k exponencialnej funkcii y = a®, x € R s rovnakym zakladom a > 0, a#1.

Pre £€(0;00), a > 0, a#1 plati f: y =log, z < x = a¥.
r =a'"%? prex
°a>0 a7l = { r = log, a® Ero :1;€>Zi(’),
e Pre a€(0;1) je f klesajuca, pre a€(1;00) je f rastuca.
o Graf sa nazyva logaritmicka krivka a prechadza bodmi [1;0] a [a;1].
o Grafy funkcii y = log, x, y = log,-1 = st symetrické podla osi z.
Cislo log, = sa nazyva logaritmus ¢isla = so zakladom a.

e a =10. = Dekadicky logaritmus ¢isla z, oznacenie log x.

e a =e. = Prirodzeny logaritmus ¢isla x, oznacenie Inz.

Goniometrické (trigonometrické) funkcie si:

e Sinus y=sinz = |AA,], TzER.
o Kosinus y=cosz = |0OA,], r€R.
e Tangens y=tgr =L —|TJ|, zeR— {3 +kmkeZ}.

Ccos T

o Kotangens y=cotgr = <2 = |CK|, zeR— {km; ke Z}.

sin x

Goniometrické funkcie sa definuja na kruznici so stredom v pociatku stradnicového sys-
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v v
K cotgx . cotgx K
C c O
tgx
| u U | cosz Az J
O cosx AL J J —1 O u
sinzx |z
tgx
A A
T
= re(0;3) il e -l ze(-5:0)

Definovanie funkcii sinz, cosz, tgx, cotgx

tému s polomerom 1.
o Cislo 7 sa nazyva Ludolfovo. Jeho hodnota je priblizne 3,141592654.
o Kruznica s polomerom r = 1 méa obvod 2.
fiy=sina, D(f) = R, H(f) = (-1 1).
o f je neparna, f je periodickéd s primitivnou periédou 27.
o Graf f sa nazyva sinusoida, nulové body su k7, k€ Z.
f:y=cosuz, D(f) =R, H(f) = <*1;1>'
o f je parna, f je periodickéd s primitivnou periédou 2.

o Graf f sa nazyva kosinusoida, nulové body st § + km, k€ Z.

[SE]

yy\ Y

_ 1 3m _x s

/@\40 x rr\z//x IET N 7 +0 ‘2\7:/{;
2 12 2 1 2

Funkcie f: y =sinz (vlavo) a f: y = cosz (vpravo)
V programe Maxima maji goniometrické funkcie tvar sin(x), cos(x), tan(x), cot(x).

Argumenty goniometrickych funkcii musime zadéavat v radianoch. Ak chceme pouZit stup-
ne, musime najprv urobit prevod na radiany.

(%i3) tangrad(x):=tan(x/180x%pi);tangrad(22.5);ratsimp(tangrad(22.5));
(%01) tangrad(z) := tan (7g57)
(%02) tan (0.1257)
rat : replaced 0.125 by 1/8 = 0.125
(%03) tan (%)

Na zjednodusenie préace s goniometrickymi funkciami mézeme pouZit prikazy trigexpand,
trigreduce, trigsimp, trigrat a balicky (packages) atrigl, ntrig a spangl, ktoré
obsahuju dal8iu podporu pre pracu s goniometrickymi funkciami. Balicky musime do
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systému nacitat pomocou prikazu load.

(%il) tan(%pi/4);tan(%pi/6);tan(%pi/8);
(%o1) 1

(%02) X

(%03) tan (%)

(%i4) ratsimp(tan(%pi/8));

(%04) tan (Z)

(%i5) trigsimp(tan(%pi/8));

in (T
(%op) 2ni3)

(%i6) load(spangl);
(%06) "../share/trigonometry/spangl.mac"
(%i7) tan(%pi/8);

(%07) V2 —1

Stctové vzorce pre sinus a kosinus
z,y€R. = o sin(x+y) =sinz-cosy £ cosz -siny.

e cos(xLty)=cosx-cosyFsinz-siny.

r€R. = e sin2x =2sinx-cosx. o sin’z = 1—(:(2)52,
o cos2x = cos?x — sin® . e cosly = %

fry=tgz, D(f)=R—{Z +km keZ}, H(f) = R.
o f je neparna, f je periodicka s primitivnou peridédou 7.
o Graf f sa nazyva tangenta, nulové body su kr, k€ Z.
fry=cotgx, D(f) =R —{km; keZ}, H(f) = R.
o f je neparna, f je periodickd s primitivnou periédou .

o Graf f sa nazyva kotangenta, nulové body st § + km, k€ Z.
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Y Yy
3 3
2 2
1 1 ™ 3
—T T - 2 2
/_3x _ 0= 3m T 3 _x 0 ™ T
2 2 2 2 2 2

Funkcie f: y =tga (vlavo) a f: y = cotga (vpravo)

Cyklometrické funkcie st inverzné ku goniometrickym funkcidm:

e Arkussinus y =arcsinz: (—1;1) — <2, 3
o Arkuskosinus Y = arccos : <f 1) — (0; )
e Arkustangens y = arctg x: ( 5).

51
o Arkuskotangens y = arccotga: R — (0;7).

Ku goniometrickym funkciam neexistuja inverzné funkcie, pretoze nie su injektivne. Je
potrebné ich vhodne zuzit.

y = arcsinz, D(f) = (-1;1), H(f) = (5; ).
o f jerastica, f je neparna.

y = arccosz, D(f) = (—=1;1), H(f) = (0; m).
o f je klesajuca.

Inverzné funkcie ku goniometrickym funkcidm majt v programe Maxima tvar asin(x),
acos(x), atan(x), acot(x). Na tomto mieste mozeme spomenit funkciu atan2(x,y)
definovani vztahom arctg§

(%i2) asin(1);acos(1);
(%o1) %

(%02) 0

(%i4) atan2(2,4);atan(1/2);
(%03) atan(3)

(%04) atan(3)

Stctové vzorce pre cyklometrické funkcie

€(—1;1). = e arcsinz + arccosz =

vofy NI

reR. = e arctgx + arccotgx =
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Y Yy
,,,,,, tgx
5 e arcsin x T arccote s 4
1 cin & - arcc ‘g.[,i
- % —1 arccos T 2 arctg x 3
0135 1 r-5 /10 3 7% —T—3 0 g\ "%
1 coszT o
{ ,,,,, -z T -3
I Y| cotgx
Funkcie y = arcsinx, y = arccosz, y = arctg x, y = arccotgx
y =arctgz, D(f) = R, H(f) = (-5; %)
o f jerastica, f je neparna.
y = arccotgz, D(f) = R, H(f) = (0; ).
o f je klesajuca.
Y ) Y Y
4 4 4 4
3 3 3 3
2 2 2 2
1
T 1 x 1 z 1 T
01 2 o 1 2 01 2 o] 1 2
-1
y = sinh y = coshx y =tgha y = cotghx
Hyperbolické funkcie sinh z, cosh z, tghx a cotghz
Hyperbolické funkcie su:
Py . ” R _ T __ LT _ 2z -1
e Sinus hyperbolicky y=sinhr = =~ =55 R— R
. . . T | oz 2z
e Kosinus hyperbolicky y = coshx = % = '32,; R — (1;00).
e Tangens hyperbolicky
y = cotghx = (S:g;}ﬁi = ij’_:_m R—)(—l;l).
e Kotangens hyperbolicky
h T e, .
y = cotgha = €he — € +e (R {0}) 5 (R—(~1;1)).

Hyperbolické funkcie maja podobné vlastnosti ako goniometrické funkcie, preto maja po-

dobné nazvy.
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x

fry=sinhe = =" D(f)=R, H(f) = R.
o f je neparna, f je rastuca.
fry=coshe = ==, D(f) = R, H(f) = (1;00).

o f je parna, f je klesajica na (—o0;0), f je rastica na (0;00).

Suctové vzorce pre sinus hyperbolicky a kosinus hyperbolicky
z,y€R. = e sinh (x +y) = sinh x cosh y & cosh x sinh y.

e cosh (z £ y) = coshz cosh y £ sinh z sinh y.

. . 2 . 12
reR. = e sinh 2z = 2sinh x cosh z, e cosh 2x = cosh®x + sinh” x
. 2 -osh 22— 1 1.2 cosh 2z
e sinh”"z = 7"051‘22‘ L e cosh”z = 7“"}122’“.
" o 4 ootz 2 12
o sinhx 4+ coshx = £ e**, o cosh” z —sinh“x = 1.

Moivreov vzorec

re€R, neN. = o (coshz £ sinhz)” = coshnz £ sinhnz.

x

fry=tghe = ==, D(f) =R, H(f) = (-1;1).
o f je neparna, f je rastuca.
fiy=cotghe = 4=, D(f) = R — {0}, H(f) = (—00; 1) U (1;00).

o [ je neparna, f je klesajtica na (—o0;0), f je klesajica na (0;00).

Hyperbolometrické funkcie st inverzné ku hyperbolickym funkciam:

e Argument sinus hyperbolicky

y =argsinhz =In (z + V22 +1): R — R.
e Argument kosinus hyperbolicky

y = argcoshz = In (z + V&% — 1): (1;00) — (0;00).
e Argument tangens hyperbolicky

y =argtghz = ;In 1L (—1;1) = R.

e Argument kotangens hyperbolicky
y = argeotghz =3 In 2 (R—(-1;1)) — (R—{0}).

fry=argsinhz =In(z+ V22 +1), D(f) =R, H(f) = R.

o f je neparna, f je rastica.
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f:y =argcoshx =In (m—i— \/ﬁ), D(f) = (1;00), H(f) = (0; 00).

o f je rastuca.

argcosh x

Y sinh Y Yy Yy argcotgh =
3 4 31 |aroteh = 3
argtgh z
2 aresinh o 3 cosh z 2 2 cotghz
1 argsinn x 4 1 1
X
0i 2 3 42 3 012 01 235 4z
2 tghx
1
"o

12342

Funkcie y = argsinh z, y = argcosh z, y = argtgh z, y = argcotgh x

fry=argtghe = %lnH—z D(f)=(-1;1), H(f) = R.

11—z’
o f je neparna, f je rastuca.
fry= argcotghx:%ln i—f}, D(f) = (—o0;—-1)U(1;00), H(f) = R—{0}.
o [ je neparna, f je klesajtica na (—oo; —1), f je klesajica na (1;00).

Hyperbolické funkcie st sinh(x), cosh(x), tanh(x), coth(x) a k nim inverzné hyperbo-
lometrické funkcie st asinh(x), acosh(x), atanh(x), acoth(x).

(%i4) sinh(x);cosh(0);tanh(0);coth(1),numer;

(%o01) sinh (x)

(%02) 1

(%03) 0

(%04) 1.313035285499331

(%i8) asinh(x);acosh(1);atanh(0);acoth(1.3),numer;
(%05) asinh(x)

(%06) 0

(%07) 0

(%08) 1.01844096363052

Limita funkcie

Pri vySetrovani funkcie je potrebné charakterizovat jej lokdlne vlastnosti na roéznych inter-
valoch a v okoliach réznych vyznamnych bodov. Funkcia f nemusi byt definovana v bode,
v okoli ktorého ju vySetrujeme.

a€ R* = RU{+£o0} sa nazyva hromadny bod mnoziny A C R,
ak pre kazdé okolie O(a) existuje bod z € O(a) taky, ze z€ A, x # a.
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f ma v bode a€ R* limitu b€ R*, oznacenie lim f(z) = b, ak:
r—ra

e a je hromadnym bodom mnoziny D(f).
o Pre vietky {z,}.—, C D(f), zn#a, {z,}re, — a plati {f(zn)}or, — .

Druht podmienku méZeme pisat v tvare:

o v, €D(f), zn#a, lim z, =a. = lim f(z,) =0
n—oo

n—oo

Tato definicia sa nazyva Heineho.

cR a€R. = Limita vo vlastnom bode a.
e ' a = £oo. = Limita v nevlastnom bode a.
o lim f(z) =b.
z—a be R beR. = Vlastna limita.
° " | b=200. = Nevlastna limita.

Limitu lim f(x) = b mozeme charakterizovat pomocou okoli O(a) a O(b).
r—a

a,be R*, lim f(x) =0b. &

r—a

o Pre kazdé okolie O(b) existuje okolie O(a) tak,

{ e a je hromadnym bodom mnoZiny D(f).
Ze pre vietky x €O0(a), x#a plati f(x) € O(b).

Druht podmienku méZeme pisat v tvare:
o Pre kazdé okolie O(b) existuje okolie O(a) tak, ze f(O(a)—{a}) C O(b).
Ak pouzijeme polomery okoli, méZeme druhti podmienku pisat v tvare:
o Pre kazdé O.(b) existuje Os(a) tak, zZe pre vietky x € Os(a), x#a plati f(x) € O.(b).
épeciélne plati:
° :lllgf(m) =b,a,beR.
< Ve>030>0VeeD(f):0< |z—a| <d. = |f(zx)-b| <e.
° zgriloof(x) =b, beR.
& Ve>030eRVreD(f): 0 <z, resp. ¢ < J. = |f(z)-b| <e.
o lim f(z) = +o0, a€R.
. & VeeR 30 >0VeeD(f): 0< |z—a| <J. = e < f(x), resp. f(x) <e.
° xgrfoo f(z) = £o0.
& VeeRIGERVzeD(f): § <z, resp. x < J. = € < f(x), resp. f(z) < e.
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a€R*, lim f(z) =beR. = o Existuje okolie O(a), v ktorom je f ohranicena.
r—a

Nasledujuce tvrdenia reprezentuju zakladné vlastnosti limit funkcii.

a€ R* je hromadny bod D(f) a D(g). }
f(z) = g(x) pre vietky z€O(a), x#a.
o Existuje lim f(z). < Existuje lim g(z).
r—a r—a

o lim f(z) = lim g(x), pokial limity existuju.
Tr—a Tr—a

a€ R* je hromadny bod D(f) a D(g). }
f(z) < g(x) pre vietky z€O(a), x#a.

o lim f(z) < lim g(z), pokial limity existuju.
r—a r—a

o Ak zmenime predpoklad na f(z) < g(z) pre vietky z€O(a), x#a.

= Tvrdenie lim f(z) < lim g(z) sa nezmeni.
T—ra T—ra

a€ R* je hromadny bod D(f), D(g) a D(h).

h(z) < f(x) < g(x) pre véetky 2€0(a), v#a. 5 = o Existuje lim f(z) = b.
r—a
Existuja lim h(x) = lim g(z) = be R*.
r—a r—a

lim S22 = ()
T—r 00

(%i1) limit(sin(x)/x,x,inf);
(%01) 0

oo je hromadny bod definiéného oboru funkcie y = %

x

Pre xe R plati —1 <sinx < 1. = Pre x > 0 plati —% < sihz o %
1

= 0=— lim £ < lim 22 < lim L =0. = lim $22 — .
T—00 T—00 T—00 r—oo T


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk

beerb@frcatel.fri.uniza.sk 44 Calculus suported by wxMaxima

(%i1) £(x):=sin(x)/x$ for i:1 thru 10 do (x:100"i, print(x," ",ev(f(x),numer)))$
100 —0.005063656411097588
10000 —3.056143888882521 - 10~ °
1000000 —3.499935021712929 - 107
100000000 9.31639027109726 - 10~ °
10000000000 —4.875060250875107 - 10~ 1
1000000000000 —6.112387023768895 - 10~ 13
100000000000000 —2.094083074964523 - 10~ 1°
10000000000000000 7.796880066069787 - 10~ 17
1000000000000000000 —9.929693207404051 - 10~ 10
100000000000000000000 —6.452512852657808 - 10~ 2!

sinz _ 1

(%i1) 1limit(sin(x)/x,x,0);
(%01) 1

Oznatme f(z) = 222 ze D(f) = (—=%;%) — {0}, bod 0 je hromadny bod D(f).

Pre v8etky x € D(f) plati:

sin x

; sinz z cosz — _1
0 <z = 0<51nm <l‘<tg$ = sin < sin x < sinz =~ cosz® T 1
. 1 sin =z sin o = 1< sinx < cosx’
r<0. = thE <z <sinz <0. = cosz  sinx > sinx > sinx *
= 1=1lim1<lim =% <lim -1 =1. = lim 2% =1
20 p—0 SInT p—s( COST o0 Sinz

(%il) f£(x):=sin(x)/x$

for i:-1 thru -10 step -1 do (x:1/i, print(x," ",ev(f(x),numer)))$
print ("Limit")$
for i:10 thru 1 step -1 do (x:1/i, print(x," ",ev(f(x),numer)))$

—1 0.8414709848078965
0.958851077208406
0.9815840903884566
0.9896158370180917
0.9933466539753061
0.9953767961604901
0.9966021085458455
0.9973978670818215
0.9979436565895768
— 15 0.9983341664682815
Limit
0.9983341664682815
0.9979436565895768
0.9973978670818215
0.9966021085458455
0.9953767961604901

1 Ol 00| = O] i= Ut= = Lol Nl

2~

Ol N+ 0ol ©f=


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk

Calculus suported by wxMaxima 45 beerb@frcatel.fri.uniza.sk

0.9933466539753061
0.9896158370180917
0.9815840903884566
0.958851077208406
0.8414709848078965

Lol NI NG

Limita zloZzenej funkcie
y=f(x), y=g(x), H(f) C D(g)-
a,b,ce R*, lim flx) =0, lim g(u) =
v = o lim g(f(x)) = lim g(u) = c.
f(x)#b pre v%etky x EO —{a}, roa u—b
resp. g(b) =

o Pri vypocte lim g(f) polozime u = f(z). = Substitacia u = f(x).
Tr—a

o lim f(z),x > a,z=h+a = o limf(x):%irrlof(h—i—a),h—)O.
—

T—a T—a
a,b,ce R*, reR, lim flx) =0, lim g(z) = c. = (Pokial maja vyrazy zmysel.)
o lim |f(x)| = hm f(x ‘ =1b]. o hln (f(z) £ g(z)) = hIIl f(z ):i:hm g(z) =bLe.
r—a
° i;nb rf(x) = 7%132}‘@) =rb. o J}111 (f(2) ) = hﬁm f(x)- hIIl g(x) = be.
. lim f(x)
1 _ 1 : f() _ 2>a _ b
° EEL g(z) = lim g(z) = ¢’ ° Thﬂz g(z) — lim g(z) = ¢

Ak niektory z vyrazov nemé zmysel, nemusi to znamenat neexistenciu limity. Limitu mu-
sime vypoditat inym sposobom.
y = f(z), x€ D(f), bod a€ R, ozna¢me:
o f7(x) = f(@)|p(f)n(=ocia) = f(T)|{zeD(f), v<a} z0Zenie funkcie nalavo.
o fT(x) = f(@)p(Hn(ac) = f(@)|{zeD(f), a<xz} z0Zenie funkcie napravo.
Limitou zl'ava a limitou sprava funkcie f v bode a€ R sa nazyvaja limity:

o lim f(z) = lim f~(x) = lim [flp(p)n(-ccm (*)]
ml. i I . } Jednostranné limity.
o lim f(z)= lim f(z)= lim (1D N(asoc) ()]

aeER, beR*. =
o lim f(z) =b. & o lim f(z)= lim f(x)=

T—a T—a~ r—at
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o lim f(z) sa nazyva obojstranna limita.
r—a

(%i3) 1imit(1/x,x,0,minus);
limit (1/x,x,0);
limit (1/x,x,0,plus);
(%01) —oo
(%02) infinity /* Complex inf */
(%03) oo

Y Y
bz lim f(z) = b2
b . T—a™
lim f(z) =
b1 lim flx) =0
a T — a z

Obojstranné limita a jednostranné limity

Dolezité limity.

Sll’l$ — €T — 3 arcsinx __ X —
ol = i =1 ol = it =1
1 1
o lim a» = lim {/a =1 prea > 0. o lim zz = lim {x =1.
o lim (1+2)" =eb pre beR. o lim (1+1)" =e.
Tr—r0o0 Tr—r 00
olimﬁzlnaprea>0. o lim =1 —lne=1.
z—0 T z—0 ¥
o lim x(a%—l) =Ina pre a > 0. o lim x(ei —1) =1.
r—0o0 r—00
g ocopre a€(0;1), geR, e 0 preac(0;1), geR,
ohm7:{ ohm—q:{
z—00 @ 0 pre ae(1l;0), g€R. z—o0 © ocopre a€(1l;00), g€R.
(%i2) limit (x*(%e~(1/x)-1),x,0); limit(x*(%e~(1/x)-1),x,inf);
(%01) und /* undefined */
(%02) 1
— _z=2 = 1i 1 = 1 =
° ilin —r +2 }Cl_% @—2)(z—1) il_% pas il |
3w+2a: — i 3z42e" 2z i 32242 _ 3.042 _ 1
o lim SAor ey = lm S s = M S =507 = 3
° hmﬁ—th:hmI%l:Q’l:l
Ty w2z po  w(x—=2) poso 2 2
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(%i3)  1imit ((x-2)/(x"2-3*x+2) ,x,2);
limit ((3*x+2%1/x)/(x+4*1/x),x,0);
limit ((x°2-3%x+2)/(x~2-2%x),x,2);

(%01) 1
(%02) 1
(%03) 1
o lim = lim z-(Vifz+1=x) .z (VIFa+VI—T)

20 \/1+¢ Vi—z 0 VI+z—vV1—z) (VIitz+V/1-x) ili% (I4z)—(1-x)

— Lm z-(Vite+vi-z) _ lim Yitz+vi-z _ VI40+v1-0 __ 1+1 _ 4
z—0 2z x—0 2 2 2
. 1—+/1 —vV/1—z)-(1++/1—xz) __ 1-(-z)
o lim 1=Y1=2 _ Jjm ¢ = lim = lim
70 20 z-(1+v1—x) r—0 z+VaZ—a3 T 150 r+m
= lim —%*— = lim 1 =1
r—0 Ttz 1—2 z—0 1+\/1 x 1+\/1—0 2
. 2 _ 2 . 2 _ 2 .
o lim Y& =ltverdl — iy (y/"‘21+\/**§1): lim (\/1—*-%\/1 2)
z—>00 z z—00 z z z—>00 x

:\/1—§+\/1+§=\/1—0+\/1+0:1+1:2.

(%i3) 1limit (x/(sqrt(1+x)-sqrt(1-x)),x,0);
limit ((1-sqrt(1-x))/x,x,0);
limit ((\sqrt(x~2-1)+sqrt(x~2+1))/x,x,inf);

(%01) 1
(%02) 3
(%03) 2
$r—1 _ [Subst. z =2 . 312 A1
o lim = = lim = lim
rz—1 Vr—1 rz—1, z—1 21 Va2 21 z3—1
o =DEPHEHe4) e 2P4a%had] . 1414141 4
- 711_% G-1)(zT+z+1) ll_ﬂrﬁ 2242+l 1414l T 3
. 502 1 . =
o lim (L‘;“/’_l ac):hm1 2—|—hm21— _2+20 g +1=6
Tr—r 00 xTr—r 00 Tr—r 00
o lim z®7 = lim e™*™* = lim ew=""% = lim e® =e® pre a€R.

r—0t z—0t z—0t z—0t
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(%i3)  limit ((x~(1/3)-1)/(x~(1/4)-1) ,x,1);
limit (5*x~2/(x~2-1)+2~(1/x),x,inf);
limit (x~(a/log(x)) ,x,0,plus);

(%o01)

(%02)

(%03)

O win

2

Ak pouZijeme substiticiu & = 212, méZzeme prvi limitu zjednodusit.

(%i2) £(x):=(x~(1/3)-1)/(x~(1/4)-1)$ g(z):=subst(z"12,x,£(x))$
’limit (g(z),z,1); limit(g(z),z,1);
(%o01) limr;élif1 /* z is positive, z=|z| */
z—1 2%-]z| -1

(%02) %

V poslednom priklade sme poéitali limitu vyrazu 0° — tzv. neurcity vyraz.
Medzi neurcité vyrazy (poc¢itame ich pomocou limit) patria:

e 00— 00, @ *+oxo-0, o%, o%, oi%, o%, 0 00, o 0T, o 1%, o (+00)Y.

o lim z(ln(z+2)—Inz) = lim z-In %2 = lim In(1+ 2)” =Ine? =2.

] hm —r = Subst. z =te = hm L =1 hm —r
oo m(I+tz) T |z 50, 20| sopln(I4+z) Tt 5 Lin(1+2)
_ 1 li 1 _ 1 1 1.1 _ 1
=<-llm——=+-7—=+-2 =+ preteR, t£0.
z=0In(1+z)> ¢t Ime —t 17t P 17
3z41-1 1
: 3z—2\T _ 1: 3x+1-3 3 _ [Subst.z=3z+17 _ 1. 2—3\"3
o lim (: = lim (=%=2 = = lim
T—00 (‘SI+1) T—00 ( 3z+1 ) L” — 00, Z—00 200 ( z )

=l [0 97T =]t =er =1

(%i3) limit (x*(log(x+2)-log(x)),x,inf);
limit (x/log (1+t*x),x,0);
limit (((3*x-2)/(3*x+1))"x,x,inf);
(%01) 2
(%02) 1
(%03) et
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Asymptotické vlastnosti

Pri vySetrovani funkcie f je dolezité preskimat jej vlastnosti v nevlastnych bodoch:
o Pre x — +o0.

o V okoli O(a) bodu a€ R, pre ktory plati lim f(z) = oo alebo lim f(z) = toc.
r—a~

y= f(z), xzeD(f), a€R.

e Priamka x = a sa nazyva asymptota bez smernice (vertikalna) grafu f,
ak lim f(z) = £oo alebo lim+ f(x) = £oo (aspoit jedna z limit je nevlastna).
r—a~— r—a

Yy Yy r=a ) )
f \ \ f

0 a \ 0 x 0 a \ 0 a T
Priklady asymptoty bez smernice

o Priamka y = kx + ¢ sa nazyva asymptota so smernicou grafu f,
ak plati EIEI [f(z) — (kx + q)] = 0 alebo plati li_>m [f(x) = (kz +q)] = 0.

Ak k = 0 (smernica priamky), asymptota sa nazyva horizontalna (vodorovna).

Y f(z+h) T Y
f(x+h)— f(x)
f(@) Y B
h
q
? A x —_—  V y=4q
0 x4+ h a
y=kz+gq 0 T=a r

Asymptota so smernicou a (vlavo), asymptoty y = q, x = a (vpravo)

Priamka y = kx + ¢ je asympta so smernicou funkcie y = f(z), z€ D(f).

& o Existuju redlne limity lim I keR, lim [f(x)—kx]=q€ER.

rz—+oo T z—+o0

o y = kx + g je asymptota so smernicou. = lim [f(z) — (kx +¢)] = 0.

Tr—r00
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lim L@t — gy (L) 9y — 0. = o lim {E) =g,

Jim [f(2) = (kz +q)] = lim [(f(z) —k2) —q] =0 = o lim [f(z)—ka] =q.
o Jp B =keR i [f(@) -~ ki) =geR
= o lim [f(z) = (kz +¢)] = lim [f(z) —kz] = lim ¢=¢—¢=0.

(%110) £(x):=(2*x"2+x+1)/(8*x); km:1limit (£(x)/x,x,minf)$ kp:limit (£(x)/x,x,inf)$
qm:limit (f(x)-km*x,x,minf)$ qp:limit (£(x)-kp*x,x,inf)$
dm(x) :=km*x+qm$ dp(x):=kp*x+gp$ dm(x);dp(x);
draw2d (grid=true , xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-5,5],yrange=[-4,4],
color=blue,explicit (f(x),x,-8,0),explicit(f(x),x,0,8),
color=red,parametric(0,t,t,-5,5),
explicit(dm(x),x,-8,8),explicit(dp(x),x,-8,8))$

(%ol) f(x) := 222l

(%08) § + 3
(%09) = + 1
2 |
] ~‘\ '/,;/){)—o‘/
1 _— \
, |

Spojitost funkcie

S pojmom limita funkcie f v bode a tizko suvisi pojem spojitosti f v bode a. Spojitost je
tiez lokdlna zélezitost v nejakom okoli O(a).

/ je spojita v bode a€ D(f), ak:
o Pre vsetky {xn}zozl C D(f), {zn}zozl — a plati {f(l’n)}zozl — f(a).

Podmienku moézeme pisat v tvare:

e z,€D(f), nll}rroloxn =a. = lim f(z,) = f(a).

n— oo

Tato definicia sa nazyva Heineho.

Bod a€ D(f) moze byt iba hromadny alebo izolovany:


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk

Calculus suported by wxMaxima 51 beerb@frcatel.fri.uniza.sk

o a€D(f) je izolovany bod. = Existuje jedina {z,} —, = {a},—, — a.
Sl () = T f(@) = (o)

n— oo

a€ D(f) je izolovany bod. = e f je spojita v bode a.

e a€D(f) je hromadny bod. = Definicia je zhodna s definiciou limity f v bode a.

a€ D(f) je hromadny bod D(f). =
o [ je spojitd v bode a. & o lim f(x) = f(a).

r—ra

Spojitost funkcie v bode a € D(f) mo6Zzeme charakterizovat pomocou okoli O(a) a O(f(a)).

f je spojita v bode a€ D(f). <

e Pre kazdé okolie O(f(a)) existuje okolie O(a) tak,
ze pre vietky z€O(a) plati f(z) € O(f(a)).

Podmienku moézeme pisat v tvare:
o Pre kazdeé okolie O(f(a)) existuje okolie O(a) tak, ze f(O(a)) C O(f(a)).

Ak pouzijeme polomery okoli, potom moéZzeme pisat:
o Pre kazdé O.(b) existuje Os(a) tak, ze pre vietky x € Os(a) plati f(x) € O(b).
o Ve>035>0VreD(f): |[z—a| <d. = |f(z)—f(x)] <e.

Yy Yy Tn a
fla) = f(z1) = = f(zn) = - o f(zn) = f(a)
f(a) f(a)] f
/_\f f(za)
’ f(z1)
z i 1 : x
a T T4XT5Ty, Tg T3Lo
Aa=T, = =Tp="-- Tn — @

Spojitost funkcie f v izolovanom bode (vlavo) a v hromadnom bode (vpravo)
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Funkcia f sa nazyva nespojita v bode a< D(f), ak nie je spojitd v bode a:

o Existuje {z,}r—, C D(f), {zn}re; — a tak, ze {f(zn)}rr, 7= fla),
t. j. existuje lim f(x,)# f(a) alebo neexistuje lim f(z,).
n—oo n—oo

o [ je spojitd v bode a€ D(f). = e a sa nazyva bod spojitosti f.
o f je nespojitd v bode a€ D(f). = e a sa nazyva bod nespojitosti f.

f moze byt nespojita iba v hromadnom bode D(f).

= Rozsirime pojem bodu nespojitosti na vsetky hromadné body D(f).

y = f(x), x€D(f), a je hromadny bod D(f).
e a je bod odstranitel'nej nespojitosti funkcie f,
ak existuje ;1_131 f(z)eR, ;gr}l f(z)# f(a).
o Nespojitost v bode a odstranime, ak definujeme f(a) = ili)r(ll f(x).
e a je bod neodstranitel'nej nespojitosti I. druhu funkcie f,
ak existuju ml;r{r} f(x)€R, xlg& f(z)€R, zlir(rlli f(x) #Ilggl+ f(x).
o Cislo ¢ = mlirg flx) — zlggf f(x) sa nazyva skok funkcie f v bode a.
e a je bod neodstranitel'nej nespojitosti II. druhu funkcie f,
ak aspon jedna z limit Zl_l)r;l_ f(x), xliglJr f(z) neexistuje alebo je nekonecna.

e Ak je niektoré z limit nekone¢né, hovorime o asymtotickej nespojitosti.

f f(a) f(a)

T T x

Nespojitost odstranitelna, neodstranitelna I. druhu a neodstranitelné II. druhu
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f, g st spojité v bode a€ D(f) N D(g), reR. =

o |f], f£g,rf, fgsaspojité v bode a.

g(a)#£0. = %, 5 st spojité v bode a.

Spojitost zloZenej funkcie

/ je spojita v bode a€ D(f).

g spojita v bode b = f(a) € D(g). } = o F =g(f) je spojita v bode a.
H(f) c D(g).

aeD(f)ND(g)ND(h), O(a) je okolie.
g, h st spojité v bode a.

h(a) = f(a) = g(a).

h(z) < f(x) < g(x) pre vietky x€O(a).

= e f je spojita v bode a.

y = f(x), x€D(f), bod a€ D(f), oznatme:
o fo(x) = f(@)|p(f)n(=occia) = f(T){zeD(), v<a} ziZenie funkcie nalavo.
o fH(x) = f(2)lp(fHntase) = f(@)|{zeD(f), a<a} Z0Zenie funkcie napravo.

Funkcia y = f(x), x € D(f) sa nazyva v bode a€ D(f):

e spojita zl'ava, ak je v a spojita funkcia f; .

} Jednostranna spojitost.
e spojita sprava, ak je v a spojita funkcia f; .

f je spojita v bode a€ D(f). & o f je spojita zlava a spojita sprava v bode a.

Lokalna ohranicenost

f je spojita v bode a€ D(f). = e Existuje okolie O(a), v ktorom je f ohrani¢ena.

y = f(z), x€D(f), mnoZzina A C D(f).

e f sa nazyva spojita na mnozine A, ak je spojita v kazdom bode a € A.


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk

beerb@frcatel.fri.uniza.sk 54 Calculus suported by wxMaxima

Zo spojitosti f na mnoZine A C D(f) nevyplyva ohrani¢enost f na A.

o f:y ==, x€R je spojita na intervale (0;1), ale nie je ohrani¢ena na (0;1).

Cauchyho o nulovom bode
f je spojita na {(a;b).

Fa)- f(b) <0 } = o Existuje c€(a;b) tak, ze f(c) =

f je spojita na intervale I C R. =
e f(I) je interval.

o Inverzna funkcia f~! (pokial existuje) je spojita na f(I).

f je spojita na intervale I C R.
o I je uzavrety interval. = o f(I) je uzavrety interval.

o I nie je uzavrety interval. = o f(I) moze byt interval rozneho typu.

MM o

o y(r) = O f(1) = (0;00) 0] £(1) = (0;00) of yy=1)?®

Zobrazenie intervalu I = (0; co) spojitou funkciou f

Spojita funkcia moze zobrazit I = (—m;7) na roézne intervaly:

® Yy =cosx: (—m;m) = (=1;1). o y=sina: (—m;m) — (=1;1).
o y=1 (— 71',7r)—>{1} oy =21: (—m;ym) = (=1;1)
°y=tgi: (—=msm) — o y=|tg5|: (—mm) — (0;00).
o y=—2L -1 (—mm) = (0;00). o y=—2L: (—m7) = (1;00).

Derivacia realnej funkcie

K zavedeniu derivacie funkcie viedli hlavne dva problémy (nasledujice priklady).
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y A Yy, _ Y z
COS T 1 fe smx y=1 11 T
ﬁb\ x =7 x z
—r 0 g 0 ™ —7 0 ™ -7 0
1 41 -1 421
f1l) = (-1;1) f2(I) = (=15 1) f3(I) = {1} faD) = (-1;1)
Zobrazenie intervalu I = (—m; 7) spojitymi funkciami
y y
te |t 5]
) U
- T T T
0 ™ 7'7‘— 0 T
—1 —1
fs(I)=R fe(I) = (0;00) fr(I) = (=25 00)

Zobrazenie intervalu I = (—m; 7) spojitymi funkciami

Bod sa pohybuje po priamke, jeho pohyb v ¢ase ¢ popisuje funkcia y = s(¢).
e V cCase ty sa nachadza v bode Py, v ¢ase t sa nachadza v bode P.

e V Casovom intervale (to;t) prejde drahu s(t) — s(to).
s(t)—s(to)
t—ty
e Pre t — tg dostaneme okamZitu rychlost bodu v case tg.
s(t)—s(to)
—to .

= o Priemerna rychlost 7(t) =

= o Okamzita rychlost v(tg) = tlir? o(t) = tlil?
—to —to

Py P

.
>
s(to) s () = Wz

s(t)—s(to)

(e
Uloha o rychlosti
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Funkcia y = f(z), x € D(f) je spojita.

e Body P = [z0; f(z0)], Q = [zo+Ax; f(xo+Ax)] lezia na grafe f.
o Priamka P(@Q mé smernicu tga = W.
e Dotycnica k f v bode P méa tvar dp: y — f(xo) = tg ¢ - Az,

kde tg o = 7@,—&:0)

e QQ—P. = PQ—dp, Az =0, a— ¢, f(xg+ Azx) — f(z9). = tga — tge.

j€e jej smernica.

= o Smernica doty¢nice tgp = lim tga = lim w.
a— Az—0 z
5
y
p
f(@)—f(=o)
Yy
f(z0) P © I.’U*f(l'n)
‘(][7/
9,/ To x

=iy

Q6

Uloha o doty¢nici

f ma v bode xp€ D(f) derivaciu, oznaenie f'(xg), resp. y'(zo), ak:

f(x)—f(x0) _ [Subsl. h=x— ;m}

T—Xo r—x9, h—0

— lim f(ﬂco-i‘h}z—f(xo) )

o Existuje limita f’(x¢) = lim
h—0

Tr—xo

o f'(xzg)€R. = Derivacia f'(xg) je vlastna (koneéna).

o f'(xg) £ 00. = Derivacia f'(z¢) je nevlastna (nekoneéna).

Casto sa pouziva oznacenie, ktoré zaviedol G. W. Leibniz:

o f/(zo) =30l — drp) resp. e yl(zg) = T — dy(zy),

f'(z0) €R (je konecnd). = o f je spojita v bode xg.

e Spojitost funkcie f v bode zg nezarucuje existenciu f’(zq).
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Funkcia f: y = |z| je spojita v bode zg = 0.

lim+ =1
o Neexistuje f/(0) = lim £&=1O) — jjpy 212101 _ iy Lol J 70
z—0 70 z—0 T z—0 T lim =% = —1.
z—0t *

o f'(z0) € R. = f'(x0) je smernica doty¢nice ku grafu f v bode z.
Doty¢nica méa tvar y = f(xo) + f/'(zo)(x — x0).
o f'(xp) = %00, f je spojita v bode xg.
= & = xg je doty¢nica (bez smernice) ku grafu f v bode xg.

Uréime doty€nicu ku polkruznici y = v9 — 22 v bode 2.

(%i8) £(x):=sqrt(9-x~2)$ pomer(a,b):=(f(b)-£f(a))/(b-a)$
sek(x,a,b) :=pomer (a,b)*(x-a)+f(a)$
Sek:makelist (explicit(sek(x,2,-.15+.25%i),x,-3,3),1i,1,20)$
f1(x):=diff (£(x),x,1)$ dotyk(x):=f(2)+subst(2,x,f1(x))*(x-2)$
print ("Secant y=dotyk(x)=",dotyk(x)," in point 2 have a blue color")$
draw2d (grid=true,xaxis=true,color=blue,explicit (f(x),x,-3,3),
color=red,Sek,color=blue,explicit(dotyk(x),x,-3,3),
point_type=7,color=brown,points ([[2,£(2)]]),
color=blue,label (["f(x)=sqrt(9-x~2)",-1,2]),
label (["dotyk(x)",-1.5,6]),label ([concat ("dotyk(x)=",string(dotyk(x))),0,101))$
Secant y = dotyk(z) = /5 — 2(17\/%2) in point 2 have a blue color

oYk =S (52 Cx 2)sat)

T msate)
P

Yy n y|n d Yy d
d f
f (o) f(zo)
f(=zo) ~
f/ A ! x
Zo T Zo T J— To
f'(z0) =0 f'(zo0) € R, f'(x0) #0 f'(z0) = o0

Dotycnica a normala k funkcii f v bode zq
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Vypoéitame a zjednodusime derivaciu funkcie f(z) = In (z + Va2 + 1).

(%i1) f£(x):=log(x+sqrt(x~2+1));
(%01)  f(x) :=log (x + Va2 + 1)
(%i3)  £1(x):=diff (£(x),x);f1(x);

(%02) fl(z) = {5 f(2)

—+1
(%03) Mz2tl
Vz2+1+a

(%i4) ratsimp (£1(x));

22 ;
God) —Yrtlte o
(o) zVz2+14+224+1

Derivaciu f/(z) sme vypoditali, ale nepodarilo sa ndm ju vhodne zjednodusit. Pouzijeme

prikaz subst.

(%i5) fp:subst(a,sqrt(x~2+1),£f1(x));

z 4

(fp) o

(%i6) ratsimp (£fp);

(%06)

(%i7) subst(sqrt(x~2+1),a,ratsimp(fp));

(%07) \/ﬁ

f ma v bode z¢€ D(f) derivaciu zl'ava [’ (x(), ak:

r—Io

o Existuje [/ (zg) = lim [=Slro) _ [S“b“' ’I:““'} = lim floth)=f(ro),

w— g r—x9, h—0 h—0—

1 (z0) €R (je konecna). = o f je spojita zlava v bode xy.

f mé v bode o€ D(f) derivaciu sprava f/ (z), ak:

. . . — Subst. h =z —=x
o Existuje f! (zg) = lim 7“92_;;(1“) = F“ Muh i ’“] =
zozy 0 r—xy, h—0 h—0+

f(@ot+h)—f(z0)
m 0 ) 0

Ji(z0) €R (je konecnd). = e [ je spojita sprava v bode x.
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Derivacie f’ (zo), f(zo) sa nazyvaju jednostranné a graficky reprezentuji smernice
I'avej, resp. pravej poldoty¢nice ku grafu f v bode xz. Derivacia f'(z) sa nazyva
obojstranna.

[ (x0), fi(x0) €R (st konecné, nemusia sa rovnat). = e f je spojita v bode x.

Existuje f'(z0). < e Existuju f’ (o), fi(wo) a plati f/ (zo) = fi (o).

Jednostranné poldotycnice

Nasledujica konstrukcia vypocita a nakresli dotycnicu ku grafu funkcie f v bode c.

(%i6)

c:2$ f(x):=x"2/6+sin(x)$

f1(x):=diff (f(x),x,1)$ dotyk(x):=f(c)+subst(c,x,f1(x))*(x-c)$

print ("Secant y=dotyk(x)=",dotyk(x),"

in point",c)$

draw2d (grid=true,xaxis=true,xrange=[-4,4],yrange=[-4,4]1,

color=blue,explicit (f(x),x,-4,4),

color=red,explicit (dotyk(x),x,c-2,c+2),

point_type=7,color=brown,points([[c,£f(c)]]),

color=blue,title=concat ("f(x)=",string(f(x))),

label ([concat ("c=",string(c),",

Secant y = dotyk(z) = (cos(2) + 2/3) * (z — 2) + sin(2) + 2/3 in point 2

f(x)=sin(x):2/6

dotyk(x)=",string(dotyk(x))),0,3.751))$

f(x)=1.5%sin(x) +x

=2, dotyk(x) =(cos(2) +2/3)*(x D +sin(D)+2/3

=1, ddtyk(x) =(L.5%cos(1) +1)*(x+1)-L.5%sin(1}1
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y=f(z), z€D(f), AC {xoeD(f); f'(xo) je konecna}, A#Q.

o Funkcia g: y = f/(x), © € A sa nazyva derivacia funkcie [ na mnoZine A,

oznadenie f’, y', resp. 9L, ¥

dz dz”
e Derivacia f v bode zo€ D(f) je f'(x0), t. j. ¢islo alebo +oo.
e Derivacia f na mnozine A C D(f) je funkcia y = f/(z), x € A.
f ma na mnozine A C D(f) kone¢nu derivaciu f'. = e f je spojita na A
fry=a™, z€R, neN, xogeD(f).
o f'(z0) = lim T2 = ljy @ " Frottag ) (e=ao)
r—xo TTTO T—xo T—To
: n—1 n—2 n—1 n—1 n—2 n—1 n—1
lim ("' +a" oo+ ay ) =xy  +ay Twot+--+axy =nay .
Tr—xq
fiy=¢€*, zER.
x+h x L2 h _
o [e”] = lim &———= Hh_e = lim & =Y — 7. iy © m l—e?.1=¢"
h—0 h—0 h—0

Pri praktickom vypocte derivacii pouzivame rézne vzorce a pravidla.

I, ¢ existuju na A#(, ceR. =
o (cf), (f£g), (fg) existuju na A, (5)/ existuje na A1 = {x € A; g(x)#0}.
Navyse plati:

o (cf)(x) = cf'(x).

o (f£g)(x) = f'(z) £d (x).
o (f9)'(z) = f'(x)g(x) + f(z)g'(x).

o [1]'(z) = L@ste)_f @)/ @)

g g% () '

Predchadzajice vzorce stru¢ne zapisujeme:

o (cf) =cf'. o (fg) =1 +g. o(fg)=Fg+fg o (L) =LLf
fry= =5, € R— {1}, priamka p: y = 2 — x.

o Dotyc¢nice ku grafu f rovnobeziné s psi di: y=—x,dsy: y =4 —x.
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Dotyé¢nica d: y = f(zo) + f/(z0) - (x — 2o) v bode x¢ m4 smernicu f'(zg).

Priamka p mé smernicu —1. = f'(zg) = —1.
! \r—1)— - r—1—x
° f( )_ (:1: 1) = : (x (illa)jgl 0) = (w51)2 = (w 1)2, Z‘ER {1}

o f(xo) = ﬁ:fl. = (zg—1)2=1. = xz9=0 alebo 29 = 2.

Dva dotykové body D = [wo; f(xo)] a dve doty¢nice d:
e D1 =10;0,d1:y=0—(x—0) = —=.
o D1 =[2;2],dy:y=2—(x—2)=4—u.

Derivacia inverznej funkcie
f je spojita a ostro monoténna na intervale I C R.
xg €1 je vnitorny bod.
J'(x0) #0 je konecna.
o Inverzna funkcia f~! ma deriviciu v bode yo = f(zo) a plati

-1y _ 1
[f } (yO) = F(zo) zo=f~1(30) f(f I(UO))
—117 T F Y w)—fH(yo) _ [Subst.y= f(x) |z — z0
° [f ] (yO) o yli>n1:;lg Y—Yo o { z=f"(y) J"Jn]
= lim %= L = A = .
gy @)= f(xo) lim L&=I0) ™ f7(zo) T /(£ (v0))
ZjednoduSene mozeme pisat:
- _ 1 _ 1 df 7'y _dz _ 1 _ _1
o ITNW =75 = prryy e o U= = [N
fry , TE€ R je spojita a rastuca, f'(z) = e*#0 pre z € R.
f! lny pre y € (0; 00).
° [hly] = [fil]/(y) = f/%.’lf) = [ei]’ = e% = el%y = % pre yE(0,00)
fry=sinx, x€ (—g; %) je spojita a rastaca, H(f) = (—1;1).
f'(x) =cosz = /1 —sin’z >0 pre z€ (—%; Z).
N VA N S _ 1 _ 1 1.
° [arcsmy] T [sina]” T cosz T \/1fsin2:c o \/1—[Sinarcsirly]2 - \/1-7!27 yE( 1’1)
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Derivacia zloZenej funkcie
w=f(x), y = g(w), H(f) C D(g).
o€ D(f), uo = f(xo).

f'(z0), ¢'(ug) st konecné.

= o [g(f(20))]' = g'(f(20)) - f'(20)
= g'(ug) - f'(x0).

ZjednoduSene mozeme pisat:

. o dF(z) _ dy _ d w _ dg(u) df(z)
o Fl(z) =[g(f)]'(z) =g'(u)- f'(x),  resp. o "7 =gt =79L G4 =" 07

o [sin (sinz)]’ = cos (sinz) - [sinz] = cos (sinx) - cosz, x € R.

e [sin (sin (sinz))])’ = cos (sin (sin z)) - [sin (sin )]’

= cos (sin (sinx)) - cos (sinx) - [sinz]" = cos (sin (sinz)) - cos (sinz) - cosx, x € R.

o [a®] = [elnaz]/ = [emlna]/ =e*me [zlna) =a® - Ina, r€R, a >0, a#1.

o [29] = [eln”a]/ = [e*e] = e*™e [gIng]) = 2% ¢ = az® !, 2 >0, a€R.

x

o ] = o] = o] = s o na)

=2"-[1-lmz+z 1] =2” [1+Inz], 2> 0.

o Vyraz [In f(zg)] = J}I((;(?)) sa nazyva logaritmicka derivacia f v bode z.

Logaritmicka derivacia

T e EPU R o ) = e S

f'(zo) existuje.

Derivacie zakladnych elementarnych funkeif

Vzorec Platnost Vzorec Platnost

[ =0 rER, ceER [z] =1, rER

[2"] = na" ! rz€R, neN [29] = az®~ 1, z>0,a€R
[e*] = e reER [a”] = a” Ina, z€R, a>0
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Vzorec Platnost Vzorec Platnost
lnz]) = x>0 [log, z] 1, >0,a>0, a#1
n|z|)] = x#0 log, |z|] = —— x#0,a>0, a#1
[sinz]" = cosz, rER [cosx] = —sinz, rER
[tgz] = ==, x#w,keZ [cotg x] =, r#km, keZ
[arcsin z]’ = \/llﬁ, xe(—1;1) [arccos z]) = — 11302’ xe(—1;1)
[arctg )" = l+1’r2’ rER [arccotg x]" = fﬁ, rER
[sinh 2]’ = cosh z, rER [cosh ] = sinh x rER
[tgha] = ——, rER [cotgh z] P x#0
[argsinh z]" = mlﬂ , TER [argcosh x] 171 , xz>1
[argtghz]’ = L, xe(—1;1) [argeotgha] = =, =z€R—(-1;1)

Zakladom tispesného derivovania s derivacie elementarnych funkcii. Pre praktické potreby
je nevyhnutné si tieto vzorce zapamétat.

Diferencial funkcie a derivacie vysSich radov

Casto potrebujeme dana funkciu f aproximovat (priblizne vyjadrit) inou, jednoduchgou
funkciou g tak, aby bol ich rozdiel |f(z) — g(z)| ¢o najmensi. V&&Sinou nam postadi lo-
kalna aproximacia v nejakom okoli O(xg) bodu zg€ D(f).
y = f(z), x€ D(f), bod z¢ € D(f), existuje konetna f’(zo).
o Diferencial funkcie f v bode g, oznacenie df(xg, z—x¢), resp. df(zo, h)

je linearna funkcia df(zg, z—x0) = f'(x0) - (x—x0), TER.

Polozime h = x—x¢. = o df(xg,z—x9) = df(zo,h) = f'(20) - h, hER.
f je diferencovatel'na:

e v bode z(€ D(f), ak existuje df(xq, h), t. j. existuje konecna f'(zq).

e na mnozine A C D(f), ak existuje df(zo, h) pre vietky xg € A.

fry=x,x€R, bod xg€R, f'(x9) = 1.
o df(xo,h) = f'(x0)-h=1-h=h, h€ R, oznacenie dz. = o df(xo,h) = dz.



mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk

beerb@frcatel.fri.uniza.sk 64 Calculus suported by wxMaxima

fry=f(x), z€R, bod xp€R, f'(x0) je konetna.
o df(xo,h) = f'(x9) - h = f'(x0) - dz, h€ R, oznalenie df(xo).
= o df(zg,h) =df(zo) = f'(zo)dz, f(x0) = df(“’> , resp. f/ = df.

O najleps$ej lokalnej linearnej aproximacii
f je diferencovatelna v bode xo € D(f).
h:y = f(xo) + c(z — x0), cER, c# f'(x0). p =
g:y = f(xo) + f'(z0)(x — x0).
o Existuje okolie O(xq) tak, Ze pre vSetky € O(xg), x#
plati | £(z) — g(2)] < If(z) — h()].

e Aproximécia f v okoli O(z() pomocou doty¢nice v bode z

g:y = f(zo) + f'(x0)(x — w0) = f(20), xE€O(20)

je najlepsia zo vSetkych aproximécii f pomocou linearnej funkcie (priamky).

1,06 ~ 1,01. Presne /1,06 = 1,0097588, chyba vypoctu < 0,00025.
Riesenie.
Oznatme f(x) = Jx, x>0, xo = 1.

= o fl(x) = [wl/ﬁ]’ = %x_s/ﬁ W’ x>0, f'(zg) = f'(1) = %

Nech O(1) je take, ze 1,06€O(1).
= o Vo= [fla)= f(1)+ (1) (x—1) =1+ = 25— =~
= o ¥1,06 = f(1,06) ~ L2 = &9 — 1 01.

8
|
—
=N
+
8
|
—
8
5]

(%i8) c:1.06% f(x):=x"(1/6)$
s:1$ £f1(x):=diff (£(x),x,1)$ p(x):=f(s)+subst(s,x,f1(x))*(x-s)$ p(x);

h(c):=print("c=",c," c~(1/6)=",f(c),"=",float (f(c)),"approx",

subst (c,x,float(p(x))))$ h(c)$

(%06) =5E +1
c=1.06 /9 = f(1.06) = 1.009758794179192 approz 1.01

e Aproximécia f ma zmysel iba pre x v blizkosti bodu z.

(%i18) h(0.9)$ h(1.1)$ h(1.2)$ h(1.5)$ h(2.0)$ h(4.0)$ h(10)$ h(16)$ h(32)$ h(64)$
c=0.9 /% = £(0.9) = 0.9825931938526898 approz 0.9833333333333334
c=11 /% = f(1.1) = 1.016011867773387 approx 1.016666666666667
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c=12 9 = f(
c=15 /% = f(
c=20 9 = f(
c=4.0 /9 =
c=10 /9 = f(
c=16 /% = f(
c=32 /% = (32
c=64 /9 = f(

1.2) = 1.030853320886445 approx 1.033333333333333
1.5) = 1.069913193933663 approz 1.083333333333333
2.0) = 1.122462048309373 approz 1.166666666666667
4.0) = 1.259921049894873 approz 1.5

) = 1.46779926762207 approz 2.5

) = 1.587401051968199 approz 3.5

) = 1.781797436280679 approz 6.166666666666666

)

= 2.0 approx 11.5

/1,06 ~ 1,01. Presne /1,06 = 1,0097588, chyba vypoctu < 0,00025.
Iné riesenie.
Oznatme f(x) = Vo +1, x> —1, 29 =0.

= o fia) = [la+ DY = b+ ) = ol 0> 0, fa0) = £1(0) =

Nech O(0) je take, ze 0,06 € O(0).

~ _ z _ z+6
= o %:f(x)Nf(O)—l—f'(O)-m—l—s—g—%.
_ ~ 0,064+6 _ 6,06 __
= o \6/1,0 —f(0,06)NT—T—1,01

(%i8) ¢:0.06% f(x):=(x+1)"(1/6)$%
5:08 £1(x):=diff (£(x),x,1)$ p(x):=£f(s)+subst(s,x,f1(x))*(x-s)$ p(x);
h(c):=print("c=",c," c~(1/6)=",f(c),"=",float(f(c)),"approx",
subst (c,x,float(p(x))))$ h(c)$

(%06) & +1
c=0.06 (c+1)1/® = f£(1.06) = 1.009758794179192 approz 1.01

y = f(z), x€D(f) ma derivaciu f’ na mnozine A; C D(f), A1 #0.
o f' = f(U sa nazgva derivacia prvého radu (prva derivacia) f na mnozine A;.

o Derivéacia f’ (pokial existuje), t. j. [f'] = " = f® na Ay C Ay, Ay # 0 sa nazyva
derivacia druhého radu (druha derivacia) f na mnoZine A,.

o Derivacia f” (pokial existuje), t. j. [f]' = f” = f®) na A3 C Ay, Az #0 sa nazyva
derivacia tretieho radu (tretia derivacia) f na mnoZzine As.

o Derivacia f” (pokial existuje), t. j. [f”] = f® na Ay C As, Ay # ) sa nazyva
derivacia stvrtého radu (Stvrta derivacia) f na mnoZzine Ay.

o Takymto spésobom pokra¢ujeme pre n =5,6,7,....

e Derivacia f(®=Y, ne N (pokial existuje), t. j. [f* V] = f(™ na A, C A,_1, A, #0
sa nazyva derivacia n-tého radu (n-ta derivacia) [ na mnoZine A,.

° Specialne definujeme f = f© derivaciu nultého radu (nulta derivaciu) f.

f™ (x0) pre zo € A, sa nazyva derivacia n-tého radu (n-ta derivacia) f v bode z.
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) . (n—1)(.\_ ¢(n—1) . (n—1), _ p(n—1)
£ (z0) = lim f (T),f (o) _ i £ (I(Hrh}) f (z0)
=0 o h—0 !

pre xo GAn, An C Anfl: neN.

e To znamena, 7e funkcia f(»~1) musi byt definovana v nejakom okoli O(zg).

Vypocet f™, neN moze byt vo vieobecnosti velmi pracny, pretoze musime zacat f’.

y=aF z€R, kEN.
[F) = kaF—L, [2%)" = k(k—1)xF2, [#K)" = k(k—1)(k—2)z*~3, ..
[2F]F=D) = k(k—1)--- 2z, [2F]®) = k!, [2F]E+D) =0, ...
k(k=1)-- (k—n+1)zk " x€R pre ne N, n < k.
AT :{
0, zeR pre neN, n > k.

9

y=e*, z€R. = o [¢*]™ =¢® xR prencN.

y=sinx, r€R, y = cosx, x€R.

[sinz]’ = cosz, [sinz]” = [cosz] = —sinz, [sin z]"”’

= [cosz]" = —cosz,

" =sinz, [sinz]®) = [cosz]*) = cosw, ...

[sin 2]*) = [cos x]
(~1)*sinxz, xe R pre n =2k, kEN.

= o [sin x](”) = [sin x](n+4) — {
(—=1)**'cosz, r€R pren =2k—1, kEN.

—1 ksinx, r€R pren =2k, kcN.
= o [cos x](") = [cosg;}(n+4) — {( )

(=1)*cosz, r€R pren =2k—1, kEN.

Leibnizov vzorec

f, g maju na mnozine A derivacie do radu n€ N (vratane). =

o [fg™ =3 (M) Fg®) = (1) W gO) 4 (W) =D g1 g (m) O gl

1=0

Aplikacie derivacie funkcie

Vety o strednej hodnote funkcie (Rolleho a Lagrangeova) a ’'Hospitalovo pravidlo patria
medzi najcastejSie aplikicie derivovania v praxi.
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Nutna podmienka existencie lokadlneho extrému
c€ D(f) je vnatorny bod.
f ma v bode ¢ lokalny extrém. } = o f'(c)=0.

1'(c) existuje.

/ PA T T

(Ee) Q63

Nutna podmienka existencie lokalneho extrému (vlavo) a Rolleho veta (vpravo)

Rolle
je spojita na (a;b).
I je SpO‘]'l & na (a; ) = o Existuje c€(a;b) tak,
fla) = f(b). e f'(c) =0
Existuje f/(z)€ R* pre vSetky x € (a;b). '

o c€(a;b) lezi na usecke s koncovymi bodmi a, b,

preto sa Casto vyjadruje v tvare ¢ = a + 0(b—a), 6€(0;1).

Lagrange (veta o prirastku funkcie)
f je spojita na {(a;b). = o Existuje c€ (a;b) tak,
Existuje f/(z)€ R* pre vSetky x € (a;b). ze f'(c) = f)—f(a)

b—a

o fl(c)=LULW = o f(b) = fla) = f'(c) (b—a).

Oznatme b = a+h, h=b—a, he R. = c=a+0(b—a)=a+0h,0c(0;1).
o f(b)— fla)=fla+h)— f(a)=f'(a+6h)-h, he R, 0€(0;1).

Pre dostato¢ne malé h mozeme predpokladat f'(a + 6h) =~ f'(a).
o f(a+h) = fla)+ f/(at0m)-h~ fla)+ f/(a)h = f(a) +df(a,h).
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f() = f(a)

b—a

Qe

Lagrangeova veta

Rolleho a Lagrangeova veta zaru¢uji existenciu ¢ € (a;b). Pomocou nich vsak takéto body
nevieme najst a ani nedokazeme uréit ich pocet.

Neurcité vyrazy typu %, resp. 2 sa casto pocitaji pomocou I'Hospitalovho pravidla.

L’Hospitalovo pravidlo
Pre vSetky z€0(a), x #a existuju f'(z), ¢'(x),

a€ R*, existuje lim % =beR". = o Existuje
TrT—a -
ey S N L e Trrpre C @) o f@)
fim £(2) = 00, Jim g(s) = 00 [1nz), tim £ = lim £33 =
resp. lim f(z) =0, lim g(z) =0 [LH?].
Tr—a Tr—ra

3
: x°—8 __

o f(x)=23-8,2€R, g(r) =22, xER.

e O(2) mozeme zvolit Tubovolne, napr. O(2) = R.
f(z) =322, ¢'(x) =1 pre re R — {2}.

P g Be® s v a2
ey = T = 12 > o lim £ = lim 3 = 12.
lim (23 — 8) = lim (z — 2) = 0.
T—2 T—2

(%19) £(x):=(x"3-8)/(x-2)$
fc(x):=num(£f(x))$ fc(x);
fm(x):=denom(£f(x))$ fm(x);

’limit (£(x),x,2); ’limit(diff (fc(x),x,1)/diff (fm(x),x,1),x,2);
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limit (f(x),x,2); limit(diff(fc(x),x,1)/diff(fm(x),x,1),x,2);
(%o04) z* —8

(%05) = —2

(%o6) lim Z=2
(%07) 3 lim z?
(%o08) 12

(%09) 12

Bez ’'Hospitalovho pravidla:
° lim‘/";—f2 = hrnM = hm (22 +20+4)=4+4+4=12.

r—2 7 r—2

o lim lnT = [rA=] = lim

z—oo T prawesSl 1 T—00 T—00

Predpoklady I’'Hospitalovho pravidla su splnené:
o [Inz) =1, [z) =1 pre z€(0;00).

x?

. In 2]’ . . .
o lim [nm,] =limi=L=0 o limlnz= lim z = occ.
s00 7] z—o0 ¥ o T—00 T—00

(%i4) £(x):=log(x)/x$ fc(x):=num(£(x))$ fm(x):=denom(£f(x))$
limit (diff (fc(x),x,1)/diff (fm(x),x,1),x,2);
(Fod) 3

o Je velmi dolezité overit v8etky predpoklady I’'Hospitalovho pravidla.

e Platnost predpokladu hm £ EQC; = be R* sa overuje priebezne pocas vypoctu limity.

o Obratené tvrdenie neplati. Z existencie hm Mz Er; nevyplyva existencia hm ,((xg .
o L’Hospitalovo pravidlo moézeme pouzit aj niekol'kokrat za sebou:
F@) i L@ g @) i S@)
Jim Gy = i grtey = B gy = o0 = ooy REN
° ig%w smx _ [L’H%} _ whl)% l—gzgsx _ [L’H%} _ Ih_r% 0—(—sinxz)
= lim sz — = [/A?] = lim ==2£ = %

z—0 % z—0
Predpoklady I’Hospitalovho pravidla su splnené:
e Pre O(0) = (—1;1), € 0(0), x#0 existuju prislusné derivacie a limity.
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e* fe *
T _eg—x

e lim
Tr— 00

L’Hospitalovo pravidlo nemdzeme pouZit.

L’Hospitalovo pravidlo mozeme pouZit aj na vypocet inych neurcitych vyrazov. Musime
ich najprv vhodnymi tpravami previest na typ % alebo 2.

Typ o0 -0: o lim [f(z) - g(x)], kde lim f(x) = *o0, il_l)rbg(x) =0.

r—a Tr—a

o lim [f(x)g(x)] = lim %. = Typ % [LHY].

o lim [f(2)g(x)] = lim L& = Typ = [rn=].

Typ co—o0: e lim [f(z)—g(x)], kde lim f(z) = lim g(z) = +o0.

T—a r—a r—a

o lim [f(z)—g(x)] = lim [H89) S| — tim f(2)g(2) L5~ ). = Typ o0-0.

T—ra r—a r—a

Typ oo®: e lim [f(2)]9*), kde lim f(z) = oo, ;1_1)11119(96) =0.

Tr—a r—a

o lim [f(2)]9® = lim e @V = Jiy e9(@) I f(2) = 291 (@)
r—ra r—ra r—a

. = Typ0- 0.

Typ 0°: o lim [f(2)]9®), kde lim f(z) = lim g(z) = 0.

r—a T—a T—a

o lim [f(2)]9@ = lim e F@I® = Jiy es(@)Inf@) = a9 o gL,

Tr—ra r—a r—a

Typ 17 o lim [f(2)]9®), kde lim f(z) = 1, lim g(z) = +oo.
r—a

T—a r—a

o lim [f(2)]9® = lim e @)™ = lim e9() M f@) = BRI poy 400,

T—a r—a r—a
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. . 1 lim Inazl'/® lim —:Inz 1 (—o0)
o lim {z = lim 2'/% = es—ot = erHO+ = eof
z—07F z—0F

L’Hospitalovo pravidlo sme nepouzili.

y = f(x), x€D(f), bod zg€ D(f), okolie O(xy) C D(f), n€N.
Existuja koneéné derivéacie f'(z¢), f"(xo), ..., f™ (z0) €R.
e Taylorov polyném stupna n funkcie f so stredom v bode z( je funkcia

n (k) X ‘(r—x k
i) = 5 [t

= f(z0) + f'(aco)i(!ac—aco) n f”<xo)~2(!x—x0)2 Tt W 2€0(x0).

Ak ozna¢ime h = z—xg, © = zg+h, h€ O(0), potom ma tvar:

n ) (20)-h* "(x T Z|
To(woth) = o LGIME gy 4 Laolh o fUeakh? Ly SUGO 2 0(0).
k=0

n!

e Taylorov polynom T, (x) so stredom zy = 0 sa nazyva Maclaurinov polyném:
(k) (n) e
To(z) = Zf (0)3f :f(0)+f(0)x+f(0)w +~--+f fg)x,xEO(O).

e Zvysok Taylorovho polynému (stupna n) sa nazyva rozdiel

(41 (&Y (p—z)”

ot ((Ey)wg)!wo) “7 r€0(xy), Lagrangeov tvar,
f(n+1)(§),(w7w0).(w7§)"

n!

, £€0(zg), Cauchyho tvar,

pricom & = z¢ + 0(x—xq), 0€(0;1).
Zvysok R, (x) vyjadruje chybu aproximécie f pomocou Taylorovho polynému T, (x):

o Aproximéacia ma lokalny charakter v okoli O(zg).

e Aproximacia je najlepsia zo v8etkych aproximéacii pomocou polynémov stupia n.

f@)=VT+z=(x+1)3, ze(-1;00), 20 = 0. = f(0)=1.

° f'(x)Z%(x+1)*§:wﬁ,x>—1. = f'(0)=1.

o f(z)=—2-L(x+1)"% = 9{,/%, | = f"(0)=-2.

o @)= =3 (3 )V = s s ol S () = B
= e Ty(x) = f(0) + £ Q4 S1O | SO _ g a2t sel e 0(0),
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1+ 3, x€0(0) s chybou R;(x).
o Vitarr< 145 - ° x€0(0) s chybou Ra(x).
1422 432 2c0(0) s chybou Ry(x).

z?
9

z2
9

Vypoéitame Taylorov polyném funkcie v/z2 + 1. Ako vidime z riadku (%i2), ru¢né derivo-
vanie je dost pracne.

(%i1) £(x):=sqrt(x~2+1)$

(%i2) print ("f(x)=",f(x),", £’(x)=",diff (£(x),x),",
£22(x)=",ratsimp (diff (£(x),x,2)),", £2’°(x)=",ratsimp (diff (£(x),x,3)))$
:L‘2 xT 12
f@) = VaTF 1, f'0) = =, f'0) = 25, 170 = - whdhhn

Na priklade vidime, ze prikaz coeff je zavisly na prikaze taylor. Polyném tp1 je devia-
teho (prakticky 6smeho) stupiia, preto vystupom prikazu coeff (tpl,x,10)) je &islo 0.
Polynom tp2 je desiateho stupna a vystup prikazu coeff (tp2,x,10)) je skutoény koefi-
cient C10 = 7/256

(%i3) tpl:taylor (f(x),x,0,9);
2 4 6 8
(tp1) 14 & — &~ %_%4_...
(%i4)  print("c_3=",coeff(tpl,x,3),",c_4=",coeff(tpl,x,4),",c_10=",coeff (tpl,x,10))$
c_8=0, c_ 4=—%, c_10=0
(%i5) tp2:taylor (£(x),x,0,10);
2 4 6 5.8 1
p2) 14+ %5 -5+ 55— 355+ 5g + -
(%i6) print("c_3=",coeff (tp2,x,3),",c_4=",coeff (tp2,x,4),",c_10=",coeff (tp2,x,10))$

e 8=0, ¢ 4=—3%, c 10= 5

f(z) =Inz, € (0;00), o = 1. = f(1)=0.
o fllxy=L=z"1 z>0 = f(1)=1=0.
o f(z)=—FH=—2"2 2>0. = (1) =—1=—1L
o [M(z)=2%=22"%2>0. = f"(1)=2-1=2.
() = = fW1)=3-2-1=-3.

o fW(z)=-3-25 =-3-227% z>0.

of.(;‘?)(x):(—1)k*1(k—1)!w,€%1,m>0,kEN. = fB1) = (-1D)FHk-1)

n

S e Tu(@) =04 3 L2WEmDt _ §n DM o))

k=1 k=1 M n 1)k—1 1k
— kzl %’ zcO(1).
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(%i1) taylor (log(x),x,1,10);

=12 (-3  (@-1%  @-15 (-6 @17 _ (@-18%  (@-1)% (2-1)0
2 + 3 - 7 + 5 - 6 + 7 - 8 + 9 - 10 +o

(%01) =z —1—

Niekedy je vyhodnejsie f(z) = Inz vyjadrit v tvare Maclaurinovho polynému.

o x=t+1. = f(t) =In(t+1), te(—1;00),

n 1)k 14k

n—1,n
T (t)=t—4 +8 4. g GOt kzl , t€0(0).
(%i1) taylor (log(x+1),x,0,10);
(hol) o~ + % — L 42— 42— g ag
f(z) =¢e*, x€R. = Maclaurinov polynéom stupiia n € N ma tvar:
n n )
o Th(x) =1+ &+ 8 42 L2 4. 420 =S 2 yeR,
i=0
f(z) =sinz, x€R. = Maclaurinov polynoém stupiia n€ N ma tvar:
1)k p2k+1 _1)ig2itl
o Top1(2) =0+ H 40+ +0+ L + 0+ + i = 2}< o TER.
o

f(z) =cosz, € R. = Maclaurinov polyném stupiia n€ N ma tvar:

k, 2k 7, 21
o Top(w) =140+ 2 +0+ % +0+-+ U B Y= ey
=0

(%i1) taylor(exp(x) x,0,10);
(%ool) 1+a+ & R o1 T+ & 120 + % 720 + 5040 + 40320 + 362880 + 3638800 T °

(%i2) taylor(sin(x),x,0,10);

.3 5 e -
(%02) © — % + 155 — 5620 + 362880 T
(%i3) taylor(cos(x),x,0,10);

6 8 10
P> x x €T x €T
(%03) 1— 5+ %1 — 730 T 70320 — 3628800 T -

o Funkcie y = e*, y = sinx, y = cosz moZeme aproximovat pre kazdé x € R.

e Pozadovani presnost dosiahneme dostatoénym zvicSenim stupha n.
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flz) =e@) zeR.

Oznacme g(t) = ¢!, teR, t = 2% = f(z) = @) = g(a?) = g(t) = e

Pre Maclaurinov polyném P, (t) funkcie g(t), t > 0

a Maclaurinov polynom 75, (z) funkcie f(x), z€ R plati:
n onm

P () =St — (@) e e et 2% 2
e Pt)=Y =2 "F = 5 =1l+HF+HF+5x++ 2n (7).

_ , il n!
=0 =0 =0

(%il) taylor (exp(x~2),x,0,10);
4 6 8 10
(%ol) 1+a’+ 2 + 2+ L+ 25+
(%i3) subst(x~2,t,taylor (exp(t),t,0,5)); subst(x~2,t,taylor(exp(t),t,0,10));
10 8 6 4
(%02) Zmp+ 5+ 5 +5 +a°+1

20 18 16 14 12 10 8 6 4 2
7 €T xZ €x €T T x x x x
(%03) 3628800 362880 T 40320 t 5020 t 720 T 1o0 Tz ¢ + 7 +2 1

ZE2+1

Na zéver tejto ¢asti ndjdeme Maclaurinov polyném stupiia 10 funkcie f(x) = In % -

(%i1) taylor (log((x~2+1)/(x+1)),x,0,10);

2
Bol) =m+ S = =Cr=Sr+5r=Cr=5r=5 T+ Em Foo-

(%i3) tp1(x):= taylor(log(x~2+1),x,0,10)-taylor (log(x+1),x,0,10)$ tpl(x);

2
(%03) —wt+ -~ G - H A G - F - -G+t
(%i6) tp2(x):=ratsimp(subst(x~2,t,taylor (log(t+1),t,0,5))-taylor(log(x+1),x,0,10))$

tp2(x); tpl(x)-tp2(x);

=\ 756210 —28042 31528 —36027 4126028 —50425 — 63024 — 84023 +378022 — 2520«
(%05) 2520

(%06) 0+ - -

Priebeh funkcie

Dolezitou sucastou vysSetrovania priebehu funkcie je urcenie intervalov, na ktorych je tato
funkcia monoténna.

I C R je interval, f je spojita na I, pre vietky x €1 existuje f'(z)€R. =

°
-
_
=
NS
I

konStantna. <«

[
— o
<

1)

rastuca. = (z)
o [ je na intervale I ¢ neklesajica. < e f/(z) >0  pre vietky z€1.
klesajuca. < e fl(z) <0
& o f'(x)

nerastica.
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Body, v ktorych ma spojita funkcia f lokalne extrémy, tzko suvisia s intervalmi, na ktorych
je tato funkcia ostro monotonna.

Nutna podmienka existencie lokdlneho extrému

x0€D(f), f(x0) je lokilny extrém. } e f'(m0) = 0.

1/ (xo) existuje.

o f'(zp) = 0 nezarucuje lokalny extrém v bode xo.

o Lokalny extrém moze byt aj bode, v ktorom derivacia neexistuje.

Pri hladani lokalnych extrémov funkcie musime:
e Vysetrit vSetky body xo € D(f), pre ktoré plati f/(z¢) = 0.
e Vysetrit vSetky body x¢€ D(f), v ktorych f’(z() neexistuje.
Pri hl'adani globalnych extrémov funkcie musime navy3e:
e Vysetrit hrani¢né body D(f).

Bod zg € D(f) sa nazyva stacionarny bod funkcie f, ak existuje f/(zg) = 0.

Postacujiica podmienka existencie lokdlneho extrému
xo€D(f), f'(x0) = 0. Pre vietky x € O(x¢) existuje f'(x) a plati:
o f/(x) >0 pre z < xo, f'(z) <0 pre z > x.
= o f(xg) je ostré lokdlne maximum.
o f'(z) <0 pre xz < xg, f'(x) > 0 pre & > x.
= o f(xo) je ostré lokdlne minimum.

o f'(z) <0 pre x#wmg, resp. f'(x) > 0 pre z#xg.
= o f(x¢) nie je lokdlny extrém.

x0€D(f), f(x0) =0, f"(x0)#0 je konecna. =
o f"(x9) <0. = o f(x) je ostré lokalne maximum.

o f"(x9) >0. = e f(xp) je ostré lokalne minimum.

Dolezitou sucastou vysetrovania priebehu funkcie je urcenie intervalov, na ktorych je tato
funkcia konvexna alebo konkavna.
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I C R je interval, pre vietky z €1 existuje f'(z)€R. =

konvexna. < o [’ je na I neklesajuca.

. . ostro konvexna. < e [’ je na I rastuca.

e [ je na intervale I ) L )

konkéavna. < o f’ je na I nerastuca.
=

ostro konkévna. o [’ je na I klesajuca.

I C R je interval, pre vietky z €1 exituje f”(x)€R. =

ostro konvexna. < o f”(x) >0

o [ je na intervale I konvexni. e o fl@)20 pre vietky xel.
ostro konkéavna. < e f”(x) <0
konkéavna. < e f(x) <0

Pri vySetrovani konvexnosti a konkavnosti funkcie f musime:
e Vysetrit vSetky body xg€ D(f), pre ktoré plati f”(xq) = 0.
e Vysetrit vSetky body xo € D(f), v ktorych je f spojita a f’(x¢) neexistuje.

xo € D(f) je inflexny bod funkcie f.

1" (o) existuje.

} = o f"(x9) =0.

2o €D(f), ['(x0) € R. Pre vietky z€O(xg) existuje f”(z) a plati:
o f"(x) >0 pre z < xo, " (z) <0 pre x > x.

= e xg je inflexny bod funkcie f.
o f"(x) <0 pre z < xo, " (x) > 0 pre & > xo.

= e g je inflexny bod funkcie f.

o f"(x) <0 pre x#£uxg, resp. f"(x) > 0 pre z#xg.

= e xq nie je inflexny bod funkcie f.
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x0€D(f), f"(x0) =0, f"(20)#0. = e 1z je inflexny bod funkcie f.

20 € D(f), f'(x0) = f"(20) = -+ = f""(x0) = 0, f)(20) #0, nEN.
n=2k—1, ke N (neparne). = o f(x) nie je lokilny extrém.
e f je rastiica v bode zq pre f(™(xq) > 0.
o f je klesajiica v bode o pre f(™)(zq) < 0.
n =2k, k€N (parne). = o f(xg) je lokdlny extrém.
o f(xp) ostré minimum pre f(™(z) > 0.

o f(xp) ostré maximum pre £ (zq) < 0.

20 €D(f), [(xo)ER, [ (o) ="+ = f(”fl)(:L'o) =0, f(”>(;L'0)7éO, neN, n> 2.
n =2k+1, k€ N (neparne). = o x¢ je inflexny bod funkcie f.
n =2k, k€N (parne). = e f je ostro konvexna v bode xq pre f(™(z) > 0.

o [ je ostro konkavna v bode x( pre f'<”>(a¢o) < 0.

VysSetrenie priebehu funkcie

Vygetrit priebeh funkcie f znamena uréit:
e Defini¢ny obor D(f), body a intervaly spojitosti a nespojitosti.
e Parnost, neparnost, periodickost, resp. iné Specidlne vlastnosti.
o Jednostranné limity v bodoch nespojitosti, v hrani¢nych bodoch a v bodoch +oo.
o Nulové body; intervaly, na ktorych je f kladna a zaporné.

e f/, stacionarne body, lokalne a globalne extrémy; intervaly, na ktorych je f rastuca,
klesajtuica a konStantna.

o [ inflexné body; intervaly, na ktorych je f konvexna a konkavna.
o Asymptoty bez smernice a asymptoty so smernicou.
e Obor hodnot H(f) a nacrtnat graf funkcie.

Najnazornejsiu predstavu o priebehu funkcie ndm vi¢8inou poskytne graf. Pri jeho kon-
Strukcii vyuzivame vSetky zistené tidaje. Mnohokrat st ale nedostato¢né, preto ich musime
doplnit vhodne zvolenymi funkénymi hodnotami.
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Priebeh funkcie f(z) = % = 8216,

(%i1) £(x):=(8*x-16)/x"2;
(%ol) f(z) i= B2510

o D(f) = R —{0} = (—00;0) U (0;00).

Pomocou prikazu denom (denominator) zistime, kedy je menovatel nulovy.

(%i3) fm:denom(f(x));solve(fm=0,x);

(fmen) x>

(%03) [z =0]

o f nie je periodické, f nie je parna, f nie je neparna.
e f je spojita na intervaloch (—o0;0), (0;00), v bode 0 je nespojita.

: _ : 8z—16 __ : 8 16y _ _8 16 __ —

(%i5) 1limit (£(x),x,minf);limit (£(x),x,inf);

(%04) 0
(%05) 0
. 7 8(z—2) _ —16 __ . T 8(xz—2) _ —16 __
o lim f(x)= lim =5~ == = —o0, lim f(x)= lim == = == = —o0.
z—0— f( ) z—0— @2 o+ T 0+ f( ) z—0*t @ o+

(%i7) limit (£(x),x,0,minus);limit (f(x),x,0,plus);
(%06) —oo
(%07) —oo

e Bod z = 0 je neodstranitelny bod nespojitosti II. druhu.
o = = 0 je asymptota bez smernice.
o f(2)=315=0. & 8z —-16=0. & z=2.

Pomocou prikazu num (numerator) zistime, kedy je ¢itatel nulovy.

(%19) fcit:num(f(x));solve(fcit=0,x);
(fcit) 8x — 16
(%09) [z =2]

f(z) <0 pre z€(—00;0),
e z =2 je nulovy bod f. = f(z) < 0 pre x€(0;2),
f(z) > 0 pre x €(2;00).
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f(2) =0, f nie je v bode = 0 definovana.

= Funkcia f nemeni znamienko na intervaloch (—o0;0), (0;2), (2;00).

= Stadi zvolit Tubovolny bod v danych intervaloch a overit jeho hodnotu.

(%i13) £(2);£(-1);£(1);£(3);

(%010) 0
(%o11) —24
(%012) —8

(%013) &

x4

—167/ _ 8x°>—(8z—16)2 —8a? -
of’(;c):[&ﬂ 16] _ 8z"—(8z 1)$:32w$48$ :32m38m’$€R’l.7£0.

(%i15) £1(x):=diff (£(x),x,1)$ ratsimp(£f1(x));
(%o15) — 8232

o fllx) =3B =0. & 32-8r=0. & z=4.

3

(%i16) solve (£1(x)=0,x);
(%016) [z = 4]

o f' je v bode 0 nespojita.

(%i18) fimen:denom(ratsimp(f1(x)));solve(fimen=0,x);

(fimen) z°
(%018) [z = 0]

f(x) <0, f je klesajuca pre x € (—o0;0),

o z =4 je nulovy bod f. = f/(x) >0, f je rastica

pre z€(0;4),

f'(z) <0, f je klesajica pre x € (4; 00).

f/(4) =0, f’ nie je v bode = 0 definovana.

= Funkcia f’ nemeni znamienko na intervaloch (—o0;0), (0;4), (4;00).

= Stadi zvolit Tubovolny bod v danych intervaloch a overit jeho hodnotu.

(%i22) subst (4,x,f1(x));subst(-1,x,f1(x));subst(1,x,f1(x));subst(5,x,f1(x));

(%019) 0
(%020) —40
(%021) 24

(%022) —-2

125

o f mé v bode z = 4 lokdlne maximum a aj globalne maximum f(4) = 1.
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(%i23) £(4);
(%023) 1

o f nema4 lokalne a ani globalne minimum.

, a3 (a0 a \a.2 3 2
o f”(I) _ [32;38z} _ —8a (iQG 8z)3x _ 16z ;Sgﬁm _ 163;296’ z€R, x;éO

(%i25) f£2(x):=diff (£(x),x,2)$ ratsimp(£f2(x));

(%025) 162796

o f(x) =189 = 0. & 162 —-96=0. & z=6.

(%i26) solve (£2(x)=0,x);
(%026) [z = 6]

o f” je v bode 0 nespojita.

(%i28) f2men:denom(ratsimp (£2(x)));solve (f2men=0,x);
(f2men) z*
(%028) [z = 0]

f"(z) <0, f je konkavna pre x € (—o0; 0),
e x =6 je nulovy bod f”. = f"(z) <0, f je konkavna pre x € (0;6),
f"(z) > 0, f je konvexna pre x € (6;00).
f'(6) =0, f” nie je v bode = 0 definovana.
= Funkcia f” nemeni znamienko na intervaloch (—oo;0), (0;6), (6;00).

= Stadi zvolit Tubovolny bod v danych intervaloch a overit jeho hodnotu.

(%132) subst (6,x,£2(x));subst(-1,x,£2(x));subst(1,x,f2(x));subst(7,x,f2(x));
(%029) 0

(%030) —112
(%031) —80
(%032) 3367

e Bod z = 6 je inflexny bod funkcie f.

(%i33) £(6);
(%033) &

o k= lim f& = Jyn 82216 — py (8 16— _0=0.
r—too r—Fo0

o g= lim [f(z)—ka]= EI:‘I:l [f(z) —0-2] = EIE f(:Z:)O.} = y=kxr+q=0.
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(%i35) km:1limit (f(x)/x,x,minf);kp:limit (f(x)/x,x,inf);

(km) O

(kp) O

(%i37) qm:1limit (f(x)-km*x,x,minf);qp:1limit (f(x)-kp*x,x,inf);
(km) 0

(kp) O

o y = 0 je asymptota so smernicou.

o H(f) = (=i 1).

(%i38) draw2d (grid=true,xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-12,12],yrange=[-8,3],
title="f(x)=8(x-2)/x"2",color=blue,explicit(f(x),x,0,4),
color=red,explicit (f(x),x,-12,0),explicit(f(x),x,4,12),
label (["Inflex Point",6,f(6)-.4],["Local Max",4,f(4)+.4]),
color=green,parametric(0,t,t,-8,3),parametric(t,0,t,-12,12),

color=black,point_type=7,points ([[4,£f(4)],[6,£(6)]1,[2,£(2)]11))$

0)=80-2)*

Local Max

Inflex Point

-10 -8 —6 -4 -2

Graf funkcie f(r) = 8(z—2)

x2
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