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Uvod do wxMaxima

wxMaxima je dialogové rozhrani pro systém pocitacové algebry Maxima. wxMaxima nabiz{
menu a dialogova okna pro bézné piikazy, automatické dokoncovani, vlozené grafy a jed-
noduché animace. wxMaxima je distribuovan pod licenci GPL. Maxima patii mezi Open
Source programy s otevienym zdrojovym kédem. Program je mozné kompilovat v riznych
0S, véetné Windows, GNU /Linuxu a MacOS X. Pfedkompilovanymi program pro GNU /-
Linux a Windows lze bezplatné ziskat na strance SourceForge https://sourceforge.net/
projects/maxima/files/. Po spusténi prostfedi wxMaxima se na obrazovce objevi okno
s menu v hornf ¢asti. Pod menu se nachéazi prostor, kde miiZzeme zadévat piikazy a kde se
objevuji vystupy.

(%il) First input line.
(%01) First output line.
(%i2) Second input line.
(%02) Second output line.

Piikazy zadavame na samostatné fadky (vstupni fadky), jejich provedeni se zajisti soucas-
nym stiskem kldves Shift a Enter nebo kliknutim v menu na ikonu % (Send the current
cell to maxima). Vstupni Fadky jsou uvedeny ozndmenim (%il) a vystupni Fadky jsou
uvedeny oznamenim (%ol). Cisla pro vstupni a k nému odpovidajici vystupni fadek jsou
identické a na zakladé tohoto ¢isla se mizeme na obsah téchto fadkt odvolavat.

(%i1) solve (0=x+2,x);
(%01) [z = —2]

(%i2)  %it;
(%02) solve(0 =z + 2,x)
(%i3)  %hot;

(%03) [z = —2]

Piikazy se provedou na nové samostatmé fadky (vystupni fadky). Piikazy na vstupnich
Fadcich miizeme ukonéit symbolem ; (ktery systém automaticky doplni) nebo symbolem $,
ktery potlaci zobrazeni prislusného vystupu. Na vstupni fadek muzeme zadat i vice p¥i-
kazti, ale musime je oddélit symboly ; nebo $. Pfikaz mtzeme také strukturovat na vice
vstupnich Fadku.

(%i1) a:2;b:3;solve(a*x+b*x~2=0,x)
(a) 2
(b) 3
(%ol) [z=—%,z=0]
(%i2) a:2$ b:3$ solve(a*x+b*x72=0,x);
(%02) [z=—%,z=0]
(%i3) a:2%
b:3%
solve (a*x+b*x~2=0,x) ;
(%03) [z=—%,z=0]
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Vystup mizeme uloZit v riznych tvarech a nasledné pouzit v jinych programech (IATEX,
editor rovnic MSWord, ...). Vystup (%03) z predchoziho okna muZeme:

e kopirovat (CRL C a CRL V), resp. kopirovat jako text (lze pouzit napf. pro editor rovnic
MSWord): x=-2/3, x=0,

e kopirovat jako XTEX \ [x=-\frac{2}{3}\operatorname{, }x=0\],
o kopirovat jako MathML, obrazek, RTF, SVG...

Prostfedi wxMaxima ma dobfe propracovany help pro uzivatele, ktery najdeme v menu
Help. Help otevieme také stisknutim klavesy F1. Manuél najdeme také na webové strance
https://maxima.sourceforge.io/docs/manual/maxima_369.html.

Zakladni prikazy

Piikazem apropos muzeme zjistit pfesny nazev piikazu pomoci ¢asti jeho nazvu.

(%i1) apropos("plot")
(%o01) [barsplot,boxplot,contour _plot,get plot option,gnuplot,. . .

Ptikaz describe vypiSe popis zadaného ptikazu.

(%il) describe(plot2d);
- -Function: plot2d
plot2d (<expr><, <range_x><, <options><)
plot2d (<expr <>=<expr <>, <range x><, <range y><, <options><)

(%01) true

Vyrazy se zadéavaji pomoci obvyklych znaka operaci, relaci a funkci. Argumenty funkci a
pfikazi jsou v kulatych zavorkach, symbol nésobeni * se musi zadat! Umocnéni se zadava
znakem ~ nebo dvojici **.

Symbol : slouzi k pfifazeni hodnoty napravo vyrazu na nalevo.

(%i1) a:2$ b:3$ solve(a*x+b*x°2=0,x);
(%01) [z=—2,2=0]

V menu View a podmenu Display Equations miZeme zménit zobrazeni vystupnich fadkt
na tvary in 2D, as 1D ASCII nebo as ASCII Art. Implicitné je nastaveno in 2D. Na-
staveni vystupu muzeme zménit i piikazem set_display. Nastaven{ na tvar in 2D ma
argument none.

(%i1) x/sqrt(x~2+1);set_display(’none)$

(%o01) z /* in 2D x/

Va2l
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Pomoci argumentu ascii v pfikazu set_display zménime vystup na tvar as 1D ASCII
a pomoci argumentu xml na tvar as ASCII Art.

(%i1) x/sqrt(x~2+1);set_display(’ascii)$
(%01) x/sqrt(z? 4+ 1) /* as 1D ASCII =*/
(%i2) x/sqrt(x~2+1);set_display(’xml)$
(%02) =------mmam- /* as ASCII Art */

sqrt(x +1)

Ptikazem kill mutZzeme odstranit proménné se viemi jejich parametry a vlastnostmi z pa-
meéti.

(%i1) kill(a,b) /* removes all bindings from the arguments a,b */
(%i2) kill(all) /* removes all items on all infolists */

Prace s cisly a zadkladni konstanty

Maxima muze pracovat s redlnymi ¢&isly zapsanymi v numerickém nebo symbolickém
tvaru. Zpusob zapisu reilnych ¢isel mizeme nastavit v menu Numeric pomoci piepinace
Numeric Output mezi numerickym a symbolickym zobrazovanim. Také zde miiZzeme zvolit
zpusob a presnosnost numerického zobrazovani. O zptisobu zobrazovani rozhoduje nasta-
veni proménné numer.

Standardné se zobrazuje 16 ¢islic (véetné desetinné tecky). Piesnost zobrazeni definuje pro-
ménné fpproc a ovliviiuje zobrazeni pomoci bfloat. Vystup float zobrazuje vzdy stejné.
Pfesnost miZzeme prakticky neomezené zvysit nebo snizit. Mazeme ji zménit globalné a
také lokdlné pouze pro jednu pFeménu nebo piikaz.

(%i1) log(2);

(%01) log(2)

(%i2) log(2),numer;

(%02) 0.6931471805599453

(%i3) float(log(2));

(%03) 0.6931471805599453

(%i4) bfloat (log(2));

(%04) 6.931471805599453b— 1

(%i5) log(2),bfloat;

(%05) 6.931471805599453b— 1

(%i6) bfloat (log(2)),fpprec=34;

(%06) 6.931471805599453094172321214581766b— 1
(%i6) bfloat (log(2)),fpprec=134;

(%06) 6.9314718055994530941723212145(78digits]102057068573368552023575813b— 1

Ciselné konstanty e, 7, i (imaginarni jednotka) maji prefix %, t.j. %e, %pi,%i. To plati i pro
konstanty, které jsou soucasti nebo vysledkem vypocti. Také maji prefix %.
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Maxima mé preddefinované konstanty inf, minf pro realné nekoneéna co, —oo a infinity
pro komplexn{ nekonecno.

Logické konstanty true a false predstavuji pravdu a nepravdu.

(%i1)  %pi; %i; %e;
(%01) ™ %i %e
(%i2) minf; inf;
(%02) —oo0 oo

(%i3) infinity;
(%03) infinity

Komplexnim &isltim se v tomto kurzu nevénujeme, proto pouze zminime jak se zobrazuji.
Komplexni &isla se implicitné zad4vaji algebraickém tvaru (rectform). Do goniometrického
(exponencialniho) tvaru je miizeme pfevést pomoci piikazu polarform.

(%i1) z:1+%i;
(z) i+1
(%i2) polarform(z)+rectform(z);

(%02) v2ed +i+1l

Prirazeni a funkce

Operator : pouzivame na pfifazeni hodnot nebo vyrazi proménnym. Funkce definujeme
pomoci prifazeni :=.

(%i1)  £(x):=x"2+2*%x+3;

(%01) f(z) =22 +2xx+3

(%i6) £(x);£(y);£(x+1);£(-2);£(1);
(%02) z2+2%z+3

(%03) y>+2%y+3

(%04) (z+1)*+2x%(z+1)+3

(%05) 3

(%06) 6

Maxima obsahuje mnohem vice funkei nez standardni programovaci jazyky. Jsou to nejen
samotné realné funkce, ale také ruzné funkce pro jejich podporu. Mezi zakladni funkce
patii sign(x), abs(x), floor(x) (dolni cela ¢ast ¢isla x), round (x) (zaokrouhli z na nej-
blizsi celé ¢islo), truncate(x) (odstrani vechny &islice za desetinnou teckou), ceiling(x)

(horni cela ¢ast ¢isla ).

(%i2) f£(x):=sign(x)$ print (£(-3.2),£(0),f(3.2))$%
neg zero pos
(%i4) £(x):=abs(x)$ print (£(-3.2),£(0),£(3.2))$
3.2 0 3.2
(%i6) f£(x):=floor(x)$ print(£(-3.6),£(-3.2),£f(-1),£(0),£(1),£(3.2),f(3.6))$
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—4 -4 -10133

(%i8) £(x):=round(x)$ print (£(-3.6),f(-3.2),f(-1),£(0),£(1),£(3.2),£(3.6))8
—4 -3 -10134

(%i10) £(x):=truncate (x)$ print (£(-3.6),£(-3.2),£(-1),£(0),£(1),£(3.2),£(3.6))$
-3 -3-10133

(%i12) £(x):=ceiling(x)$ print (£(-3.6),f(-3.2),f(-1),£(0),£(1),£(3.2),£(3.6))%
-3 -3-10144

Pro formatovani vypisu jsme pouzili piikaz print.

(%i3) a:2$ b:log(2),numer$ print("Logarithm of a number",a," is ",log(a),"=",b)$
Logarithm of a number 2 is log (2) = 0.6931471805599453

Maxima obsahuje mnoho elementarnich funkeci. Jsou to naptiklad exp(x)=%e"x, log(x),
goniometrické funkce a k nim inverzni funkce sin(x), cos(x), tan(x), cot(x), asin(x),
acos(x), atan(x), acot(x), hyperbolické a k nim inverzni funkce sinh(x), cosh(x),
tanh(x), coth(x) asinh(x), acosh(x), atanh(x), acoth(x) atd.

Maxima obsahuje také mnoho funkci pro jejich podporu. Nékteré z nich nejsou imple-
mentovany piimo v prostiedi wxMaxima, ale v externich knihovnach nazyvanych balicky
(packages). Tyto balicky se do systému nacitaji pomoci pfikazu load. Na ukizku uvedeme
bali¢ek spangle pro podporu prace s goniometricka funkce.

(%i2) print(tan(%pi/8) ,ratsimp(tan(%pi/8)),trigsimp(tan(%pi/8)))$

sin (&)

tan (%) tan (%) cos (1)
(%i3) load(spangl);
(%03) ../share/trigonometry/spangl.mac

(%i4) tan(%pi/8);

(%04) 2 —1

Prace s vyrazy

Operace a vypoCty programu Maxima probihaji v n&jakém prostiedi, ve kterém systém
predpokladé platnost uréitych podminek. Tyto podminky mtZzeme ménit. Mnohokrat po-
tfebujeme zménit podminky pouze lokdlné pro néjaky konkrétni vypocet aniz abychom
ménili globalni nastaveni. K tomuto tcelu posytuje Maxima velmi aéinny piikaz ev, ktery
umoziiuje definovat specifické prostiedi v ramci jednoho piikazu.

Po zadani ptfikazu ev(a,bl,b2,...,bn) se vyhodnoti vyraz a pii splnéni podminek b1,
b2, ..., bn. Tyto podminky mohou byt rovnice, pfifazeni, funkce, pfepinace (logické na-
staveni). Na ukizku uvadime piiklad feSeni kvadratické rovnice pomoci pfikazu solve.
Proménné a, b, ¢ po provedeni piikazu ev nemaji pfifazené hodnoty.
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(%i1) ev(solve(a*x~2+b*x+c=0,x),a:2,b:-1,c=-3);
(%01) [z =5,z =—1]
(%i2) solve(a*x~2+b*x+c=0,x);

Pt 2= doc—
(%02) [x:— b 2iac+b’ 2z — Vb2—dac b]

2a

Na zjednoduseni a Gpravy riznych vyraziu nabizi Maxima nékolik piikazt. Zakladni funkce
najdeme v menu Simplify. S piikazy ratsimp a trigsimp jsme se jiz setkali a pii dpravé
hodnoty tan(%pi/8) neméli zadouci efekt.

Maxima nabizi pomoci pitkazu example piiklady k jednotlivym piikaztim. Podivejme se
na nékteré ukazky, které nabizi example (ratsimp).

(%i2) £(x):=b*(a/b-x)+b*x+a$ print (£(x),"?",ratsimp(£(x)))$
br +b(¢ —x)+a ? 2a

(%i3) ratsimp(a+1l/a);

(%03) 2L

(%id) ev(x~(a+l/a),ratsimp);

(%od) zota

(%i5) ev(x~(a+l/a),ratsimpexpons);

a?41
(%05) z~ a

Funkce expand roznasobi piislusné c¢leny ve vyrazu. Funkce factor dany vyraz naopak
rozlozi. Funkce gfactor tak ¢ini nad polem komplexnich éisel.

(%11)  £(x):=(x+1)*(x"2-4)*(x"2+4)$

(%i3) ratsimp (f(x));expand (f(x));

(%02) x® + z* — 16z — 16

(%03) z° +z* — 16z — 16

(%i6) factor (£f(x));gfactor(f(x));factor (100);
(%04) (z —2)(z + 1)(z + 2)(z> +4)

(%05) (z—2)(x+ 1)(z+ 2)(z —2%i)(z + 2%1)

(%06) 2252

Racionalni lomenou funkci rozlozime na parcialni zlomky pomoci pifkazu partfrac.

(%i1) partfrac((x+1)/(x~2-2*x+1),x);

(%01) :L'il + (m_21>2

Substituovat vyrazy mizeme pomoci prikazi subst(a,b,c) a ratsubst(a,b,c). Vyraz a
bude nahrazen za vyraz b a néasledné dosazen do vyrazu c. Pfi pouziti pfikazu subst musi
byt b nejjednodussi ¢asti (atomem) nebo kompletnim podvyrazom vyrazu c. V piikladu
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neni podvyraz x+y kompletni (chybi z). Piikaz ratsubst vysledny vyraz i upravi.

(%i2) subst(x+y,a,a"~2+b"2);ratsubst(x+y,a,a~2+b"~2);
(%o1) (y + )% +b°

(%02) y? + 2xy + 2 + b2

(%i4) subst(a,x+y,x+y+z);ratsubst(a,x+y,x+y+z);
(%03) z+y+=z

(%04) z+a

Limity a derivovani

V menu Calulus najdeme funkce na FeSeni zakladnich tloh matematické analyzy (limity,
derivovani, integrovani, soucty fad, rozklad funkce do Taylorova polynomu...).

Limity poc¢itame pomoci pfikazu limit. Posledni parametr ur¢uje smér jednostrannych
limit, ma hodnoty plus, resp. minus a je nepovinny. Pokud nen{ uréen, Maxima pocita
limitu jako komplexni. Piikazy limit (f(x),x,a), limit(f(x),x,a,plus) vypocitame
limity lim f(x), lim f(z).

T—a z—sa+

(%i4) 1limit(1/x,x,0);1limit(1/x,x,0,plus);1limit(1/x,x,0,minus);limit (1/x,t,0);

(%01) infinity
(%02) oo

(%03) —oo
(%o4) L

Pokud pouzijeme pied prikazem apostrof ’, piikaz se neprovede, pouze zobrazi.

(%i2) 1imit (((1-n)/(1+3*n))~(1+4*n),n,inf);’1limit (((1-n)/(1+3%n))~(1+4%*n),n,inf);
(%01) 0

(%02) lim (L= )4t

e \BnFT

Derivace poc¢itdme pomoci piikazu diff. Parametr, ktery urc¢uje rad derivace je nepovinny.

(%i4) £(x):=2%x"4-3*x+sin(x);

print ("f’=",diff (£(x),x),"=",diff (£(x),x,1))$
print ("f’°=",diff (diff (£(x),x),x),"=",diff (f(x),x,2),"=",diff (£(x),x,1,x,1))$
print ("£-(10)=",diff (£f(x),x,10),"=",diff (£(x),x,1,x,9))$

(%ol) f(z) := 2z* — 3z + sin(z)
f = cos(z) + 8z® — 3 = cos(z) + 82> — 3
" = 2422 — sin(z) = 2422 — sin(x) = 2422 — sin(x)
f_(10) = —sin(z) = — sin(z)

Parciélni derivace poc¢itdme pomoci stejného pirikazu.
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(%i3) g(x,y):=x"3*xy~2-1;

print ("g’_x=",diff (g(x,y),x),", resp. g’_y=",diff(g(x,y),y,1))$

print("g’’ _(xx)=",diff (g(x,y),x,2),", resp. g’’_(yx)=",diff(g(x,y),y,1,x,1))$
(%0l) g(x,y):=x"3*y~2-1

g _x = 3$2y2, resp. g/ _y = 2:r3y
9" _(zx) = 6zy°, resp. ¢ _(yx) = 62°y

Taylortv polynom n-tého stupné vypocéitame pomoci piikazu taylor. Tento piikaz na-
jdeme v menu Calculus a podmenuGet Series.... Taylorova fada funkce f stupné n
v stfedu ¢ vypocitame piikazem taylor (f(x),x,c,n). Jeho koeficienty dostaneme pou-
zitim piikazu coeff. Pouziti tohoto pfikazu je zévislé na piikazu taylor.

(%il) tt1:taylor(sin(x),x,0,5); t2:taylor(sin(x),x,-1,5);
3 5
(t1) B = 2= qF o A ooc
5 2 3 : 4 p 5
2)  —sin(1) + cos(1)(x + 1) + sln(l)(zw+1) _ cos(l)éz+1) _ sm(1)2(Z+1) I cos(li(Qf)+1) T
(%i3) print(coeff (sin(x),x,5)," and ",coeff(tl,x,5)," and ",coeff(t2,x,5))$
0 and ﬁ and 7“;52(01)

Taylortav polynom polynomu je opét polynom, pouze je vyjadien v jiném tvaru. Prakticky
se zméni pouze soufadnicovy systém, ve kterém polynom vyjadiujeme. Zacatek systému
se posune z bodu 0 do bodu —1. V nésledujicim pfikladu je Tayloriiv polynom daného
polynomu vypoéitany i jinym zptsobem. Piikaz taylor dava na konec tii tecky, i kdyz je
rozvoj uzavien.

(%i1) £(x):=2*%x"5-x"4-3*x"3-x+1;

(%01) f(z) :=22° —az* + (=3)z® —z+1

(%i2) tpl:taylor (f(x),x,-1,5);

(tp1) 24+ 4(x+1) —17(x + 1)%2 +21(z +1)® — 11(z + 1)* + 2(z +1)% + - - -
(%i4) ratsimp(tpl);expand(tpl);

(%03) 2x® —az* —32% —z 41

(%04) 2z° —a* —32® —z +1

(%i6) tpx:ratsubst(t,x+1,f(x));subst(x+1,t,tpx);

(tpx)  2t° — 11¢* 4+ 2163 — 1762 + 4t + 2

(tp2) 2z +1)° —11(z+D* +21(z+ 1) —17(z + 1)? + 4(x + 1) + 2
(%i7) tpl-tp2;

(%07) O+ -

Grafy funkci

Graf funkce muZeme vykreslit nékolika zpusoby. Nejjednodussi je zvolit v menu Plot
podmenu Plot 2d.... Pokud zvolime Format=gnuplot, funkci vykresli piikaz plot2d
pomoci Open Source programu gnuplot do nového okna. gnuplot se automaticky instaluje
spolu s programem Maxima.
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(%i1) plot2d([sin(x),cos(x)],[x,-%pi,2*%pil,[y,-1.2,1.2],[plot_format, gnuplotl])$

Pokud zvolime Format=wxmaxima, Maxima vykresli graf pomoci pfikazu plot2d do nového
okna. Obrazek muzeme uloZit pouze do postscriptu.

(%i1) plot2d([sin(x),cos(x)],[x,-%pi,2*%pil,[y,-1.2,1.2],[plot_format, xmaxima])$

Pokud zvolime Format=inline, Maxima vykresli graf pomoci pfikazu wxplot2d do svého
prostiedi.

(%i1) wxplot2d([sin(x),cos(x)],[x,-%pi,2*%pil,[y,-1.2,1.2])8

T -

cos(x) 7

05 \ / 4

05 / 4

(%o1) x

Piikazy plot2d a wxplot2d maji stejnou syntaxi a maji mnohem vice parametri. Para-
metry muzeme zjistit naptiklad pifikazem describe(plot2d).

Na tisk grafu funkeci je vyhodnéjsi pouzit piikaz wxdraw2d nebo draw2d, ktery je vhodné
sméfovat na vystup programu gnuplot. Tyto piikazy maji trochu jinou syntaxi jako pii-
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kazy wxplot2d, resp. plot2d. Parametry tisku jsou v nich jednodussi a prehledné&jsi. Vy-
kreslovana funkce musi byt umisténa v pfikazu explicit, parametric nebo implicit.

(%i1) wxdraw2d(xaxis=true,yaxis=true,xrange=[0,2%*%pil,yrange=[-1.2,1.2],
color=blue,explicit((sin(x)),x,0,2*%pi),

color=red,explicit ((cos(x)),x,0,2*%pi))$

1 /
05 /
/
/
//
0 /
//
\\ /
0.5 \ /
1 \\7 P
\ \ \ \ \ \
o 1 2 3 4 5 6

(%01)

(%i1) draw2d(xaxis=true,yaxis=true,xrange=[0,2+*%pil,yrange=[-1.2,1.2],
color=blue,explicit ((sin(x)),x,0,2*%pi),
color=red,explicit ((cos(x)),x,0,2*%pi))$

Parametrickou kfivku nebo funkci vykreslime podobnym zptsobem.

(%il) draw2d(xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-%pi,%pil,yrange=[-1.2,1.2],
color=blue,explicit ((sin(x)) ,x,-%pi,%pi),

color=red,nticks=300, parametric(cos(t),sin(t),t,0,2*%pi))$
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14 Calculus suported by wxMaxima

Posloupnosti a rady

Posloupnosti miizeme v programu Maxima vytvorit napiiklad pomoci piikazu makelist
nebo piikazy cyklu for - do.

Prikaz makelist vytvoii seznam, ktery muzeme zobrazit i jako celek i po ¢lenech.

(%i2)
(s1)
(82)
(%i4)
(%03)
(%04)

S1:makelist (2*n~2-1,n,1,10);S2:makelist (2*n~2-1,n,2,10,2);
1,7,17,31,49,71,97,127,161, 199

[7,31,71,127,199]

S1[1];81[10];

1

199

Uspofadané dvojice se davaji do hranatych zavorek a muzeme je zobrazovat jako body
v roviné. V néasledujicim pfikladu je vygenerovana posloupnost i se svymi vzory a néasledné
vykreslena pifkazem draw2d.

(%i1)
(s1)
(%i2)

S1:makelist ([n,(2*n-1)/(n+1)],n,1,10);

[[1,1/2],[2,1],[3,5/4],[4,7/5],[5,3/2], [6,11/7],[7,13/8],[8,5/3],[9,17/10], [10, 19/11]]
draw2d (grid=true,xaxis=true,yaxis=true,xrange=[0,11],yrange=[-0.5,2.5],
color=blue,explicit ((2*n-1)/(n+1),n,0.5,10.5),
point_type=7,color=red,points(S1))$

25

2

o

Pomoci piikazi for — do vypiSeme nékolik ¢lenil posloupnosti {2n2 — 1}

o
n=1"

(%i1)

(for n:1 thru 12 do (a_n:
1

7
17
31
49
71
97
127
161
199
241
287

2*n~2-1, print(a_n)) )$
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Péknym piikladem pouziti piikazi for — do je Fibonacciho posloupnost.

(%i3)

a0:0$ al:1$ (for i:1 thru 12 do (an:al+a0, print(an), al:a0, aO:an))$

0 Gt W N =

21
34
55
89
144

Koneény i nekoneény soucet vypocitdme pomoci pfikazu sum.

(%i1)
(%o01)

sum (2*n~2-1,n,1,8);
400

Pomoci tohoto piikazu dokidze Maxima vypodéitat pfesny soucet nékterych nekoneénych
fad. Soucet fady muZeme zadat v menu Calculus a podmenu Vypoéitat Sum....

(%i2)

(%o1)

(%02)

sum(1/k~2,k,1,inf),simpsum; sum(1/k~2,k,1,inf);

N

M3

(=)

k=1

Ciselna fada z predchoziho pitkladu miZe byt graficky znazornéna nasledovng.

(%i1)

a(n):=1/n"2$ rec:makelist(rectangle([i-1,0],[i,a(i)]),i,1,10)$
draw2d (grid=true, xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-1,11],yrange=[-0.2,1.2],
border=true,color=black,fill_color=red,rec,

color=blue,explicit(a(n),n,0,11))$
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Posloupnosti

Posloupnost (realnych ¢isel) je kazda posloupnost {ay, }.-,, jejiz cleny jsou redlna &isla
an € R (t.j. zobrazeni N — R).

o Explicitni zadani (obecné vyjadieni) ¢lena a, jako funkce proménné n.

o Rekurentni zadani prvniho ¢lena a zadani a,, pomoci pfedchozich ¢leny.

{an}y = {2n—1}22, ={1,3,5,...}.
o Explicitni zadani a,, =2n — 1, n€N.

o Rekurentni zadani aq =1, A,41 = a, +2, n€N.

(%i3) a(n):=2*n-1$ S:makelist(a(n),n,1,7);
() [1,3,5,7,9,11,13]
(%i4) an:1$ (for n:1 thru 7 do (print(an),an:an+2))$

= © g o W

=

Posloupnost {a,},. , se nazyva:
e Ohranicena zdola, pokud existuje a € R takové, Ze pro vechny ne€ N plati a < a,.
o Ohranicena shora, pokud existuje a € R takové, ze pro viechny ne N plat{ a,, < a.
o Ohranicend, pokud je ohrani¢ené zdola a shora.

Posloupnost {a,},., se nazyva:
o Neohranic¢ena zdola, pokud neni ohrani¢ena zdola.
o Neohranicena shora, pokud neni ohrani¢ena shora.

o Neohranic¢ena, pokud nenf ohranic¢ena,
t.j. neni ohrani¢ena zdola nebo neni ohrani¢ena shora.

a A | alfa alln H | éta ¢ | v N | ny ni 7 T | tau t
B B | beta bi|lv © | théta thi & Z | ksi (xi) x| v Y | ypsilon y
v I' | gama g | ¢ I | iodta i o O | omikron o | ¢ ® | fi f
0 A | delta d | # K | kappa k|| = IT | pi p | x X | chi ch
e E | epsilon e | A A |lambda 1| p P | 10 r| ¢ U | psi ps
¢ Z | dzéta dz | p M | mi m || o X | sigma s | w Q| omega 0O
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Posloupnost {a, },-, se nazyva monoténni:
o Rostouci, jestlize pro vSechny ne N plati a,, < ap41.
o Osti'e monoténni.
o Klesajici, jestlize pro vSechny ne€ N plati a,, > ap41.
o Neklesajici jestlize pro vSechny n€ N plati a,, < A, 41.
e Nerostouci jestlize pro vSechny n€ N plati a,, > Apyq.

e Stacionarni (konstantni), jestlize pro viechny n€ N plati a,, = a.

{k,}2_, je rostouci posloupnost pfirozenych &isel.

= {ak, },o, se nazyva podposloupnost (vybrana posloupnost) z {a,} ;.

{an}, ={2n—-1}7, ={1,3,5,7,9,11,13,...}.
Podposloupnosti jsou napf.

o {Ap }or ={As},2, ={az,a4,a6,...} = {3,7,11,...} = {4n — 1}, |.
o 2n—1)2,. e f{2n—1}",. e {101,109,235,637,...}.

(%i2) a(n):=2*n-1$ makelist(a(n),n,1,7);

(%02) [1,3,5,7,9,11,13]

(%i3) makelist(a(2*n),n,1,7);

(%03) [3,7,11,15,19, 23, 27)

(%i4) makelist(a(2*n),n,2,7);

(%od) [7,11,15,19,23,27)

(%i5) print(a(51),a(55),a(118),a(319))$
101 109 235 637

A€ R* = RU{+oc} se nazyva hromadna hodnota posloupnosti {a,}, -,
jestlize pro kazdé okoli O(a) existuje nekoneéné mnoho &lent a,, € O(a).

Kazda posloupnost {a, },-; ma alespoii jednu hromadnou hodnotu.

Ozna¢me symbolem E mnoZzinu vSech hromadnych hodnot posloupnosti {a, },- ;.

o sup E = limsupa, se nazyva limes superior (horni limita) {a,} .
n—00 -
o inf £ = liminf a,, se nazyva limes inferior (dolni limita) {a,} .
n—00 T
o0

o inf E =sup F = lim a, (F ma jediny prvek) se nazyva limita {a,} .
n—oo
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e limsup a,, liminf a,, existuji vzdy.
n—oo n— oo

e lim a, nemusi existovat. Pokud limita existuje, pak je jedina.
n— o0

o lim a, = a€R (existuje kone¢na).
n—oo ‘ 00 .
= {”/"}?:1 konverguje k ¢&islu a, {an},— konverggé]e,
L 00 oznaceni {a,},_; —.
oznaceni {a,},_, — a. n=
o lim a, = oo (existuje nekonecéna).
n—oo

= {a,},., diverguje do +oo, - . .
{an}, ., diverguje,

oznadeni {a,} ., — too. ommageni {a,}> | /—.
n—

o lim a, neexistuje. = {a,}, ~, osciluje.
n—oo -

{an},y —. = e {a,},2, je ohranifena.

o Konecny pocet ¢lenti nemé vliv na konvergenci, resp. divergenci posloupnosti.

. 2 . 3(n~'4n—?) : O 040
o lim A% — lim 23200 — lim % tn — =0.
n—oo 22 n—oo M3(1—2n73) n—oo 1—2n73 1-0
5 2 —2 —2
. n3-2 _ 1. n“(n—2n"") _ 1. n—2n _ o0—0 _
o fm ‘e = m Serrmeny = i e = T = oo

(%i1) a(n):=(n~2+n)/(n~3-2)$ Sa:makelist([n,a(n)],n,1,15)$
b(n):=(n~3-2)/(n"2+n)$ Sb:makelist ([n,b(n)],n,1,15)$
print ("limit a(n)=",limit(a(n),n,inf)," 1limit b(n)=",limit(b(n),n,inf))$
draw2d (grid=true,xaxis=true,yaxis=true,xrange=[0,16],yrange=[-2.5,10],
color=green,explicit(a(n),n,1,16),point_type=7,color=red,points(Sa),
label (["a(n)=(n~2+n)/(n~3-2)",10,a(10)+11),
color=green,explicit(b(n),n,1,16) ,point_type=7,color=blue,points(Sb),
label (["b(n)=(n~3-2)/(n"2+n)",10,61))$
(%01) limita(n) =0 limitb(n) = co

s .
.

6 ® =2



mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk

Calculus suported by wxMaxima

19

beerb@frcatel.fri.uniza.sk

4 3 4 —1
: n"—n> _ 7: n*(1-n"") _ 2.1 1-n _ C1-0 _ 1 —
© e = B e = M T = 00 e = o0 1= 00
: 2 s nf(4nh) : +n” 140
o lim 2% = lim ) = lim 2, = 140 — 1,
n—oo M°—2 n—oo M (1=2n72) n—oo 1=2n72 1-0
o0l = o0. = o o0 pre q > 0.
: lim n% = lim 1=1. = o1 preq=0.
o lim n?=¢ B5 s predq
/ ~ 1 _ 1 _ _
nlggonfq_ limn—q_oo_o':> o0 preq<0( q>0)

Geometrickd posloupnost

q" — oo. = e o0 preq > 1.
" =1"=1. = o1l preqg=1.
° ILm qgq* =1 ¢" —0. = o0 preqge(0;1).
o = =1,¢"=¢*"=-1. = o preqg=-1
" =q¢* 500, " = 5 —0c0. = e P preg< —1.

o Cislo e se nazyva Eulerovo &slo. Jeho hodnota je piiblizng 2,718 281 827.

o — e Gng L
an, >0, nEN. = o nlglolo vay, nlgrolo S (pokud limity existuji).
. . 0 rea <1,
a, >0, neEN, nlgl;o Ya, =a€R*. = o nlgIolo ay, = { o gre . 1.’
. . 0 g 1,
a, >0, neEN, lim & —gcR*. = o lim a,,,,:{ pre a < 1,
n—oo 94n n— 00 oo prea > 1.
Diilezité limity.
o lim {/a=1proa>0. o lim {/n=1.
n—oo n—oo
o lim Vn!=occ. o lim 7% =0.
n—roo n—roo
. 1\" _ . b\ _ b
° nlL%(1+ﬁ) =e. ° nlirrgo(1+%) =e€” pro beR.
o lim n({e—1)=1. o lim n({/a—1)=1Ina proa>0.
n—roo n—roo
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Ciselné fady

Ciselné fady tizce souviseji s posloupnostmi a zobeciiuji pojem séitani na nekonecény pocet
sCitanct. Jednoduchym piikladem jsou zlomky a periodické ¢isla.

{a,},~, je posloupnost.

o0
= Y ap=a;+ax+az+---+a,+ - senazyvid (nekoneény ¢iselny) rada.
n=1

Pro nekonecéné rady neplati néktera pravidla platna pro koneéné pocty séitanci.
Neplati napt. asociativni zakon:

§(1>n+1{ Q- +A-1)+A =1+ =0+0+0+---=0,
=1 Tl (1D A (14 D)+ =140404-- =1,

(%i1) a(n):=(-1)"(n+1)$ rec:makelist(rectangle([i-1,0],[i,a(i)]),i,1,11)$
draw2d (grid=true, xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-.5,10.5],yrange=[-1.2,1.2],
border=true,color=black,fill_color=red,rec)$

> ay je Ciselna fada.
n=1

k o)
@ S =Y. a;, =a;+as+ -+ ag, kEN se nazyva k-ty Easteény soucet rady > a,.

=1 n=1
o0 oo
@ Iy = Y. Q) = Qk+1 + k42 + a3 + - se nazyva k-ty zbytek fady > a,.
i=k+1 n=1

o0
o {sk}req = {Sn}oo; se nazyva posloupnost éasteénych souctt rady 21 Q.
n=

oo
Vztah mezi Y a, a posloupnosti {s,} - je vzajemné jednozna¢ny.
n=1
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o0
Pro {s,},—, a > a, plat:

n=1
@ S = aj. @ a; = 81 = 81 — Sp, kde sg = 0.
@ So = a1 + a2 = S1 + as. @ Gy = So — S71.
@ S3 =ajy + a2 + a3z = s + as. @ a3 = 83 — S2.
o S, =a1+as+ -+ ap_1+a, =Sp_1+ an. @ Gp =8, — Sp_1, NEN.

[o'e) (o)
Soucet fady ) a, se nazyva lim s, = s€ R* (pokud existuje), oznadeni > a, = s.
n=1 n—0oo n=1

o lim s, = s€R (existuje konetna).
n—oo

o0
o0 .
= Y a, konverguje k souétu s, 2 an konverguje,

n=1

n=1 00

oo o0 ~ s
- znadeni —.
oznaceni » . a, —> S, resp. », a, = S. ozhace nz_:l An
n=1 n=1 -
o lim s, = foo (existuje nekonecna).
n—oo
o0
= Y a, diverguje do +oo,
n=1 fo%e)

L L& e a, diverguje
oznaceni Y. a, — +00, resp. Y. a, = +oo. L ’
n=1 n=1

(oo}
o lim s, neexistuje. oznacen{ 21 an 7.
n=

n=

n—oo

o0
= > ay osciluje (neméa soucet).
n=1

Harmonicka rada

o0
1 _ 1,1, 1,1 _
E—1+§+§+1+g+"'700'

n=1

(%i1) a(n):=1/n$ rec:makelist(rectangle([i-1,0],[i,a(i)]),i,1,11)$
draw2d (grid=true,xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-.5,10.5] ,yrange=[-.2,1.2],
color=green,explicit(a(n),n,.5,11),

border=true,color=black,fill_color=1light_red,rec)$

12—
1

08
06
04

02
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Geometricka rada

o0
Z qnfl :1+q+q2+...: 1%(1 pro vSechny q6(71;1)~
n=1

V nésledujicim ptikladu sta¢i ménit na zac¢atku hodnotu gq.

(%il) q:0.8% a(n,q):=q"n$ peca:makelist([i,a(i,q)],i,1,11)$
reca:makelist (rectangle([i-1,0],[i,a(i,q)]),i,1,11)$
draw2d (grid=true, xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-.5,10.5],yrange=[-4,4],
border=true,color=black,fill_color=1light_red,reca,
label ([concat ("q=",string(q)),3,3.5]), color=blue,explicit(a(n,q),n,1,11),
point_type=7,color=blue,points(peca))$
B . B

9=08 a1 a-12
3 3 3

oo n—1 1
— — — —1 ™_1 q -
rd Ln=ldgt g = (T g )i = O = et
nli_{r;og:_;ll:f__f:oo. = e 00 progq>1.
lim n = oco. = e 00 proq=1.
n—oo
: "1 0—1 1 1 .
o St | ST T = o ik pre ge(=1;1).
n=1
— lm s = | 1H1I-141-1+---. = e prog=-1.
n—oo "
2k—1_ 1 1
T = ijz—oopronsz.
q q
e ) = e3P prog< -1
1 _E—W_E:oopron:2k+1.

1—1 - 1-1
q
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(%i4) sq(q):=sum(q-n,n,1,inf)$

sq(1/2) ,simpsum; sq(1/3),simpsum; sq(-1/2),simpsum; sq(2),simpsum;
(%i1)
(%i2)
(%i13)

(%i4)  sum: sum is divergent.

| = =

=

Nutna podminka konvergence rady

oo
> a, konverguje. = o lim a, =0.
n—oo

n=1

o0 o0
e > ap konverguje. = > a, = lim s, =s€R.
n—oo

n=1 n=1
= lim a, = lim (s, —sp—1) = lim s, — lim s,_1 =s—s=0.
n— o0 n—oo n— o0 n—oo

o0
Neplati lim a, =0. = e > a, #— (osciluje nebo diverguje do +00).
n—oo

" n=1

o Konecny pocet ¢lenti nema vliv na konvergenci, resp. divergenci fady.

o Konecny pocet ¢lenti ma vliv na soucet fady.

Ciselné rady s nezapornymi ¢leny

o0
e Y ay s nezapornymi ¢leny (a, > 0, n€ N) ma vzdy soucet.

n=1

o0 o
0<a,<b,,neN. = o00< > a,< b, < oo
n=1 n=1
Srovnavaci kritérium
oo oo
0<a, <b,,neN. = o > b, —. = 0 Y Uy —>.
n=1 n=1
o0 o0
e > a, —00. = e . b, — oc.
n=1 n=1
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Limitni tvar

o0
0<a, <b,, neN, nlim‘% € (0;00). = o > b, —. S e Y a, —.

o0

—»00 n=1 n=1

oo oo
e > ap —00. & e Y, b, — o0.

n=1 n=1

ra:makelist (rect

rb:makelist (rect
draw2d (grid=true
border=true,colo
rb,color=black, f
point_type=7,col
color=red,label (

(%il) a:[2.5,4,2,1,1,1.4,1.2,1,1,0.6,0.5]$ pa:makelist([i,alil],i,1,11)$

angle([i-1,0],[i,a[i]l]),i,1,11)8

b:[3.0,4,3,2,1,1.5,1.3,1,1,0.9,0.7]$% pb:makelist ([i,b[i]],i,1,11)$

angle ([i-1,0],[i,b[1i]1]),i,1,11)$
,Xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-.5,10.5] ,yrange=[-.5,5],
r=black,fill_color=1light_blue,

ill_color=1light_pink,ra,
or=red,points(pa),point_type=7,color=blue,points(pb),
["a(n)",.5,2.7]),color=blue,label (["b(n)",.5,3.2]1))%

| by
a(n)

LT

Podilové d’Alembertovo kritérium

o0
an >0,neEN. = o L <g<1,¢qe(0;1),neEN. = o Y a, —.

o0
olg%me]\ﬁ = e Y a, — .

n=1

n=1

Limitni tvar

n—o0

o0
ap >0, neN, lim %:p. = eop<l = o > a, —

25
n=1

ep>1. = o > a, — occ.

n=1

o0
Pro p = 1 neumime rozhodnout o konvergenci nebo divergenci fady > a.

n=1
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Odmocninové Cauchyovo kritérium

oo
ap >0,neEN. = o /a,<qg<1l,¢ge(0;1),neN. = o > a, —.

n=1
00

e 1< wa,,neN. = o Y, a, — ox.
n=1

Limitni tvar

oo
anp >0, neEN, HIHI; Ya,=p. = ep<l. = o > a, —.

n=1

o0
ep>1. = e > a, — oo

n=1

oo
Pro p = 1 neumime rozhodnout o konvergenci nebo divergenci fady > a,.
n=1

. (n+1)"+1L!_ . (n+1)™ 1. 1\ _ %) "
° i e =l e = lim (1) =e> 15 e i

. a™tt ol g a _ a __
° nhm gl ar = nhm AT = 0<1. .
= o ) %+ prea>0.
: nfa™ _ 1i a_  _ a _ n=1
° nhm P nhm e 0<1.

(%i4) an(n):=n-"n/n'$ limit(an(n),n,inf,plus);
limit (an(n+1)/an(n),n,inf ,plus);
limit ((an(n))~(1/n),n,inf,plus);

(%02) oo

(%03) e

(%08) e

(%i9) an(n,a):=a"n/n!$ a:2$ limit(an(n,a),n,inf,plus);
limit (an(n+1,a)/an(n,a),n,inf ,plus);
limit ((an(n,a))~(1/n),n,inf ,plus);

(%i7) 0

(%08) 0

(%09) 0
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Absolutni, relativni konvergence a alternujici rady

18

an je ¢iselnou fadu.

n=1
o0 o0 oo} A
e Y lan| —. = > a, konverguje absolutné, oznafeni ) a, —.
n=1 n=1 n=1
o0 (oo}
° > an — ) fan| — oo
n=1 n=1
[ee] o0 R
= > a, konverguje relativné (neabsolutne), oznadeni Y a,, —.
n=1 n=1
&)

o0
an - (absolutng). = e 3 a, — (konverguje).
1

n= n=1

Leibnizovo kritérium

an >0,neN, {a,},—, je nerostouci. 0o
= e Y (-1)""laq, —.

3
Il
_

lim a, = 0.
n— 00

(%il) a(n):=(-1)"(n+1)/n$ pa:makelist([i,a(i)],i,1,21)$
ra:makelist (rectangle ([i-1,0],[i,a(i)]),i,1,21)$
draw2d (grid=true,xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-.5,20.5],yrange=[-.7,1.2],
color=blue,explicit(abs(a(n)),n,.5,21) ,explicit(-abs(a(n)),n,.5,21),
border=true,color=black,fill_color=1light_red,ra,
label (["a(n)=(-1)"{(n+1)}/n",10,.9]1),
point_type=6,color=blue,points(abs(pa)),point_type=7,color=blue,points(pa))$

S~ (=pmH (=pm+

Anharmonicka fada )
n=1

4+ 25 n2.

Il
I
N|—
+
W=
I
=
+
+
3
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Funkce

Funkce y = f(x), z€ D(f), t.j. f: D(f) — H(f).
o Mnozina {[z;y] € R} z€D(f), y = f(z)} se nazyva graf funkce f.
o Funkce realné proménné, jestlize defini¢ni obor D(f) C R.
e Realna funkce, pokud obor hodnot H(f) C R.
y = f(x), x € A se nazyva:
o Injektivna (injekce, prostd), jestlize pro v8echny x1,x5 € A, x1 # x5 plati f(x1) #
f(z2),
t.j. z rovnosti f(x1) = f(x2) plyne rovnost z; = xs.
e Surjektivna (surjekce, na mnozinu), pokud f(A) = B,
t.j. ke kazdému y € B existuje x € A takové, ze y = f(z).
e Bijektivna (bijekce), pokud je injektivna a surjektivna.
y = f(x), x€ D(f) se vyjadiuje:
o Explicitng, t.j. analyticky vzorcem y = f(z), € D(f).

o Parametricky rovnicemi x = ¢(t), y = ¥(t), teJ, J C R, kde p,9: J — R.
Parametr ¢t m& pomocny vyznam.

o Implicitné rovnici f(x,y) = 0, kde f: R? — R a podminkami pro [x;y].

Pokud chceme v programu Maxima zobrazit funkci zadanou implicitné, musime nacist
knihovnu implicit_plot.

(%il) load(implicit_plot);
(%o01) ../share/contrib/implicit_plot.lisp
(%i2) implicit_plot(x~2+y~2-1,[x,-1,11,[y,-1,11)$
implicit_plot is now obsolete. Using plot2d instead:
plot2d (y~2+x~2-1=0,[x,-1,1],[y,-1,1]1)
(%i2) plot2d(x~2+y~2-1=0,[x,-1,1],[y,-1,11)$ /* is correct x/
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Funkci f: y = |z|, € R miZzeme zadat napf.:

o Explicitné:
o Parametricky:

o Implicitné:

resp. y = max{—z,x}.
resp. x =t, y = V2, teR.
resp. y — |z| = 0.

y = Va?
r=t,y=I|t|teR,
92_332:0;9207

(%il)
(%i2)

(%i3)

(%i4)

load (implicit_plot)$

draw2d (xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-2,2],yrange=[-.2,2],
color=blue,explicit(abs(x),x,-2,2),label (["y=abs(x)",-.75,1.3]),
color=red,explicit(sqrt(1-x-2),x,-1,1),label (["y=sqrt(1-x~2)",0,1.1]),
color=black,label (["Explicit",-1,1.75]1))$

draw2d (xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-2,2],yrange=[-.2,2],
color=blue,parametric(t,abs(t),t,-2,2),label (["x=t, y=abs(t)",-.7,1.3]),
color=red,nticks=100, parametric(cos(t),sin(t),t,0,%pi),

label (["x=cos(t), y=sin(t)",0,1.1]),

color=black,label (["Parametric",-1,1.75]1))$

draw2d (xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-2,2],yrange=[-.2,2],

color=blue, implicit(y~2-x-2,x,-2,2,y,0,2),label (["y~2-x~2=0, y>=0",-.65,1.3]),
color=red,implicit(x~2+y~2-1,x,-1,1,y,0,1),label (["x"2+y~2=1, y>=0",0,1.1]),
color=black,label (["Implicit",-1,1.75]1))$%

2 7 LN

\ Explicit / Parametric Implicit
\ / \ /

15 \ / \ /
\ \ / A

N y=abs(d / N x=t,y=abs(t) / \ Y220, y>=0

N\ / \ /

1 \
\

y = f(x), x€D(f) se nazyva na mnoziné A C D(f):

o Ohranicena zdola, pokud existuje a € R takové, Ze pro vSechny € A plati a < f(x).
a

e Ohranicena shora, pokud existuje a € R takové, Ze pro viechny x € A plati f(x) <

o Ohranicena, pokud je ohrani¢ena zdola a shora na mnoziné A,

t.j. pokud existuji ay, az € R takové, Ze pro viechny x € A plati a1 < f(z) < as.

y = f(x), x€D(f) se nazyva na mnoziné A C D(f):

e Neohranicena zdola, pokud neni ohrani¢ena zdola na mnoziné A,

e Neohranicena shora, pokud neni ohrani¢ena shora na mnoziné A,

o Neohranic¢ena, pokud neni ohrani¢ena na mnoZiné A,

t.j. je neohranicena zdola nebo je neohranicena shora.
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e ACD(f), A# D(f). = Lokalni vlastnost.
e A= D(f). = Globalni vlastnost na celém D(f).

Slova na mnoziné D(f) vétsinou vynechavame.

y:f(x)7x€D(f)v ACD(f)

° ingf(x) =inf {f(x);z€ A} = inf f(A) se nazyva infimum f na mnoziné A.
EAS

o sup f(z) =sup{f(x);z€ A} =sup f(A) se nazyva supremum [ na A.
AS

o inf f(x) =inf {f(z);x€D(f)} se nazyva infimum f.
o sup f(x) =sup{f(z);x€D(f)} se nazyva supremum f.

fry=2*+1,2€R.

o [ je ohraniCena zdola, neni ohrani¢ené shora, neni ohranic¢ena.
Minimum (globalni) funkce f je 1, funkce f ho nabyva v bodé x = 0, maximum
neexistuje.

e Na intervalu (—1;2) je f ohrani¢ena.
Lokalni minimum funkce f na intervalu (—1;2) je 1 a nabyva ho v bodé = = 0,
lokalni maximum neexistuje, lokdlne supremum je 5.

y:f(x)v :EED(f)a ACD(f)v ZL'()EAZ

o f(xzg) = min f(A) = min{f(x);x € A} se nazyva minimum [ na mnoziné A.

f (o) {

o f(xzg) = max f(A) = max {f(x);x € A} se nazyva maximum f na mnoziné A.

f(xo) {

minimum, jestlize pro vSechny x € A plati f(xg) < f(x).

ostré minimum, jestlize pro viechny z € A, x # x¢ plati f(zo) < f(z).

maximum, jestliZe pro vSechny z € A plati f(xo) > f(x).

ostré maximum, jestliZe pro vSechny xz € A, x # z¢ plati f(xzg) > f(x).

o Minimum a maximum se nazyvaji extrémy.

o Ostré minimum a ostré maximum se nazyvaji ostré extrémy.

o A=D(f). = Extrémy se nazyvaji globalni (absolutni).
e AC D(f), A# D(f). = Extrémy se nazyvaji lokalni (na mnoziné A).

Lokalni extrémy postaci vySetfovat v néjakém okoli O(xg) C D(f).
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y = f(z), x€D(f) se nazyva na mnoziné A C D(f) monotonni:

e Rostouci, jestlize pro viechny z1,25 € A, 1 < x9
plati f(z1) < f(x2).

e Klesajici, jestlize pro vSechny x1, 22 € A, 21 < x4
plati f(z1) > f(z2).

o neklesajici, jestlize pro v8echny x1,z9 € A, 21 < xo plati f(z1) < f(22).
/

Ostre monotéonni.

e nerostouci, jestlize pro v8echny x1,z2 € A, 21 < a9 plati f(zq1) >

o Konstantni, jestlize pro vSechny 1,22 € A plati f(x1) = f(x2), t.j. f(x1) =¢, cER.

-/

xr1 x2 x3 <L x1 X2 x3 T x1x2 x3 g4 T xr] Toxz Ty T xr1 xo2 x3 <L

L N

Grafy rostouci, klesajici, neklesajici, nerostouci a konstantni funkce

y = f(x), x€ D(f) se nazyva:

e Suda, jestlize pro vSechny z € D(f) plati —x € D(f), f(x) = f(—x).
o Licha, jestlize pro v8echny x € D(f) plati —x € D(f), f(z) = —f(—=z).
y = f(x), x€D(f) se nazyva:

o Periodicka, pokud existuje pe R, p#0 takové, ze pro viechny xz € D(f) plati x + p¢€
D(f), x —peD(f), f(z) = flx+p) = f(z —p).
Cislo p se nazyva perioda.
Nejmensi p > 0 (pokud existuje) se nazyva primitivni (zakladni) perioda.

Kazdy celo¢iselny nasobek periody je také perioda.

Funkci sta¢i vySetfovat na intervalu s délkou p (interval periodicity).

peridéda P
>

/\ /\ B y z /\ /\/\ /\(\ /\‘./\ '/w
“Il\/ﬁ T2 T /gﬂ1 Z2 m*p\ le s +P\ z1 + 2p

Graf sudé, liché a periodické funkce



mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk

Calculus suported by wxMaxima 31 beerb@frcatel.fri.uniza.sk

y = f(z), x€D(f), I C D(f) je interval, f se nazyva na intervalu I:
o Konvexni, jestlize pro v8echny x,z1,22 €1, 1 < © < x2 plati f(x) < r(z).
e Ostie konvexni, jestlize pro vSechny z,z1, 20 €1, 1 < x < z2 plati f(z) < r(z).
o Konkavni, jestlize pro v8echny x,z1,22 €1, 1 < © < xo plati f(x) > r(z).
e Ostie konkavni, jestlize pro vSechny z,z1,z0 €1, 1 < x < xo plati f(x) > r(z).
Primka y = r(x) spojuje body [r1; f(z1)] a [r2; f(22)),

o [ je konvexni na intervalu I C D(f).
& o f(pr1+qxe) < pf(r1)+ qf(x2) pro viechny x1,22€1, p€(0;1),g =1 —p.

e [ je konkavni na intervalu I C D(f).
& o f(pr1 4 qua) > pf(x1) + qf(x2) pro viechny z1,20€1, pe(0;1), ¢ =1 —p.

[wo: f(w2)] y [wo: f(wo)]

f(z2)
f()
r(x)

[z1: f(zy)]
f(z1)

Konvexni a konkavni funkce

y = f(z), x€ D(f), bod zo€ D(f) se nazyva:
e Inflexni bod [, pokud existuje okoli O(zq) takové, Ze
v O~ (x¢) je f ostfe konvexni, v OT (x¢) je f ostfe konkavni,

resp. v O~ (xg) je f ost¥e konkavni, v O (zo) je f ostfe konvexni.
e Nulovy bod (kotfen) f, pokud plati f(z¢) = 0.
y = f(x), seD(f), A D(f).
o y = h(x), x € A se nazyva zazeni (restrikce) [ na mnozinu A, oznaeni h = f|4.
y=f(x), zeD(f), y =g(x), xz€D(g), H(f) C D(g).

o y= f(x) =g[f(x)], z€D(f) se nazyva slozena funkce [ a g.
f se nazyva vnitini slozka, g se nazyva vnéjsi slozka.

y=f(x), zeD(f) = H(f), t-J. y = f(x): D(f) = H(f).

o x=g(y): H(f) = D(f) takové, Ze [y;a] € g & [z5y] € f, 6. v =g(y) & y= f(2),
se nazyva inverzni funkce k f, oznadeni g = f~ 1.
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f: D(f) — H(f) je bijekce. = o Existuje f~1: H(f) — D(f) a plati:
o 7! je bijekce. o f[f~1(y)] =y pro viechny yc H(f) = D(f~1).
o (fH t=r. o f7lf(z)] = z pro viechny z€ D(f) = H(f~1).

Elementarni funkce

Elementarni funkce maji velky prakticky vyznam. Daji se pomoci nich popsat (alespoii
priblizné) mnohé pfirodni a spolefenské zakonitosti a jevy.

Elementarni funkce se nazyva kazda funkce vytvorend pomoci operaci s¢itani, od¢itani,
néasobeni, déleni a skladani z funkei:

o y=konst., e y=x, o y=e*, o y=Ilnx, e y=sinx, e y=arcsinz, e y=arctgz.

polynom (racionalni celistva funkce) stupné n se nazyva
foiy=ao+ a1z +ax?®+ -+ aa™, agp,ai,...,a, € R, ne N U{0}, a, #0.

o Cisla ag,ay,...,an se nazyvaji koeficienty. Prirozeny D(f.) =R.
o fo: y = ag, ap#0 se nazyva konstantni funkce.
o f1:y=ag+ arx, a; #0 se nazyva linearni funkce.

o for y = ag + a1z + axx?, as #0 se nazyva kvadraticka funkce.

(%i1) draw2d(grid=true,xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-1.5,1.5],yrange=[-2,2],
color=green,explicit(x,x,-1.5,1.5),label (["y=x",.2,1.75]),
color=red,explicit(x~2,x,-1.5,1.5),label (["y=x"2",.2,1.5]),
color=blue,explicit(x~3,x,-1.5,1.5),label (["y=x"3",.2,1.25]),
color=orange ,explicit(x~4,x,-1.5,1.5),label (["y=x"4",.2,1]),
color=brown,point_type=7,points([[-1,-1]1,[-1,1]1,[1,111))$
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Racionalni lomena funkce se nazyva

e — fn(®) _ agtarztasa®+etaza” _
fry= fm(x) = botaiztagx?+-+byma™? n,meN —{0}.

@ fn, fm jsou polynomy stupiiit n a m, ag,a1,-..,a, €R, bg,b1,...,bm €R.

(%i1) draw2d(grid=true,xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-1.5,1.5],yrange=[-2,2],
color=green,explicit(1/x,x,-1.5,1.5),label (["y=1/x",.2,1.75]),
color=red,explicit(1/x"2,x,-1.5,1.5),label (["y=1/x"2",.2,1.5]),
color=blue,explicit(1/x~3,x,-1.5,1.5),label (["y=1/x"3",.2,1.25]),
color=orange ,explicit(1/x~4,x,-1.5,1.5),label (["y=1/x"4",.2,1]),
color=brown,point_type=7,points ([[-1,-1]1,[-1,1]1,[1,1]1]1))$

15 / y=12 \
: y=1/ \

mocninna funkce se nazyva

fry=az",reR, r#0.

e Pror =neN je f: y = z" polynom.
e Pror=-neZ  jefiy=a""= ;%n racionélni lomena funkce.
o Pror#0je f~l:y=ual/".

e Pro r > 0 je f rostouci, pfirozeny D(f)

I
~
S
8
\._/

o Pro r < 0 je f klesajici, pfirozeny D(f) = (0;00).

Y r>1 r>0 y v=1 r<0
y==
r<1
1 1 r> -1
r< -1
0 1 2 T 0 1 2 X

Funkce f:y=a2"pror >0ar <0
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(%i1) draw2d(grid=true,xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-.5,1.5],yrange=[-.5,2],
color=blue,explicit(x~2.3,x,0,1.5),label (["y=x~{2.3}",.2,1.75]),
color=red,explicit(x~1.5,x,0,1.5),label (["y=x"{1.5}",.2,1.55]),
color=green,explicit(x,x,-0,1.5),label (["y=x",.2,1.35]),
color=orange ,explicit(x~.8,x,0,1.5),label (["y=x~{0.8}",.2,1.15]),
color=violet ,explicit(x~.4,x,0,1.5),label(["y=x"{0.4}",.2,1]),
color=brown,point_type=7,points ([[0,0],[1,111))$

(%i2) draw2d(grid=true,xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-.5,3],yrange=[-.5,3],
color=blue,explicit(x~-2.3,x,0,3),label (["y=x"{-2.3}",.2,.95]),
color=red,explicit(x~-1.5,x,0,3),label (["y=x"{-1.5}",.2,.75]),
color=green,explicit(x~-1,x,-0,3),label (["y=x~{-1}",.2,.55]),
color=orange ,explicit(x~-.8,x,0,3),label (["y=x~{-0.8}",.2,.35]),
color=violet ,explicit(x~-.4,x,0,3),label (["y=x~{-0.4}",.2,.15]),
color=brown,point_type=7,points ([[1,1]]1))$

2

Exponencialni funkce se zédkladem a > 0 se nazyva
fry=ad", x€R.

o Nejdulezitéjsi je f: y = expa = e* se zdkladem e (Eulerovo ¢islo).
e Proa=1je f: y=1% = 1 konstantni (polynom).
Pro a€(0;1) je f klesajici, pro a€ (1;00) je f rostouci.

o Graf se nazyva exponencialni kiivka a prochézi body [0;1] a [1;a].

o Grafy funkci y = a”, y = a7 jsou symetrické podle osy y.
| Y Yy
o< 4 a>1 2 \ a>1
3 113 H
J x
w=1 0 2 3 4 5 6 7
7 -1
\ _2
“4-3-2-1 |0 2 3 412 a<1

Funkce f: y = a*, a > 0 (vlavo) a f: y =log, x, a > 0, a#1 (vpravo)

Exponencialni funkce exp(x)=%e~x a logaritmicka funkcelog(x) (pfirozeny logaritmus)
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maji zaklad e. Pokud chceme vypocitat jiny logaritmus, napi. log, z, musime pouzit kon-
strukei log, = Inx/In 2.

(%il) exp(x)+he~x;exp(1);
(%ol) 2% %e”

(%02) %e

(%i5) log(x);log(2);log(he);
(%03) log(x)

(%04) log(2)

(%05) 1

(%i7) log_2(x):=log(x)/log(2);log_2(2);
(

%06) log_2(z) := izig;

(%07) 1

Logaritmicka funkce se zakladem a > 0, a#1 se nazyva

fry=log, z, x€(0;00).

o f je inverzni k exponenciélni funkci y = a®, z € R se stejnym zakladem a > 0, a#1.

Pro x€(0;00), a > 0, a#1 plati f: y =log,x & x=adY.
r =a'"%? prox
°a>0 a7l = { r = log, a® Iljro x€>}§7
e Pro ae(0;1) je f klesajici, pro a€ (1;00) je f rostouci.
o Graf se nazyva logaritmicka krivka a prochazi body [1;0] a [a;1].
o Grafy funkei y = log, z, y = log,—1  jsou symetrické podle osy x.
Cislo log, « se nazyva logaritmus ¢isla = se zakladem a.

e a =10. = Logaritmus ¢isla z, oznaceni log x.

e a =e. = Prirozeny logaritmus ¢&isla x, oznaceni In z.

Goniometrické (trigonometrické) funkce jsou:

e Sinus y=sinz = |AA,]| TzER.
o Kosinus y=cosz = |OA,] r€R.
e Tangens y=tgx=S1Z — |T]| t€R—{Z +kmkeZ}.

Ccos T

o Kotangens y = cotgr = 2 = |CK|, ze R — {km; ke Z}.

sin x

Goniometrické funkce se definuji na kruznici se stfedem v poc¢atku soufadnicového systému
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v v
K cotgx . cotgx K
C c O
tgx
| u U | cosz Az J
O cosx AL J J —1 O u
sin sinzx |z
tgx
A A
T
- re(0;3) il e -l ze(-5:0)

Definovani funkci sin x, cos z, tg z, cotgx

s polomérem 1.
o Cislo 7 se nazyva Ludolfovo. Jeho hodnota je pfiblizné 3,141592654.
o Kruznice s polomérem r = 1 ma obvod 2.
fiy=sina, D(f) = R, H(f) = (-1 1).
o f jelicha, f je periodické s primitivni periodou 2.
o Graf f se nazyva sinusoida, nulové body jsou k7, k€ Z.
fry=cosz, D(f) =R, H(f) = (-1;1).
o f jesuda, f je periodicka s primitivni periodou 2.

o Graf f se nazyva kosinusoida, nulové body jsou 7 + kw, k€ Z.
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Funkce f: y =sinz (vlevo) a f: y = cosz (vpravo)
V programu Maxima maji goniometrické funkce tvar sin(x), cos(x), tan(x), cot(x).

Argumenty goniometrickych funkei musime zadavat v radidnech. Pokud chceme pouzit
stupné, musime nejprve udélat prevod na radiany.

(%i3) tangrad(x):=tan(x/180x%pi);tangrad(22.5);ratsimp(tangrad(22.5));
(%01) tangrad(z) := tan (7g57)
(%02) tan (0.1257)
rat : replaced 0.125 by 1/8 = 0.125
(%03) tan (%)

Pro zjednoduseni prace s goniometrickymi funkcemi muzeme pouzit pfikazy trigexpand,
trigreduce, trigsimp, trigrat a balicky (packages) atrigl, ntrig a spangl, které
obsahuji dalsi podporu pro préci s goniometrickymi funkcemi. Balicky musime do systému
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nacist pomoci piikazu load.

(%il) tan(%pi/4);tan(%pi/6);tan(%pi/8);
(%o1) 1

(%02) X

(%03) tan (%)

(%i4) ratsimp(tan(%pi/8));

(%04) tan (Z)

(%i5) trigsimp(tan(%pi/8));

(%05) S8}
(%i6) 1load(spangl);

(%06) "../share/trigonometry/spangl.mac"
(%i7) tan(%pi/8);

(%07) V2 —1

Souctové vzorce pro sinus a kosinus
z,y€R. = o sin(x+y) =sinz-cosy £ cosz -siny.

e cos(xLty)=cosx-cosyFsinz-siny.

rER. = o sin2z =2sinz - cosz. o sin?y = 1702z,
o cos2x = cos?x — sin® . e cosly = %

fry=tgz, D(f)=R— {3 +kmkeZ}, H(f)=R.

o f jelicha, f je periodicka s primitivni periodou 7.

o Graf f se nazyva tangenta, nulové body jsou kr, k€ Z.
fry=cotgx, D(f) =R—-{kmkeZ}, H(f) = R.

o f je licha, f je periodickéd s primitivni periodou .

o Graf f se nazyva kotangenta, nulové body jsou 7 + km, k€ Z.
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Funkee f: y = tgx (vlevo) a f: y = cotgx (vpravo)

Cyklometrické funkce jsou inverzni ke goniometrickym funkcim:

e Arkussinus y =arcsinz: (—1;1) — <2, 5
o Arkuskosinus Y = arccos : <f 1) — (0; )
e Arkustangens y = arctg z: - (-%:3).

51
o Arkuskotangens y = arccotga: R — (0;7).

Ke goniometricka funkce neexistuji inverzni funkce, protoZe nejsou prosté. Je tireba je

vhodné zuzit.

y = arcsinz, D(f) = (-1;1), H(f) = (5; ).
o f jerostouci, f je licha.

y = arccosz, D(f) = (—=1;1), H(f) = (0; m).
o f je klesajici.

voly

Inverzni funkce ke goniometrickym funkcim maji v programu Maxima tvar asin(x),
acos(x), atan(x), acot(x). Na tomto misté muzeme zminit funkciatan2(x,y) defino-
vanou vztahem arctg %

(%i2) asin(1);acos(1);
(%o1) %

(%02) 0

(%i4) atan2(2,4);atan(1/2);
(%03) atan(3)

(%04) atan(3)

Souctové vzorce pro cyklometrické funkce

€(—1;1). = e arcsinz + arccosz =

vofy NI

reR. = e arctgx + arccotgx =
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1 cin & - arccotg .L1
- % —1 arccos T 2 arctg x 3
0 1z z 1 ~m—Z /l0 £ 7z T —Z 0 z\ "%
1 cosz o
{ ,,,,, -z x -3
. Y| cotgx
Funkce y = arcsinzx, y = arccos z, y = arctg x, y = arccotgx
y = arctgz, D(f) = R, H(f) = (~5; %)
o f jerostouci, f je licha.
y = arccotgz, D(f) = R, H(f) = (0; ).
o f je klesajici.
Y ) Y Y
4 4 4 4
3 3 3 3
2 2 2 2
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-1
y = sinh y = coshx y =tgha y = cotghx
Hyperbolické funkce sinh z, coshz, tghx a cotghx
Hyperbolické funkce jsou:
. . - R _ T __ LT _ 2z -1
e Sinus hyperbolicky y=sinhr = =~ =55 R— R
. . . x —ax 2z
e Kosinus hyperbolicky y = coshx = % = '32,; R — (1;00).
e Tangens hyperbolicky
y = cotghx = (S:g;}ﬁi = ij’_:_m R—)(—l;l).
e Kotangens hyperbolicky
y = cotgha = €he — € +e (R {0}) 5 (R—(~1;1)).

Hyperbolické funkce maji podobné
dobné nazvy.

vlastnosti jako goniometrické funkce, proto maji po-
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x

fry=sinhe = =" D(f)=R, H(f) = R.
o f jelicha, f je rostouci.
fry=coshe = === D(f) = R, H(f) = (1;00).

o f jesuda, f je klesajici na (—o0;0), f je rostouci na (0;00).

Souctové vzorce pro sinus hyperbolicky a kosinus hyperbolicky
z,y€R. = e sinh (x +y) = sinh x cosh y & cosh x sinh y.

e cosh (z £ y) = coshz cosh y £ sinh z sinh y.

. . 2 . 12
reR. = e sinh 2z = 2sinh x cosh z, e cosh 2x = cosh®x + sinh” x
. 2 -osh 22— 1 1.2 cosh 2z
e sinh”"z = 7"051‘22‘ L e cosh”z = 7“"}122’“.
" o 4 ootz 2 12
o sinhx 4+ coshx = £ e**, o cosh” z —sinh“x = 1.

Moivreov vzorec

re€R, neN. = o (coshz £ sinhz)” = coshnz £ sinhnz.

x

fry=tghe = ==, D(f) =R, H(f) = (-1;1).

o f jelicha, f je rostouci.

fry=cotghe = S+ D(f) = R— {0}, H(f) = (—o0; —1) U (1; 00).
o [ jelicha, f je klesajici na (—o0;0), f je klesajici na (0;00).

Hyperbolometrické funkce jsou inverzni ke hyperbolickym funkcim:

e Argument sinus hyperbolicky

y =argsinhz =In (z + V22 +1): R — R.
e Argument kosinus hyperbolicky

y = argcoshz = In (z + V&% — 1): (1;00) — (0;00).
e Argument tangens hyperbolicky

y =argtghz = ;In 1L (—1;1) = R.

e Argument kotangens hyperbolicky
y = argeotghz =3 In 2 (R—(-1;1)) — (R—{0}).

fry=argsinhz =In(z+ V22 +1), D(f) =R, H(f) = R.

o f je licha, f je rostouci.
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fiy=argcoshz =In (z+ Va2 —1), D(f) = (1;00), H(f) = (0; 00).

o f je rostouci.

argcosh x

Y sinh Y Yy Yy argcotgh =
3 4 3 o 3
argtgh z
2 . 3 cosh x 2 2 k cotghz
1 argsinh x 4 1 1
X
01 2 5 4z 3 012 o1 25 4z
2 tghx
1
0]

12342

Funkce y = argsinh z, y = argcosh z, y = argtgh z, y = argcotgh x

fiy=argtghe = S In B2 D(f) = (~1:1), H(f) = k.
o f jelicha, f je rostouci.
fry= argcotghx:%ln i—f}, D(f) = (—o0;—-1)U(1;00), H(f) = R—{0}.

o [ jelicha, f je klesajici na (—oo; —1), f je klesajici na (1;00).

Hyperbolické funkce jsou sinh(x), cosh(x), tanh(x), coth(x) a k nim inverzni hyper-
bolometrické funkce jsou asinh(x), acosh(x), atanh(x), acoth(x).

(%i4) sinh(x);cosh(0);tanh(0);coth(1),numer;

(%o01) sinh (x)

(%02) 1

(%03) 0

(%04) 1.313035285499331

(%i8) asinh(x);acosh(1);atanh(0);acoth(1.3),numer;
(%05) asinh(x)

(%06) 0

(%07) 0

(%08) 1.01844096363052

Limita funkce

Pri vySetiovani funkce je tFeba charakterizovat jeji lokalni vlastnosti na riznych intervalech
a v okoli riznych vyznamnych bodi. Funkce f nemusi byt definovana v bodé, v okoli
kterého ji vySetfujeme.

a€ R* = RU{+o0} se nazyvd hromadny bod mnozZiny A C R,
jestliZe pro kazdé okoli O(a) existuje bod x € O(a) takovy, ze x € A, = # a.
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f ma v bodé& a€ R* limitu b€ R*, oznaceni lim f(z) = b, pokud:
r—a

e a je hromadnym bodem mnoziny D(f).
o Pro viechny {z,},~, C D(f), zn#a, {zn}rey — a plati {f(x,)}re, — b.

Druhou podminku muZzeme psat ve tvaru:

o v, €D(f), zn#a, lim z, =a. = lim f(z,) =0
n—oo

n—oo

Tato definice se nazyva Heineho.

cR a€R. = Limita ve vlastnim bodé a.
°oa .
a = +oo. = Limita v nevlastnim bodé a.
o lim f(z) =b.
z—a beR. = Vlastni limita.
o beR*. L.
b=24c0. = Nevlastni limita.

Limitu lim f(x) = b muzeme charakterizovat pomoci okoli O(a) a O(b).
r—a

a,be R*, lim f(x) =0b. &

r—a

e Pro kazdé okoli O(b) existuje okoli O(a) tak,

{ e a je hromadnym bodem mnoziny D(f).
Ze pro viechny z€O(a), x#a plati f(z) € O(b).

Druhou podminku muZzeme psat ve tvaru:
o Pro kazdé okoli O(b) existuje okoli O(a) tak, ze f(O(a)—{a}) C O(b).
Pokud pouzijeme poloméry okoli, mizeme druhou podminku psat ve tvaru:
o Pro kazdé O.(b) existuje Os(a) tak, Ze pro viechny x € Os(a), x#a plati f(z) € O (b).
Specialni plati:
° :lllgf(m) =b,a,beR.
< Ve>030>0VeeD(f):0< |z—a| <d. = |f(zx)-b| <e.
° zgriloof(x) =0b, beR.
& Ve>030eRVreD(f): 0 <z, resp. ¢ < J. = |f(z)-b| <e.
o lim f(z) = +o0, a€R.
. & VeeR 30 >0VeeD(f): 0< |z—a| <J. = e < f(x), resp. f(x) <e.
° xgrfoo f(z) = £o0.
& VeeRIGERVzeD(f): § <z, resp. x < J. = € < f(x), resp. f(z) < e.
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a€R*, lim f(z) =beR. = o Existuje okoli O(a), ve kterém je f ohranicena.
z—a

Nésledujici tvrzeni reprezentuji zékladni vlastnosti limit funkci.

a€ R* je hromadny bod D(f) a D(g). }

f(z) = g(x) pro viechny x € O(a), z#a.

o Existuje lim f(z). < Existuje lim g(z).
r—a r—a

o lim f(z) = lim g(x), pokud limity existuji.
r—ra r—ra

a€ R* je hromadny bod D(f) a D(g). }
f(z) < g(x) pro viechny x € O(a), z#a.

o lim f(z) < lim g(z), pokud limity existuji.
r—a r—a

o Pokud zménime pfedpoklad na f(z) < g(z) pro v8echny x€O(a), z#a.
= Tvrzeni lim f(z) < lim g(x) se nezméni
r—a r—a

a€ R* je hromadny bod D(f), D(g) a D(h).
h(z) < f(x) < g(x) pro vSechny z € O(a), x#a. = o Existuje lim f(z) = b.
Tr—ra

Existuji lim h(z) = lim g(z) = be R*.
r—a r—a

lim sinz =0

Tr—r0o0 ’

(%i1) limit(sin(x)/x,x,inf);

(%01) 0

00 je hromadny bod definiéniho oboru funkce y = S22

Pro x€e R plati —1 <sinz < 1. = Pro x > 0 plati —% < Si‘;x < %
= 0=—lim 1 < lim 322 < lim 1 =0. = lim S22 =0,
z—o00 T z—o00 T z—o00 T T—00
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100 —0.005063656411097588

10000 —3.056143888882521 - 10~°

1000000 —3.499935021712929 - 10~

100000000 9.31639027109726 - 10~°

10000000000 —4.875060250875107 - 10~ 11
1000000000000 —6.112387023768895 - 10~ 13
100000000000000 —2.094083074964523 - 10~ 1°
10000000000000000 7.796880066069787 - 10~ 17
1000000000000000000 —9.929693207404051 - 10~ 0
100000000000000000000 —6.452512852657808 - 10~ 21

(%i1) £(x):=sin(x)/x$ for i:1 thru 10 do (x:100"i, print(x," ",ev(f(x),numer)))$

sinz _ 1

(%i1) 1limit(sin(x)/x,x,0);
(%01) 1

Oznatme f(z) = 222 ze D(f) = (—=%;%) — {0}, bod 0 je hromadny bod D(f).

Pro v8echny x € D(f) plati:

sin x

-3 sin x T cosz . 1
0<z. = 0<sinz <l’<tg$ = sinx < sinx < sinz ~ cosz”
= 1<
1 1 _ cosa T sinx
z<0. = thE <z <sinz <0. = cosxz ~ sinz > sinx > sinx*
= 1=1lim1<lim-=% < lim 4— =1. =
xz—0 T x—0 ST T 4,0 COST

sinx < cosx’

lim =% =
I*}O sinxT

(%il) f£(x):=sin(x)/x$

for i:-1 thru-10 step-1 do (x:1/i, print(x," ",ev(f(x),numer)))$
print ("Limit")$
for i:10 thru 1 step-1 do (x:1/i, print(x," ",ev(f(x),numer)))$

—1 0.8414709848078965
0.958851077208406
0.9815840903884566
0.9896158370180917
0.9933466539753061
0.9953767961604901
0.9966021085458455
0.9973978670818215
0.9979436565895768
— 15 0.9983341664682815
Limit
0.9983341664682815
0.9979436565895768
0.9973978670818215
0.9966021085458455
0.9953767961604901

1 Ol 00| = O] i= Ut= = Lol Nl

2~

Ol N+ 0ol ©f=
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0.9933466539753061
0.9896158370180917
0.9815840903884566
0.958851077208406
0.8414709848078965

Lol NI NG

Limita sloZené funkce
y=f(x), y=g(x), H(f) C D(g)-
a,b,ce R*, lim flx) =0, lim g(u) =
v = o lim g(f(x)) = lim g(u) = c.
f(xz)#b pro Vsechny JLGO (a) — {a}, ra u=b
resp. g(b) =

o Pii vypoctu lim g(f) polozime u = f(x). = Substituce u = f(z).
Tr—a

o lim f(z),x > a,z=h+a = o limf(x):%irrlof(h—i—a),h—)O.
—

Tr—a r—a
a,b,ce R*, reR, lim flx) =0, lim g(z) = c. = (Pokud maji vyrazy smysl.)
o lim |f(x)| = hm f(x ‘ =1b]. o hln (f(z) £ g(z)) = hIIl f(z ):i:hm g(z) =bLe.
r—a
° i;nb rf(x) = 7%132}‘@) =rb. o J}111 (f(2) ) = hﬁm f(x)- hIIl g(x) = be.
. lim f(x)
1 _ 1 : f() _ 2>a _ b
° EEL g(z) = lim g(z) = ¢’ ° Thﬂz g(z) — lim g(z) = ¢

Pokud néktery z vyrazii nema smysl, nemusi to znamenat neexistenci limity. Limitu mu-
sime vypocitat jinym zptsobem.
y = f(z), x€ D(f), bod a€ R, ozna¢me:
o f7(x) = f(@)|p(f)n(=oscia) = f(T)|{zeD(f), v<a} z0Zeni funkce nalevo.
o fH(x) = f(2)|p(Hn(ace) = f(@)|{zeD(f), a<a} z0Zeni funkce napravo.
Limita zleva a limita zprava funkce f v bodé& a € R se nazyvaji limity:

o lim f(z) = lim f~(x) = lim [flp(p)n(-ccm (*)]
ml. i I . } Jednostranné limity.
o lim f(z)= lim f(z)= lim (1D N(asoc) ()]

aeER, beR*. =
o lim f(z) =b. & o lim f(z)= lim f(x)=

T—a T—a~ r—at
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o lim f(z) se nazyva oboustranna limita.
Tr—a

(%i3) 1imit(1/x,x,0,minus);
limit (1/x,x,0);
limit (1/x,x,0,plus);
(%01) —oo
(%02) infinity /* Complex inf */
(%03) oo

Y Y
bz lim f(z) = b2
b . T—a™
lim f(z) =
b1 lim flx) =0
a T — a z

Oboustranné limita a jednostranné limity

Diilezité limity.

Sll’l$ — €T — 3 arcsinx __ X —
ol = i =1 ol = it =1
1 1
o lim a» = lim {/a =1 prea > 0. o lim zz = lim {x =1.
o lim (1+2)" =eb pre beR. o lim (1+1)" =e.
Tr—r0o0 Tr—r 00
olimﬁzlnaprea>0. o lim =1 —lne=1.
z—0 T z—0 ¥
o lim x(a%—l) =Ina pre a > 0. o lim x(ei —1) =1.
r—0o0 r—00
g ocopre a€(0;1), geR, e 0 preac(0;1), geR,
ohm7:{ ohm—q:{
z—00 @ 0 pre ae(1l;0), g€R. z—o0 © ocopre a€(1l;00), g€R.
(%i2) limit (x*(%e~(1/x)-1),x,0); limit(x*(%e~(1/x)-1),x,inf);
(%01) und /* undefined */
(%02) 1
— _z=2 = 1i 1 = 1 =
° ilin —r +2 }Cl_% @—2)(z—1) il_% pas il |
3w+2a: — i 3z42e" 2z i 32242 _ 3.042 _ 1
o lim SAor ey = lm S s = M S =507 = 3
° hmﬁ—th:hmI%l:Q’l:l
Ty w2z po  w(x—=2) poso 2 2
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(%i3)  1imit ((x-2)/(x"2-3*x+2) ,x,2);
limit ((3*x+2%1/x)/(x+4*1/x),x,0);
limit ((x°2-3%x+2)/(x~2-2%x),x,2);

(%01) 1
(%02) 1
(%03) 1
o lim = lim z-(Vifz+1=x) .z (VIFa+VI—T)

20 \/1+¢ Vi—z 0 VI+z—vV1—z) (VIitz+V/1-x) ili% (I4z)—(1-x)

— Lm z-(Vite+vi-z) _ lim Yitz+vi-z _ VI40+v1-0 __ 1+1 _ 4
z—0 2z x—0 2 2 2
. 1—+/1 —vV/1—z)-(1++/1—xz) __ 1-(-z)
o lim 1=Y1=2 _ Jjm ¢ = lim = lim
70 20 z-(1+v1—x) r—0 z+VaZ—a3 T 150 r+m
= lim —%*— = lim 1 =1
r—0 Ttz 1—2 z—0 1+\/1 x 1+\/1—0 2
. 2 _ 2 . 2 _ 2 .
o lim Y& =ltverdl — iy (y/"‘21+\/**§1): lim (\/1—*-%\/1 2)
z—>00 z z—00 z z z—>00 x

:\/1—§+\/1+§=\/1—0+\/1+0:1+1:2.

(%i3) 1limit (x/(sqrt(1+x)-sqrt(1-x)),x,0);
limit ((1-sqrt(1-x))/x,x,0);
limit ((\sqrt(x~2-1)+sqrt(x~2+1))/x,x,inf);

(%01) 1
(%02) 3
(%03) 2
$r—1 _ [Subst. z =2 . 312 A1
o lim = = lim = lim
rz—1 Vr—1 rz—1, z—1 21 Va2 21 z3—1
o =DEPHEHe4) e 2P4a%had] . 1414141 4
- 711_% G-1)(zT+z+1) ll_ﬂrﬁ 2242+l 1414l T 3
. 502 1 . =
o lim (L‘;“/’_l ac):hm1 2—|—hm21— _2+20 g +1=6
Tr—r 00 xTr—r 00 Tr—r 00
o lim z®7 = lim e™*™* = lim ew=""% = lim e® =e® pre a€R.

r—0t z—0t z—0t z—0t
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(%i3)  limit ((x~(1/3)-1)/(x~(1/4)-1) ,x,1);
limit (5*x~2/(x~2-1)+2~(1/x),x,inf);
limit (x~(a/log(x)) ,x,0,plus);

(%o01)

(%02)

(%03)

O win

2

Pokud pouZijeme substituci ¢ = 22, miizeme prvni limitu zjednodusit.

(%i2) £(x):=(x~(1/3)-1)/(x~(1/4)-1)$ g(z):=subst(z"12,x,£(x))$
’limit (g(z),z,1); limit(g(z),z,1);

(%o01) limr;élif1 /* z is positive, z=|z| */
z—1 2%-]z| -1

(%02) %

V poslednim piikladu jsme poéitali limitu vyrazu 0° — tzv. neur¢ity vyraz.
Mezi neurdité vyrazy (pocitame jich pomoci limit) pat¥i:

e 00— 00, @ *+oxo-0, o%, o%, oi%, o%, 0 00, o 0T, o 1%, o (+00)Y.

o lim z(ln(z+2)—Inz) = lim z-In %2 = lim In(1+ 2)” =Ine? =2.

o lim 2 = [Subst==to) g F Ly 1
oo m(I+tz) T |z 50, 20| sopln(I4+z) Tt 5 Lin(1+2)
_1.y 11,1 _1.1_1
= <. lim T= e 1 1= 1Pre te R, t#0.

z—0 In (1+2)

3z41-1
. 3x—2\7 . 3x+1—-3\" 3 — Subst. z =3z +1 . 2—3 3
o lim (s = lim (=222 = = lim

T—00 (‘SI+1) T—00 ( 3z+1 ) L”—HXN Z o0 z—00 ( )

=l [0 97T =]t =er =1

(%i3) limit (x*(log(x+2)-log(x)),x,inf);
limit (x/log (1+t*x),x,0);
limit (((3*x-2)/(3*x+1))"x,x,inf);
(%01) 2
(%02) 1
(%03) et
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asymptotické vlastnosti

Pii vySetfovani funkce f je dulezité prozkoumat jeji vlastnosti v nevlastnich bodech:
o Pro x — fo0.
o V okoli O(a) bodu a€ R, pro ktery plati lim f(z) = +o00 nebo lim f(z) = +oc.
r—a—

y= f(z), xzeD(f), a€R.

o Pfimka x = a se nazyva asymptota bez smérnice (vertikalni) grafu f,
pokud lim f(x) = oo nebo lim+ f(x) = £oo (alespoii jedna z limit je nevlastni).
T—a— r—a

Yy Yy r=a ) )
f \ \ f

0 a \ 0 T 0 a \ 0 a z
Priklady asymptoty bez smérnice

e Pfimka y = kx + ¢ se nazyva asymptota se smérnici grafu f,
pokud plati Er_n [f(z) — (kx + q)] = 0 nebo plati li_>m [f(z)— (kx+q)] =0.

Pokud k = 0 (smérnice pfimky), asymptota se nazyva horizontalni (vodorovna).

Y f(z+h) T Y
f(x+h)— f(x)
f(@) Y B
h
q
? A x —_—  V y=4q
0 x4+ h a
y=kz+gq 0 T=a r

Asymptota se smérnici « (vlevo), asymptoty y = ¢, * = a (vpravo)

Piimka y = kx + ¢ je asympta se smérnici funkce y = f(z), € D(f).

& o Existuji redlné limity lim I keR, lim [f(x)—kx]=q€ER.

rz—+oo T z—+o0

o y = kx + g je asymptota se smérnici. = lim [f(z) — (kz + ¢)] = 0.

T—00
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lim L@t — gy (L) 9y — 0. = o lim {E) =g,

Jim [f(2) = (kz +q)] = lim [(f(z) —k2) —q] =0 = o lim [f(z)—ka] =q.
o Jp B =keR i [f(@) -~ ki) =geR
= o lim [f(z) = (kz +¢)] = lim [f(z) —kz] = lim ¢=¢—¢=0.

(%110) £(x):=(2*x"2+x+1)/(8*x); km:1limit (£(x)/x,x,minf)$ kp:limit (£(x)/x,x,inf)$
qm:limit (f(x)-km*x,x,minf)$ qp:limit (£(x)-kp*x,x,inf)$
dm(x) :=km*x+qm$ dp(x):=kp*x+gp$ dm(x);dp(x);
draw2d (grid=true , xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-5,5],yrange=[-4,4],
color=blue,explicit (f(x),x,-8,0),explicit(f(x),x,0,8),
color=red,parametric(0,t,t,-5,5),
explicit(dm(x),x,-8,8),explicit(dp(x),x,-8,8))$

(%ol) f(x) := 222l

(%08) § + 3
(%09) = + 1
2 |
] ~‘\ '/,;/){)—o‘/
1 _— \
, |

Spojitost funkce

S pojmem limita funkce f v bodé a tzce souvisi pojem spojitosti f v bodé a. Spojitost je
také lokalni zalezitost v néjakém okoli O(a).

/ je spojita v bodé a€ D(f), jestlize:
o Pro viechny {z,},2, C D(f), {zn},—, — a plati {f(z,)}r—; — f(a).

Podminku miizeme psat ve tvaru:

e z,€D(f), nll}rroloxn =a. = lim f(z,) = f(a).

n— oo

Tato definice se nazyva Heineho.

Bod a€ D(f) miZe byt pouze hromadny nebo izolovany:
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o z€D(f) je izolovan bod. = Existuje jedina {z,} -, = {a},—, — a.
Sl () = T f(@) = (o)

n— oo

a€ D(f) je izolovan bod. = e f je spojita v bodé a.

e a€D(f) je hromadny bod. = Definice je shodna s definici limity f v bodé a.

a€ D(f) je hromadny bod D(f). =
o [ je spojitd v bodé a. & e lim f(x) = f(a).

r—ra

Spojitost funkce v bodé a € D(f) muZeme charakterizovat pomoci okoli O(a) a O(f(a)).

f je spojita v bodé a€ D(f). <

e Pro kazdé okoli O(f(a)) existuje okoli O(a) tak,
ze pro viechny x€O(a) plati f(z)€O(f(a)).

Podminku muzeme psat ve tvaru:
e Pro kazdé okoli O(f(a)) existuje okoli O(a) tak, ze f(O(a)) C O(f(a)).

Pokud pouzijeme poloméry okoli, pak miZzeme psat:
o Pro kazdé O.(b) existuje Os(a) tak, ze pro viechny x € Os(a) plati f(x) € O (b).
o Ve>03d>0VeeD(f): |x—a| <d. = |f(x)—f(z)] <e.

Yy Yy Tn a
fla) = f(z1) = = f(zn) = - o f(zn) = f(a)
f(a) f(a)] f
/_\f f(za)
’ f(z1)
z i 1 : x
a T T4XT5Ty, Tg T3Lo
Aa=T, = =Tp="-- Tn — @

Spojitost funkce f v izolovaném bodé (vlevo) a v hromadném bodé (vpravo)
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Funkce f se nazyva nespojita v bodé a € D(f), pokud neni spojita v bodé a:

o Existuje {z,}r—, C D(f), {zn}re; — a tak, ze {f(zn)}rr, 7= fla),
t.j. existuje 1i_>m f(zn)# f(a) nebo neexistuje le f(zy).

o [ je spojitd v bodé a€ D(f). = e a se nazyva bod spojitosti [.
o f je nespojitd v bodé a€ D(f). = e a se nazyva bod nespojitosti f.

f muize byt nespojitd pouze v hromadném bodé D(f).
= Rozsifime pojem bodu nespojitosti na viechny hromadné body D(f).

y = f(x), x€D(f), a je hromadny bod D(f).
e a je bod odstranitelné nespojitosti funkce f,
pokud existuje :llg}l f(z)€R, ;11)1}1 f(z)#£f(a).
o Nespojitost v bodé a odstranime, pokud definujeme f(a) = ;1_1% f(x).
@ a je bod neodstranitelné nespojitosti I. druhu funkce f,
pokud existuji zlglef f(z)eR, a:lgil+ f(z)eR, mlggf f(z) #mgrg+ f(z).
o Cislo ¢ = mlirg flx) — zlggf f(x) se nazyva skok funkce [ v bodé a.
e a je bod neodstranitelné nespojitosti II. druhu funkce f,
pokud alespoii jedna z limit xl_lgl_ f(z), zl_1)121+ f(z) neexistuje nebo je nekone¢na.

e Pokud je néktera z limit nekonecné, mluvime o asymtotickej nespojitosti.

Y Y Y f
f(a) . f
C
f f(a) f(a)
B X = xXr n T

Nespojitost odstranitelné, neodstranitelna I. druhu a neodstranitelna II. druhu
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f, g jsou spojité v bodé ae D(f) N D(g), r€R. =

o |f], f£g,rf, fgjsou spojité v bodé a.

g(a)#£0. = %, 5 jsou spojité v bodé a.

Spojitost slozené funkce

/ je spojita v bodé a€ D(f).

g spojita v bodé b = f(a) € D(g). } = o F =g(f) je spojita v bodé a.
H(f) c D(g).

a€eD(f)ND(g)ND(h), O(a) je okoli.

g, h jsou spojité v bodé a.

h(a) = f(a) = g(a).

h(z) < f(x) < g(z) pro viechny z€O(a).

= o [ je spojitd v bodé€ a.

y = f(x), x€D(f), bod a€ D(f), oznatme:
fo () = f(@)|p(f)n(=ccia) = [(T)|{zeD(), v<a} z0Zeni funkee nalevo.

° f“‘( ) = f(@)Ip(Hn(asee) = f(@)|{zeD(f), a<a} z0Zeni funkce napravo.

Funkce y = f(z), x€ D(f) se nazyva v bodé ac D(f):

e spojita zleva, pokud je v a spojita funkce f, .

} Jednostranna spojitost.
e spojita zprava, pokud je v a spojita funkce f.}.

f je spojita v bodé a€ D(f). < e [ je spojita zleva a spojita zprava v bodé a.

Lokalni ohrani¢enost

f je spojita v bodé a€ D(f). = e Existuje okoli O(a), ve kterém je f ohrani¢ena.

y = f(z), x€D(f), mnoZzina A C D(f).

e f se nazyva spojitd na mnoziné A, pokud je spojita v kazdém bodé a € A.
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Ze spojitosti f na mnoziné A C D(f) nevyplyva ohrani¢enost f na A.

o f:y ==, x€R je spojita na intervalu (0;1), ale neni ohrani¢ena na (0;1).

Cauchyova o nulovém bodé
f je spojita na {(a;b).

f(a)- f(b) <. } = o Existuje c& (a;b) tak, 7e f(c) =

f je spojita na intervalu I C R. =
e f(I) je interval.

o Inverzni funkce f~! (pokud existuje) je spojita na f(I).

f je spojita na intervalu I C R.
o I je uzavien interval. = o f(I) je uzavien interval.

o [ neni uzavfen interval. = o f(I) miiZe byt interval rizného typu.

)
f 1
M '\/ -
of (1

0 (1) = (0;00) 0] #(1) = (0;00) Of (=1

Zobrazeni intervalu I = (0; co) spojitou funkei f

Spojita funkce muZe zobrazit I = (—m;7) na rizné intervaly:

® Yy =cosx: (—m;m) = (=1;1). o y=sina: (—m;m) — (=1;1).
e y=1: (— 7T,7r)—>{1} °oy=": (—mym) — (=1;1).
°y=1tg3: (—mym) — o y=|tgZ|: (—mm) — (0;00).
oy:—ffﬂ—l. (=m;7) = (0;00). oy:—x%fw: (—m;7m) = (1;00).

Derivace realné funkce

K zavedeni derivace funkce vedly hlavné dva problémy (nésledujici ptiklady).
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Yy Yyl Y| Yy z
COS T 1 fe smx y=1 [ A
ﬁ.\ x - x 1 x x
- 0 us 0 ™ —T 0 ™ —T 0 s
1 <11 -1 e — 1
f1r(h) = (-11) f2(I) = (=1;1) fa(1) = {1} fal) = (=1;1)

Zobrazeni intervalu I = (—; ) spojitymi funkcemi

y y
1 1
0 ™ - 0 ™
~1 -1
fs(I) =R fo(I) = (05 00) f2(I) = (=25 00)

Zobrazeni intervalu I = (—m; 7) spojitymi funkcemi

Bod se pohybuje po pfimce, jeho pohyb v ¢ase ¢ popisuje funkce y = s(t).
e V cCase tg se nachazi v bodé Py, v ¢ase t se nachazi v bodé P.

e V Casovém intervalu (to;t) projde drahu s(t) — s(to).

= o Prumérna rychlost v(t) = w
to
e Pro t — ty dostaneme okamzitou rychlost bodu v ¢ase .
ST R T T s(t)—s(to)
= o Okamzita rychlost v(ty) = tl;r% o(t) = thﬁr?o S,

Py P

>
I

s(to) st) () = L=

s(t)—s(to)

(e
Uloha o rychlosti
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Funkece y = f(x), x € D(f) je spojita.
Body P = [z0; f(z0)], Q@ = [zo+Ax; f(xo+Ax)] lezi na grafu f.
f(10+AA93)—f(930) )

Pirimka PQ ma smérnici tga =

Tefna k f v bodé P méa tvar dp: y — f(xg) = tgp - Az,
kde tg o = %(;0) je jeji smérnice.
e QQ—P. = PQ—dp, Az =0, a— ¢, f(xg+ Azx) — f(z9). = tga — tge.

- % _ _ zo+Az)— f(20)
= e Smérnice tecny t = lim tga = lim {@+A0)=f(zo)
yiee a—p & Ax—0 Az
f
p
f@)—f(zo)
P © I.’U*f(l'n)
xo - x

=iy

Q6

Uloha o te¢nd

f ma v bodé xo€ D(f) derivaci, oznaceni f'(xg), resp. y'(zo), pokud:

f(x)—f(x0) _ [Subsl. h=x— ;m}

T—Xo r—x9, h—0

— lim f(ﬂco-i‘h}z—f(xo) )

o Existuje limita f’(x¢) = lim
h—0

Tr—xo

o f'(xzo)€R. = Derivace f'(z¢) je vlastni (kone¢na).

o f'(x9) £ 00. = Derivace f'(z¢) je nevlastni (nekone¢na).

Casto se pouziva oznadceni, které zavedl G. W. Leibniz:

o f/(zo) =30l — drp) resp. e yl(zg) = T — dy(zy),

f'(z0) €R (je konecnd). = o f je spojita v bodé xg.

e Spojitost funkce f v bodé zy nezarucuje existenci f’(xzg).
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Funkee f: y = |z| je spojita v bod& xy = 0.

lim+ o =1
o Neexistuje f/(0) = lim £&=1O) — jjpy 212101 _ iy Lol J 70
z—0 70 z—0 T z—0 T lim =% = —1
z—0t *

o f'(z0) € R. = f'(x0) je smérnice te¢ny ke grafu f v bodé& x.
Tefna ma tvar y = f(xo) + f'(x0)(z — o).
o f/(xp) = %00, f je spojita v bodé xg.
= x = x9 je tetna (bez smérnice) ke grafu f v bodé z.
Uréime te¢nu ke pilkruznici y = v/9 — 22 v bodé 2.

(%i8) £(x):=sqrt(9-x~2)$ pomer(a,b):=(f(b)-£f(a))/(b-a)$
sek(x,a,b) :=pomer (a,b)*(x-a)+f(a)$
Sek:makelist (explicit(sek(x,2,-.15+.25%i),x,-3,3),1i,1,20)$
f1(x):=diff (£(x),x,1)$ dotyk(x):=f(2)+subst(2,x,f1(x))*(x-2)$
print ("Secant y=dotyk(x)=",dotyk(x)," in point 2 have a blue color")$
draw2d (grid=true,xaxis=true,color=blue,explicit (f(x),x,-3,3),
color=red,Sek,color=blue,explicit(dotyk(x),x,-3,3),
point_type=7,color=brown,points ([[2,£(2)]]),
color=blue,label (["f(x)=sqrt(9-x~2)",-1,2]),
label (["dotyk(x)",-1.5,6]),label ([concat ("dotyk(x)=",string(dotyk(x))),0,101))$
Secant y = dotyk(z) = /5 — 2(17\/%2) in point 2 have a blue color

oYk =S (52 Cx 2)sat)

T msate)
P

Yy n y|n d Yy d
d f
f (o) f(zo)
f(=zo) ~
f/ A ! x
Zo T Zo T J— To
f'(z0) =0 f'(zo0) € R, f'(x0) #0 f'(z0) = o0

Te¢na a norméla k funkci f v bodé xg
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Vypoéitame a zjednodusime derivaci funkce f(z) = In(x + va? + 1).

(%i1) f£(x):=log(x+sqrt(x~2+1));
(%01)  f(x) :=log (x + Va2 + 1)
(%i3)  £1(x):=diff (£(x),x);f1(x);

(%02) fl(z) = {5 f(2)

—+1
(%03) Mz2tl
Vz2+1+a

(%i4) ratsimp (£1(x));

22 ;
God) —Yrtlte o
(o) zVz2+14+224+1

Derivaci f/(x) jsme vypoditali, ale nepodafilo se nam ji vhodné zjednodusit. PouZzijeme
piikaz subst.

(%i5) fp:subst(a,sqrt(x~2+1),£f1(x));

x
a+1

(fp) o

(%i6) ratsimp (£fp);

(%06)
(%i7) subst(sqrt(x~2+1),a,ratsimp(fp));

(%07) \/ﬁ

f ma v bodé zo€ D(f) derivaci zleva [’ (z(), jestlize:

. . / 1 fx)—f(zo) _ [Subst. h=x—z0] _ 7. f(zo+h)—f(zo)
° EXIStuJe f— (J?Q) - 9:1—1)1;1(; T—T0 - [ T =z, h— (J o hllgl* h '

L (z0) €R (je konecna). = o f je spojita zleva v bodé xg.

f mé v bodé xoc D(f) derivaci zprava f’ (x(), jestlize:

o Existuje f_/t,_(x()) — lim f(x)—f(zo) _ {Suhst. /L:.l,‘*.l,‘u] — lim f(a:nghf)Lff(zo)

Ty T—Io z—x9, h—0 h—0+

Ji(z0) €R (je konecnd). = e f je spojita zprava v bodé xg.
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Derivace f’ (z0), f% (z0) se nazyvaji jednostranné a graficky reprezentuji smérnice levé,
resp. pravé poldoty¢nice ke grafu f v bodé z. Derivace f'(x¢) se nazyva obou-
stranna.

[ (x0), fi(x0) €R (jsou kone¢né, nemusi se rovnat). = e f je spojitd v bodé xo.

Existuje f/(z0). < e Existuji f’ (zo), f}(x0) a plati f’ (z¢) = f(20).

Jednostranné poldotycnice

Nasledujici konstrukce vypocita a nakresli te¢nu ke grafu funkce f v bodé c.

(%i6)

c:2$ f(x):=x"2/6+sin(x)$

f1(x):=diff (f(x),x,1)$ dotyk(x):=f(c)+subst(c,x,f1(x))*(x-c)$

print ("Secant y=dotyk(x)=",dotyk(x)," in point",c)$

draw2d (grid=true,xaxis=true,xrange=[-4,4],yrange=[-4,4]1,

color=blue,explicit (f(x),x,-4,4),

color=red,explicit (dotyk(x),x,c-2,c+2),

point_type=7,color=brown,points([[c,£f(c)]]),

color=blue,title=concat ("f(x)=",string(f(x))),

label ([concat ("c=",string(c),",

dotyk(x)=",string(dotyk(x))),0,3.751))$

Secant y = dotyk(z) = (cos(2) + 2/3) * (z — 2) + sin(2) + 2/3 in point 2

f(x)=sin(x):2/6

f(x)=1.5%sin(x) +x

=2, dotyk(x) =(cos(2) +2/3)*(x D +sin(D)+2/3

=1, ddtyk(x) =(L.5%cos(1) +1)*(x+1)-L.5%sin(1}1
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y=f(z), z€D(f), AC {xoeD(f); f'(xo) je konecna}, A#Q.

o Funkce g: y = f'(x), v € A se nazyva derivace funkce [ na mnoziné A,

oznaleni f', y/, resp. 9L ¥

dz dz”
e Derivace f v bodé xg€ D(f) je f'(x0), t.j. ¢islo nebo +oc.
e Derivace f na mnoziné A C D(f) je funkce y = f'(x), z € A.
f ma na mnoziné A C D(f) kone¢nou derivaci f/. = e f je spojita na A
fry=a™, z€R, neN, xogeD(f).
o fl(wo) = lim =% — |y " Frottay ) (@—o)
z—xg L0 T—xo T—To
: n—1 n—2 n—1 n—1 n—2 n—1 n—1
lim ("' +a" oo+ ay ) =xy  +ay Twot+--+axy =nay .
Tr—xq
fiy=¢€*, zER.
x+h x L2 h _
o [e*) = limeﬂ%: lim €= — v fim €=1 — o] = o
h—0 h—0 h—0

P1i praktickém vypoctu derivaci pouzivame riizné vzorce a pravidla.

I’ ¢ existuji na A#0, ceR. =

o (cf), (f£9), (fg) existuji na A, (g)/ existuje na 41 = {x € A; g(x)#0}.
Navic plati:

o (cf)(x) = cf'(x).

o (f£g)(x) = f'(z) £d (x).
o (f9)'(z) = f'(x)g(x) + f(z)g'(x).

o [1]'(z) = L@ste)_f @)/ @)

g 9% (x) :
Ptedchéazejici vzorce stru¢né zapisujeme:
/ o e
o (cfy =cf'. o (f£g)=f+g. o (f9) =[g+[dg o (L) =1LL]e,
fry= =5, 2€R— {1}, piimka p: y = 2 — x.

o Telny ke grafu f rovnobézné s p jsou di: y = —x, do: y =4 — x.
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Te¢na d: y = f(xo) + f'(x0) - (x — 29) v bodé& x
Pfimka p mé smérnici —1. = f/(zg) = —1.

mé smérnici f'(zo).

o) = () = Mo g0 _ate o1 peR - (1),
o f(xo) = ﬁffl. = (zo—1)2=1. = z9=0nebo z¢g = 2.
Dva dotykové body D = [wo; f(xo)] a dvé teény d:

e D1 =10;0],d;:y=0—(z—0)=—=z.

o D1 =[2;2],dy:y=2—(x—2)=4—u.

Derivace inverzni funkce

f je spojita a ostfe monoténni na intervalu I C R.
xg €1 je vnitini bod.

J'(x0) #0 je konecna.

o Inverzni funkce f~' ma derivaci v bodé yy = f(x¢) a plati

-1y _ 1
7T W0) = 7wy, sy = TG0
—117 T ffl(y)—ffl(yo) _ [Subst. y = f(z) |z — xo
¢ [f ] (yO) - ylgg;lo Y—Yo - { z=f"1(y) JHJ()]
= lim %= L = A = ! .
A T ) T TETE © Ple0) PO )
z—x() c—x

ZjednoduS$ené muzeme psat:

- — _ daft _ dx _ —
o ITNW =75 = prryy e o U= = 3% B dﬁl(;”
fry , T € R je spojita a rostouci, f'(x) = e*#£0 pro x€R.
f! lny pro y € (0; 00).
° [hly] = [fil]/(y) = f/%.’lf) = [ei]’ = e% = el%y - % pro yE(0,00)
fry=sinz, v (—%;%) je spojita a rostouct, H(f) = (—1;1).

a2 .
f'(z) =cosz =+/1—sin*z >0proze(-%;%).
coa 1 1 1 _ 1 _ 1 1.
° [arcsm y] = [sina] cosx \/1fsin2w \/1_[Sinarcsiny]2 \/1—.7427 ye( L 1)
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Derivace sloZzené funkce
e S BT EPO s ttan) = o ) - o)
0 , Uo 0)- — g/ (uo) - f'(0).

1'(z0), ¢'(ug) jsou konecné.

ZjednoduSené muzeme psat:

o F'(x) =[g(N) (@) = g'(w) - f(x),  resp. o Ll = v — du. du_ dolw) dj()

N
o
<
(=%
<
o
S
[}
Q
I~
S
[}
<
—~
8
N

o [sin (sinz)]’ = cos (sinz) - [sinz] = cos (sinx) - cosz, x € R.

e [sin (sin (sinz))])’ = cos (sin (sin z)) - [sin (sin )]’

= cos (sin (sinx)) - cos (sinx) - [sinz]" = cos (sin (sinz)) - cos (sinz) - cosx, x € R.

o [a®] = [elnaz]/ = [emlna]/ =e*me [zlna) =a® - Ina, r€R, a >0, a#1.

o [29] = [eln”a]/ = [e*e] = e*™e [gIng]) = 2% ¢ = az® !, 2 >0, a€R.

o ] = o] = o] = s o na)

=2"-[1-lmz+z 1] =2” [1+Inz], 2> 0.

o Vyraz [In f(zg)] = J}I((;(?)) se nazyvé logaritmicka derivace f v bodé xz.

Logaritmicka derivace
f(ZL‘()) > 0 pro zg ED(f)

f'(zo) existuje.

} = o f'(xg) = f(xo) - [In f(zo)]'.

Derivace zakladnich elementarnich funkef

Vzorec Platnost Vzorec Platnost
[c] =0, rER, ceER [z] =1, rER

[2™] = na™~ 1, z€R, neN [29] = az®~ 1, z>0,a€R
[e*] =e”, rER [a”] = a” Ina, z€R, a>0
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Vzorec Platnost Vzorec Platnost

lnz]) = x>0 log, z] = ——, >0,a>0, a#1
n|z|)] = x#0 log, |z]] = -, x#0,a>0, a#1
[sinz]" = cosz, rER [cosx] = —sinz, rER

[tgz] = ==, x#w,keZ [cotg ] = — 5, r#km, keZ
[arcsin z]’ = \/llﬁ, xe(—1;1) [arccos z]) = — 11302’ xe(—1;1)

[arctg )" = l+1’r2’ rER [arccotg x]" = fﬁ, rER

[sinh 2]’ = cosh z, rER [cosh )" = sinh rER

[tgha] = ——, reR [cotgha] = ——l—  z#0

[argsinh z]" = mlﬂ, TER [argcosh z]" = 1;71’ x>1
[argtghz]’ = L, ze(—1;1) [argeotgha] = =, =z€R—(-1;1)

Zakladem tspésného derivovani jsou derivace elementarnich funkci. Pro praktické potieby
je nutné si tyto vzorce zapamatovat.

Diferencial funkce a derivace vyssich radi

Casto potfebujeme danou funkci f aproximovat (pfiblizné vyjadrit) jinou, jednodussi
funkei g tak, aby byl jejich rozdil |f(z) — g(z)| co nejmensi. Vétsinou nam postaci lo-
kalna aproximace v né&jakém okoli O(zg) bodu z¢ € D(f).

y = f(z), x€ D(f), bod z¢ € D(f), existuje konetna f’(z).
o Diferencial funkce f v bodé z, oznaceni df(zo,x—x0), resp. df(xo, h)
je linearn{ funkece df(zg,x—x0) = f'(z0) - (r—x0), TER.
Polozime h = x—x¢. = o df(xg,z—x9) = df(xo,h) = f'(x0) - h, hER.
f je diferencovatelna:
e v bodé z<€ D(f), pokud existuje df(xo,h), t.j. existuje kone¢na f'(zg).
e na mnozind A C D(f), pokud existuje df(xg, h) pro viechny xg € A.

fry=x,x€R, bod xg€R, f'(x9) = 1.
o df(xo,h) = f'(x0)-h=1-h=h, h€ R, oznaceni dz. = o df(xg,h) = dx.
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fry=f(x), z€R, bod xp€R, f'(x0) je konetna.
o df(xo,h) = f'(xo) - h = f'(x0) - dz, h€ R, oznaleni d f(zo).

= o df(ZL’(),h) = df(l()) = f/(LE()) d.’L’, f/(ZL’()) = df(lo) df

, resp. [/ =

O nejlepsi lokalni linearni aroximaci
f je diferencovatelna v bodé xo € D(f).
h:y = f(xo) + c(z — x0), cER, c# f'(x0). p =
g:y = f(xo) + f'(z0)(x — x0).
e Existuje okoli O(xg) tak, Ze pro vSechny x € O(xg), x#

plati |f(z) — g(2)| < [f(x) = h(z)].

e aproximace f v okoli O(z) pomoci teny v bodé x
gy = f(xo) + f'(x0)(x — w0) = f(20), 2EO(0)

je nejlepsi ze vSech aproximaci f pomoci linearni funkce (pfimky).

1,06 ~ 1,01. Presné /1,06 = 1,0097588, chyba vypoctu < 0,00025.
Reseni.
Oznatme f(x) = Jx, x>0, xo = 1.

S e @) = V5 = L0 = L 2> 0, filag) = (1) = b

Necht O(1) je takové, ze 1,06 € O(1).
= o Yr=[fla)m f()+ (1) (z—1) =1+ 5 = >F— = 5.
~ 1,064+5 _ 6,06 __
= o Y1,06 = f(1,06) ~ 200> = 506 =1 01.

8

|
—
=N
T+
8

|
—
‘ 8
S

(%i8) c:1.06% f(x):=x"(1/6)$
s:1$ £f1(x):=diff (£(x),x,1)$ p(x):=f(s)+subst(s,x,f1(x))*(x-s)$ p(x);

h(c):=print("c=",c," c~(1/6)=",f(c),"=",float (f(c)),"approx",

subst (c,x,float(p(x))))$ h(c)$

(%06) =5E +1
c=1.06 /9 = f(1.06) = 1.009758794179192 approz 1.01

Aproximace f mé smysl pouze pro z v blizkosti bodu xg.

(%i18) h(0.9)$ h(1.1)$ h(1.2)$ h(1.5)$ h(2.0)$ h(4.0)$ h(10)$ h(16)$ h(32)$ h(64)$
c=0.9 /% = £(0.9) = 0.9825931938526898 approz 0.9833333333333334
c=11 /% = f(1.1) = 1.016011867773387 approx 1.016666666666667
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c=12 /9 =
e= Lb c(l/ﬁ) =
c=20 /9 =
c=4.0 c(1/6) —
c=10 /9 = f(

c=16 /9 = f(

c=32 /% = (32
c=64 /% = f(64

1.2) = 1.030853320886445 approx 1.033333333333333
1.5) = 1.069913193933663 approz 1.083333333333333
2.0) = 1.122462048309373 approz 1.166666666666667
4.0) = 1.259921049894873 approz 1.5

) = 1.46779926762207 approz 2.5

) = 1.587401051968199 approz 3.5

) = 1.781797436280679 approz 6.166666666666666

)

= 2.0 approx 11.5

/1,06 ~ 1,01. Ptesné /1,06 = 1,0097588, chyba vypoctu < 0,00025.
Jiné FeSeni.
Oznatme f(x) = Vo +1, x> —1, 29 =0.
/ _ 1/677 — 1 —5/6 _ 1 / T _1
S o f0) = [t DY = B+ )7 = e 2 0, ) = £0) =
Necht O(0) je takové, ze 0,06 € O(0).

~ _ z __ 46
= o YE=f() ~ fO0)+ [/(0) w =14 8 =28
_ ~ 0,06+6 _ 6,06 __
= o \6/1,0 —f(0,06)NT—T—1,01

(%i8) ¢:0.06% f(x):=(x+1)"(1/6)$%
5:08 £1(x):=diff (£(x),x,1)$ p(x):=£f(s)+subst(s,x,f1(x))*(x-s)$ p(x);
h(c):=print("c=",c," c~(1/6)=",f(c),"=",float(f(c)),"approx",
subst (c,x,float(p(x))))$ h(c)$

(%06) & +1
c=0.06 (c+1)1/® = f£(1.06) = 1.009758794179192 approz 1.01

y = f(z), x€D(f) ma derivaci f’ na mnozing Ay C D(f), A; £0.
o f' = f(U se nazyva derivace prvniho fadu (prvni derivace) f na mnoziné A;.

o Derivace f' (pokud existuje), t.j. [f']' = f” = f® na Ay C Ay, Ay # 0 se nazyva
derivace druhého fadu (druha derivace) f na mnoZing As.

o Derivace f” (pokud existuje), t.j. [f’] = f” = f® na Az C Ay, A3 # 0 se nazyva
derivace tretiho fadu (tfeti derivace) f na mnozing As.

e Derivace " (pokud existuje), t.j. [f”') = f®* na Ay C A3, Ay4#0 se nazyva derivace
¢étvrtého fadu (étvrta derivace) f na mnoziné Ay.

o Takovym zpiisobem pokracujeme pron =5,6,7,....

e Derivace f(*~V ne N (pokud existuje), t.j. [f(*~ D) = f(™ na A, C A,_1, A, #0 se

nazyvéa derivace n-tého fadu (n-ta derivace) f na mnozing A,.
o Specialni definujeme f = f(©) derivaci nultého fadu (nultou derivaci) f.

£ (x0) pro xo € A, se nazyva derivace n tého fadu (n-ta derivace) f v bodé .
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) . (n—1)(.\_ ¢(n—1) . (n—1), _ p(n—1)
£ (z0) = lim f (T),f (o) _ i £ (I(Hrh}) f (z0)
=0 o h—0 !

Pro xo GAn, An C Anfl: neN.

e To znamena, ze funkce f(™~1) musi byt definovana v néjakém okoli O(xg).

Vypocet ™, neN mize byt obecné velmi pracny, protoze musime zalit f’.

y=aF r€R, keN.
[F) = kaF—L, [2%)" = k(k—1)xF2, [#K)" = k(k—1)(k—2)z*~3, ..
[F]*=D) = k(k—1) -2, [2*]*) = K, [¥)+D) =0, ...
k(k=1)-- (k—n+1)zF" 2€R proneN, n <k.
S o [2H] :{
0,zeR proneN, n > k.

9

y=e*, z€R. = o [¢*]™ =¢* z€RproneN.

y=sinx, r€R, y = cosx, x€R.

[sinz]’ = cosz, [sinz]” = [cosz] = —sinz, [sin z]"”’

= [cosz]" = —cosz,

" =sinz, [sinz]®) = [cosz]*) = cosw, ...

[sin 2]*) = [cos x]
(-1)*sinz, xe R pron =2k, kEN.

= o [sin x](”) = [sin x](n+4) — {
(—=1)**1cosz, r€R pron =2k—1, kEN.

—1)*sinz, z€R pron =2k, keN.
= o [cos x](") = [cosg;}(n+4) — {( )

(=1)*cosx, t€R pron =2k—1, kEN.

Leibnizav vzorec

f, g maji na mnoziné A derivace do fadu n€ N (vetné). =

o [fg™ =3 (M) Fg®) = (1) W gO) 4 (W) =D g1 g (m) O gl

1=0

Aplikace derivace funkce

Véty o stfedni hodnoté funkce (Rolleho a Lagrangeova) a L’Hospitalovo pravidlo patii
mezi nejcastéjsi aplikace derivovani v praxi.
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Nutna podminka existence lokidlniho extrému
c€ D(f) je vnitini bod.
f ma v bodé ¢ lokalni extrém. } = o f'(c)=0.

1'(c) existuje.

/ PA T T

(Ee) Q63

Nutné podminka existence lokalniho extrému (vlevo) a Rolleho v&ta (vpravo)

Rolle
je spojita na (a;b).
] e Spo‘],l & na {a;b) = o Existuje c€(a;b) tak,
fla) = £0). 7e f(c) = 0
Existuje f/(z)€ R* pro viechny z € (a;b). S '

o c€(a;b) lezi na usecke s koncovymi bodmi a, b,

proto se Casto vyjadiuje ve tvaru ¢ = a + (b—a), €(0;1).

Lagrange (véta o pfirtstku funkce)
f je spojita na {(a;b). = o Existuje c€(a;b) tak,
Existuje f/(z)€ R* pro vSechny x € (a;b). ze f'(c) = fO)=f(a)

b—a

o fl(c)=LULW = o f(b) = fla) = f'(c) (b—a).

Oznatme b = a+h, h=b—a, he R. = c=a+0(b—a)=a+0h,0c(0;1).
o f(b)— f(a)= fla+h)— f(a) = f'(a+6h)-h, he R, 0€(0;1).

Pro dostatetné malé h miizeme piedpokladat f'(a + 6h) ~ f'(a).

o f(ath) = f(a)+ f(a+Oh)-h~ f(a) + F'a)h = f(a) +df(a, h).
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f() = f(a)

b—a

Qe

Lagrangeova véta

Rolleho a Lagrangeova véta zarucuji existenci ¢ € (a;b). Pomoci nich v8ak takové body
neumime najit a ani nedokdzeme urcit jejich pocet.

Neurcité vyrazy typu %, resp. 22 se Casto pocitaji pomoci I'Hospitalovho pravidla.

L’Hospitalovo pravidlo
Pro viechny x € O(a), x#a existuji f/(z), ¢'(x),

a€ R*, existuje hm ,E Ny = =beR". = o [Existuje
(L H® I(@) fi@)
Jmy (a) = 50, lim g(2) = 00 (23], lim 5ty =l gy =0
resp. lim f(z) =0, lim g(x) =0 [LHY].
Tr—a Tr—a

3
lim % 728 =12.
z—2 T

o f(x)=23-8,2€R, g(r) =22, xER.
e O(2) mizeme zvolit libovolng, napt. O(2) = R.
f(x) =322, ¢'(x ) =1proxzeR—{2}.

f@)

lim = hm

a2 9'(x) =12 = o lim “578 = lim 3% =12,
lim (23 —8):11m (x —2) =0.
r—2 r—2

(%19) £(x):=(x"3-8)/(x-2)$
fc(x):=num(£f(x))$ fc(x);
fm(x):=denom(£f(x))$ fm(x);

’limit (£(x),x,2);’1limit (diff (fc(x),x,1)/diff (fm(x),x,1),x,2);
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limit (f(x),x,2); limit(diff(fc(x),x,1)/diff(fm(x),x,1),x,2);
(%o04) z* —8

(%05) = —2

(%o6) lim Z=2
(%07) 3 lim z?
(%o08) 12

(%09) 12

Bez ’'Hospitalovho pravidla:
° lim‘/";—f2 = hrnM = hm (22 +20+4)=4+4+4=12.

r—2 7 r—2

o lim lnT = [rA=] = lim

z—o00 T s500 1@ T—00 r—o0 T el

Predpoklady I’'Hospitalovho pravidla jsou splnény:
o [Inz) =1, [2) =1 pro z€(0;00).

x?

. In 2]’ . . .
o lim [nm,] =limi=L=0 o limlnz= lim z = occ.
s00 7] z—o0 ¥ o T—00 T—00

(%i4) £(x):=log(x)/x$ fc(x):=num(£(x))$ fm(x):=denom(£f(x))$
limit (diff (fc(x),x,1)/diff (fm(x),x,1),x,2);
(Fod) 3

o Je velmi dulezité ovérit vSechny predpoklady 1’'Hospitalovho pravidla.

o Platnost pfedpokladu hm £ EQC; = be R* se ovéfuje priibézné b&hem vypoctu limity.

o Obracené tvrzeni neplati. Z existence hm Tac: E g nevyplyva existence lim I(z)

T—a g'(z)"

o [’Hospitalovo pravidlo miizeme pouzit i nékolikrat za sebou:

F@) i L@ g @) i S@)
M g = 10 g = I e =0 = I gmy, ke
T=SinZT _ 507 — 13 1-—cosz _ (/707 — 1; 0—(—sinxz)
o i = ) = Ji 152 = () = i O
= lim sinz — = [L'HY] = lim €% — %

z—0 % z—0
Predpoklady I’'Hospitalovho pravidla jsou splnény:
e Pre O(0) = (—1;1), € 0(0), x#0 existuji prislusné derivace a limity.
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e 4 e~ % . e e e* e
T _eg—x

e lim
Tr— 00

L’Hospitalovo pravidlo nemtuzeme pouzit.

L’Hospitalovo pravidlo mtuzeme pouzit i pro vypocet jinych neurcitych vyrazi. Musime je
nejprve vhodnymi dpravami pievést na typ % nebo 2.
L’Hospitalovo pravidlo moZeme pouZit aj na vypocet inych neurcitych vyrazov. Musime

ich najprv vhodnymi tpravami previest na typ % alebo 2.

Typ £00-0: o lim [f(x) - g(z)], kde lim f(z) = £oo, liin g(z) = 0.

T—ra r—a

o lim [f(z)g(x)] = lim 9 = Typ 8 [wHY.

T—a T—a F(x) 0

o lim [f(z)g(x)] = lim &) = Typ 2 [LHEZ].

z—a T—a g(z)

Typ co—o0: e lim [f(z)—g(x)], kde lim f(z) = lim g(z) = to0.

Tr—a r—a r—a

o lim [f(x)—g()] = lim [L[O9D) _JEWD] — Yim f(2)g(2)[ 45— 7). = Typ 00-0.

T—a z—a g(z z—a g(@)  f(=)

Typ oo: e lim [f(x)]9(®), kde lim f(x) = oo, igr}lg(x) =0.

r—a T—ra

o lim [f(2)]9® = lim e @)™ = fiy e9() I f(@) = 2L 9T - por . o0,

r—a r—a r—a

Typ 0°: o lim [f(2)]9%), kde lim f(z) = lim g(z) = 0.

r—a T—ra T—ra

o lim [f(2)]9® = lim e @17 = Jim e9(@) M f(@) = 2RI - P 0. (“oo).

T—a T—a r—a

Typ 17°°: o lim [f(2)]9), kde lim f(z) =1, 1i£n g(x) = fo0.

T—a r—a

o lim [f(2)]9®) = lim e® V@™ = Jim e9@) I f@) = oI - oy 4o,

T—a r—a r—a
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. . 1 lim Inazl'/® lim —:Inz 1 (—o0)
o lim {z = lim 2'/% = es—ot = erHO+ = eof
z—07F z—0F

L’Hospitalovo pravidlo jsme nepouzili.

y = f(x), xeD(f), bod zg€ D(f), okoli O(xy) C D(f), n€N.
Existuji konetné derivace f’(z¢), f”(xo),..., f™ (z0) €R.
o Taylorav polynom stupné n funkce [ se stfedem v bodé z( je funkce

n (k) X ‘(r—x k
i) = 5 [t

= f(mo) + Lok le=s0) | o) lemmo)® |y I o) (=20)" 1 e O(z).
Pokud oznaime h = x—xg, © = xg+h, h€ O(0), pak ma tvar:

L ) (20)-h* "(x T Z|
To(woth) = o LGoIME gy 4 Laolh o fUeakh? Ly JUGO e 0(0).
k=0

n!

e Tayloriv polynom T, (z) se stfedem o = 0 se nazyva Maclaurin polynom:
(k) (n) e
To(z) = Zf (0)3f :f(0)+f(0)x+f(0)w +~--+f fg)x,xEO(O).

e Zbytek Taylorova polynomu (stupne n) se nazyva rozdil

(41 (&N (p—z)”

ot ((Ey)wg)!wo) “7 r€0(xy), Lagrangeov tvar,
f(n+1)(§),(w7w0).(w7§)"

n!

, £€0(zg), Cauchyho tvar,
pri¢emz & = xg + 6(z—x0), 0€(0;1).
Zbytek R, (x) vyjadiuje chybu aproximace f pomoci Taylorova polynomu 7T, (x):
e Aproximace ma lokalni charakter v okoli O(zg).

o Aproximace je nejlepsi ze vSech aproximaci pomoci polynomu stupné n.

f@)=VT+z=(x+1)3, ze(-1;00), 20 = 0. = f(0)=1.

° f'(x)Z%(x+1)*§:wﬁ,x>—1. = f'(0)=1.

o f(z)=—2-L(x+1)"% = 9{,/%, | = f"(0)=-2.

o @)= =3 (3 )V = s s ol S () = B
= e Ty(x) = f(0) + £ Q4 S1O | SO _ g a2t sel e 0(0),



mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk

beerb@frcatel.fri.uniza.sk 72 Calculus suported by wxMaxima

1+ 3, x€0(0) s chybou R;(x).
o V1+uz~w 1—&—%—%, x€0(0) s chybou Ra(x).
142 -2 152 5c0(0) s chybou Ry().

Vypoéitame Tayloriv polynom funkee v/z2 + 1. Jak vidime z fadku (%i2), ruéni derivovani
je dosti pracné.

(%i1) £(x):=sqrt(x~2+1)$

(%i2) print ("f(x)=",f(x),", £’(x)=",diff (£(x),x),",
£22(x)=",ratsimp (diff (£(x),x,2)),", £2’°(x)=",ratsimp (diff (£(x),x,3)))$
:L‘2 xT 12
f@) = VaTF 1, f'0) = =, f'0) = 25, 170 = - whdhhn

Na piikladu vidime, ze piikaz coeff je zavisly na piikazu taylor. Polynom tpl je de-
vatého (prakticky osmého) stupné, proto vystupem pifkazu coeff (tpl,x,10)) je ¢islo 0.
Polynom tp2 je desatého stupné a vystup piikazu coeff (tp2,x,10)) je skuteény koefici-
ent C10 = 7/256

(%i3) tpl:taylor (f(x),x,0,9);
2 4 6 8
(tp1) 14 & — &~ %_%4_...
(%i4)  print("c_3=",coeff(tpl,x,3),",c_4=",coeff(tpl,x,4),",c_10=",coeff (tpl,x,10))$
c_8=0, c_ 4=—%, c_10=0
(%i5) tp2:taylor (£(x),x,0,10);
2 4 6 5.8 1
p2) 14+ %5 -5+ 55— 355+ 5g + -
(%i6) print("c_3=",coeff (tp2,x,3),",c_4=",coeff (tp2,x,4),",c_10=",coeff (tp2,x,10))$

e 8=0, ¢ 4=—3%, c 10= 5

f(z) =Inz, € (0;00), o = 1. = f(1)=0.
o fllxy=L=z"1 z>0 = f(1)=1=0.
o f(z)=—FH=—2"2 2>0. = (1) =—1=—1L
o [M(z)=2%=22"%2>0. = f"(1)=2-1=2.
() = = fW1)=3-2-1=-3.

o fW(z)=-3-25 =-3-227% z>0.

of.(;‘?)(x):(—1)k*1(k—1)!w,€%1,m>0,kEN. = fB1) = (-1D)FHk-1)

n

S e Tu(@) =04 3 L2WEmDt _ §n DM o))

k=1 k=1 M n 1)k—1 1k
— kzl %’ zcO(1).
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(%i1) taylor (log(x),x,1,10);

—1)2 z—1)3 z—1)4 z—1)5 z2—1)6 s—1)7 2—1)8 2—1)9 2—1)10
ol) o—1— @z02 4 =% (@-h, @1)® (@=1°, @)’ @18, @1)° @ui°,

Nékdy je vyhodngjsi f(z) = lnx vyjadfit ve tvaru Maclaurinovho polynomu.
o x=t+1. = f(t) =In(t+1), te(—1;00),

To(t)=t—L 4t -t £ CU s CD T e ().
k=1

(%i1) taylor (log(x+1),x,0,10);

2 3 4 5 6 9 10
(Fol) -G+ 5 - F+H5F -FT+H5 -F+5 o+

=
®

f(z) =¢€*, x€R. = Maclaurinov polynom stupné n€ N ma tvar:
n n

o Tp(z) =14 & +4 42 420 ... 420 — Y2 yeR,

n! 4
=0

f(z) =sinz, x€R. = Maclaurinov polynom stupné n€ N ma tvar:

(_1)kz2k+l (—1)ig2i+1

oT2k+1(x)—0—|—1,+0+ +O+ r,—&—O—&- (2k+1)! :Z (2i+1)! ,xER.
i=0

f(z) =cosz, € R. = Maclaurinov polynom stupné n€ N ma tvar:

k, 2k 7, 21
o Top(w) =140+ 2 +0+ % +0+-+ U B Y= ey
=0

(%i1) taylor(exp(x) x,0,10);
(%ool) 1+a+ & R o1 T+ & 120 + % 720 + 5040 + 40320 + 362880 + 3638800 T °

(%i2) taylor(sin(x),x,0,10);

.3 5 e -
(%02) © — % + 155 — 5620 + 362880 T
(%i3) taylor(cos(x),x,0,10);

6 8 10
P> x x €T x €T
(%03) 1— 5+ %1 — 730 T 70320 — 3628800 T -

o Funkce y = €%, y = sinx, y = cosz mizeme aproximovat pro kazdé x € R.

e Pozadovanou pfesnost dosdhneme dostateénym zvétSenim stupné n.
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flz) =e@) zeR.

Oznacéme g(t) = et teR, t =22 = f(z)= e@®) = g(z?) = g(t) = €’

Pro Maclaurinov polynom P, (t) funkcie g(t), t > 0

a Maclaurinov polynom 75, (z) funkcie f(x), € R plati:
n onm

P () =St — (@) e e et 2% 2
e Pt)=Y =2 "F = 5 =1l+HF+HF+5x++ 2n (7).

: ! - il n!
=0 =0 =0

(%il) taylor (exp(x~2),x,0,10);
4 6 8 10
(%ol) 1+a’+ 2 + 2+ L+ 25+
(%i3) subst(x~2,t,taylor (exp(t),t,0,5)); subst(x~2,t,taylor(exp(t),t,0,10));
10 8 6 4
(%02) Zmp+ 5+ 5 +5 +a°+1

20 18 16 14 12 10 8 6 4 2
7 €T xZ €x €T T x x x x
(%03) 3628800 362880 T 40320 t 5020 t 720 T 1o0 Tz ¢ + 7 +2 1

12-{-1

Na zévér této ¢asti najdeme Maclaurinov polynom stupné 10 funkce f(z) = In -5

(%i1) taylor (log((x~2+1)/(x+1)),x,0,10);

2 3 4 5 6 7 8 9 10
3z% oz  z= oz z2 ozl oz oz 3z
(%01) —z + 55 3 1 ) 7 8 ot 10 T

(%i3) tp1l(x):=taylor(log(x~2+1),x,0,10)-taylor (log(x+1),x,0,10)$ tpl(x);

2 3 4 5 6 7 8 9 10
[o7 : 3= oz z= oz zZ _ oz zZ oz 3z
(%03) —z + =3 3 1 + 5 7 5 ot 10 T

(%i6) tp2(x):=ratsimp(subst(x~2,t,taylor (log(t+1),t,0,5))-taylor(log(x+1),x,0,10))$

tp2(x); tpl(x)-tp2(x);

=\ 756210 —28042 31528 —36027 4126028 —50425 — 63024 — 84023 +378022 — 2520«
(%05) 2520

(%06) 0+ - -

Prubéh funkce

DulezZitou soucasti vySetfovani priabéhu funkce je uréeni intervali, na kterych je tato funkce
monoténni.

I C R je interval, f je spojita na I, pro vSechny z €I existuje f'(z)€R. =
konstantni. < e f'(z) =
rostouci. < e ff(x) >0
o f je na intervalu I { neklesajici. < o f/(x) >0 3 provsechny z€l.
klesajici. < e fl(z) <0
nerostouci. < o f'(z) <0
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Body, ve kterych mé spojita funkce f lokalni extrémy, tzce souviseji s intervaly, na kterych
je tato funkce ostfe monotonni.

Nutna podminka existence lokalniho extrému

} = o f'(x9) =0.

x0€D(f), f(xo) je lokilni extrém.

f(xo) existuje.

o f'(xp) = 0 nezarucuje lokalni extrém v bodé xg.

o Lokalni extrém mize byt i bodé, kde derivace neexistuje.

Pii hledéani lokalnich extrému funkce musime:
e VySetfit vSechny body xo € D(f), pro které plati f/'(z¢) = 0.
o VySetiit viechny body zo€ D(f), v nichz f’(xq) neexistuje.
P1i hledéni globélnich extrémi funkce musime navic:
e VySetfit hrani¢éni body D(f).

Bod zg € D(f) se nazyva stacionarni bod funkce f, pokud existuje f’(z¢) = 0.

Postacujici podminka existence lokalniho extrému
x0€D(f), f'(x0) = 0. Pro v8echny z € O(xg) existuje f/(z) a plati:
o f/(x) >0 pro xz < xo, f'(z) <0 pro x> xg.
= o f(zg) je ostré lokdlni maximum.
o f/(x) <0 prox < o, f'(z) > 0 pro x > xg.
= o f(zg) je ostré lokdlni minimum.

o f'(z) <0 pro x#uxg, resp. f'(x) > 0 pro x#xo.
= o f(zp) neni lokalni extrém.

20€D(f), /(xo) = 0, "(x0) #0 jo konetnd. =
o ["(x0) <0. = o f(xg) je ostré lokalni maximum.

o ["(x9) >0. = e f(x) je ostré lokalni minimum.

Dulezitou sou¢asti vySetfovani priabéhu funkce je uréeni intervali, na kterych je tato funkce
konvexni nebo konkavni.
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I C R je interval, pro vSechny z € I existuje f'(z)€R. =

konvexni. < o [’ je na I neklesajici.

. . ostfe konvexni. < e f’ je na I rostouci.

e [ je na intervale o L )

konkéavni. < o f’ je na I nerostouci.
=

ostte konkavni. o [’ je na I klesajici.

ostie konvexni. < o f"(x)
konvexni. < o f(x

()
Setky v €.
ostre konkavni. < e f"(z) pre vsetky x
(2)

o [ je na intervale I

konkavni. & o [z

P11 vysetifovani konvexnosti a konkavnosti funkce f musime:
e VySetfit vSechny body xo € D(f), pro které plati f”(x¢) = 0.
e VySetfit vSechny body xo € D(f), ve kterych je f spojita a f/(z0) neexistuje.

xo € D(f) je inflexni bod funkce f.

1" (o) existuje.

} = o f"(x9) =0.

2o €D(f), ['(xo) € R. Pro viechny x € O(zg) existuje f”(x) a plati:
o f"(x) >0 pro x < xg, f"(z) <0 pro x> x.
= e xg je inflexni bod funkce f.
o f"(x) <0 prox < xg, f"(x) > 0 pro x > x.

= e xg je inflexni bod funkce f.

o f"(x) <0 pro x#uwxg, resp. f’(x) > 0 pro xz#uxo.
= e xg nenfinflexni bod funkce f.
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x0€D(f), f"(x0) =0, f"(x0)#0. = e 1z je inflexni bod funkce f.

20 €D(f), f'(w0) = ["(w0) = --- = f" (o) = 0, [ (20) #0, nEN.
n=2k—1, ke N (lich¢). = o f(x0) neni lokalni extrém.
e f je rostouci v bodé o pro £ (zo) > 0.
o f je klesajici v bodé xq pro f(™(xq) < 0.
n =2k, keEN (sudé). = e f(xg) je lokdlni extrém.
o f(zp) ostré minimum pro ) (x0) > 0.

o f(x0) ostré maximum pro f(™(zq) < 0.

20€D(f), ['(x0) € R, f"(w0) = -+ = [V (xg) = 0, f™ () £0, nEN, n > 2.
n =2k+1, ke N (liché). = e xg je inflexni bod funkcie f.

n =2k, kEN (sudé). = e f je ostro konvexni v bodOe zo pro f((z) > 0.

e [ je ostro konkdvni v bodé xg pro f<”>(:1:0) < 0.

Vysetreni pribéhu funkce

Vysetfit priubéh funkce f znamené urdit:
e Defini¢ni obor D(f), body a intervaly spojitosti a nespojitosti.
o Sudost, lichost, periodicitu, resp. jiné specialni vlastnosti.
o Jednostranné limity v bodech nespojitosti, v hrani¢nich bodech a v bodech +oco.
o Nulové body; intervaly, na kterych je f kladna a zaporna.

e f/, stacionarni body, lokalni a globalni extrémy; intervaly, na kterych je f rostouct,
klesajici a konstantni.

o [ inflexni body; intervaly, na kterych je f konvexni a konkavni.
e Asymptoty bez smérnice a asymptoty se smérnici.
e Obor hodnot H(f) a nastinit graf funkce.

Nejnézornéji predstavu o pribéhu funkce nam vétsinou poskytne graf. Pri jeho konstrukei
vyuzivame v8echny zjisténé tdaje. Mnohokrat jsou ale nedostateéné, proto je musime
doplnit vhodné zvolenymi funkénimi hodnotami.
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Priib¢h funkce f(z) = @ = 8216,

(%i1) £(x):=(8*x-16)/x"2;
(%ol) f(z) i= B2510

o D(f) = R —{0} = (—00;0) U (0;00).

Pomoci pfikazu denom (denominator) zjistime, kdy je jmenovatel nulovy.

(%i3) fm:denom(f(x));solve(fm=0,x);

(fmen) x>

(%03) [z =0]

o f neni periodicka, f neni suda, f neni licha.
o f je spojita na intervalech (—oo;0), (0;00), v bodé 0 je nespojita.

: _ : 8z—16 __ : 8 16y _ _8 16 __ —

(%i5) 1limit (£(x),x,minf);limit (£(x),x,inf);

(%04) 0
(%05) 0
. 7 8(z—2) _ —16 __ . T 8(xz—2) _ —16 __
o lim f(x)= lim =5~ == = —o0, lim f(x)= lim == = == = —o0.
z—0— f( ) z—0— @2 o+ T 0+ f( ) z—0*t @ o+

(%i7) limit (£(x),x,0,minus);limit (f(x),x,0,plus);
(%06) —oo
(%07) —oo

e Bod x = 0 je neodstranitelny bod nespojitosti II. Druhu.
o = = 0 je asymptota bez smérnice.
o f(2)=315=0. & 8z —-16=0. & z=2.

Pomoci pfikazu num (numerator) zjistime, kdy je ¢itatel nulovy.

(%19) fcit:num(f(x));solve(fcit=0,x);
(fcit) 8x — 16
(%09) [z =2]

f(z) <0 pro z€(—o0;0),
e z =2 je nulovy bod f. = f(z) <0 pro z€(0;2),
f(z) > 0 pro z€(2;0).
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f(2) =0, f neni v bodé z = 0 definovana.
= Funkce f neméni znaménko na intervalech (—oc;0), (0;2), (2;00).

= Stadi zvolit libovolny bod v danych intervalech a ovéfit jeho hodnotu.

(%i13) £(2);£(-1);£(1);£(3);

(%010) 0
(%o11) —24
(%012) —8

(%013) &

—167/ _ 8x°>—(8z—16)2 —8a? -
o fl(z) = [&E 16] _ 8z (;4 )$:32x$48$ :32m38m’$€R’l.7£0.

(%i15) £1(x):=diff (£(x),x,1)$ ratsimp(£f1(x));
(%o15) — 8232

o fllx) =3B =0. & 32-8r=0. & z=4.

3

(%i16) solve (£1(x)=0,x);
(%016) [z = 4]

o f' je v bodé 0 nespojita.

(%i18) fimen:denom(ratsimp(f1(x)));solve(fimen=0,x);
(fimen) z°
(%018) [z = 0]

f'(x) <0, f je klesajici pro z € (—o0;0),
e x =4 je nulovy bod f/. = f/(x) >0, f je rostouci pro x € (0;4),
f'(z) <0, f je klesajici pro z € (4; 00).
f/(4) =0, f’ neni v bodé x = 0 definovana.
= Funkce f’ neméni znaménko na intervalech (—o0;0), (0;4), (4;00).

= Stadi zvolit libovolny bod v danych intervalech a ovéfit jeho hodnotu.

(%i22) subst(4,x,f1(x));subst(-1,x,f1(x));subst(1,x,f1(x));subst(5,x,f1(x));
(%019) 0

(%020) —40

(%021) 24

(%022) —-2

125

o f méa v bodé z = 4 lokdlni maximum a aj globalni maximum f(4) = 1.
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(%i23) £(4);
(%023) 1

o f nemaé lokalni a ani globalni minimum.

, a3 (a0 a \a.2 3 2
o f”(I) _ [32;38z} _ —8a (iQG 8z)3x _ 16z ;Sgﬁm _ 163;296’ z€R, x;éO

(%i25) f£2(x):=diff (£(x),x,2)$ ratsimp(£f2(x));

(%025) 162796

o f(x) =189 = 0. & 162 —-96=0. & z=6.

(%i26) solve (£2(x)=0,x);
(%026) [z = 6]

o f” je v bode 0 nespojita.

(%i28) f2men:denom(ratsimp (£2(x)));solve (f2men=0,x);
(f2men) z*
(%028) [z = 0]

f"(z) <0, f je konkavni pro z € (—o0;0),
e x =6 je nulovy bod f”. = f"(z) <0, f je konkavni pro x € (0;6),
f"(z) > 0, f je konvexni pro z € (6; 00).
1'(6) =0, f” neni v bode z = 0 definovina.
= Funkce f” neméni znaménko na intervalech (—o0;0), (0;6), (6;00).

= Stadi zvolit libovolny bod v danych intervalech a ovérit jeho hodnotu.

(%132) subst (6,x,£2(x));subst(-1,x,£2(x));subst(1,x,f2(x));subst(7,x,f2(x));
(%029) 0

(%030) —112
(%031) —80
(%032) 3367

e Bod z = 6 je inflexni bod funkce f.

(%i33) £(6);
(%033) &

o k= lim f& = Jyn 82216 — py (8 16— _0=0.
r—too r—Fo0

o g= lim [f(z)—ka]= EI:‘I:l [f(z) —0-2] = EIE f(:Z:)O.} = y=kxr+q=0.
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(%i35) km:1limit (f(x)/x,x,minf);kp:limit (f(x)/x,x,inf);

(km) O

(kp) O

(%i37) qm:1limit (f(x)-km*x,x,minf);qp:1limit (f(x)-kp*x,x,inf);
(km) 0

(kp) O

o y = 0 je asymptota se smérnici.

o H(f) = (=i 1).

(%i38) draw2d (grid=true,xaxis=true,yaxis=true,xrange=[-12,12],yrange=[-8,3],
title="f(x)=8(x-2)/x"2",color=blue,explicit(f(x),x,0,4),
color=red,explicit (f(x),x,-12,0),explicit(f(x),x,4,12),
label (["Inflex Point",6,f(6)-.4],["Local Max",4,f(4)+.4]),
color=green,parametric(0,t,t,-8,3),parametric(t,0,t,-12,12),

color=black,point_type=7,points ([[4,£f(4)],[6,£(6)]1,[2,£(2)]11))$

0)=80-2)*

Local Max

Inflex Point

-10 -8 —6 -4 -2

Graf funkcie f(r) = 8(z—2)

x2
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