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Predhovor

U¢ebnica Matematicka analyza 2 nadvizuje na 1. ¢ast, ktora vysla knizne v roku 2009
pod nazvom Matematickd analyza 1 [6]. PrileZitostné odvolavania sa na tato knihu s
v texte uvedené skratkou ,mal:* (napr. mal: veta 4.1.4). Jej rozsirena verzia je volne
a bezplatne k dispozicii na adrese http://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb/mal/
ma-1.pdf. Pre tGspesné zvladnutie niektorych ¢asti tejto uéebnice st nevyhnutné elemen-
tarne vedomosti z algebry (vid [11, 34]). Autor predpoklada, 7e citatel je oboznameny
s uvedenymi znalostami.

Latka je ¢lenena do dvoch kapitol a jednotlivych podkapitol. Na konci kazdej podka-
pitoly st cvidenia, na ktorych si méa Studujici overit & porozumel vysvetlovanej latke.
Vysledky cvifeni st uvedené v zavere knihy. Pre spolahlivé a trvalé zvladnutie latky je
vhodné ich prepocitanie. Vela Studentov tito skutocnost podcenuje a zisti az pred skuskou,
7e nie je ¢as na dobehnutie zameskaného. Ale, kedZe pocet prikladov uvedenych v pub-
likacii je z pochopitelnych dovodov obmedzeny, st uvedené v prehlade literatiry dalsie
zbierky tloh a prikladov, z ktorych moze hibavy ¢itatel cerpat. Ucebnica konéi registrom
pojmov s odkazmi na prislusné strany, na ktorych ich ¢itatel najde.

Prva kapitola sa zaobera integralnym poc¢tom funkcie jednej realnej premennej. Prva
podkapitola Neurcity integral je venované objasneniu pojmu neurcity integral a zaklad-
nym metodam integrovania. V dnesnej dobe, ked existuje niekol'ko velmi kvalitnych prog-
ramov na symbolické vypocty uz nie je také dolezité mechanické pocitanie integralov, ale
pochopenie ich podstaty a nasledna implementacia resp. aplikacia v rieSenych problémoch.
Kapitola konéi rieSenymi prikladmi, ktoré ilustruja Siroky rozsah problémov pri ich rieSeni.
Druhé podkapitola Riemannov urcity integréal objasnuje jeho zédkladné vlastnosti, geomet-
ricky vyznam, vztah s neurditym integralom a teoretické i numerické moZnosti vypoctu
urcitého integralu. Zaver kapitoly je venovany aplikdciam ur¢itého integralu v praxi.

Druha kapitola je venovana realnym funkcidm n realnych premennych v Euklidovskom
priestore R™. Jej prva podkapitola sa zaoberéa zakladnymi vlastnostami realnych a vekto-
rovych funkeif n premennych (limita, spojitost, existencia funkénej hodnoty ap.). Druha
podkapitola je venované deriviaciam a diferencidlom tychto funkcii, ich aplikdciam a extré-
mom a moznostiam ich ur¢enia pre dané funkcie (vratane viazanych extrémov).

Definované pojmy st kvoli prehladnosti zobrazené tuénym pismom. Vo formuléciach
matematickych viet st niekedy kvoli prehladnosti pouzité symboly =, <, <. Vztah
A = B, t. j. nutnt podmienku &itame ,Ak platia predpoklady (tvrdenia) A, potom
(nutne) platia zavery (tvrdenia) B.“, vztah A < B, t. j. posta¢ujicu podmienku
¢itame ,,Pre platnost tvrdenia A postac¢i platnost tvrdenia B.“ a vztah A < B ¢itame
,, Tvrdenie A plati prave vtedy, ak plati tvrdenie B.“, resp. ,, Tvrdenia A a B sucasne platia
alebo neplatia.“. Kvoli kompatibilite s kapitolou o viacrozmernych funkciach vsetky body
zna¢ime v okrihlych zatvorkach, t. j. v tvare (z;y) € R?, resp. (z;y; 2) € R3.

Uvedena publikacia je vytvorena pomocou vysoko profesiondlnych Open Source nastro-
jov. Vlastny text je sadzany pomocou typografického systému KTEX, obrazky st vytvo-
rené pomocou vysokotroviiovych jazykov vektorovej grafiky TikZ (vé¢8ina dvojrozmernych
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a niektoré trojrozmerné obrazky) a Asymptote (vector graphics language). Vypolty
potrebné k prikladom a k realizécii obrazkov boli vykonané pomocou programu na symbo-
lické vypocty wxMaxima. Pri niektorych vypoctoch, ktoré priamo nestvisia so zameranim
u¢ebnice (napr. rozklad racionalnej lomenej funkcie na parcialne zlomky), st pre ilustraciu
uvedené aj odkazy na internetovi vypoctovi sluzbu Wolfram Alpha, kde st uvedené casti
vyrieSené. Sluzba Wolfram Alpha nie je sice Open Source, je zaloZenéd na platforme naj-
lepsieho softvéru na symbolické vyposty Wolfram Mathematica od spolo¢nosti Wolfram
Research, ale je v dost rozsiahlej forme volne pristupna. V tlacenej papierovej verzii sa
obrazky realizované ¢iernobielo (odtiene Sedej). V elektronickej verzii s vSetky obrazky
farebné, pri¢om niektoré z nich st animované (¢itatel ich pozna podla menu pod ob-
razkom) a viaéSina trojrozmernych obrazkov je interaktivna (obrazky vytvorené pomocou
Asymptote). Objekty na tychto obrazkoch mozeme po kontakte s mySou otacat, zvacsovat
ich, postavat ap. Tieto obrazky st oznacené ikonou @. Taktiez st v elektronickej verzii
aktivne vSetky odkazy, t. j. interné (krizové odkazy medzi jednotlivymi ¢astami v ramci
publikicie vratane obsahu, registra, odkazy na na citicie, na poznamky pod ¢iarou, na
vety, na vysledky cviceni ap.) i externé odkazy na webové stranky.

Vsetky interaktivne animované a 3D obrazky maja svoje identické klony na webe a ak-
tivovat ich mozete (napriklad do mobilného telefénu) pomocou prilozeného QR kodu.

Stale plati, Ze nikto nie je dokonaly, preto pripadné zistené chyby a nedostatky, ako aj
navrhy na d'alSie zlepSenie ucebnice, mozete adresovat autorovi na jeho e-mailova adresu
beerb@frcatel.fri.uniza.sk.

v Ziline, jal 2023 Autor

Zial', motto nielen mnohych Studentov, ale aj mnohych ucitelov:

Od ucdenia este nikto nezomrel, ale naco riskovat.
GTUBB
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Kapitola 1

Integral realnej funkcie

1.1 Neurcity integral

Zavedenie pojmu derivacie sme motivovali tlohou uréit okamzitt rychlost hmotného
bodu, ktory sa pohybuje po priamke. Ulohu moézeme obratit a hladat drdhu hmotného
bodu za predpokladu, Ze pozndme jeho okamzitd rychlost v danom case.

Priklad 1.1.1.

Uvazujme hmotny bod pohybujtci sa po suradnicovej osi x v kladnom smere rychlostou
v(t) = 2t + 2, t€(0;00), pricom v ase typ = 0 ma polohu .

Hladame funkeiu, ktora vyjadruje drahu tohto bodu, t. j. hfaddme funkciu z(t), t € (0; 00)
tak, aby platilo 2/(t) = v(t) = 2t + 2, t€(0;00) a x(tp) = x(0) = zo.

Prvej podmienke vyhovuje kazda funkcia x(t) = t2 + 2t + ¢, t € (0; 00), kde ¢ je lubovolné
realne ¢islo. Este musime urcit konstantu c¢€ R tak, aby platilo 2(0) = .

Plati 2o = 2(0) =02 +2-0+c=¢, t. j. ¢ = zo.

Z toho vyplyva, Ze hladanou funkciou dréhy je z(t) = % + 2t + g, t€(0;00). m

Nech I C R je otvoreny interval. Funkcia F(z), € I sa nazyva primitivna funkcia
k funkcii f(z), x €I na intervale I, ak pre vSetky x €I existuje derivacia F'(x) taka,
ze plati F'(z) = f(x).

Poznamka 1.1.1.
Aj nadalej budeme uvaZovat otvoreny interval I C R.
AEk by bol interval I uzavrety, resp. otvorenij iba na jednej strane, potom by sme v krajnych

bodoch, kde je interval uzavrety, uwvazovali jednostranné derivdcie funkcie F. Napr. v pri-
pade intervalu I = (a;b) uwvaZujeme F' (a) = f(a), F' (b) = f(b).

Veta 1.1.1.
Funkcia F'(x) je primitivna k funkcii f(z) na intervale I, c€ R (Iubovolna konstanta).

= Funkcia G(z) = F(x) + ¢ je primitivna k funkcii f(z) na intervale I.

Dokaz.
Pre vietky z €1 plati G'(z) = (F(z) + c)/ =F(z)+d=f(x)+0=f(z). m
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Veta 1.1.2.
Funkcie F(x), G(x) st primitivne k f(z) na intervale I.

= Funkcia (F — G)(x) je konstantna na intervale I.

Dékaz.
Pre vietky z €I plati (F — G)'(z) = (F(z) — G(z)) = F'(z) — G'(z) = f(z) — f(x) = 0.
Potom je! funkcia F' — G konstantna na . m

Ak I nie je interval, potom veta 1.1.2 neplati. MnoZinu I musime rozdelit na intervaly
a na kazdom z nich uz uvedena veta plati. Dokazuje to nasledujici priklad 1.1.2.

Priklad 1.1.2.
Uvazujme funkciu f(z) = 322, z€1, kde I = (0;1)U(2; 3).
3
. 3 =z pre € (0;1),
Oznatme F(z) =2°, z€l a G(z) = {xg ~ 1 pre ze(2:3).
Obe funkcie F' aj G st primitivne k funkcii f na mnozine I, ale ich rozdiel nie je konstant-
nou funkciou na mnozine I, pretoze plati

23— 2% =0 pre z € (0;
2

(F—G)(x):F(x)—G(l’):{x3_(m3_1):1prex€( ,il’))?

)
Zuzenia funkcie F' — G na jednotlivé intervaly (0;1) a (2;3),
t.j. (F —G)lo1)(z) =0, (F — G)|(23)(x) = 1, ale konstantné funkcie st. m

Poznamka 1.1.2.
Nech F' je primitivna funkcia k funkcii f na intervale I. Z definicie vyplyjva, Ze primitivna
funkcia F je na intervale I spojitd.?

Z predchéadzajiaceho vyplyva, Ze vietky primitivne funkcie k danej funkcii f(z), z €Tl
na intervale I sa navzajom liSia o konstantu a tvoria mnozinu {F(x) + ¢, c¢€ R}, pricom
F(z), x €I je l'ubovoln4 z primitivnych funkeii k f(z). Tato mnoZzina sa nazyva neur¢ity
integral funkcie f na intervale I a oznaguje sa®

/f(x)dx ={F(z)+c¢ z€l, ceR} = F(z)+¢, z€l, cER.

Na urcenie neurc¢itého integralu funkcie nam postadi jedna (Tubovolna) primitivna
funkcia. Proces hladania primitivnej funkcie sa nazyva integrovanie.

Zapis neurcitého integralu funkcie f na intervale I je uréeny na zaciatku integraé¢nym
znakom | a na konci symbolom diferencialu da.4

Funkcia f sa nazyva integrac¢na funkcia alebo integrand, x sa nazyva integrac¢na
premenna a c sa nazyva integrac¢na konstanta. Interval I sa nazyva defini¢ny obor
(obor definicie) integralu.’

Imal: veta 4.3.8. a): Funkcia f je spojita na intervale I C R, f’(z) existuje na I. Potom f je na
intervale I konstantna prave vtedy, ak pre vSetky zo € I plati f/(z¢) = 0.

2mal: veta 4.1.4: Ak ma funkcia f v bode o kone¢nu derivaciu, potom je f v bode x¢ spojita.

3Symboly {} sa vynechavaji a namiesto {F(z) + ¢,z €I, c€ R} sa struéne pise F(z) +c, x€1, cER.

47 uvedeného dévodu nemusime zloZitejsie vyjadrenia funkcie f davat do zatvoriek, ale kvoli prehlad-
nosti sa to doporucuje.

5Ak nie je obor definicie integralu explicitne zadany, potom pod oborom definicie integralu myslime
maximalny moZny interval (resp. zjednotenie intervalov), kde integral existuje.
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Poznamka 1.1.3.

Nie kazdd funkcia [ musi mat na intervale I primitivnu funkciu (priklad 1.1.4).

Ak je f spojitd na intervale I (veta 1.1.3), potom k nej primitivna funkcia existuje.
Samozrejme existuji aj nespojité funkcie, ktoré maji primitivne funkcie (priklad 1.1.4).

Veta 1.1.3.
Funkcia f(x), x €I je spojita na intervale I.

= Na intervale I existuje primitivna funkcia k funkcii f.

Dokaz tejto vety je s doterajsimi vedomostami zlozity a vykonadme ho aZ neskor, ked
budeme poznat stvislosti medzi neur¢itym a urcitym integralom (veta 1.2.27, str. 73).

Priklad 1.1.3.
Funkcia f(x) =sgnx, z€(—1;1) nema na intervale (—1;1) primitivnu funkciu.
Riesente.
Predpokladajme, 7e k f na (—1; 1) existuje primitivna funkcia F. Je zrejmé, Ze funkcia F
je na (—1;1) spojita (poznamka 1.1.2).
z€(—=1;0). = F'(z) = f(x) = -1, t. j. F(z) = —x 4+ 1, kde ¢c1 €R.
z€(0;1). = F'(x)=f(x)= 1,t.j. F(z)= x4 cg, kde ca€R.
Pre primitivnu funkciu musi platit F’ (0) = F} (0) = F'(0) = f(0) = sgn0 = 0, ale plati:

FL(0) = lim Z0ZFO _ gy —eteaza — ) = im F(z) = lim f(z) #0.
z—0~ x—0~

r—

r—0~ F(2)—F(0) z—0—
U . x)— I T+co—Cco __ . / I
F+(0) N a:lif(r]lJr z—0 o :vli)r(r)l+ x =1 N :clif{)lJr r (x) o :vlig)l+ f(x) 7& 0-

Potom F’(0) neexistuje, t. j. primitivna funkcia k f na (—1; 1) neexistuje. m

Priklad 1.1.4.

Funkcia f(z) = 2zsin 2
ale existuje /[Qx sint —cosi]dz =2?sinl +c, xeR - {0}, ceR.

T

—cosi, ze R—{0}, f(0) = 0 je sice nespojita v bode z = 0,

Riesenie.
lirr%) f(x) neexistuje, t. j. neplati 1in}) f(x) = f(0) =0 a f nie je spojita v bode 0.
T— rT—r

lim 2zsint =2 lim zsin + = [IHO | sinle(-1;1) je ohraniéena} =2-0=0.
z—0 x r—0 x
. . oo
lim cos 4 = lim cos2nm =1 pre {%} 1 0.
lim cos L — {n—>oo 2nw n— 00 nm’n=
z—0 v lim cos —+— = lim cos (2n + 1)7 = —1 re { 5——=15, — 0.
n—00 (szlrl)ﬂ n—o00 ( ) p {(2"+1)7" }nfl

F(z) = 2?sinz~!, z€ R — {0}, F(0) = 0 je primitivnou funkciou k f(z) na R.

x#0. = F(x)= [m2sin%]l =2zsinl —2? L cosd =2zxsind —cos i = f(x).
- , BT F(xz)—F(0) 1 z? sin 10 7 ol 0
x=0. = F'(0)= ilg%) —— alcli% — il{}%xsm ==0=f(0). m

V tabulke 1.1.1 st uvedené zakladné vzorce pre integrovanie. Tieto vzorce tzko suvisia
so vzorcami pre derivacie elementarnych funkcii (mal: tab. 4.1.1) a pre praktické potreby
je nevyhnutné si ich zapamitat. Vzorce je potrebné chapat aj s oborom definicie,
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Tabulka 1.1.1: Neurcité integraly zakladnych elementarnych funkeii

Vzorec Platnost Vzorec Platnost
/dx:/ldxszrc, TER /:L“dx:i:; +c, a# -1, zeR—{0}
=Inl|z|+ec, zeR— {0} L& d =In|f(2)| + ¢, f(x) #0, v D(f)
/e”dx=#+c, a#0,z€R a“dz=%+c, a>0,a#1, z€R
/sinaxdx:—%—f—c, a#0,zeR /cosawdzz%—&-c, a#0,zeR
/sir?faz:700t¥+c7 a#0,z€R, /w:faz=°g%+6, a#0, zeR,
r# 5 kez w# T ez
/sinhamd:p: %—&—c, a#0,z€R /coshamd:z:: %—&-c, a#0,z€R
/Smﬁi“g”w:f%erq a#0,zeR— {0} /ws‘ﬁi’gw=%+c, a#0,z€R
/12(:1;12 :%arctgi’Jrcl=7iarccotg§+02, a#0,zeER
/ﬁ:/;a [ - ] ar= Az 4 a#0, 7€ R~ {+a}
\/a;”j = arcsinﬁ +o = farccosﬁ + c2, a#0, ze(—|al;|al)
\/%:ln|x+\/z2ﬁ|+c, a#0, ze(—o0;—lal) U (|al; )
\/g;“ﬁzln(x+\/m)+c, a#0,zeER

ktory musime rozlozit na jednotlivé intervaly.® Tieto vzorce na jednotlivych intervaloch st
rovnaké, 1isit sa mozu iba o konstantu. Ich platnost dokdZeme priamym derivovanim.

Derivovanie a integrovanie st inverzné operacie na intervale I. Ak je funkcia F' primi-
tivna k funkcii f na intervale I, c€ R, potom pre vSetky x €1 plati

[/f(x) dx]/ = [F@) +¢| = f), /F’(a:) dz = /f(x) dz = F(z)+c.

Priklad 1.1.5.
a) /cotgwdx = /Cow dz = /[Si.nm]' de =Inlsinz|+¢, xeR— {km, ke Z}, ceR.

sin T sinx

b) /tgmdx:/%dx:—/ﬁdx:—/[CCC:E:C] dz = —In|cos z| + ¢,

reR — {g +k7r,kEZ}, ceR.

SNapr. = In|x|+c, z€ R—{0} predstavuje dva vzorce, jeden pre = € (—o0; 0), druhy pre x € (0; c0).
3] J y
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1.1 Neurcity integral 9

3+1

/\/ dx—/dem— 4= % +c:gm%+c:%\5/958—1—0,:5207661%.

d) /|a:| da = % + ¢, €R, c€ R, pretoze plati:

/Idx—%+02%+62%+c pre z > 0.

/|x|dx: ,
/(—x)dm:—/ajdx:—“——i—CZW—&—c:%—&—c pre z < 0. m

1.1.1 Metody integrovania

Integrovanie je vo v8eobecnosti zloZity proces a mnohé (aj elementarne) funkcie nevieme
integrovat bez pouzitia nekone¢nych funkcionalnych radov.

KaZzda spojita funkcia definovana na intervale mé na tomto intervale primitivnu funkciu
(veta 1.1.3). Problém je, Ze nie vzdy ju vieme vyjadrit pomocou elementérnych funkeii.
Niekedy na jej vyjadrenie potrebujeme spominané nekonecné funkcionélne rady. Takéto
integraly sa nazyvaju transcedentné a patria sem napr. (me NU{0}, ne N, m+n > 2)

e(Ea™ ) sin (z™) cos (z™)
wors O / z, /mm dz,  [=n—dz.

Zakladom integrovania je rozklad integrandov na jednoduchsie funkcie (metoda roz-
kladu) a ich transformacia na iné lahsie integrovatelné funkcie (metoda per partes, sub-
stituéné metody). Niekedy mozeme neurcity integral dopredu odhadnat a bez integrova-
nia dopocitat nezndme parametre (metéda neurcitych koeficientov). Jednotlivé metddy sa
¢asto navzajom kombinuju. Existujt aj tabulky integralov [44] a softvérové aplikacie na
symbolické vypocty (wxMaxima, Maple, Wolfram Mathematica, ... ), ktoré moZeme pouzit.
Ale aby sme tieto pomocky mohli téinne vyuzivat, musime vediet integrovat.

Veta 1.1.4 (Metoda rozkladu).
Funkcie F', G s primitivne k funkciam f, g na intervale I, a,b€ R, |a|+ |b] > 0.

—> Funkcia aF + bG je primitivna k funkcii af + bg na intervale I a plati

/[af( ) + bg(z)] (11—a/f dx—l—b/( )de = aF(x) + 0G(z) + ¢, €1, cER.

Doékaz.
Pre vietky z €I plati [aF(z) + bG(z )} =aF'(x) +bG'(z) = af(z) + bg(z). m

Poznamka 1.1.4.
Pri praktickom vijpocte véicsinou pisSeme priamo

/[af( ) + bg(x)] do = aF (z) + bG(z) 4+ ¢, x€, cER.

Pri integrovani chdpeme vsetky vyrazy ako mmnoZiny. Pokial sucastou daného vyrazu je
neurcity integrdl nevyjadreny pomocou primitivnej funkcie, potom integracni konstantu
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nemusime pisat. Na konci vypoctu integrdlu sa vsetky integracné konstanty z jednotlivijch
primitivnych funkcii séitaji do jednej viyslednej (vid priklad 1.1.6). Napriklad vo vztahu

a/f(x) dz + b/g(:p) dz = aF(z) + b/g(m) dz
nemusime na pravej strane pisal konstantu, pretoZe je zahrnutd v integrdli funkcie g(x).
Priklad 1.1.6.

in% z 2 z)dx
a) /sin2 ;cifOSQx - /(s SiHQ-i;:C;)sszaZd = /[Cos}zz + sianz} da =tgx —COtg.’E+C,7
xeR,x#%ﬁ,k‘eZ,ceR.
b) /@dx:/%dm:/[x—2+%]dx:‘"”2—2—2x+ln\x|+c,
r€R —{0}, ceR.

c) /thxdx:/zif;zidxz/71;§§Simdx:/[co:%—1} dz =tgz —x +c,

TER, x # M, keZ, ceR.

d) /[2cosa:+x3+ %—H} dr = 2sinz + ‘%4 +3arctgxr + ¢, tER, cER. =

Veta 1.1.5 (Metoéda per partes).
Funkcie u, v maju spojité derivacie v/, v’ na intervale I.
= /u(a:) v'(x) de = u(z)v(x) — /u’(x) v(x)de, zel.

Doékaz.

Funkeie u, v st spojité na I, pretoZze si primitivnymi k «/, v’ na I (poznamka 1.1.2).

Zo spojitosti v/, v' na I a z vety 1.1.3 vyplyva existencia primitivnych funkcii k funkciam
wv’; w'v na I. ZvySok vyplyva zo vztahu [uv] = v/v + uv’/, t. j. uwv’ = [uv] — w'v.

Pre vietky z €1 plati u(z)v'(z) = [u(bL)U(tL)}/ —u/(z)v(z). Potom

/U(T)v’(a:) doz = /[u(m)v(m)]/dm —/u’(m)v(m) dz = u(z)v(z) —/u’(m)v(m) dz, z€l. =

Predchadzajici vzorec mozeme pisat tiez v tvare

Priklad 1.1.7.

= =1 . . .
a) /xcoswdx: [u, N }:msmx—/smxdx:xsmx—f—cosx—i—c, TER, ceR.
V' =COST |V =SsInx
=Inz|u =1
b) /lnxdx— [“, 1“ b f} zmlnx—/dx:xlnx—x—f—c, x€(0;00), cER.
v = v =T
_|u'=1 U=z _ _ cdr __ _ 1 [0+42z
c) /arctgxdx— v —arctge | v = = rarctgz /1+m2 =zarctgr — 5 [ 155 dw

= rarctgr — %ln 1+w2| +c=wzarctgr —InvV1+a22+c¢,x€ER, cER. W

"Namiesto zapisu /ﬁ dz sa Casto pouziva zapis /—f‘%i) .
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Priklad 1.1.8.
Vypocitajte neurcity integral I = / cos br sindx dx.

Riesenie.
I = [cosbrsindrds = | ¥ =65 |u =2 | _ sinbasinds _ 4 [ 50 cosda da
v =sindz | v =4cosdx 5 5
! —sin b _ __cosbz . " . . .
_ | W =smox ju 5 _ sinbzsindx 4| __ cosbzcosdr _ 4 cos bz sin 4z dx
v =cosdx | v/ =—4sindx 5 5 5 5

_ sin 5x5sin 4z + 4 cos 52x5cos 4z + 16

sin 5z55in 4z + 4 cos 5x cosdx + E[

cos bx sindx dr = o

Dostali sme rovnicu s nezndmym parametrom I. Pre vietky x € R plati®

%I: I — %I — s1n5a:5s1n4x + 4cos5a:cos4ac + e, kde CleR

P0t0m9 I = 29j S1n5m5sm4z + 40055;5COS4:E +Cli| _ 5sinbz 51n4z—g4cos 5x cos 4z +C, .’L'ER, ceR.

Iné riesenie.

Pouzijeme vzorec'” sin 26 cos O‘—J{ﬂ = w
Ak polozime 4z = —5 51 = a;rﬁ, dostaneme rovnosti o = a—;rﬂ + # = bz + 4z = 9z,
8= O‘—W—#:'& —4x:x. Potom plati

I= /cos5xsin4xdx = /%dx = %/[sin9m—sinx} dz

_ 1| —cos9z . __ cosxT cos 9x
_§{T—(—c05x)}+z:—7— s~ tC TER, cER. m

Poznamka 1.1.5.
Obe riesenia prikladu 1.1.8 su sprdvne.
Ukazeme, Ze vysledky sa na mnoZine R lisia o konstantu. V tomto pripade siu rovnaké.

Pouzijeme vzorce'® cos 22 cos M cosatcosf iy O‘Hj a—f _ cosp-cosa
o 2 2 4 2 2 :
.. .. B
Opit polozime 4x = O‘T‘d, Sr = a+ , t.j. a =9z, B =x. Potom pre vietky x € R plati
5sin 5x sin 4x + 4cosbxcosdxr __ 5 cosx—cosIx + 4 cosx+tcos9xr __ 9cosx—cos9x __ cosx _ cos9x
9 9 -9 2 9 2 - 9-2 -2 18
Alebo priamo overime derivovanim.
[SSin 5x sin 4x+4 cos 5x cos 405}/ _ 5-5cosbHxsindx+5sin 5x-4 cosdx—4-5sin 5x cos4x—4 cos 5x-4 sin 4x
9 - 9
_ (25—16) cos 5z sin 4:1;—5(20—20) sin bx cos 4x _ 9cos 53 sindr _ cos 5z sin 4.
Pre dpravu druhého visledku pouZijeme vzorect® w = sin %5 cos #
/ i i i Csi . o 9z .
[co2s:c o colsgf)z] — _mgm + 951][;91 — smf)rQ sine _ oip 9:02 T 05 9ztx __ sin 4z cos 5.

8Integral je mnozina vSetkych primitivnych funkcii, preto musime na pravej strane doplnit konstantu.

9Kedze c1 € R je l'ubovolna konstanta, je aj jej nasobok ¢ = m Iubovolna konstanta.
10mal: veta 3.1.9: sin o + sin 8 = 2sin O‘+’8 cos O‘;B sina — smﬁ = 2sin 22 B O‘;B,
cosa + cosff = 2coswcos a2ﬁ, cosa — cosﬁ = 72s1nwsm az ﬁ




12 beerb@frcatel.fri.uniza.sk & https://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

Poznamka 1.1.6.
Nie kazdd volba funkecii v, v musi viest k cielu, napr. v priklade 1.1.7 a) je to volba

=% 22 cosx 2z’ sinz
rcosrdr = 7 — T-cosp 4 s gy =... .

v =
Metodu per partes mozZeme pouZit viackrdt za sebou, ale musime si dat pozor, aby sme sa
o M b

u =
v

=COosT

pri jej opatovnom pouZiti nevrdtili k pévodnemu integrdlu. Pri opacnej volbe funkcii u, v
pri druhom pouZiti metody per partes v priklade 1.1.8 dostaneme

u' = cos bz

v =sindzx | v =4cosdx 0

= : y = sinbe sin 5z sin 4x 4 .
I = [ cosbrsindxrdx = 5 = SREEREE — 2 [ sin S cosdr dx

sin 4o

u =cosdx |u =312 in 5 sin A G B gin Ay = [ .
1 :| — 511101/:11141, o %[bmoL sindx __ i/COS Srsindrdz| = 1.

v =sinbx | v =5cosbr 0 4

Priklad 1.1.9.
Vypocitajte neurcity integral I,, = /a:” e’dr,n=0,1,2,3,....

Riesenie.
Pre ne N, x € R plati

u =a"
In:/:c"exd:r: [ o
v =e"

Speciélne pren=0,1,2,3, € R, c€ R plati:

I():/xoemdx:/ezdx:ew—l—c,

L=xe*"—]y=xe®—e"+c=(z—1)e" +c,

=e7

W =na"1 —
] =g"e” —n/x” Ledg = 2™ e® —nl,_1.
v

I =a%e® 2L =2%e” —2(z —1)e” | + ¢ = (2? — 22+ 2) e +c,
I3 =a23e® -3l = 23 e® —3(2? — 22+ 2)e® +c = (2® — 32? + 62 — 6) e® +c. m
V predchadzajicom priklade sme vyjadrili integral I,, rekurentnym vztahom po-

mocou I,,_1. Pre konkrétne n € N musime tento vztah pouzit niekolkokrat za sebou. Iné
rieSenie tohto integralu pre n = 3 najdeme v priklade 1.1.10 b).

Poznamka 1.1.7.
Metdda per partes sa pouZiva pomerne casto a mézZeme ju pouZit pre mnohé druhy integrd-
lov. Vhodna je napriklad pre integrovanie funkcii
P(z)€, P(z)cosax, P(z)sinaz, P(z)InQ(z), P(z)arctgQ(z),
kde P(z), Q(x) su redlne polyndmy, a€ R, a # 0.

Vyssie uvedené funkcie mozeme samozrejme integrovat aj inymi metdédami. Niekedy
dokéZeme neur¢ity integral funkcie f(z) odhadnat!! neuréitym vyrazom F(x,ay,as,...)

11V priklade 1.1.9 to méze byt odhad I, = €®(x™ +an—12" "L +---+ar1x+ao) +c, kde ag, a1, ..., an—-1
st nezname koeficienty, ktoré musime vypodcitat.
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s koneénym poc¢tom neznamych koeficientov ay,as,. ... Casto nam typ hladanej primitiv-
nej funkcie naznaci uz jedno alebo dve pouzitia metody per partes. Pri vypocte koeficientov
ai,as, ... nahradime integrovanie derivovanim vyrazu F(z, a1, as, ... ). Pre nezname koe-
ficienty ai,as,... dostaneme systém algebraickych rovnic. To znamena, Ze namiesto in-
tegrovania derivujeme a rieSime ststavu rovnic (priklad 1.1.10). Tato metoda sa nazyva
metoda neurcitych koeficientov. Symbolicky ju mozeme znazornit nasledujicou sché-
mou (c€ R je integra¢na konstanta)

x

/f(a:)dx:F(m,al,ag,...)—l—c. = f(x) = M:F'(ﬂc,al,ag,...).

odhad integralu riefenie systému rovnic s nezndmymi ai,as,...
Priklad 1.1.10.
Vypoditajte neurcité integraly: a) I, = /x3 e” dx, b) I, = /x3 sinx dx.
Riesenie.
a) Vysledok odhadneme vyrazom I, = (2® +a2?+ Bx +7)e® +¢, 1€ R, c€ R s neznamymi
koeficientami «, 3, € R. Po zderivovani dostaneme rovnost dvoch polynémov

ade” = I, = (327 + 20z + f) e” +(a° + ax? + fa + 7)€"
= [#® + (322 + a)z? + (2a + B)z + B+ 7] €7,

t.jad=22+0-2240-2+0=23+ B+ a)2®> + Ra+ Bz + B+ 7.
Z poslednej rovnosti vyplyvaja tri linedrne rovnice s tromi neznamymi «, 3, y:

2.0 —

xl.g_gfy’ﬁ = a=-3f=-20=67=-8=-6

1 0=2a+ 3, s s o

200 = B+ 1. = I, = (2° — 32% + 62 — 6) e +¢, xER, cER.

b) Odhadneme vysledok!? Iy = (az® + B2 + vz + 6) cos = + (g2 + pa? + px +v)sinz + ¢
a zderivujeme
wdsine = I’ = (3aa® + 2Bz + ) cosx — (ax® + fa? + yx + 0)sinz
+(3ex? 4 2px + p) sinz + (ex® + px? + px + v) cosx
= [—az®+ (3c = B)z® + (2p — 7)z + (1 — §)] sinz
+[ex® + (Ba + @)z” + (2B + p)z + (v + v)] cos .

Ak uvazime rovnost #3sinx = (23 +0-22+0-2+0)sinz+ (0-2°+0-224+0-2+0) cos z,
dostaneme osem linearnych rovnic s ésmymi nezndmymi o, 3,7, 6, €, @, 1, v € R:13

2sinz: 1= —a, 23 cosz: 0 =¢,
z?sinz: 0 =3¢ — 3, ?cosz: 0 = 3a + o, =a=—-1,¢=3,v7v=6,v=—06,
xlsinz: 0 =2p — v, 2l cosz: 0 = 28 + 1, e=0,8=0,u=0,5=0.

20sinz: 0=p—0, 2%cosz: 0=~ +v.

= I, = (—23 + 6x)cosz + (322 — 6)sinx + ¢, zER, cER. W

12V odhade musi byt sin 2 a stiGasne cos x, pretoZe [sinz]’ = cosz, [cosx]’ = —sinz.
13Pri hlb§om preskimani metédy per partes pre tento integral by sme mohli postup zjednodusit na tri
nezname koeficienty a odhad (—23 4 yx) cosx + (pa? 4+ v)sinz + ¢, v, ¢, VER.
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Veta 1.1.6 (1. metoda substitucie, 1. ms).
F(t) je primitivna k f(¢) na intervale J, t = ¢(2) ma derivaciu na intervale I, o(I) C J.

— Funkcia F(¢(x)) je primitivna k funkeii f(¢(x)) - ¢'(x) na I a plati
/f(go(a:)) ~p (z)dt = /f(t) dz = F(t)+c=F(p(z)) + ¢, z€l, ceR.

Dokaz.
Pre vSetky t€ J, t = ¢(x), x €I plati (mal: veta 4.1.7 o derivacii zloZenej funkcie)

F(t) = [F(o(@))] = F(e(@) - ¢'(@) = Fp()) - ¢ (2).
To znamen4, Ze F(¢(z)) je primitivna k f(¢(t)) - ¢'(z) na I a veta je dokazana. m

Veta 1.1.6 (1.ms) sa pouZiva na vypocet integralov typu

/ f (o) (z) dt,

v ktorych integrand obsahuje aj derivaciu nahradzanej funkcie. Pri substitticii (nahradeni
premennej) t = @(x) plati dt = dp(z) = ¢'(x) dz. Potom dostaneme neur¢ity integral
funkcie f(t) s premennou ¢, ktory vypocitame, t. j. nadjdeme primitivnu funkciu F'(¢)
k funkeii f(¢). Nasledne rovnakou substitticiou ¢t = ¢(z) dostaneme riegenie povodného
integralu, t. j. primitivnu funkciu F(¢(z)).

V praxi overujeme splnenie predpokladov vety via¢Sinou az na konci rieSenia po dspes-
nom integrovani. Na rozdiel od 2. ms (veta 1.1.8) nepouzivame inverznu substiticiu. Exis-
tenciu primitivnej funkcie nam zarué¢i napriklad spojitost funkcie f (veta 1.1.3).

Priklad 1.1.11.

. Subst. t = sinx
a) [sin®rcoswdr = [

dt = cosz dx
Podmienky 1.ms st splnené.
Funkcia f(t) = t3, t€ R je spojita na intervale I = R, funkcia t = p(z) = sinx, x € R ma
na intervale J = R (spojita) derivaciu ¢'(z) = cosz a ¢(R) = (—1;1) C R.

b) /Sin3 tcostdt = [ Subst. & = sint

dz = costdt

teR 14 3 _ g3ttt _ sin?t
xe(_l;n] —/sc de = s te=> +c, teR, ceR.

"(x Subst. t = :
<) /J;(;; d:c:[ “JL?,(;T;H = [ —In|t| +c=In|f(z)| +c, z€D(f), f(x)#0, cER.

’ Subst. z = T
d) /J;(—%)dt:{ d;:ﬂt];(;)t]“‘:/d?:1n|x|+c:1n|f(t)|+c,teD(f),f(t);«éO,cER.

e) 12 dz _ Subst. t = 2% + 1
z3+1 dt = 322 dz

zeRf{fl}] 1 [dt

1 _ 1 3
er-(y | =3 /[% —§ln|t|+c—§ln’x +1’+c,

rE€R—{-1}, ceR.

4Premenné z a t st navzajom vymenené vzhladom na vetu 1.1.6.
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f) 22dz __ [ Subst. t =2?
z6+1 [ dt = 322 dx

) z2de __ [ Subst. t=2?
g 20—1 7 | dt=322da

.eR
feR = %/t2+1 = %arctgt—i—c: %arctgac?’ +c,xeR, ceR.

zeR— {:i:l}} 1 t

11, |t=1 17, |z%-1
teR—{+1} 3 3" ln|t+1|+c_ 1n|$3+1

xe€R—{£1},ceER. m

Priklad 1.1.12.
Ak m4 f(t) na intervale J primitivnu funkciu F(t), potom pre a,b€ R, a # 0 plati'®

[taw s vy =[S Do) o [10d B0 o Fenit e (i), ce R

pricom J = (ac + b;af +b) pre a > 0, resp. J = (aff + b;aa + b) pre a < 0.
Speciélne pre a = 1, be R, x€(w; 8), teJ = (a+b; 8+ b) plati

/f(x+b)dx = [Fiat] = /f(t)dt:F(t) b= Flaz+b)+¢, ceR.

dt =dzx

Specialne pre a = —1, b =0, z€(a; B), teJ = (—f; —a) plati
/f(_x) de = [S“bst t:‘_;: /f Ft)+c=—F(-z)+¢, cER. m

Priklad 1.1.13.

)y [de = [Sum‘t:x” ””ER_{2}] = [¥=Inft|+c=In|z+2[+c, xR — {2}, cER.

42 dt =dz|teR - {0}
b) /cos (—z)dz = [Subzzt::_;z f:}f] = —/costdt =—sint+c¢

=—sin(—x)+c=sinz+c¢,z€ER, cER. M

Poznamka 1.1.8.

Pri vypocte integrdalov mozZeme niekedy vyuzit Specidlne vlastnosti integrovanych funkcii
(pdrnost, nepdrnost ap.) a pred vlastngm integrovanim ich zjednodusit. Pri iprave vysledku
v predchddzajicom priklade 1.1.13 b) sme vyuZili nepdrnost funkcie sinus. Ak vyuZijeme
pdrnost funkcie kosinus pred integrovanim, dostaneme rovnaky visledok priamo.

/cos(—x)dm:/cosxdxzsina:—&—c, reR, ceRR.

Pri dokaze 2. vety o substittcii budeme potrebovat nasledujtice tvrdenie.

Lema 1.1.7.
Funkcia x = ¢(t), t €J ma nenulovi derivaciu ¢'(¢) # 0 na intervale J.

= ( je rydzo monoténna na intervale J, t. j. rastiica alebo klesajuca.

52¢(a;B), t€J s hranicami ac + b a aff + b.
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Dokaz.
Funkcia ¢ mé na J derivéciu, t. j. ¢ je spojita na J (mal: veta 4.1.4).
Tvrdenie lemy dokazeme sporom.
Predpokladajme, ze funkcia ¢ nie je rydzo monoténna na J, potom si dve moznosti.
1. Existuju body t1,ts € J, t1 < to také, Ze na intervale (t1;t2) je ¢ konStantna, t. j. pre
vietky body t € (t1;t2) plati ¢'(t) = 0. To je spor.
2. Existuju body t1,to € J, t1 < to také, ze:
e funkcia ¢ klesa v bode 1 a rastie v bode to, t. j. ¢'(t1) < 0, ¢'(t2) > 0, resp.
e funkcia ¢ rastie v bode t; a klesa v bode to, t. j. ¢'(t1) > 0, ¢'(t2) < 0.
To znamena, Ze existuje bod to € (t1;t2), v ktorom ma ¢ extrém (v prvom pripade minimum
a v druhom pripade maximum), t. j. ¢’(t9) = 0. To je spor. m

Veta 1.1.8 (2. metoda substitacie, 2. ms).
1, J st intervaly, funkcia = ¢(t): J — I ma nenulova derivaciu ¢’ (t) # 0 na intervale J,
funkcia F(t) je primitivna k f(¢(t)) - ¢'(t) na J.

= F(¢ !(x)) je primitivna funkcia k f(z) na intervale I a plati

/f(m) d = /f(go(t)) ) dt = F(t) + ¢ = F(o\(2)) + ¢, €1, ceR.
Dokaz.
Funkcia ¢ je rydzo monoténna, t. j. rastica alebo klesajuca na J (lema 1.1.7). To znamené,
7e je prosta (mal: veta 3.3.13) a existuje k nej inverzna funkcia t = ¢~ (z): I — J.
Pre xel, x = p(t), t€J potom plati (derivacia zlozenej a inverznej funkcie)

!/

[Fe™(@)] = F'(¢7 () - [p (@) = F'(t) - [ ()]
= fle®) -0 - [p7H@)] = fe(®) - & (1) 5 = feD) = f(@).

To znamena, ze F(go_l(x)) je primitivna funkcia k funkcii f(:r) na I a veta je dokadzana. m

Pouzitie vety 1.1.8 (2. ms) je podobné ako vety 1.1.6 (1. ms). Vetu pouzivame na vypo-
et neurcitého integralu funkcie f(z). Pomocou substitticie = ¢(t) zostrojime integral

Jremewa

ktory vypocitame, t. j. ndjdeme primitivnu funkciu F(¢). Potom pouZijeme inverzna
substitiiciu ¢ = ¢! () a dostaneme primitivnu funkciu F(¢~!(z)). Aj v tomto pripade
overujeme splnenie predpokladov vety vécSinou aZz po tspe$nom integrovani.

Priklad 1.1.14.

dex __ | Subst. z =sint|xe(~1;1) |dz = costdt, (sint)’ =cost>0prete(-%;7%)
Vi—z2 { t=arcsinz [te(—%; %) | V1—22 =1 —sin?t = Veos?t |cost\—cost}
= /%étdt = /dt:t—i—c:aurcsinm—i—c7 ze(—1;1), ceR.
Iné riesenie.
dz | Subst. z =cost|ze(—1;1)|dz = —sintdt, —(cost)’ =sint > 0 pre t(0;7)
Vi—zZ { t =arccosz |t (0;m) | vV1—a22=+/1—cos2t=+/sin2t = [sint| = sint }

= M:—/dt:7t+c:farccosx+c,xe(fl;l),ceR.l

sint
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Poznamka 1.1.9.

Obe rieSenia su spravne, pretoZe pre vietky x € (—1; 1) plati rovnost arcsin x+arccos x = 5
t. j. plati arcsinwy = —arccosx + 5 (mal: veta 3.1.11). To znamend, Ze obe primitivne
Junkcie sa na intervale (—1;1) lisia iba o konstantu 7.

Pri integrovani sa ¢asto rozne metdédy kombinuja, pricom ich niekedy treba pouzit aj
viackrat za sebou. Ak pouZijeme pri integrovani rozne postupy (rozne metody, rozne sub-
stittcie ap.), mozeme dospiet k roznym primitivnym funkciam (poznamka 1.1.9). Pokial
sme sa nepomylili, tieto primitivne funkcie sa liSia iba o konStantu. Pri niektorych postu-
poch sa moze obor definicie integralu obmedzit. O spravnosti vysledku sa presvedéime
napriklad jeho spéatnym derivovanim.

Priklad 1.1.15.
md - [Subst.x:sint z€(—1;0) U (0;1)
Y dr =

te(=3;0)U(0;5) | V1—a?=+V1—sin?t = Vcos?t = |cost| = cost

_ cost-costdt __ cos®tdt __ 1—sin?tdt _ 1 _ -
7/ sin? ¢ 7/ sin? ¢ 7/ sin? t 7/(sin2t 1) dt = cotgt —t+c

st _t4ec=-— Vl;”ﬂ —arcsinz + ¢, z€(—1;0) U (0;1), ce R.

~ sint

dz = costdt, (sint) = cost >0 pre te€(-5; %) — {0}
t = arcsinw

Iné riesentie.

Vi—a® o = |7 VI—a? = (1-a?)t |u'=-2z- 5 (1-a?) 7% = —a(1 - 2?7 = =2
x2 v’:ﬁ:Z’Q U:%:7171:7%
= *Vlfz */\/ldfmfz = Vl;xz —arcsinz + ¢, z€(—1;0) U (0;1), cER. m
Priklad 1.1.16.
/lndex - {S“b“‘ ;iln%f :’S???Dﬂ - /tdt =L pe=22 1 pe(0;00), cER.

Iné riesenie.

=1
Inz dz = [u/ 1111
T —1

=1 2 1
¢ | =In"x— [2Edz.
v :lnx] €z

— 2/1“Txdx:1n2x+20. — /%dx:%+c,x>0,c€R.16l

T

Priklad 1.1.17.
/COSQxdmz/dez %/dx—k%/cos%vdx:

Subst. t =2z

r =1 dp = dt
r=g,dr =75

TER
teR

:%—&—ﬁ/costdt:%—Fisint—i—c:%—k%—i—c,xeR,ceR.

Iné riesenie.
u =cosz|u =—sinx . . :
] =sinxcosx + /s1n2xdx = % 4 /(1 —cos?x)dx

v =sinx

cos?xdx = [

v =cosz

:%—l—az—/coszxdx. — 2/cos2xdx:%+x+2a

- /costdx =2 4 4 pER cERCm

16Kedze ¢ predstavuje lubovolni konstantu, predstavuje aj 2¢ l'ubovolni kondtantu. V tomto pripade
je vyhodnejsie najprv zvolit 2¢ a nemenenit znak konstanty.
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_ [ at
- [ t2+1

Priklad 1.1.18.

Subst. t = tgz | dt = 92 :wdz—(tg z+1)dz—(t2+1)dz teR

C032 x COS x
dz =

Al 2€(=T +2km; T + 2kn), k€ Z

Bt (t+1)—t 1 [ 2tdt 1 [ (241
- fesaen [t fra [ = fra [
2 2

—In(B+1)4+c="22 _In(tg?z+1)+e,
xe(—% + 2km; 5 +2kﬂ'), keZ,ceR. m

/tg3xdx =

x = arctgt

Poznamka 1.1.10.
V priklade 1.1.18 sme vztah do = t2d+t1 vypocitali najprv zloZitejsie priamo zo substiticie
t =tgx a potom v druhom riadku jednoducho z inverznej substiticie x = arctgt.

V prazi si vicsinou vyberieme jednoduchs$i sposob vypoctu vztahu medzi diferencidlmi.

Priklad 1.1.19.

dz | Subst. t =e” |zeR e =¢2|(Inty =1>0| _ dt
e2r 4 e” 41 z=Int|te(0;00) |dw =4t V241
| Subst. u=1|te(0500) (1) =L <O|VEFtFI=/H+ 1 p1=EEE -4y
t=1lue(0;00) |dt =~ VIitutu?= /1414 % =0 %7v1+;+u2
o —du _ [Subst. v=u+3|uc(0;00) [1+u+u?=u?+u+1 .
Vitutu? du=dv |vE(3;00) =(u+3)+3=0"+3 v243

—In(v+vVei+3)+a=—hu+i+Vitutu?)+a

5 2
= —In(3+ 3+ ) oy = —In BEREEL 4o —n o2 g

= ln2—|—lnt—ln(2+t+2\/t2+t+ 1)+01 = [c=01+1112, cER, (:1ER}
=z—In(24+e"+2ve**+e*+1)+¢c, xER, cER. W

Poznamka 1.1.11.
V predchdadzajicom priklade 1.1.19 sme pouZili postupne tri rozne substiticie

t=e" z€R, te(0;00), u=1%, ue(0;00), v=u+ %, veE(3;00).
Moézeme ich spojit do jednej substiticie v =u+ 3 =1+ 3 = o= + 3, T€ R, vE (5;00)
a dostaneme rovnaky visledok.
dx _ Subst.vzﬁJr% ﬁzvféz%, e“‘:% T |TER dz:[ln27ln(2v71)]/dv
Ver +ev +1 =z =In2-In(20—1) |vE(};00) =[0- 325 dv=—2%
2 z _ 2 _ 44+2(2v—-1)+(20-1)® : 2dv
e et 41 = [2 2—1] BTy 21; 1 +1= . (27;11)(2 : \/W— 2y/v2+3 ~ 201
v w2y 2 402 +3 20-1 /2.3
=4 (3#1) S = (gv-ﬁz = (;1;-13‘2) . . 1)2:%
v
=— [ _— ... = In(2+e"+2Ve2 fer +1) 4 ¢, zER, cER.

Ak pripustime neexistenciu funkcie f alebo jej derivacie f’ v kone¢nom poéte bodov
daného intervalu I, potom moéZeme pojem primitivnej funkcie na I zovSeobecnit.

Funkcia F(z), x €I sa nazyva zovSeobecnena primitivna funkcia k funkcii f(z),
x €l na intervale I, ak pre vSetky = € I okrem kone¢ného poctu bodov existuje deriva-
cia F'(x) a plati F'(z) = f(z).
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Poznamka 1.1.12.
Interval I nemus? byt otvoreny.
Primitivna funkcia je zdroveri aj zovSeobecnenou primitivnou funkciou.

Poznamka 1.1.13.

Ak je F(x) zovSeobecnend primitivna funkcia k f(x) na intervale I a ¢ € R je konstanta,
potom G(z) = F(x) + ¢ je tieZ zovSeobecnend primitivna funkcia k f(x) na I (veta 1.1.1).
Ak su F, G zovSeobecnené primitivne funkcie k f na intervale I, potom F—G je konstantnd
funkcia na intervale I (veta 1.1.2).

Da sa dokdzal, Ze ku kaZdej po castiach spojitej funkcii f na intervale I existuje na tomto
intervale zov§eobecnend primitivna funkcia (vid veta 1.2.27 a jej dosledky).

0 pre z < 0,

.. 17 - L .. L 5 _
Heavisideova'’ jednotkové funkcia je definovana vztahom f(x) = { 1 pre x> 0.

Priklad 1.1.20.
Heavisideova jednotkova funkcia f nemé na R primitivnu funkciu.

Riesenie.
Predpokladajme, Ze F' je primitivna funkcia k f na R, t. j. je aj spojita na R.
Pre < 0 plati F'(z) = f(x) =0, t. j. F(z) = 1.
Pre z > 0 plati F'(z) = f(x) =1, t.j. F(z) =z + ca.
Aby bola F spojita v bode 0, musi platit ¢; = F/(0) =0+ co, t. j. ¢1 = ca.
Pre jednostranné derivacie v bode 0 potom plati:

FL0) = lim Z@=FO) iy ezee = gy 0=,

r—0— r—0— z—0— * / /
= F’'(0) # I’ (0).
F'(O)zlimF(m)_F(o):hmmzlimle.} L) # F1.(0)
+ z—0t z=0 PEGERE z—0+ 7

To znamena, ze F'(0) nexistuje a f nema na R primitivou funkciu. m

Poznamka 1.1.14.

Heavisideova jednotkovd funkcia f md na (—oo;0) primitivnu funkciu Fy(z) = ¢1, c1 €R
a na (0;00) primitivnu funkciu Fo(x) = x + ¢2, ca € R.

Ak poloZime ¢, = ¢y = ¢, potom zovSeobecnenou primitivnou funkciou k f na R je funkcia'®

c pre x < 0,
z+cprex >0, ceR.

F(z) = {
1.1.2 Integrovanie racionalnych funkcii

Integrovanie polynému ag + a1z + ayx% + -+ + a,2" stupia n, kde n = 0,1,2,...,
ag,G1,02,--.,0, € R, ap # 0, je trividlne. Plati

anz™t!

n+1

/(a0+a1:c+a2:c2 +~-—|—an$”) dz = agx + ‘“27”2 + “2313 44 + ¢, ceR.

17 Oliver Heaviside [1850—1925] — anglicky matematik, fyzik a elektrotechnik.

8Funkciu F' moézeme vyjadrit aj v tvare F(z) = %Iz‘ +c, zER, ceER.
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Integrovanie racionalnej lomenej funkcie f(z) = ]}7:((5)) , kde fin(2), fn(z) st polynémy

stupiiov m,n€ N U {0}, je pomerne jednoduch4, ale mnohokrat velmi pracna zalezitost.

Vo vicgine pripadov musime funkciu f najprv upravit na jednoduchsi, l'ahSie integro-
vatelny tvar. Tieto ipravy su algebraickej povahy a nestvisia s vlastnym integrovanim,
preto nasledujice Gvahy a tvrdenia uvadzame bez dokazov (vid napr. [7, 11, 34]).

Kazda funkcia f(x) = é’:((gf)), m,n€N U{0}, m > n sa da rozlozit na tvar!®

F(@) = fnon(@) + 2453, kde k=0,1,2,...,n— 1,
pricom fp,—n(x), fr(z) st polynémy stupitov m — n, k. Uvedeny rozklad ziskame delenim
fm(x) polynémom f,(z), priom fi(x) predstavuje zvysok tohto delenia.

V dalgich ivahach sa obmedzime na vySetrovanie racionalnej rydzo lomenej funkcie
(t. j. pre m < n) a jej rozklad na parcialne zlomky, ktoré vieme jednoducho integrovat.

Parcialnym (Giastoénym) zlomkom nazyvame kazda funkciu v tvare

fla) = ﬁa resp. f(z) = %,

kden€N, a,b€ER, a # 0 a v druhom pripade?® n€N, p,q,r,s€ER, pr+q # 0, r2 —4s < 0.

Zo zakladnej vety algebry a jej dosledkov pre realne polynémy vyplyva, ze kazdy po-
lyném stupiia n€ N s redlnymi koeficientami ag, as, ...,a, € R

fn(2) = anz™ + ap_ 12" ' 4+ ayx +ag
sa da nad polom komplexnych ¢isel C' rozlozit na saéin

(@) = an (@ = b1)" (x = b)™ - (2 = bp)™ (& — bg)"™* + (2 = bpgr) ™" - (w — b)™,

komplexne zdruzené korene realne korene
pricom by,...,b € C a bgy1,...,b € R st (komplexné a realne) korene s nasobnostami
ni,...,n; a pre nasobnosti plati 2(ny +ng + -+ ng) + Nk + -+ 1y =n.

Poznamka 1.1.15.

Ak md polynom f,(x) s redlnymi koeficientami komplexny korent b = u + iv, u,v € R,
v # 0, potom md aj komplezne zdruZeny koreii b = u —iv. To znamend, Ze ak je n nepdr-
ne, polynom f,(x) md aj redlny koreri. Pre kvadraticky clen fo(x) = 2 +rx + s, ktory md
iba komplexné korene b=u+iv, b =u — iv potom plati

fo(x) =22 +re+s=(r—b)(z—b)=(z—u—iv)(z —u+iv)
=(z—u)? - (iv)? = (x — u)® + v? = 2% — 2uz + u? + V7,
t. j. pre koeficienty plati r = —2u, s = u®> + v2, r> —4s = —4v? < 0.

Pri hladani rozkladu funkcie ?:L((f)) , m < n na parcialne zlomky mozeme predpokladat,

ze polynomy fn,(z), fn(x) nemajt spolo¢né korene, t. j. Ze st nestudelitelné.

Y fm(x) = f(@)fn(2) = fm—n(2)fn(z) + fi(z).

20To znamena, 7e kvadraticky ¢len =2 + rz 4+ s nema realne korene, ale dva komplexne zdruzené korene.
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V pripade studelitelnosti polynémov f,,(x), f.(z) existuje ich spolo¢ny koreir b € C
(jeden redlny alebo dva komplexne zdruzené) a existuji polynomy f,—1(z), fn—1(x) stup-
fiovm — 1, n—1 také, ze fi,(x) = (& = b) frn—1(x), fu(x) = (x — b) frn_1(z). Potom plati

fm(m) — ($_b)fm71(w) _ fm—l(ﬂf)
fulz) (x_b)fn—l(x) T faoi(z)?

t. j. kratime &itatela aj menovatela vyrazom z — b. Tento postup opakujeme, pokym st
Citatel a menovatel sudelitelné.

Veta 1.1.9 (Rozklad na parcialne zlomky).
fm(x), fn(z) st redlne polynémy so stupiiami m, n, m < n, me€ N U {0}, n € N. Poly-

nom f,(z) ma komplexné korene by = uy +ivy, ..., bp = up +ivg, ug,v1, ..., ug, vk € R,
up # 0, ..., up # 0 a redlne korene byy1,...,b € R s nasobnostami ny,...,ng,...,n;.
= Existuju jednoznacne uréené oj;, 3, €R, i =1,2,...,n;pre j=1,...,k
avi;€R,i=1,2,...,n;pre j=k+1,...,1 take, Ze plati*!
fm () _ a112+51 1 a1z T+5312 i . Q1ng TH+P1ng
fn(@) (@—u1)®+of * [(z—u1)2403]” [(z—up)2403]™
017+ B21 Qoox+Bas Q200 T+ P2ny
+(YAT > + ++7n
(z—u2)?+03 ' [(@—uz)2+03]” [(w—u2)?+0vE]™?
1+ PR Qo+ L O‘knkft“"ﬁknk
coo 4 He1TTORL L7 S M 10
('7;_’1”k)2+/l"ﬁ [(xfuk)QvLUl%]z [<I*UA:)2+UI%} ¥
Vh+1,1 Vh+1,2 . Vetlngyy
+I*bk+1 + (z—bg+1)? + + (z—bgg1)"k+1
Vk+2,1 Vk+2,2 o Tk+2,np 40
+5E*bk+2 (x—bpy2)? + + (z—bp4o)"F+2

R e v (11#)2 +o Tt (.’zzzll;(ll)’% .

:L‘—bl

Koeficienty s, Bji, vji z predchadzajucej vety uréime napriklad metédou neurcitych
koeficientov (pr. 1.1.25).

Priklad 1.1.21.
Vypocitajte integral I,, = /diyn pre ne N, beR.

(z—0)
Riesenie.
I — dz _ Subst. t =x —b|z€(—o00;b), t€(—00;0) _ [dt
n (z—b)» dt =dz |zre(bo0), te(0;00) e

L= |4 =ht|+c=Ilz—b+c, zeR—{b}, cER.

- n I - I_b)lfn - 1
In—/t dt—in+1+6—(1fn+C—C—W»
xe€R—{b},ceRpren=2,3,4,.... 1

2lar : )

St to koeficienty ai1,B11, a1z, 812, .-+, Qing,Bing, vesp. az1,B21, ag2,B22, ., Q2ny, B2n,, atd.
ak1, Bk1, @k2, Br2, - - -, Qkny,, Bkn,, @ analogicky koeficienty ye41,1, Yk+1,25 -+ -5 Yh+1,mp415 T€SP- Vh+2,15
V42,25 + -5 VTh+2,np4 9> atd. i1, Vi, - -+ Ving -
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Priklad 1.1.22. (wr)d

Vypocitajte I,, = /%, Jp = /Mﬁ pre n€N, r,s€R, r> —4s < 0.
Riesente. .

Ozna¢me 4s — r? = 402, potom plati 2% +rz+s=(z+5)*+s— T = (z+ 5)?+a? > 0.

4
I — (z+%)dx (x4 %) dx _ [ Subst. t = (z+ 5)? + a? |z €(—00; —5), t€ (a5 00) 1 [dt
m  @rats)t T [ [@5)2+a?]” At =2(z + 5)da

w€(~5500), t€(a*00) 2]
_ 1 fat _1 1 1
I =3 Inft|+c=3iInt+c=3n (2 +rz+s) +c, 2ER, cER.
_ —ntl _ (@P4rat+s)t _ 1
I = /t tdt = n+1) +e== Q?T—rSL) te=c— 2(n—1)(z2+rz+s)n— 17

rER, ceRpren=2,3,4,....
mGR]_ dt
ter |~ | (P42
\/ — + ¢, TER, cER.

de 1 a2 dt _L t2+a?—t2 dt
(t2+042)" a2 (t2+a2)n - (t2+042)”

7 - da _ de _ [Subst.t=a2+3%
n (@2 +rz+s)™ [(@+5)2+a2]" dt = do

dt

_ 1 t _ 1
Praz —Earctga—i—c_ \/

= arctg

SR
o
—_——

1 [F+e®dt 1 t2dt 1 dt 1 2t-t dt
- Ot2 (t2+a2)n 012 (t2+0t2)" - (!2 (t2+a2)n—1 2(12 (t2+a2)n
t2+&2 —n+1

u =1 7n2r1 = (17n)(t21+a2)"*1

v =1

_ |:u’:7t2 zaz) =2t- (2 +a?)™
v =

1 dt 1 t _ dt
T a? [ (t24a?)nt 202 | (1—n)(t24a?)n—1 (1—n)(t2+a?)n—1

- 2(1—n)/ dt . t + 1 / dt
T 2a2(1—-n) [ (t2+a2)n 1 202 (1—n)(t2+a2)n—1 202(1—n) | (t2+a?)7—1

_ 2(1-n)+1 dt t _ _3-2n
— 2a2(1—n) /(t2+a2)"*1 T 2a2(1—n)(t24a2)"—T — 2a2(1—-n) J" 1+ 2a2(n— 1)(t2+o¢2)” 1
(3—2n) T+5
T @s—)a-n) " @s— ) A-n) @ trats) 1

reERpren=2,3,4,....m

Pomocou prikladov 1.1.21 a 1.1.22 modZeme vypoditat integral kazdého parcidlneho
zlomku, pretoze pre a,b€ R a p,q,r, s€ R plati

adr __ dz (pr+q)dx (z+%)dz T dz
/@—b)n = a/mb)m /<x2+m+s>n —P/m +(a- %)/ﬁ

Priklad 1.1.23.

2 2w .2 —2, _ @+~ 1
zde 1 2¢-xdx ufﬁfzqﬁ(a/ +1) U= = oy
a) @7+1)2 — 2 | (@241)7 L o o1 v “}
=375+ 35 [ g = g + & arct R, ceR
=2 ta e = Ty tzarctgr +¢ rel, ce .

b) / dzx _ /(2?24-1—3?2)(13? _ /(f£2+1)d-’£ _/ 2% dx / / 22 dz
(:E2+1)2 - (w2+1)2 - (332+1)2 (w2+1)2 2+1 2+1)2
:arctng[%arctgxfm +C:%&I‘Ctgl’+m+c,IER,CER.I

Priklad 1.1.24.

Vypocitajte neurcity integral / %
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Riesenze.

Ak pouzijeme vysledky prikladu 1.1.22 a dosadime n = 2, r = 2, s = 3, potom plati:
(2z4+3)dx  _ [ (2z+2+1)dx __ (z+1) dz d o

/(m2+293+3)2 - /(932+29:+3)2 - /(m2+2x+3)2 + /(x2+2§+3)2 =2+,
— _9. + 3-2.2 _ z+3

2(2- 1)(m2+2x+3)2 T es-2Z)1-2)t (2~3—%)(1—2)(m2+2m+3)2*1

_ 1 z+1 — 1. 1 rT3
4(x2+2x+3) +ihi+ I(z2+2243) 4 \/372 arctg \/372 + 4(m2+2x+3) t+c
4 4

= iarctg ””'H + 4(962”:_7_2?;4_3) +c, z€ER, cER.

Iné riesenie.
Integral mozeme priamo vypoéitat podla vzoru z prikladu 1.1.22.

(2z+3)dx dz + (2z+2)dx ®
(x2+22+43)2 — [ (x2422+3)2 (x2422+3)2
dz _ _ dz _ 1 2dz
(x2422+3)2 T ] (z242)2 T 2 [ (22+42)2
1 (22"!‘2—22)(12 1 dz 1 2z-zdz __ Uliﬁ U :722]ﬁ
-2 (2242)2 T 2 [ 2242 4 | (2242)2 7 |y =2 V=1

—1/_d 1 dz | _ 1 [_d 1
- §/z2j-2 T4 { — @t /ﬁiz} - */ s+ 4(z2z+2) - Z/ 2+(\f)2 + 4(z2+2)

1.1 +1
= Z~ﬁarctg%+4(zf+2) +c = 4farctgxf + 17 2+21+3) +c1, xER, c1 €R.

TER -2 ot
te(ZOO /t2 _/ dt = +02

=y — TER, co€R.

TER
z€R

Subst. z=xz+1, dz=dz
2+ 20 +3=(z+1)2+2 =27+ (V2)?

(2z42)de [ Subst. t =22 +22+3=(z+1)2+
(z2422+3)2 — dt = (22 +2)dz

=G F =6~ 2+2:c+3 4($2+2’6+3)’

® = ﬁarctgg%%1 + Wf_‘_i% +c¢, x€R, pricom c=c¢y + ¢y, cER. ®

Priklad 1.1.25.

28—z’ 4zt —aP a1 _ 28—z’ 4t —a a1 _ 2 3 —z? 42z
a) /x4—2fc3+2fc2—23¢+1 dz = (w—1)2(22+1) dz= [la"+to+1+ (@—D2(z2+1) dx

Rozklad na parcidlne zlomky' 1= a+y a= %

3_ 210, 2
— :n‘—;m3+21§2—21+1 =51t e 1)2 + r§+5 e H();rﬂl()z (HHSWH)(@ Vl1=—a+p+d-29|f= 1
22— 2?2+ 20+ 0=a(z —1)(2 + 1)+ B2? + 1) + (ya + §)(z — 1)2 2= a+y-20 y= 1
=(a+7y)2*+(—a+B+6—2y)2*+(a—2+ )z + (—a+B+5)| 0=—-a+p+6 §=-3

/[Z‘2+Z’+1]d$+/|: 1+(w 1)z+ 2+1:|d$

3 2 1 d — 1 [2xd 1 d
=%+%+x+§/rf1 /(33—1) 2d$+z/§+f—§/m2il

:w—;+§+x+%ln\x71|fz%l+%ln(x2+1)f%arctg:r+c,:z:€Rf{l},c€R.

b)/ —213+1 dx:/—2z3+1 d.’ﬂ

x4 4223 42 z2(z+1)2
Rozklad na parcialne zlomky: 2 =a+y =1
—22° a az(z4+1)*+B(z+1)* +ya*(z+1)+52>
= = st E Tt wir = (et (.rz(x)#»l)z () 0=2a+f+7y+d|a=-2
72z3+0-zz+0-z+1:az(z+ 12+ B(z 4+ 1)? + ya*(z + 1) 4 622 0=a+28 y= 0
=(a+7y)23+Q2a+B+y+8)2?+(a+28)z+8| 1=8 5= 3

:/{*g+z%+(m+1)2]dx 721n|x\7771—+1+c re€R—{0,—-1}, ceR. m

x
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1.1.3 Integrovanie iracionilnych funkcii

S integrovanim iracionalnych funkcii st vicSinou problémy a ¢asto sa nezaobideme
bez nekone¢nych radov. Existuju skupiny iracionalnych funkcii, ktoré dokazeme integro-
vat relativne bez problémov. V&ac¢sinou ich vhodnym spdsobom (najcastejsie substitticiou)
prevedieme na integraly racionalnych funkeii (tzv. integral racionalizujeme).

e Integraly typu / f (UL ; j;;ifj) dz, n€N, a,b,d,e€ R, ae — bd # 0

Integrandy st funkcie, ktoré obsahujua iba z, } gzig, konstanty a ich kombinacie, ktoré

z nich vznikni pomocou sé¢itania, nasobenia, delenia.
Predpoklad ae —bd # 0 zarucuje, ze podiel 57 ‘“”er nie je konstantny.?? Uvedené integraly
najcastejsie racionalizujeme pomocou subst1tuc1e

_ njaz+b n _ ax+b n _ _ b—et”
t= R}/ gy, resp. t" = 752 =t (dr+e)=ax+b, v = .

Priklad 1.1.26.

1—z | z—a?=2(1-2)>0 |2>0,1-2>0. = 0<z,z<l = ze(0;1).

de =
zVr—x? z€(0;1)Ud=2€(0;1)|2<0,1-2<0. = 0>z,2>1 = z€l.

dp — [55de _ [VEEde  [sws  ot=/r
\/ﬁ zy/ =2 x =1t e =1-2

taie 1421
:/%:—2/1“2& /th dt = 2/[1—1+t2]dt
—2(t — arctgt) + ¢ = 2arctg /=% — 24/ 122 + ¢, z€(0;1), c€R.

a;>0,17w>0}

z>0,1—2>0
Va2 =zl =2

o 1
T= 13

_ _—2tdt
dz = i)

ze(0;1) :|

te(1;00)

Iné riesenie.

1—z . |: r—2?=2(1-2)>0 |2>0,1-2>0. = 0<z,2<1l. = 2€(0;1).
ze(

vV x—x? 0;)Ul=2€(0;1)|2<0,1—2<0. = 0>z,2>1 = zel. Vaz=|z|=z

o 1—2 de — Vi—z do — Subst. t=1|ze(0;1) | _ . Vi1-1 dt
NN Va3 r=1 do=-4%|te(l;00) 1 t?

N dt — _ [+i=Tar _
= NG = vilet =
:—2/1+u2duf—2/14{1uglduf—2/[1—1+“ ]du
= —2(u — arctgu) + ¢ = 2arctg /=% — 2, /1= 4 ¢, 2€(0;1), cER. m
dz | Subst. t=vVe+1|Va+1l=r+1)>?=8|ze(-1;00) | 6t° dt -6 t3 dt
Vati+ Vatl | =41, 665dt=do| Vo FI= (Vo T D2 =2 |te(00) | | B+ — O [ #H1
:6/t+1 gt — /wdtzﬁ/[t2_t+1 A dt
T+

3

te(l;00) | — _ [u2udu
= 2
uwe (0;00) I4u

Subst. u=+vt—1=4/1-1=,/1=2
ur=t—1,t=1+u? dt =2udu

Priklad 1.1.27.

t+1
—6[L — L4t —Inft+ 1] +e=253 3246t —6In(t+1) +c
=2z +1-3Yz+1+6Vz+1—-6In(Vo+1+1)+c ze(-1;00), cER. m
22 Ak konstanta k € R, k # 0 je taka, Ze plati k = (ax + b)/(dx + e), t. j. ax + b = k(dx + €). Z toho
vyplyva (a — kd)z + (b — ke) = 0. KedZe polyném je nulovy, iba ak st nulové jeho vSetky koeficienty, plati

a = kd, b = ke. Potom a-ke = b-kd, t. j. ae = bd. To znamena, Ze pre ae — bd # 0 podiel nie je konstantny.
Z pohladu linearnej algebry hovorime, Ze st vektory (polynémy) ax + b, dz + e linearne nezavislé.
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Priklad 1.1.28.
a) 1 de — Subst. t=Yz |Vr=(Yz)P=1 2= Yz |zc(0;00) |  [(®—1)6t>dt
(WVz+Va2z | =a, 67dt = do | Vo = (¥2)? = (Va)' = t* [te(0i00) | ) (@ +E)E0
_ 6/(t5_1) dt _ [Tt:;ra _ iﬁ+15—t5—t4+t4j»5tif—4t3—12+12+t—t—1

445 _ t5(f,+1)—t“(t-/%—l);i—ta(f,+1)—t2(2+1)+t(t+1)—(t+1) —_
= T(i+1) =

1+%—,,%+f,%—t%}

— 1 1 1 1 _ 1 — — _

76/(t71+;7t—2+g7t—4 dt76/(t71+;7t 24ttt dt

=6(L —t+lft| - Sr 4 L) be=32 6t +6Int+ 8 — 12418 4 ¢

=3 — 6t +Int + § — F+F +c=3Yz - 6Yr+na+ g- - Z+ 2+
r€(0;00), ceR.

b) V%;gdx:{xzu1—\/a?zo,xe<o;1)]:/Wmdx:[x#,xe(o;l)]

1—/z d dzx T
= —_— Tr = —_ dx =
/ /1—(/T)? Vi—zx / 1—x ®
dz _ [Subst.z=1—a|xe(0;1)] —dz _ ,% __é _
Vi—xz [ dz = —dz ze(O;l)] o N z dz = 3 Ta = 2\/E+Cl
=-2V1l—a+c,2€(0;1), c1€R.
P P Subst. t = /7% = \/‘1{%, ?(1—z)=z|z€(0;1) _ t-2tdt _ |u =t u'=1
Ve N T P e B [
_ _—t dt  _ t _ t 2 Vi—z
RS +/t2+1 =—pig tarctgt + e = [ply =} g = L o= V-0 = Vo —a? |
= —Vx — 22 + arctg Vo + o, x€(0;1), c2€R.

Vi—zx
® = —2y/1—a2+Vx — 22— arctg \/\1/% + ¢, z€(0;1), prifom ¢ =c¢1 +¢2, cER. W

e Integraly typu /f (;17, Vax? + bx + E’) dz, a,b,e€ R, a #0

Integrandy su funkcie, ktoré obsahuji iba x, vaz? + bx + e konstanty a ich kombinacie,
ktoré z nich vzniknii pomocou séitania, nasobenia, delenia.

Tieto integraly mozeme racionalizovat niektorou z troch Eulerovych substitucii
(ozn. 1.es, 2.es, 3.es). PouZitie Eulerovych substittcii je sice ufinné, ale vaésinou velmi
pracne. V dnesnej dobe, ked existuji u¢inné programy na symbolické vypoéty (napr. ko-
mer¢né Wolfram Mathematica, Maple alebo Open Source wxMaxima) tento problém uZ nie
je relevantny. V niektorych pripadoch moézeme pouZit iba jednu zo substittcii a niekedy
modzeme pouzit aj vietky tri. Substiticia pouzita v priklade 1.1.26 je 3.es.

Casto nam pri integrovani pomoéze substitticia pomocou goniometrickej alebo hyper-
bolickej funkcie (priklady 1.1.30, 1.1.31), pripadne ina substittacia (napr. t = %)

1.es ma tvar vaz? + bx + e = t + \/axr a pouziva sa pre a > 0. Substiticie ¢ + /ax
su ekvivalentné a je jedno, ktort z nich si vyberieme. Plati

ar® +br +e =t +£2t/ar + ax?, t.j. bo F 2\ Jax =t> —e. = = B¢

bF2y/at”
2 — _ t2—e  _ thF2yat’£at’Feva _ Fat’+tbFeva
Var? +br +e=t+ Jar = t+ Jagk o = e = enldhin

de — 2t(bF2+/at)—(t%—e)(F2+/a) dt — 2tbF4/at’>+2/at> F2ev/a dt — 2(F/at> +tbFe/a) dt
B (bF2V/at)? B (bF2V/at)? B (bF2v/at)? ;
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2. es ma tvar Vax? + bx + e = xt + /e a pouziva sa pre e > 0. Substitucie xt + /e st
ekvivalentné a je jedno, ktoru z nich si vyberieme. Plati

ar? + br + e = 2%t? £ 2xt /e + e, t. j. ax? + bx = 22?2 £ 22t /e.
= (a—t2)a? = (£2\/et — bz, = x = T2/=b

a—t?
VarT Thote=at £ /e = B0 o\ fo = E2EMEGJERVEE _ byetobiteve
dp — E2ve(a= tz (iz)ft b)(=20) g4 — if(t —tg;;taf) dt.

3.esmatvart =

“—% a pouziva sa, ak plati ar’+br+e=a(z—a)(x—pB), a, BER,

a # B, t. j. ak ma polyném ax? + bx + e dva rézne realne korene «, 3. V konkrétnych
pripadoch musime uréit defini¢ny obor pre ¢ a znamienko vyrazu a — t2. Plati

t>0,t2= wﬂ,tJtQ ,Btzzaz—aa.@x:m_ﬂtz

a—t2 °
(z— a)(z - B) = (225 — o) (2= — )

_ aa—Bt’—aatat? . aa—Bt2—aB+Lt> (odﬁ2 Bt?)-(ac—afB) a(a—ﬂ)2t2
= a—12 a—t2 (a—t2)2 (a—t2)2
a(a—pB)2t2 ala
Vazz + bz +e=/a(z —a)(z — B) = y/a- ((a fz))zt = ‘EI tzl)‘t
_ —2Bt(a—t?)—(aa—Bt?)(—2t) —2aBt+26t> +2aat—26t> 2a(a—pP)t
de = (a=i)2 dt = =22 (=i )aa dt = a2 dt.

Priklad 1.1.29.

4 1l.es: Val—l=t—x|=1t— 2r1 = t22;1 z€(—o0;—1), te(—1;0)
/12\/% = | 22-1=1-2z+2> = P+1=2z|=22(x+Va2-1)|zve(l;00), te(l;00)
T = ’2“ dm:wdr tz 1d7‘ T — 1, t— +1
57— 57 . a—va?o1 _ 2’-(=®-1) _ 1 - 21
_ t=z+Vz 7(z+\/z ) VT T el eV T | T 0o, t—=0 :/ 2222 d;t
1 _ ] _
Zgrjlxﬁ—?—O IIEIOIO(-L‘"’\/ 1) 00+00=00|2—>00, t—00 %tm
At dt Subst. z =t? +1|te(~1;0), z€(1;2) 9,2
= = z7%dz = c
(t2+1)2 [ dz =2tdt | te( 1 00), z€(2;00) +
2 2
=2 leo=——_2_ 1 = c=
=T t2+1+ 2x(m+\/w2 1) + 2+£E\/ZE2

xe(—oo; —1)U(1;0), c€R.

Iné riesenie.

de | Subst. t=1|ze(—o0;—1),te(~1;0) | Va =\/%-1= 1;212 = lﬂﬂ = i.ig;t:
GVEEST | ol de= - |re(lio),  te(O1) |VIZE= 171.%: =R =
. —% [ _otsgntdt [ Subst. z:lftQ te(~1;0), z£(0;1) ®
1 V1i—t2 24/1—t2 dz = —2tdt |te(0;1), z€(0;1) ’
12 tsgnt

Pre x€(1;00) plati t€(0;1), z€(0;1), sgnt = sgnz = 1. Z toho vyplyva:
@Z/;jzf :‘/Zigdz:%+C:\/E+ng/17t2+czlmjx—l +C,C€R.

Pre z€(—o0; —1) plati t€(—1;0), z€(0;1), sgnt = sgnxz = —1. Z toho vyplyva:
@z/*dzz—f—&—c— \/1—t2+c:—7”5_2;1+c:7””i_1+c,c€]?.

:>/2\/a:2 - = Yol 4 we(—o0;—1)U(l;00), cER. m
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Obe riegenia prikladu 1.1.29 s spravne (modZzeme jednoducho overit derivovanim). Tieto
rieSenia st posunuté o konstantu, pretoze pre vietky € (—oo; —1) U (1; 00) plati

1 _ 1 Lr=vVei-1l . z—ve?-1 . z—va?-1 _ 1+ VaZ—1
2+xvax2—1 zlz+vVa2—1] z—V/z2-1 z[x?—(x2-1)] -1 x

Priklad 1.1.30.
Vypoéitajte?® I = /\/%7 kde a > 0.

Riesenie. . ,
2.es: Var—a?=a—at |=a— 3%t = % = “gjrf]) z€(—a;0), te(—1;0)
7 a? — 2% = a? — 2axt + 2282 a::%, t = a-vai-a? “;Lﬁ, x#0 |2€(0;a), te(0;1) z"((f%igdf
T | 200t =22 + 2% = 20t = ot + o | dp = 2EEN BN qp = 2000 g g p g1 | T [ a0
241
A V@R _ g a—(a®=a®)} _ (1 i —h(e?=e?) T (=2m) _ o _
g 855 = i S = [umi] = I z Hy Varr = s O
= /t%itl = 2arctgt + ¢ = 2arctg ¢ V“ =22 4 ¢, xe(—a;0)U(0;a), cER.
Iné riesenie.
= Subst. 2 = asint [sint =%, t=arcsin? |ze(—a; Va2 =22 = /a2(1 —sin”t)
dz = acostdt |cost > 0 pre te(—5; %) | te(—5; % =aVcos?t = a|cost| = acost

acost

:/M :/dt:t—&—c:arcsinf—&—c, r€(—a;a), ceER.

Iné riesenie.

I = Subst. x = acost|cost = £, t = arccos £ | z€(—a;a) — 22 = /a2(1 — cos’ t)
dz = —asintdt |sint >0 pre te(0;m) |te(0;m) =aVsin®t = alsint| = asint

asint

= [=asintdl :—/dt:ftJrc:farccongrqxe(fa;a),ceR.l

Priklad 1.1.31.
Vypocitajte [ = /\/%, kde a > 0.

Riesenie. L
1l.es: Val—a?=t—ua|=t—Lfr === - oo z€(—o0;—a), te(—a;0)
2 2
I 22 —a? =t? — 2tz + 22 dz:%@“ﬂdt:%dt ze(a;00),  te(a;o0)
o x:%,t:m-&-\/:ﬁ—a? lim (x 4+ Va2 —a2) =00+ 00 =00 |1 — Fa, t— +a
. 2 2\ 1; 2 2\z—VzZ-aZ _ q; a?—a’4a® _ a? _
Jim (2 + Ve a)*zE‘l{(I*” @) ermer =AM U = e =0
= [d =In|t|+c=In|z + Va2 —a®| +c, z€( —a) U ( ), ceER
Iné riesenie.
3.es: t=1/57%, Vo —aZ:‘l o z€(—o0;—a), t€(1;00) |z — +oo, t = 1
I— z—a=t(z+a) =tz +t%a, z= a“ft[z) x € (a;00), tE(O'l) r—a, t—=0| %
—_— 2 2 —_— G P
dg = 200t 27“21;{" 2=20) gy = 412)2 hm /g er = /00 =00 2] 12_0:2|
9 2 2 (14+t2)? e S (1+1,2)2 a?(1— L2)2 _ a2t — (=22t a?a?

5= an = a5 = (1—%)2 - (1=2)% - -2

:/ |1—t2|dt:/2|t2—1|dt:/2dt _
(1,)52)2 |t271|2 |t271|

Pre z € (—o0; —a), t€(1; 00) plati ‘tz - 1‘ =t -1,

23Pre a = 1 dostaneme priklad 1.1.14.
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t+1= zoa 4 | Vorda 4o V—rtaty—a—a o izl _ y-ata—v-a-a
_ Tta V—z—a V—z—a : t+1 V—ztat/—zr—a
® = _ VoFa-vTisa | JoiFa—vTama _ (cete)=2y/(Cara)(ce—aH(—e—a) _ —20-2/(C0)*=a® _ 447 a2
V=otaty—a—a v-ata—v—-z—a (—e—a)—(—z-a) —2a a
_ 2dt _ 2 t—1 _ t—1 _ z+vVz2—a?
_/t2_1_21n’t+1|—|—c1—ln’H_l‘—i—cl—ln - |+cl,cleR.
Pre z € (a;00), t€(0;1) platf |[¢t? — 1| =1 — 2,
N T e =0
_ Vz—a+vzta  Va—atVata _ (@-a)+2y/(@—a)(eta)t(zta) _ 2042Ve?—a? _ z+VaZ—a?
Vi—a—vrte Vo—atvzta (e—a)—(zta) “2a —a
_ 2dt 2 t—1 _ t+1 _ rz+vVr2—a?
- -1 — 2ln’t+1’+cl—ln’til‘—i—cl—ln‘ —a |+01701€R'

= I=Ilz+ Va2 —d®|-Ina+c =In|z+ Va? —a?| + 2
x € (—00; —a) U (a; 00), pricom ¢ = ¢; — Ina, c€R.

Iné riesenie.
MoZeme pouzit substitticiu z = cosht, ale musime rieSenie rozdelit na dve asti, pretoze
obor integrovania x € (—oo; —a) U (a; 00), ale obor hodndt funkcie x = cosht € (a; 00).
Pre z € (a; 00) plati

I = Subst. & = acosht
dz = asinhtdt

cosht = %, t = argcosh 7

z€(a;00) | Va2 — a? = y/a%(cosh?t — 1) [ asinhtdt
te(0;00) = aVsinh®t = a|sinh t| = asinht asinht

:/tdt:t—i—cl = argcosh £ + ¢ =25ln(%+«/(f)2—1) + ¢y = In TEva~—a” ”j_az—i—cl
=In(z+Va?—a?) —lna+c¢ = [C:q*lna] =In(z+Va?—a?) +¢, ceR.

c1€R, ceER

sinht > 0 pre t € (0; 00)

Pre x € (—o0; —a) plati

_ [Subst. v =—z|z€(-00;—a) ] _ _ dz __ [ Predchadzajaci ] __ /29 2

B { dz = —dz | z€(a; 00) } - Vz2—a2 { odstavec ] =—In (Z +Vz B ) t+c2
_ 1 _ 1 _ 1

=h e ta=h——T5—+ce=h x_m‘ e

_ 1 eivEm—a 1 | etvam—a? 1 |erver=a®
=In|—7r— v | T2 = In Ty | T2 = In = + ¢

= ln|x—|—\/x2 —a2| —Ina?+cy = [c:czflna2:02721na:| =1n|x—|—\/x2 —a2| +c,

c€ER, cER
x€(—o0;—a), ceER.
= ] = ln‘x + V2 — a2’ + ¢, x€(—00; —a) U (a; ), c€R.
Pre x € (—00; —a) mozeme taktieZ pouzit substitiiciu x = —acosht, t. j. t = argcosh ==,
t€(0;00) a pokracovat analogicky ako v prvej asti rieSenia pre z € (a;00). B
Priklad 1.1.32.

Vypocitajte I = /\/Idzixw, a > 0.

Riesenie. s e

1l.es: VaZtal=t—a |=t- L5 =2=de - e z€(—00;0), te(0;a)

2 2
22 +a? =1 -2z +2%| do= 72t'2t712t(2t —07) gt = L;;f dt |ze(0;00), te(a;o00) t2+2f12 dt
— — 2t
I = x:*2,_ji"2, t=x+ Va2 +a? ILm (x+Va2+a?)=c0+o00=00|2—0, t—a - t24a?
T—00 2t
. . _JZTraZ . 2_,2_g2 2
Jm @t vatda®) = lm (@+Ve?+a?) 22700 = In e = =t 0

t€(0;00)

= g =mpt o= 07| =t s o=@+ VP H @) 4o veR e

24Kedze st &isla ¢; € R (T'ubovolné) a Ina konstanty, je vyraz ¢ = ¢ — Ina opét Tubovolna konstanta.
25Funkciu mézeme vyjadrit v tvare argcosh z = In [z + v22 — 1], 2 € (1;00) (napr. mal: str. 90).
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Iné riesenie.

I — Subst. # =asinht|sinht =2, t=argsinhZ|zeR|Vz?+a?= V/a2(sinh* ¢ + 1) _ [acoshtdt
daz = acoshtdt|cosht > 0 pre vietky te R |teR = aVcosh®t = a|cosht| = acosht acosht

/dt-t—f—cl—argblnh 4+ = 26ln(£—|—\/(£)2+1)+clzln”7w—|—c1
=In(z+ Va?+a?) - 1na+clf[(_“7hm]7111(L+\/L2+a2)+c cER. m

c€ER, ceER

Priklad 1.1.33.
Vypocitajte integral /\/ a? —x?dx, kde a > 0.

Riesenie.
22— 22de — Subst. © =asint |sint =%, t=arcsinZ |z€(—a;a) | Va2 — 22 = /a2(1 —sin”t)
dz =acostdt|cost > 0prete(—5;5)|te(=5;%) =aVvcos?t = a|cost| = acost

2 2 _ 2 [1+cos2t 34 _ 2(t , sin2t _ ad*t | 2a%sintcost
acos“tdt = a® [ 5= dt—a(2—|——2_2)+0— 5° + SR 4

IS}
M

t+asint-2acost+

a5 cf7arcmn +’“‘12_£ +¢, x€(—a;a), cER.

Iné riesenie.

I_/mdl_/mdi_/\/ziz \/_(Q;Ziizz: L
_/\/ﬂJrg,\/a? /\/an:v?dm—/\/ier\/a?i I.

Dostali sme rovnicu, v ktorej integral I povazujeme za neznamy parameter. Plati

21:;m/ﬂ+/¢%7 ISNEES R b =

Potom (pr. 1.1.30) plati I = /\/@2 —z2dx = ‘7”;_*2 + % arcsin £ + ¢, r€(—a;a). m

Poznamka 1.1.16.
Analogicky moZeme pocitat takties integrdly:>"

/\/1 +a2dy = TVEEC 4 %/ dr_ _ oViTia? 4 @y (¢ 4 /a2 + a?) + ¢, 2ER.

z2+a

/22— a2 /12 —a2 2 G
/\/.7,‘2*(1,2(1.7,’: L %/ L = e sa — % In|z+ Va2 —a?| +c,

x € (—o0;a) U (a;00).

1.1.4 Integrovanie goniometrickych a hyperbolickych funkcii
Ak integrand obsahuje iba goniometrické, resp. iba hyperbolické funkcie, potom integ-
rovanie nebyva problematické. Moze byt ale velmi préacne.
e Integraly typu /f( sin x, cos L) dz

Integrandy obsahﬁjﬁ iba funkcie sinx, cosz (mo6zu byt aj implicitne zadané, napr.
sin2x = 2sinxz cosz) a konStanty (nie xz a jeho mocniny), resp. ich kombinacie, ktoré
vzniknil pomocou séitania, nadsobenia, delenia.

26 Funkciu mézeme vyjadrit v tvare argsinhz = In [z + v&2 + 1], 2 € R (napr. mal: str. 90).
27Tieto integraly moéZeme tieZ riesit pomocou binomickych substittcii (poznadmka 1.1.22 na strane 44).
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Na racionalizovanie takychto integralov sa pouZiva tzv. univerzalna goniometricka
substitiicia ¢ = tg § (ozn. Ugs) . Substitticiu mozeme pouZit iba na intervaloch, ktoré
neobsahuji body » = 7 + 2km, k € Z, pretoZe v tychto bodoch nie je funkcia ¢t = tg 5
definované. V tychto bodoch plati cos § = 0. Ugs (podobne ako Eulerove substitiicie)
je u¢inna, ale vac8inou préacna, pretoZe jej pouZitie vedie na racionalne lomené funkcie
s polynémami vyssich stupiiov.

Pre substitticiu ¢ = tg § na intervale € (=7 + 2km; 7 4 2km), k€ Z plati:

— z . _z — _ 2dt
t=tgy, te(—oo0;00), arctgt= g, = 2arctgt, dz = 3i5.
1 g5 %
. . 2sin £ cos £ cos2 Z cos £ 2tg £ 2
_ T e T 2 2 . 2 2 2
sinz = 2sin§cos§ = e - — SR T RTgel A
2 cos2 B
N sin? 2
coST — COS2 x Sil’l2 z _ cos? %7sin2 5 . cos? _ cos? & 1—tg? 2 1—¢2
2 2 sin? L 4cos? £ 12 - sin? T tg? 2+1 t24+1
cos? § P %+1
Priklad 1.1.34. .
de _ | Ugs: t=tg5 sinur:izzi1 #0|ze(—m 4 2km;0 + 2k7), tg § <0, t€(—00;0) | _ 211 [dt
sinx dz = 39 |2 £ km ke Z € (04 2km;m + 2km), tgZ >0, te(0;00) tzzil t
=Inft|+c=In|tg%|+c, 2€R, & # kr, kEZ, cER.
Iné riesenie.
dz dx _ | Subst. t=§|xc(0+kmn+kn), keZ | _ dt [ (cos® t+sin? t) dt
sinz [ 2sin §cos 5 dt =9 |te(0+ 50,1 4 k1) kez ~ [ sintcost sintcost

:/Co?tdt —/’Sintdt =In|sint| —In|cost|+c=1Inltgt| + c=In|tg | +c,

sint cost
TER, x £k, keZ, ceR.

Iné riesenie.

dez _ [sinazdxr __ sinzdx __ [ Subst. t=cosz a:€(0+k7r:7r+k7r).,k€Z
sinz sin?z T [ 1-cos?x T | dt=—sinazda|te(—1;1) e t2

_ 1 _ 1 _ 1 l—coszx

ln’t+1|+c lnl+t+c s o TC xeR x#km,k€Z, ceR. m
Priklad 1.1.35.

Ugs: t=t cosxT = 0 |xe(—m+2km;—% + 2kn), te(—o0; —1 2dt
dz | ® gdf = ( i 3 )5 te( ) C[EE [aa
osz dv = 345 |2 #£ S+ km keZ |ze(—5 +2km 5 +2kr), te(-1;1) === |1

t#+£1 x€(£+2k7r;7r+2k7r) te(l;00) 241
tg 2-‘,—1

_ 2dt 2 41
__/t?'fl t+1’+c ln‘ |+ ‘—i—c
r€R, x;ﬁ §—|—k57r, x £ w42k, keZ, ceER.

de _ [coszdz __ [ coszdx __ [ Subst. t=sinz I€(7§+kﬂ;%+k7r)7 _ e dt
cosx cos?2z [ 1-sin?z — dt = coszda [te(—1;1) kez | — | 1-t2 — t2—1

= ln|t+1|—|—c—1ln1+f—|—c 1lnl"'s”””—l—c rER, x # 5 +km, k€Z, cER. m

sin T

Priklad 1.1.36.

de  _ | Uss t=tgg|sine =25 #-1 € (=74 2km; =5 + 2k7), te(—o0;—1) | _ %
I4sinz dz = t%i'l v # -3 +2km k€Z |xe(—F + 2km;m + 2kn), te(—1;00) B 1+t,22-:-1

_ téitl o 2dt _ [Subst.u=t+1|te(—o0;—1), ue(—o0;0)] __ 9 du _ 9 _2d
= [ T [z T du=dt|t =4z =4 fu T du

ey €(—1;00), ue(0;00)
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—1
_ou __2 _ .2 2 2
=2 +c= +c= C=C— gy =C~ gz

—_ u T+
TER, x # —F5 +2km, x # 7+ 2km, k€Z, cER.
Iné riesenie.
dz _ (1—sinz) dz o (1—sinz)dz __ (1—sinz)dx __ dx —sinz dz
1+sinz — | (1—sinz)(l+sinz) 1—sin?z cos? x — [ cos?z + cos? z

Subst. t = cosz|cosz #0 z€(—m+ 2km; —F + 2km), te(=1;0) |2 € (0 + 2km; 5 + 2kn), t€(0;1)
dt =—sinzds |z # 5 +kr, keZ |we(—F + 2km; 0+ 2km), te(0;1) € (3 + 2km;w + 2km), t€(—1;0)

:/co(ii'gr—"_ %5:tgfﬂ+/ﬁ_2dt=tgm+t;+c:tgm—%+c
_ sinz _ _1 +C:bmz 1+CI€RI# Jrkﬂ' k’EZcGR.

cosx cos T cos T

Priklad 1.1.37.

/ dz _ Ugs: t=tg3 cosx:%;éfl x€(7ﬂ+2k7r;7r+2k7r)} :/ z2+1 /t2+1 /dt
1+cosw dz:tzzf1 x# 7+ 2km ke Z | te(—oo0;00) 1;+ti 211
=t+c=tg5+tc,reER, v #7+2km, k€Z, ceR.
Iné riesenie.
dz - dz __ | Subst. t=%|ze(—nm+2km;7+ 2kn), keZ dt
l14cosz — [ 2cos? & [ dt =% te(~T +km T +kn), keZ cos? t

=tgt+c=tg5 +c,ve€R, v #7+2km, keZ, ceR.

Iné riesenie.
dx o (1—cos z) dz _ [ (@—=cosz)dz _ [ (1— cosx ) dx cosxdx
14+cosz ~ [ (1—cosz)(14cosz) — l—cos?z sin? x sin? x sin? z

__ | Subst. t=sinz |sinz #0 rE ( 7w+ 2km; 7l+2k7r> te(—1;0) 0+ 2km; & +2kﬂ' te(0;1)
dt = coswda |z # km,k€Z |v€(—F + 2km; 0+ 2km), te(— 1,0) <2 +2k7r,ﬂ'+2k7r), te(0;1)
—1
= /Siﬂé”m - [%= —cotgsc—/t’zdt: —cotgz — L +c=—cotgzr + 1 + ¢
__ __cosx __ l—cosx
= Sirm—ksmz—f—c 2L+, x€ER, v #kn,k€Z, cER. =
Priklad 1.1.38.
cos2xdx (Cos2 z—sin? z)dz Ugs: t=tg% |sine = t224:1 €(—m+ 2km; 7+ 2km), ke Z
sinf x+costa sinfz+tcostz T dz = 29 | cosz = L= | te (o0 o)
-2 (202 ) 2a (=t)2-4t2 pay
o ((,,2+1>2 T 2r0)? ) EEE 2402 1241 9 [(1—t2)2—4t2](t2+1)dt —...®
- (2% (1—t2)% - 16t24(1—t2)4 - 16t14(1—t2)% - .
Z+DT T (241 (t24+1)7

Je zrejmé, Ze tymto smerom pre normalneho smrtelnika bez vhodného softvérového vyba-
venia cesta rieSenia nevedie. Integrand musime pred pouzitim Ugs najprv upravit.
Iné riesenie. ) ,
cos 2z dzx _ sin? x + costz = (sin2 1)2 + (COSZ Z)z = (#) + (%) _ 2cos2zxdx __ ®
sint z+4costz _ (1—-2cos 24cos? 2z)+ (142 cos 2z+cos® 22) _ 242cos® 20 _ 14cos®2w | 1+cos22x
- 4 - 4 - 2

Mozeme nahradit u = 2z a nasledne pouzit Ugs ¢ = tg 5. Ale tento postup je tiez naro¢ny.

® = [Subst.u:Zz zER] _ cosudu _ Ugs: t =tg ¥ t:tgz‘ we (-7 + 2km; 7 + 2km), ke Z
du=2dx|ueR I+cos?u cosu:% du = t2+1 z€(7§+kﬂ' Jrkﬂ'),keZ7 t € (—o0;00)
1-t2

i 21-¢%)dt 2(1—¢2) dt _ fea—myar . [a-e)as

- Hxai;ﬁ (t2+1)2+(1—t2)2 — [ 342124 1+1-2¢2 4+ 2t142 T ti+1

_ Kolrcnct4+1l: BB || [t — Jo (L)) [t~ J5(EL - )] = FogV2— (£1+)] V2t — (1~ )]
s1ED), H(-1+) 5 =12t F1) +1- [(ft:m ) —1i] *%[(2t2q:2ft+1 — (-] = FV2A+1
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— [ 4 _ (l_tz)dt _ Rozklad na 3 3E‘!
- [t1+1:(t2+\/§t+1)'(t2_\/§t+1>} - /(t2—\[t+l)(t2+\/§t+1) - [parcialne zlomky Has :]
_ 1 [ 2042 2t V2 dt (t2+¢§t+1)’ _ (tz—\/it+1)/} dt
T2v2 [ [ 24V2t+1 ft+1 2\/ t2+\/§t+1 t2—/2t+1
_ 1 2 2 _ 1 t2+\/§t+1

2
= [Pevat1=(+@2ri>0] = 2\flnf +§Z: +c= 2\/1H7E§2zfgtiiﬂ +c

rER, x# 5 +km, k€Z, ceR.
Rozumnejsie je integrand d'alej upravovat. Potom plati:

® = 2cos2xde _ [2cos2xdax _ | Subst. t=sin2z
- 1+1—sin? 2z 2—sin22x dt = 2cos 2z dz

_ dt [ At _ 1,
= 2= — ?—2 2,2

ve(-5+km5+kr) keZte(-1;1)
@€ (Z 4+ km; 3 4 k), ke Z,te(~1;1)

V2t
‘—l—c 2flnft+c

= gls Y22 L peR cER.

t+\f

e Integraly typu /f( sinh x, cosh 7) dz

Integrandy obsahuji sinh «, coshz (aj implicitne), konstanty a ich kombinacie, ktoré
vznikni pomocou s¢itania, nasobenia, delenia. Na racionalizovanie takychto integréalov
mozeme pouzit tzv. univerzalnu hyperbolickii substittciu ¢ = tgh 7, x € R (ozn. Uhs),
ktora méa analogické pouzitie a vlastnosti ako Ugs.

Ak pouzijeme substiticiu ¢t = tgh §, x€ R, potom t€(—1;1) a plati:

. w - dz o (cosh2 E—sth z)dm - (1—tgh2 g)dz . (17t2)dx _2dt
t=tghg, dt = Zcosh?Z 3 cosh? T = 2 = mdr=5
. . L sinh £ .
. . 2sinh £ cosh £ cosh2 Z cosh % 2tgh £ 2
_ 9« T noch T — 2 2 . 2 - 2
sinhz = 2sinh § cosh § = —— ETTL g N Tk R TR
cosh® o " cosh? %
1 14 sinh? £
o 2z . 2z cosh? z+sinh2 < cosh?2 z CoshQi o 1+tgh2 5 1442
coshz = cosh” § +sinh” § = —- ﬁfsinhz T T R R T L Sl par
cosh 3 — 5 =
cosh
Priklad 1.1.39. . .
2 3
dz Uhs: t =tgh% |coshz = 1t 1_¢2 1— f2 dt = ¢t x
—_— = = | —— = =t+c=tghZ +c¢
1+coshx { do = Zdi zeR, te(~1;1) 1+ 1t:§ 17t2 g 2 )
r€R, ceR.
Iné riesenie.
dz o dz _ | Subst. t=5|zeR | _ o
14cosha — QCOSIIQ% - |: di:% teR - COSh2 tght+0—tgh +C :L'GR CGR.

Iné riesSenie.
dx o (coshz—1) dx _ [ (coshz—1)dz __ (coshz—1)dz _  [coshaxdx dz

14+coshz — [ (coshz+1)(coshxz—1) cosh?z—1 sinh? x - sinh? z sinh?

_ [ Subst. t =sinhx

dt = coshz dz

r€(—00;0), te(—00;0) ] _  [dt dz  _ t'
z€(0;00), te(0;00) ]_ cotghz + ¢

t2 sinh?z — —1
_ 1 _ _ 1  coshz 14cosha
=—3-cotghr +c=—o7— -2 =% ¢, weR, v #0, cER.
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Iné riesenie.

dx _ dz _ 2dz _ | Subst. t=e|e*=1|zeR o 2dt
Idcoshw [ qpePdem® T [ 24eT o7 T e=Int|dz =9 |te(0;00) | [ t+E+])
2dt _ 2dt  _ 2 t+1) —
t2+2t+1—/(t+1)2—2/( 1)~ dt = +ec=—A7+¢ rER cER ™
1.1.5 RieSené priklady
Priklad 1.1.40.
Vypoéitajte]z/ min {1 1}dx
z€(0;00)
Riesenie. L1
1 pre x€(0;1), pretoze = > 1,
Pre integrand plati f(z) = min {1 1= { 1 P (0:1), p L9
z€ (0500 2 pre x€(1;00), pretoze + <1

/d:z::z+c, r€(0;1), cER,
1= [flz)do =
/daTm =In|z|+c1, z€(l;00), c1 €ER.

Vypocitali sme primitivne funkcie k f na intervaloch (0;1) a (1;00). Ak chceme urcit
primitivnu funkciu k f na intervale (0; 00), musime zabezpecit jej spojitost v bode z = 1.
To znamen4, Ze musi platit 1 +c¢=1Inl+c¢; =0+ ¢y, t. j. ¢ = ¢+ 1. Potom

I:/ min {1, }dx:{x—i—c, ze(0;1),

2€(0;00) Injz|+c+1,z€(l;00), cER. W

Priklad 1.1.41.
a) /(x—l— 1)?In(z—1)°de = 5/(36—1— 1)?In(z—1)dz = [SubSt'

t=x—-1

t+2=x+1
dt =dzx

z€(1;00),t€(0;00)
=5/(t+2)21ntdx: v=tnt = (t“) Int — /@L)sdt
v=(t+2)?%|v
= 5(tJ§2) Int — /t3+6t2+12t+8 dt — (t§2)3 Int— %/(tQ 6t 412 4 §) g

= SR g S (L 46 119t 4 8lnt) o= 20y 552 onp 4 ¢
— 5(3:-5-13)3—40 In(z—1)— w —5(x —1)2 =20(x — 1) + ¢, z€(1;0), cER.

b) /ln(:z:— 1) dy =[S0t o e ] — /1nt5 dt = 5/1ntdt L J

:5t1nt—5/dt:5tlnt—5t+01:5(95—1)111(:(;—1)—5(:(;—1)—}—01
= [c=a+sackeer| =5z —1)In(z —1) = bz + ¢, x€(l;00), cER.
) (z—2)*dx _ [Subst. t=a—1]a€(~o0;1),t€(~00;0)]  [(t—1)*dt [ (t*—4t3+6t%>—4t+1)dt
(z—1)2 ™ [ dt =dz |ze(1l;00), te(0;00) ] B t2 o t2
:/(t2—4t+6—%+t— Jdt =54 — 4 46t —4lnft| - L4

= @D 9124 6(w—1)—4ln|r—1|— -1 +c,2€R 2 £1, ceR
3 z—1 ) ) ) .
dz*——

Subst. t=2"+1 z€R 1 dt 1 1 1
) 27 +1 x=logy (t—1) = 1"1(1551) s | te (1;00) In2 [ t(t—1) In2 ( -1 )

=5(n(t—-1)—nt)+ec=5m +ec=Zd5Ins2+ + ¢, z€R, cER.

i_1
=g

_ (t42)?
3

u
v

2 =t—-1
1
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) dz _ Subst. t=2"+ 1|2 =2"+1 20 =12 1 1 otdt 2 dt
V2e 1 © = log, (12 — >:1n(11:2—1) d ,ﬁndfl z€R, te(l;00) T In2 [t(t2—1) — In2 [ 2—1
— t—1 _ V2F4+1-1
= gmsIn gy +e= 1n21n\/ﬁ+1+c TER, cER.
) dz | Subst. t=vz-2[t’=a-2]z-1=1>+1 _ otdt 2dt
(z—1)Vaz—2 r=12+42|de=2dt|ze(200), te(0j00) | [ @+t T [ t2+1

= /t%itl = 2arctgt + ¢ = 2arctgvr — 2+ ¢, €(2;00), cER.
g) __da____ __ | Subst. t=y1-x
(z+1)Vi-= t?=1-x z=1-1¢
_ de 2
—2 [t = 2

h) VIZZ gy — {Subst. t=vi—z

z+1 P=1l-z 2z=1—-1t>

r+1=2-1¢2
de = —2tdt

we(~o0; 1), te(vV2Zioo) | _ [ —2¢dt
ze(-1;1), te(0;v2) (2—t2)t

‘—&-c gm‘\%:i;g’+c,:v€(—oo;1)7x7é—1,ceR.

ze(—o0;—1), te(V200) | _ [t(=2t)dt
ze(-1;1), te(0;v2) | 2—t2
2d 2_242d 2d
:2/52 _2/%_2/&4#1 t—2t—|—2fln =y
:2s/1—x+\f1n’7ﬂ_m_\/§‘+c,xe(—oo;l),x;«é—l,ceR.l

t+f

r4+1=2—1>
de = —2tdt

‘-i—c

VIi—z+V2
Priklad 1.1.42.

cos T Subst. t =4+ 3sinz z€<7%+kﬂ';§+k7r>,keZ dt 1
a) [ 25 _dr = =zInt+c
) 4+3sinz [ dt =3coszdzx|te(1;7) 3 +
= %1 (4+381nx) +c¢, 2€R, ceR.
b) 1+3sinxz+2cosx dx 3sinz+2cosx dr Subst. t =2z VL#%"
sin 2z bll’l2{E 2sinx cos T dt =2da |t £ km, ke Z
1 a3 _ _1 -3 te 35—
= Q/Smt+2/cow+smx = [pr. 1.1.34,1.1.35] =1ln|tgL| In e +1 +InjtgZ|+c
1 _ 9 km
= 5 In|tgz] tg +1’—|—ln’tg2’—|—c reR, x # 5, k€Z, ceER.
Subst. t =sinz + cosz |sinx # +cosw, € (=% + 2km; T + 2km), t€ (0;V2)
sinz—cosx _ e ; £ el . 3m .
/\/m dr = dt = (cosz —sinz)dz |z # +§ +km, ke Z L€<4+2k7T, 1 +2k7r), te(O,\/i>

Pre z € (L" + 2km; = 2k7r) je funkcia t = sinz + cos x zaporna, plati t € <7\/§; 0).
=— % :—/t*%dt————i—c-c—f\/ =c— 33/(sinz + cosz)3,
TE (—% + 2k %’r + 2k7r)7 keZ, ceR.

d) dx . dx _ 2dxz o 2dx
dcos?xtsin®x [ glicgs2w g locosdw T [ 4(1+cos2z)+(l—cos2x) — [ 5+3cos2z

2du
_ {Subst. t=2z|zeR _ dt _ | Ues: u*tgz cost = u2+i, dt = 321“1 _ w241
dt =2dz [teR 5+3cost wER |t (—m + 2km;m + 2kn), k€ Z 5+312+1

_ 2du _ 2du du _ 1 u 1 tgi
= /5(u2+1)+3(17u2) = /2u2+8 = /u2+4 = jarctg 5 +c = jarctg 5* +c¢
= %arctgt%’: ‘e, ve€R, v # 5 +kn,k€Z, cER.
1—tgx
e) /1+tga:

B B !
cosz—sinz .. (sin x+4cos ) du
cos x+sin sin x4-cos x

- In|sinz +cosx|+c, x€R, v # § +km, v # 5 +km, k€Z, ceR.
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1
f) /xth:Udgc:/“”; de—/i( cos” ) dm—/xdf /xdx—/’"df
COos“ T Ccos“ T COos“ T COos“ T
o |:u:x
U/:cosl?:n

35

u'=1

_ _ [sinz _ oz . 22
U:tngm} =ztgx S g —xtgx+ln|c05x\ 5 +¢,

2ER, x# T+ km, k€Z, cER.

O<sine<1l.=1<2 =2<1+ = 2€(0+2kmn+2kn), ke
sin z —1<sinz <0.= ;- <-1=1+5 <0.= 2 =3+ 2kn, ke Z (izolované body).?
Subst. t_1+:mm sinac:t%l7 z€(0+2k7r;7r+2k7r)ﬁkeZ, te(2;00), t#2, v # 5 +2km, ke Z
= x = arcsin 15 |do = ———— dt = —dt = —dt = —dt = —dt
[ (= 1)2 \/(‘591’);1(#1)2 CETEE YA (t-1)VEE—2t  (t—1)Viv/i—2

=,/ -1

sinx

_ —/tdt —dt _ | Subst. u= Vi—2 te(2;00) | — [ _=2udu
(t— 1)\[“ (t=1)vt-2 u?=t—-2|2udu=dt |u€(0;00) (u?+1)u
= /2+1——Zarctgu+6——2arctg\/m7—1+c

v (04 2km;m + 2km), v # 5 + 2km, ke Z, ceR.

[ t3de [ 34t—tdt
= [y — | T ey

r = arctgt + 2km, dx= L2+1

h) /tg?)il'dl' _ |:Subst. t=tgx

teR|xe (-5 +2km; 5 + 2kn), keZ
1 [2td 1 [ (P+1) dt 2
:/tdt—i/t;ri:/tdt DI — 8 (2 41) + ¢
:tg 2 —In(tg?z+1)+c, ve(—F +2km % +2kr), k€EZ, cER. m

Priklad 1.1.43.

Vypoditajte I, = /sinh" zdz, kden =0,1,2,....
Riesenie.
n—1

. . — = gink
I, = [sinhz-sinh" 'ode ="~ 7

v = sinhx

' = (n—1)sinh" 2. coshz:|

v = coshx

= sinh" 'z - cosha — (n—l)/sinh’“2 x - cosh? z dz
sinh” ™!z - coshx — (nfl)/sinh”_2 z - (1 +sinh?z) dz

= sinh" 'z - coshz — (n—l)/sinh”f2 xdx — (n—l)/sinh" xdx
=sinh" 'z - coshx — (n—1)I,_o — (n—1)I,, pre n = 2,3,4,....

Dostali sme rovnicu s neznamym parametrom I,,. Pre n€ N, n > 2 plati

. _ . s B
nl, =sinh" 'z - coshz — (n—DI, o, t.j.I,=snh"_zcoshe n-lp

n n
pricom Ip =x +¢, [y =coshxz +c¢, €R, ceR.
Iné riesenze.
Pre neparne n = 2k + 1, k€ N U {0}, modZeme pouZit substitticiu ¢t = cosh x.
Iojy1 = /sinthJr1 rdx = /( sinh? J:)k sinhz dx = /( cosh? z — l)k sinh x dx

)= e vras e 5 Qo

=0

o { Subst. ¢t = coshz

dt = sinhzdx

28Tjeto body st izolované a netvoria interval.
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= [[£ G e [Gen fera = 5 [GOensgs] e

=0
B k (- 1)k 1( )coshQHl
- 2i+1

+c,xe€R, ceER. m

i=0
Poznamka 1.1.17.

Pre neurcité integrdaly funkcii sin™ x, cos™ x, cosh” x, n€ N platia analogické vzorce.
PreneN, n#1, me NU{0}, x€R plati
‘ "ly.cosw + n—1

I, = /sin” rdr = —¥— -

1,9, pricom Ip =x+c¢, Iy = —cosx +c,

. (— 1)1\+1 cos?itl x
resp. Iopi1 = /sm%+1 Z 2(221 +¢, cER.

cos"~ lzsmm+n71

n n

cosxdr = I, o, pricom Ip =z +c¢, I, =sinx + ¢,

1 2i+41
resp. Iopy1 = /cosm€+1 rdx = Z ()(21)+ +¢, cER.
i=0

n n

. . 1)kt cosh?it1 ¢
resp. Iopi1 = /sthkJrl rdr = Z (-1) (21>+1 +c, ceR.
i=0

/blnh xdg = sinh" ' zcosha _ n_ly o, pricom Iy =x+c, I = coshz + c,

cosh"azdl: — cosh” ' osinhe | n=ly o, pricom Iy =z +c, I, =sinhx + ¢,

n n

2k+1 k (1:) sinh?t1! ¢
resp. Iapr1 = | cosh xdr =) T +c, ceR.

=0
Priklad 1.1.44.

cos™ (ax) sin (ax) dx = [SUbSt' ¢ = cos (az)

ze(0+k7r;7r+k7r>,keZ} - _/tn dt

dt = —asin (az)dz | te(—1;1) a
= —afziill) +c= —% +c¢,x€R, ceERpreacR—{0},nEN.m

Priklad 1.1.45.
Pre a,be R — {0}, a # b plati:

/sinz(aa:)dm:/lf%(zm)dng—SmQ(gZz) +c %—M—Fc z€R, ceR.

/0052 (azx)dx = /%@‘”’) do =2 4 900w 4 oz 4 sn@ar) oy R ceR.

. . cos (axz+bx)—cos (ax—bx cos (a—b)x cos (a+b)x
/sm(a:c)sm(bz)dx:/ ( )_2 ( )dx:/{ (2 )z _ (2 ) ]dx

sin (a—b)x sin (a+b)x
= 2((a_b)) - 2((a+b)) +c, z€R, ceR.

/COS (az) cos (bl’) dr — /cos (aerbac);rcos (az—Dbx) dz — /|:cos (a27b):v 4 Cos ((;+b)z:| dz

sin (a—b)x sin (a+b)x
- 2((a—b)) + 2((a+b)) =+ Cc, T S R, ce R

/sin (ax) cos (bx) dz — /sin (ax+bm);sin (ax—bx) dz — /( sin (a27b):£ + sin (a;rb)x) da

cos (a—b)x cos (a+b)x
2(a_b) - 2(a+b) +C, IER, CGR- | |
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Poznamka 1.1.18.
V predchadzajicom priklade sme pouZili vzorce:

sin (u+v)+sin (u—v)
2 )

cosu - cosv = =2 ("+“>;COS (“’_U), coshu - coshv =

sinu - cosv = sinhw - coshv =

sinh (u4v)+sinh (u—v)
2 )

cosh (u+v)+cosh (u—v)
2 )

cos (u4v)—cos (u—v) sinhw - sinh v — cosh (u+v)—cosh (u—v)

sinw - sinv — , 5

Vzorce mézZeme odvodit napr. zo vztahov pre sinx £ siny, cosx 4+ cosy (mal: veta 3.1.9)
a vztahov pre sinhx 4 sinhy, cosha & coshy (mal: veta 3.1.14).%°

Priklad 1.1.46.

Vypoditajte integraly I,, = /x” sin (az) dz, J, = /m” cos (ax)dx, neN, ae R —{0}.
Riesenie.

Pre vietky ne N, x € R, a€ R — {0} plati:

u=a" o =na"! x" cos (azx) | n n—1 x™ cos (ax)
In= [v’:sin(am) v :,COS(HQ} - a +E € cos (ax) dr = _7—'_ J” 1
a
u=zx" o = nfc"fl " sin (az) n n—1 .- ™ sin (am) n
In = |:U/:COS(GTK) p =l | T e g v St (a:z:) dz = T a aintb
a

Ioz/sin(ax)dx:—%(m)—i—c, Joz/cos(ax)dx:%—i—c,cel%.

Specialne napriklad I, = _M + §J1 _ 2 co;(ax) + % [msin (az) %IO}- -

a
a) / dzx Rozklad na

1 _1 1
3=72=6 — | @=2)(@—D)(=+3) [parciélne zlomky £ = /(ggi2 + ﬁ + 962-:-)3> dz
=ilnjz—2/—ilnjz -1+ % lz+3|+c, zeR—{1,2,-3}, cER.

dz _ dz _ [ Rozkadn _ & -3 3
b) /m3_2z2—m+2 - /(m+1)(m—1)(m—2) - [pam;]ﬂ:ﬂoik}; - /(Iil m_zl 132) dx
=tlnfz+1—fnjz -1+ fIn|z—2[+¢, z€R— {+1,2}, cER.

Priklad 1.1.47.

= - d = Rozklad na “%E B 1

C) /1373581272 - /(I72)(§+1)2 - [parcialne zlomky = /<z32 z+1 + (I+1) )dm
=gl =2 - gl - 1&4—0* gInfz —2[ = gInfz + 1+ 550y + o

wreR—{-1,2}, ceR.

dx _ dx _ Rozklad n _ b
d) /x3+z2—z—l - /(z—l)(z+l)2 - [parci(zilneazloiky B /(ﬁ + o m+1 Tt (I+1)2) dz
=imfr -1 - imjr+1 - §EE " o= e — 1] - e+ 1]+ 55k +e,
r€R — {1}, ceR.
m

da da Rozklad na in —{5—15
_ _ i _ i0 10 10
e) x3—2x—4 = [ (22+422+2)(z—2) {parciélne zlomky EZEH } ($—2 + $2+2$+2) dz

29Napr. zo vztahu sinh z 4 sinhy = 2sinh “’y -cosh =¥ vyplyva S0b (“+v)+smh (u=v) — ginhwu-coshw.

Ak oznagime u = m+y yv= "5 prex,y€R, potomplatlquv— x+y+x Y=g, u—v= x;yfx—gy =y.
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_ 1 r+4 1 _ 1 2x+2+46
/ s 4 = gl 2| 20/m2+2:r+2 dx

_[@+2w+2=(+1)*+1>0] _ iln(x—2)27i (z>+204+2) dz 3 dz
(22 +22+2) =22 +2 0 20 2 4+2x+2 (z+1)241

%111(3;2—2554—1)—2—10ln(x2+2m2+2)—f—oarctg(m+1)+c
=55 In 224l Soarctg (x+ 1) + ¢, t€ R — {2}, c€ER.
i

242242
f) dx — dx _ Rozklad na g _ 1 dz
23 —3z2+4x—2 (z2—22+42)(z—1) parcialne zlomky & z—1 m2 2m+2
_[2*—2z4+2=(z—1)? +1>0 dz (2z—2)dz __ 1 2
_{ (o — 20 +2) = 202 / /;c2 2x+2—1n\1:—1|—21n(:c —2$+2)—|—c,
x€R—{1},ceER. m

Poznamka 1.1.19.

Pre rozklady integrandov na jednotlivé parcidlne zlomky v predchddzajicom priklade mo-
zZeme pouzit napriklad Open Source program wzMazima, resp. online webovi aplikdciu na
stranke https://www.wolframalpha.com (vid QR kody).

Priklad 1.1.48.

a) dx _ [Subst. t=z+1|2?+22—-3=(z—1)(z+3) z€(—00 dt
Vo2+2z—3 [ dz = dt =(@+1)2-4=t2-4>0|z€(l;00) te 2 00) ] Vit2—4
ln’tJr\/ 4 +e=hnlz+1+Va2+22-3|+c, ze( -3)U(1;00), c€R.
\/ﬁ _ Subst. t=z+1|224+2r -3 = (z—1)(z+3) z€(—00;—3), t€(—00;—2)
)/ T+ 2 do = dz =dt =@+1)2-4=t2-4>0|z€e(l;00), t€(200) ]

/\/ ddt = =2 — 5 o8t = WESL oIt 4+ V2 — 4|+

= (etDvoiide—s ;;24'2;”_ —2In|z 41+ Va2 + 2z — 3|+ cx€(—00; —3) U (1;00), cER.

c)/ dz :/ dz =In(z+14+ Va2 +2z+4)+c, z€R, cER.

22+2x+4 V(z+1)2+3

V2 12z +4de = [z +1)2+3 ”UW
d)/ 2?2+ 22z +4dx (r+1)2+3dzx = \/m
:@Jr%]n(erler)ch,zeR,cER.

dz _ dz _ dz _ iy x—1 1.
e) /\/_z2+2$+3 —/\/7(m71)2+4 —/\/227(171)2 = arcsin 5= 4+ ¢, x€(—1;3), ccR. m

Poznamka 1.1.20.
VyuZili sme vysledky prikladu 1.1.12. Pre substituciu t = x + 1 plati dt = dx a pre primi-

tivne funkcie plati F(t) =In (t + V12 +3) =ln(z+ 1+ Va2 + 20 +4) = F(z + 1), t

/\/1+1)+37 .\/ﬁifln(f+\/t2 3)+c=h(z+1+V(@+1)2+3)+

Priklad 1.1.49.

- z—1)+2 z
/ de |:Subst N R Y

2 2
Blr-—1)=z+1, z= t L, de = 20t (1)7(3 12 4y — G 7%2

2 €(—00;—1), t€(0;1)

ze(ljo0),  te(l;00)
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_ [ —a?ar _ |u=2t u=2 _ 2 2dt _ 2t
_/(tLl)2 = [7/:7“;_2{)2 B T S R i o ln‘t+1|+c
_ 2t _ 2 2 ;—11 2,/24 -
1=t =1 +c= [f e
=(z-1) %4—111{ ;—ﬂ—kl] ’,/”1—1‘—1-6 x€(—o0;—1)U(l;00), cER. ®
Priklad 1.1.50.
arcsin “"Hda“ 0<2Hl <1|l2-1>0.=0<z+1<z-1.=-1<z 1<-1.=zcl
B ;é 171<0 S0>z+1>a—1.=> 1>z 1>—1. = ze(—o0;—1)

_ . ol |, 1 1(a+l C(e=D—(z+1) _ 3(=2) —1
W= Aresmy o | W= s 2(171) (@—1)2 \/ = s 1)4 o1

= T—1

v =1 v =x _ — N
\/72(11»1)-(171)2 V2 |z— 1\\/ (@+1) z(1 1)\/ (z+1) T 2@ Va1

= zarcsin /£ — \éi/(x S\C}ﬂiT
V2 1dx Subst. fzf—z—l
2 [ x—1=—¢2
- (t2+1)dt (t2+2—1)dt
‘[/ 242 \f/ 242 \f/dt \f/t2+(f)2
:ftf—arcthqLc:f\/fxflfarctgVf + ¢, x€(—o0;—1), cER.
®—xarcsm,/‘”1 +V2y/—x — 1 — arctg Y—2-1 f Ly ¢ xe(—o0;—1), c€R.

Iné riesenie.

=—t?2-1

re(— oo,—l) _ V2 [(=P-1)(=2t)d¢
de = —2tdt ]

te (05 00) 2 (—t2=2)t

41
o<zt <
r#1

E((:;::;;] = /arcsin # dt = /arcsin 1+ %dt

—1>0.=0< 1<z—-1.=-1<z 1<-1.=zecl.
arcsin “’de—[ v srhlsw =0t el 1>]

z-1<0.=20>z+1>2-1.=>-1>2 1>-1.=z2e(-

[ Subst. t=x—-1|x
o dt = da

_ § _ 1 1 2\~ % 2 1 _ V32 _ 2
= |u=aresing/1+3|u'= Vi D s(1+3) ()= \/?\/m\/g e | 2DVt my-r3
v'=1 v =t
_ . 142 b} tdt _ [Subst. z=—t—-2|=—(z—1)—-2=—z—1
=t arcsin — — 5 | TV =
t t 2 /t\/ —t—=2 [ dz = —dt|te(—o0;—-2), z€(0;00), z€(—o0;—1)
. _ . _1
= tarcsin /42 — / 4z — tarcsin, /2 + g/z 2 dz

2
2
1
= tarcsin #Jr‘[ 22 +c=tarcsiny/ 22 +V2y/z +c¢
2
= (x — 1)arcsin /2 + V2/=2 —T+4¢, z€(—00;—1), cER. m

Priklad 1.1.51.

B 1 —z_ 41 ——=z_4 1
a) dx — Rozklad na ? — 3 + 2v3 '3 + 2v3 '3 d.T
z6+1 parcialne zlomky Edegs 241 2243241 22—/3x+1
4
1 (2$+ 1 u — 4 341 1 V3
- /2+1 4f 2+fr+1 WVE —V3z+1 _[iﬁ’iT’iﬁiﬁ’iﬁiT]
V3 f
1 2m+f+— 1 2x— \/5 5 ,
= /TQH 4f s e - e [ dr = [k V= (22 VEe 1) |

($2—\/§$+1)/ —3 )
($2—\/§1}+1 +x2—\/%;v+l dz

dx (JL +v3z+1)’ 3 ) 1
/12+1 4\[/ 224/3z+1 +w2+\;§w+1 dz — 43

| Subst. u:z+§ du = dz 12+\/§z+1:(1+§) -3= (r+§)2+i:u2+i>0 z€R, ueR
v=o-Lldv=de|?—V3r+1=(z-BP+1-3=(2-L)2+1=024+150|2zeR, veR
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arctgx+4f1n(x +/3x + )—i—lflz/u;i_ﬁl —4\[111(1' —V3z+1)+ 1/”51)1
T+fT+1
T2 — \faerl—’_ﬁ
arctg x + 4\[ In z;r;zﬁ + laulrctg 2u + 7arctg2v+c
2 arctg x+arct 2z+\f ~+arctg (20— \f 2 3z
— 2arcig gGupitadsBe-vi) | Ao Vel 4 ¢ g€ R, ceR,

arctg xr + 4\[ In arctg + E ~Larctg ¥ + ¢
2

Wl Wl Wl
M

2 TSRl _1 1 1
z-dx __ Rozklad na i . 34 6 + 6 d
= = x
b) /-’E6+1 [parciélnc zlomky &g /(EZ"Fl z2—/3z+1 22++/32+
_ [ subst. u=w+Lldu=dz|?+VE3r+1=(z+ )P +1-3=(x+ L)+ i:u +1>0|zeR, ueR
v=o-Lldv=dr|s? —V3r+1=(z-LP+1-2=(a-L)2+1 =02+ 1>0|zeR, veR

C) z° de _ Rozklad na e
20+4+1 parcidlne zlomky

:fl/xgiﬁrl/u?# /dﬁl :flarctgx+g~éarctg§+% garctg +c
=—z arctgm + 3 arctg 2u+ 3 arctg 20+c¢

_ - arctg xtarctg (21:+3\/§)+arctg (21’7\/5) + c, .TER, ceR.

Iné riesenie.
22de _ [ Subst. t=2°
xO+1 T dt = 322 dt

. :%/ dt :%arctgt—i—c:%arctggﬁ—&—c,xeR,ceR.

2z 2T+f L_L
i :/( 2+1+ 2+xf’r+1+"c2 \f:ﬂ—i—l)dx
/igif—i-%/wffjgﬁldw—f—% QI\[‘{Hdm [20+ V3= (2 v3r+1) |
1

n(z?+1)+tn@2+vV3z+1)+itln(a? - VBz+1)+¢
s [(@?+1)(2* +VB8z+1)(a* —VBz +1)] +c=tIn(25+ 1) + ¢, z€ER, cER.

zER}

Iné riesenie.
25de _ [ Subst.t=ab 41
x0+1 dt = 62° dz

z€(0;00), t€(0;00) } _

2e (oo 0), £ (0100) il =llnt+c=1lm(a%+1)+c

r€R, ceER. m

Poznamka 1.1.21.
Integrdaly z prikladu 1.1.51 s riesené rozkladom na parcidlne zlomky a ndslednou dpravou
na tabulkové integrdly. Niekedy je rozumnejsie najprv pouzit nejaki vhodni substiticiu a aZ

potom integrand rozkladat na parcidlne zlomky.

Priklad 1.1.52.

a)/

In arct | Subst. t:ar(‘th
b) [igetp — [ e
c) /xm(l +Inz)dr = [Z,:

d) /ln(mQ—i—l)dx:

do :/% dx:/(llr;i?/dlenﬂnx\—i—c,a:e(O;oo),x;él,ceR.

zlnx Inz
ze (0 oo):| :/lntdt: [ulzlnt u/:%] :tlnt—/dt
z2+1 te(0; %) vi=l fv=t

=tlnt—t+c=arctgz - Inarctgz — arctgx + ¢, € (0;0), c€ER.
P u':(eml““”)’:exlnm(lner%) :z“”(lJrlnx) ] _ /(xm)/ dx

per partes nie je nutné, pretoze (z%) = z%(1 + Inz)

=a% + ¢, 2€(0;00), cER.

:xln(xz—l—l)—/%

w=1
v =In(2? +1)

u =x
2z
z2+1

v =
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(1 — 2+1)dx
=zln(2?2+1) — 2z + 2arctgx + ¢, z€R, cER.

1
l} :237%11195—/% :2mélnx—2/x—%dx
T2
1

=2yzlnr — 2> + c=2/rlnz — 4z + ¢, € (0;00), cER.
2

:xln(x2+1)—2/t Hldr =xn(22 +1) -2

2+1
u =lInz
/lnmd |: o
v=x"2

u' =

m»—

V]

v o=

u=In’z ule’”r uw=Inz|u=1
f) /xln xdx*{ }*wlgmf/wlnxdx:{, %

v=ux v=z |v=%

1 ‘21 2 21 2
[”” n“"— }:1’ 5 — Pt + T+, xe(0;00), cER.
T 1 32z \ _ 1 L VElildr 1
)/111 ($+\/.’L'2 { In Z+ v ) T ervaril (1+«/7) 22 +1 T2+ z2+1]
v =T

Sbt.t: 24+1
_xln(m—i—\/xg xdx = | y

dt = 2z dx
(x—l—\/:lc + ) %/ﬁ—mln(x—i—\/;ﬁ ) Vi

:ln(x+\/;1:2+l) —V22+14¢, z€R, cER.

z€(0;00), te(0;00) ]
T€(700'0> €(0; )

1
T 2aV/1-a?

v =x

u=In(vVItaz+vI-2z)|u

=1

h)/ (VITz+vI—a)de=

1, 1 SRR N = :
1 1\ A(4a) E-Ll(-a)"3 A VI
|: o =[ln(l+a)2+(1-2)2)] = s T i i) = 2/1:;35%/17% - ‘/21+;+«/1 T ‘|

(142)2+(1-x)2
=T
ni-22 _ _ Imo—VItz  VI—a—VIFz . 1 _ 1—z—2/T—a/IFo+lts _ 2-2V/Ta% _ I—a?-1
T ViFar/i—z | Vi—a+v/idw  Vi—e—/I+z  2V/1-a2 [(A—z)—(1+a)]-2v1—22 “2w2V/i—a?  2av1-a?

— e (VIT 24 VI—2) 7/(%—2\/%)@:
=zln(VI+z+V1—2)— %+ Larcsinz + ¢, 2€(—1;0)U(0;1), cER. m

Priklad 1.1.53.
a) dz _ (z4+V22—1)% dx _/ (z4+V22—1)% dx :/(I+\/x2—1)2dw

(z—v/22—1)2 (x—Vz2—1)2-(z+v22-1)2 [ [(z—v22—=1)-(z+/22—1)]2 [z2— (22 —1)]?

- [ermmRtne - for et [/ T

_ [Subst. t = 2% — 1| we(—o0;-1), t€(0;00) | _ 223 — 22 _

o { dt =2z dz |z €(1;00), te(o oo)] - 3 I+/\/idt* 3 T +
_290 —x+ 2\/?’4‘ = .’L‘—i—% ( )_|_ch(

142 dz — 1 [—2zde _ [Subst.t=1- 22 |z e(—1;0), te(0;1)
Vi-a? \/1 = Vi-a? T dt = —2zde

z€(0;1), te(0;1)
—arcsmx—§/% —arcsmx—§ﬁ+0—arcsmx—\/1—x2+c z€(—1;1), ceR.

c) do = R de = [¥E3—ved g,
Vr—3+Vx—4 (Vz—3+Vv=z )(\/ —Vx—4) Tr— 3 (w 4

:/(\/ﬁ_\/ﬁ)dx:/((x_:a)@_<m_4)é)dx @i @y,

t§+
—Hull;

00), c€R.

[V

2

:%\/(x—?) — 2/ (x—4)® 4+ ¢, r€{4;x), cER.
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d) L?de[iZ o

1
22

“':z\/_ﬁ} __ V1-a? _/\/lolicw2 = _V1;z2 —arcsinx + ¢,
€(-1;0)U(0;1), ceR.

e) /1+\/1 z2 dx_/(l (1+v1—22)? dz /1+2\/1 22 +1—x? dx_/2712+z22\/17z2 dax

Vi—z2 1—22)-(14+v/1—x2) (1—22)

:/(m%—l)dx—&-Q/ivl;ﬁdx: [Casf’d)] =-2 —:c—zivlgﬁ—Qarcsinx—i-c,
xe(—=1;0)U (0;1), ceR.

dI Subst. t=vr|ze(0;1)] _ 2t2d¢ _ [Subst. u=1-t]te(0;1)
l—zvz x=12 de=2tdt|te(0;1) | B du= —3t2dt |ue(0;1)

2du_ 2-\/6-’-6—6 4ﬁ:c—4m—c—4m,xe<0;l),c€]{

3Vu 3 3 3 = 3
3.es: t= 1’."‘ T = e =2 =t |2€(0;1) t _2tdt
g dx = ) @ 1241 m ) — et
) rves 12 =1 =1 dr = A | o — 2? —1(1*I>>0 t€(0;00) e (CHD?

2 *+1-1)d
—2/f2f§=—2 %:—2/(1 ) dt = =2t 4 2arctgt + ¢

= 2arctg /=% — 2, /122 4+ ¢, 2€(0;1), cER.

- - [l=z — _1 l-v _  [l-z _ . 2
h) /‘/IT_IZ de — 3.es: t= o T = mf,/ =t z€(0;1) :7/(3225+?§2
: tr=lr=1_7 dT:(,jz_ffl)tz z—a2?=2(l—2)>0|te(0;00)
2 1
W=y =2t (24 )2 e = = At _
v :t(t Y v=1 = f2+1 241 f2+1 arctgt tc

x4 /=L —arctg [ 1=F + ¢ = Vo — a? —arctg /122 + ¢, 2€(0;1), cER. m

Priklad 1.1.54.

) A Subst. tfﬁﬂ Pal=11-t=1- =24l = 28 e (—00;0), te(0;1)
a) | 5r— 2

2222+ 1 /7_ [1—t :c27%—1 de — %;,'47;217”&:2;2\”1& z€(0;00), te(0;1)
t

—

_ 1 —Vidt 1 dt _ dt 1 _3
_/%4\%'2t2\/1(Tt__§/(1—t)71\/Tt__§/(1_t)71\/Tt__§/(1_t) > dt

1
= 1M+c:c—\/%:c— 122 =c— xzfl,xe(—oo;O)U(O;oo),ceR.

22
z241

/ 1+§j dr = {1+e’”>1>0prexeR, 1—e*>0prez<0. = ze(—oo;O).}

[Subst. t= /1S [P =122 |1 +e") =2+ 12" =1 —e” |ze(—00;0), te(0;1) }
c=lnit et =Lz =m(1—) ~ln(1+6) |de= (52 — 12) dt =2(phy — phy) dt

=2 [ty = er) dt =2 [ (St — St e =2 [(1 4 g — 14 )

_ — 1 —

=2 1+2/t2+1_ n || + 2arctgt 4 ¢ = In {5 + 2arctgt + ¢

[ L A %51 CVIFEE _ VIFe-VI—er Ik -VI—er _ (14e")-2VIFeryI—et(1—e”) _ 2-2/1-e?F _ 1-vI-c%®
H Ty s VITe T VIre /e Vite—Vi-e (T+e?)—(1—e?) 2¢e” - ev

= In = l=e < +Zarctg H_eL—i—c—lll(l—\/l—e?x)—lne + 2arctg 1+e¢+0
=In(1 —+v1—e2?) — x4 2arctg 1+cw+c x€(—00;0), ceR.
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1.1 Neurcity integral 43

da Subst t=1 I VI | T€(—00; 1), te(~1;0)
c - ARG T e -
) xvx?— { ,dr =4 ’ " tsent ) pe(l;00),  te(0;1)
_ % —sgntdt __ ®
1V1i— t2 V31— t2
t t-sgnt

Pre z€(1;00) plati t€(0;1), sgnt = sgna = 1, |x| = x. Potom plati:

— dt _ _ _ i — in L - _ in -
® = Wowrel arcsint + ¢ arcsin - + ¢ arcsin 1 +c¢, ceR.

Pre x € (—o0; —1) plati t€(—1;0), sgnt = sgnx = —1, |z| = —2. Potom plat:3°

® = \/% = arcsint +c = arcsin% +c= —arcsin%ﬁc +c= —arcsinﬁ + ¢, ceR.
Sde _ 1 [—2eatde _ [Subqt t=1-a2 re<—1;0>,te(0;1>] _ 1/(1 )2 dt
Vi—az? 2 V1-22 ze(0;1), te(0;1) 2
= - [ dr = /(f%t %th%—%tz)dt:f%-éthgf%‘ te
=—Vt+ 2\?73 - @ +e=—V1—-22+ 2\/(1;$2)3 - \/(1gx2)5 +ec,xe(—1;1), ceR.
0 [etr = [ 0 ] —a st = [

:3/( 14+ 45)dt =35 -3t +3In(t+1)+c

= —2zxdzx

m\cn &

[SIS)

t+1
=3Y5 3974+ 3In(1+ ¥a) + ¢, 1€(0;00), cER.

f) dz__ _ | Subst. e=t"] o= Vit =t* |xe(000) | _ 6t°dt _ g [0 dt
Vat Ve t= Yz, de=65dt| Yz = Vi = 2| t€(0;00) 3442 t+1

:6/t3+t Uttt gy = /(tQ—H—l Ar)dt=6[% — & +t—Inft+1[] +

=263 -3t2+6t—6In(t+1)+c=2y/7—3Y2+6Yx —6In(Yz+1)+c,
z€(0;00), cER. m

Priklad 1.1.55.

O A1 T da
Vypocitajte integral I = T
Riesenie.
Neur¢ity integral I je deﬁnovany pre x € (—oo; 1). V}’fpoéet rozdelime na dve Gasti.
PrexG(O;l)platl >1, 45 > 1t ——1—
I Subst. t=3¢&-1|=7 1m;3 Svlmrs 3”1“3 B33 =123, m3:fd+1 ze(0;1)
- _ _ _1 o —tast?ar —2d o
T = 3/71é+1 =B +1)73 |do =1 = %lsﬁ)d ([3+1t) S%ﬂ J1—a3 =te = 73%“ te(0;00)
_ 1 —t2 dt — ft dt — Rozklad na — % + _%_% dt
tg+1 (t341) V3+1 341 parcialne zlomky t+1 12 —t+1

1 41 1 [ 2t+2 _ 1 fdt 1 [2t—1+3
/t+1 /t2 t+1 dt = /t+1 /t2 t+1 dt = 3 +1 6 | 2—t+1 dt

_ | Subst. u=t—3|t2—t+1=(t—3)? (t=1P2+2=u+2>0
du = dt tz—t+1) —2t—1, te(o ), ue (—3;00)

(t>—t+1)’ 1 d 1 1 11
— /m‘*/ = m §/u2+tg: In|t 4 1| — 1n|t2—t—|—1|—§?arctgf+c

30Funkcia arkussinus je neparna. Pre vietky |z| > 1, t. j. %E (—1;1)—{0} plati arcsin% = —arcsin %z
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1
= Ln( 1 2(t—3) 19, (t+1)? 1 2t—1
=iln(t+1)>—Ln( —t+1)— = arctg +c=5n — —=arctg = +c
6 t2—t+1
(t+1)? _ (t+1)° _ (t+1)? \/ﬁf \/i " \/§ \/g
— |:12 1 (z+1)(L2 [ES )R S 1) T—a%+a)
Vi—a? _ 1 2¥1- :l:“ _ 2Y1-—a3—
-1 = f<2771)77 =T 3
— Li1n (1 3 1 2¥1—a3—z
=:sIn(v1-— — —= arctg 2% .
2n( x —l—a:) \/gactg Vers +c,ceR
. 3_ s
Pre z € (—o0;0) platl <0, fm% >0,t.j.1— % = 221 5 1. Potom plati:
I— Subst.  t={/1-L|=¢/25 = 3}173 s t3c3—1—r ;20 = m = —hy | € (—00;0)
- _1 —13t%d 24
Jrzf%iﬁzf(tsfl) 3 dmzfv—ﬁ o ﬁ)\/tlai V1-a3=—tr = —— L; 7 te(1;00)
_ 1 . 2 dt — ?dt — Rozklad na ; _ ;, + dt
5 t271 (t3—1) Vt3—1 t3—1 parcialne zlomky EHBss t—1 t2+t+1

dt dt 1 [ 2t—2 dt 1 [2t41-3
t—1 /t2+t+1 dt / /t2+t+1 dt / 6/t2+t+1 dt

1
3
_ | Subst. u=t+ 3|2 +t+1=(t+3 P+2i=u4+2>0
B dufdt (2 +t+1) 72t+1 te(l oo), ue(g;oo)
1 fdt 1 [P0 de |1 dt 1 . 1 2 1.1
=z 6/ Zrirr T3 i = sInjt —1]— 1n‘t +t—|—1‘+2 §arctg 5 +e
_1 _1 2 1 2(t+3) 17, =% | 1 2t+1
=gln(t—-1)—¢n(t —l—t—&—l)—l—\/garctg 7 te= lntzﬂﬂ—l—ﬁarctg 75t
1) 1)3 13 2 3/7713
= {t( +H)~1 = 1)l(t2zrt+1) (i3+i =—2f(FE - 1) = (V1-a% +a)
241 W _ 1 2¥T—aP—a _ 2¥ 12—z
=) = 5eYET )= ViV
— 13 — .3 2¥Y1—2°—=z — Ny . -
=3 In (\/1 X +.’E) \/garctg —3a +c [funkma arctg je nepama]

=iln(V1-a%+z)— %arctgﬁiﬂ\/_g_w +c¢,cER. m

Poznamka 1.1.22.
Nasledujice integrdly (vid priklad 1.1.55) patria medzi tzv. binomické integraly

/\”’/m”'ildx, \/ldifir, /\”/1—1:’” de, n=2,3,4...

a moZeme ich racionalizovat pomocou substiticii t = /14 L resp. t = /L £1.

Priklad 1.1.56.
Nech ma4 funkcia f spojitii druhi derivaciu f” na intervale I. Vypocitajte / af’(x)dx

Riesenie.

/:cf”(x)dx: [Z,i;,,(/) w1 /f Ydo = xf'(z) — f(x)+c,2€l,cER. m

f/(w)

Priklad 1.1.57.

Najdite predpis pre funkciu f(z), ak plati f'(sin®z) = cos® z pre vetky z € R.

Riesenie.

Pre derivaciu plati f/(sin? z) = cos? = 1 —sin® . Ak oznacime t = sin® x, potom t € (0; 1)
a pre vetky argumenty t = sin? z plati f/(t) = 1 —t, t€(0;1). Potom

2

t):/f’(t)dt:/(lft)dt:t—%Jrc, te(0;1), cER.

Z toho vyplyva, ze podmienkam tlohy vyhovuje kazda spojita funkcia f(z), x € R, ktorej
zlZenie na interval (0;1) ma tvar f(r) =z — ””—22 + ¢, kde c€ R je Tubovolna konstanta. m
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1.1 Neurcity integral

Cvicenia

45

1.1.1. DokaZte, Ze ak je funkcia f(x), x € R periodické s periodou p, potom k nej primitivna
funkcia F'(x), x € R je tiez periodicka s peridédou p.

1.1.2. Vypocitajte /f( Ydx, ak f(x) = {

—z? pre |z| <1,%

1 —|z| pre |z| > 1.

1.1.3. Dokézte, 7e funkcie f(z) = 2cos?z, f(z) = —2sin®z a g(x) = cos 2z st na mno-
Z7ine R primitivne k tej istej funkcii. *

1.1.4. Urcte /f’(2x) dx, ak ma funkcia f spojiti druhu derivaciu f” na intervale I. %

1.1.5. Néjdite funkciu f(x), ak pre vietky x € (0;00) plati f/(z?
1.1.6. Najdite funkciu f(z), ak f'(Inz) = {

1.1.7. Vypocitajte: *

dz
a) z2+42+6"

)

dz
x2+4+4x+27

dx
34202 —x—27

/
/
m) [omttes,
/
/

dz
x3—3x2+3x—2"

(z+1) dz
(x2+42+46)3"

1.1.8. Vypocitajte: *

dz

a) 26 (1+x2)°
(z+1)* dz

e) / EC=Da

1) dx
Va2+4x+6’

dz
m) | e

) dzx
a V—x2—4x-2’

dz
u) /(m+1)\/7173a:’

1.1.9. Vypocitajte: *

(rJrl dz

_xzdx

1 pre z€(0;1), *
x pre z € (1; 00).

) dx
z24+4z+4"
x3— 312—z+37
x3— 4.L2+5.L 27

o) [t
) [t
/ 3+2a:2+2a:+1 ;
v/

(1— z)z2 ’
(z

(z+1) dz
T dz+3)3°

W [
) [
/ <1ii§>37
9 [t
o) [t

) /u DNeE=

dz
W) /(mfl)\/ﬂ’

1 &
= =

/ 2+4x+3’
/z3 7m+6’

.L3+4.L2+5.L+2 ’

z3— 2a:2+da: 27

(z+1) dz
(@2 12213)%)

(z+1) dz
(z2+4x+2)3 "

w+1)6dw
( 2— m)37

) [t
o) [t
) [
9 [
§ [
b [,
/«W’
/va
)/@c VT

dz
x) /(w+2)\/2+3$ :
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a) /|x—1\(m—1)6dx, b) /|x—1\(m—1)7dx, c) /\/x2+4w+6dx,
d) /\/x2+4x+3dx, e) /\/7932+41'+6d33, f) /\/x2+4z73dx,
g) /\/—x2+4x—2dx, h) /\/—x2+4x+5dx, i) /\/ac2+2x+3dx,
N /=2 — —_Vz—ldr V22 — 4y —

J)/ 2?2 + 4o — 5dx, k) =1 D 1) x? — 4o — 2dz,

_ Ve—ldw 2 Ay — _ Vz—1ldz
m) /QW—W’ n) /\/ x? — 4o — 3dx, 0) e By eyt

x —Vz2tz x

P) [ ¥ 1§m s a) [T de 1) <m—1>jW'
1.1.10. Vypocitajte: *

a) dz b) \/2+3wdz \/71 2xdz V2+3z dx \/1 dew

Vz(l—z)’ z+2
f)/ ””Tﬂdm, g)/ iié dz, h) \/%, 1)/ $+1 dz, j) \/%,
T T— r—1)dx zdx
By VoA = Py iy Y
zd rd 2x dx 2° dz

b [EEa o [ o [EE 9 [ee oy [ae
W [mEs v [ w e 9 3 v [
1.1.11. Vypoditajte: *

a) [ sin®2zdz, b) [sin® 3z da, c) /cos3 3z d, d) /Cos4 2z de,

sinh? 4z dz, f) [ sinh® 2z de, g) /sinh4 x dz, h) /a: sinh z duz,

22 sinh z dz, j) / 3 sinh z d, k) /cosh2 3z dz, 1) /cosh3 rdz,

E - o
——

cosh?® 2z dz, n) [xzcoshxdzx, 0) /ac2 cosh z dz, p) /acd cosh z dz.

1.1.12. Vypocitajte: *

/arcsin xdx, b) /:L’ arcsin z dz, c) /1;2 arcsin x dz,
/arccos xdx, e) /ac arccos z dx, f) /ac2 arccos z dz,
/x arctg r dz, h) / 2arctg x dx, i) / 3arctg r dz,
j) /x arctg? x dz, k) /arccotgwdx, 1) /x arccotg x dz,
m) /:L‘2 arccotg x dz, n) /13 arccotg x dz, 0) /1 arccotg? x dz,
p) /arcsin 4l 4z, q) /arcsin 7 da, r) /arcsin iié dz,
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1.1 Neurcity integral

: x+2
s) /arcsm o da,

V) / arccos

1.1.13. Vypocitajte: *
a) 1114§ dz ,

x
i1 de,

b)/

x

g) dzx h) dz 1) dzx
V2T +4) V27437 V2T 427
dx dx dzx
m) Noag n) /\/ma 0) Vo=t
1.1.14. Vypocitajte: *
dz
a) /sin2r+1’ /25111317 57
dzx
e) /CosQw—l’ /4CO§2.L+57
: sin 2z cos T
1) /172cos2:r dx’ /4 351n:1:
I’Il) /arcsiznza; dz , arccos T dl
) x arccos  dx arccos fdw
4 Via? ’
arctg z dx arctg x dx
u) x2 bl 1+m2 Iy
1.1 Vypomtafce
a

arcsin :z:\/ arcsinazv/1—a2’

.15
/coq2 r+4sin? 2

_Inarctgxdx
(1+z?)arctgz’

/x\/l 34267
\3/31¢+ 4dz
1+ /3z+4"

1.1.16. Vypocitajte: *

2) /| 1 da,
o) /xlnxdx

)/1n(x+1)7dx
m) /ln(?z— 3)4dz,

Inz* de

t) / arcsin

x—1

ol dax,

x+2
w) /arccos = da,

eﬁz
o [

arccos ZL’\/ arccos zy/1—22

/4 cos? r+%1n2 )
_sin2zxdz

V1+cos 24’
/z\/m’

202 2" —x+1

z\/14+x— T2 Z,

x— 1% da,

2

r°Inzdr,

/x21n zdx,
/ln 2 +1)d

47

u) /arccos ztl dg,

X) / arccos

z—1

D [,
dz

dzx dax dzx
D [ o [ 0 [
dz
C) /2511121—}-1’ /4smz 37
dx
g) /2005.’1)-‘1—17 /c0531+2’
cos 3x sin 2z dx
k) /27sin3:c Z, /4 3 cos 2z’
0) zarcsinz dz arcgmfdr
Viez2
S) z arctg z do xarctg xz dz
(CC2+1)2 ’ (12 1)2 bl

arccotg xz dz
W) / 1422

C) arctg fdm

/arccotg T d:v
)

arccotg f dz
; d) ;

/\/Tm d, /W d.
V2+Inx dx
T ’ z\/171n2x’
o [ima==dr p) ﬁ dz,

) [

o) / e lol g,
g) /x3 Inzdz,

k) /x3 In? z d,

0) /x2 eV® du,

1+m
L, 1 :c

d) /e'“"‘ de,
h) /x4lnxdx,
1) /x‘llnzxdac7

D) /\/Eeﬁdz,
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qa) /mdx, r) /de, s) /(It#, t) /7‘"”‘351sz de
w [fhpmne ) [flmmni ) [Soend ) feaged
1.1.17. Vypodcitajte: *

a) /(x2 — 1)sin 2z dz, b) /(x3 — 1)sinzdz, c) /(x3 —1)coszdzx,

d) /(x2 — 1) cos 2z dx, e) /(x2 +2z+1)sin3zde, f) /(x2 + 2z +1)cos 3z dz,
g) /(tg 2z + cotg2r)dx,  h) /(x +2)3In(x+1)%dz, i) /(x2 —1)e?* du,

j) /(x —1)*In(z+1)5dz, k) /ez V1 —2e*dz, 1) /x2 Iny/1 — zdz,
m) /(x+1)5ln (r —2)*dz, n) /(x2+:l:+1)e3”” du, 0) /ez\/mdx.

1.2 Riemannov urcity integral

V tejto Casti sa budeme zaoberat urcitym integralom funkcie, ktory na rozdiel od ne-
urcitého integralu nie je funkcia, ale konkrétna hodnota (&islo alebo +00).

Uréity integral mozeme definovat viacerymi sposobmi. My ho budeme definovat po-
mocou integralnych suctov a nazyvat Riemannov (uréity) integral. Niekedy sa urcity
integral pomocou primitivnej funkcie (Newtonov integral) alebo vieobecnejsie pomocou
miery (Lebesguov, resp. Lebesgue-Stieltjesov integral).

i
Y Dolug odhad Dp(n) — P<«— Hp(n) Yy Horng odhad
n n—oo Ar='=t 0 "
> mi Az =Dp(n) <P P<Hp(n)=> M;-Az M,
= nenN =1 W
Moy Ms
x T SRR3R IERIRREEE
2o L1 T2 T3 Tp-3Tn-2 Tn—1lgp, o T Tp_3 Ty Tn_1n

Az Az Az Az To=a b=z, Az Az
et > [ it}

EeE
Obr. 1.2.1: Krivodiary lichobeznik P uréeny nezapornou funkciou f
na intervale (a;b) a jeho aproximécia pomocou su¢tov Dp a Hp
z prikladu 1.2.1

Priklad 1.2.1.
Nech y = f(x), z € {a;b) je kladna a spojita funkcia, (a;b) je nedegenerovany uzavrety in-
terval, t. j. a < b. Uréte plogny obsah mnoziny®* P = {(z;y) € R?,z € (a;b),0 <y < f(x)}.

31Mnozinu P nazyvame krivociary lichobeznik uréeny funkciou f a intervalom (a;b).
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Riesenie.

Vo v&eobecnosti st s nagimi doterajsimi vedomostami pri uréovani obsahu P problémy.
Uvazujme postup, pri ktorom plochu P pokryjeme neprekryvajtacimi sa obdlznikmi a obsah
odhadneme pomocou staétu obsahov tychto obdlznikov.

Rozdelme (a;b) pomocou disjunktnych bodov a = zg < 1 < 292 < -+ < Ty < T, = b
na n € N podintervalov (zg; z1), (z1;22), (x2;23), ..., (Tn—2;Tn_1), (Tn_1;Ty) s rovnakou
dizkou Az =21 — g =20 — 1 = - = Tp — Tp1 = b_T“. Prei=1,2,...,n oznaCme

m; =min{f(z),r€(xi—1;2;)}, M; =max{f(x),x€(x;_1;2;:)}.
Plochu P odhadneme zdola a zhora hodnotami Dp a H,, (obr. 1.2.1)
> m; Az =Dp(n) < P< Hp(n)= > M;-Aux.
i=1 i=1

Ked zvicsime n, potom sa odhady Dp, Hp zlepSia (v horSom pripade ostand rovnaké).
Pre n — oo, t. j. Az = =% — 0 bude platit Dp(n) — P, Hp(n) — P.m

Delenim intervalu (a;b), kde a < b, nazyvame kazda koneéni mnozinu bodov
D ={zg,x1,22,...,2p} = {xi}?zov neN,

pre ktora plati a = z¢p < 21 < 23 < -+ < xp—1 < &, = b. Body zg, 1, ..., , nazyvame
deliace body. Deliace body jednozna¢ne ur¢uja delenie D a vytvaraja deliace intervaly
di = {w;_1;7;), i = 1,2,...,n s dlzkami Az;. Dizku najdlhsieho z deliacich intervalov
nazyvame norma delenia D a znatime u(D), t. j. (D) = max{Axz;,i =1,2,...,n}.
Pre dlzky intervalov dy, da, ..., d,, plati (obr. 1.2.2)

Axy+- -+ Azp=(x1—20)+(x2—21)+ -+ (T —Tp—1) =2p — 2o =b—a.

Ak chceme zdoraznit deleny interval (a;b), potom delenie oznacime D). MnozZinu
vietkych deleni intervalu (a;b) znacime Diqy, t. j. Diapy = {D, D je delenie (a;b)}.>?

Ak pre delenia D, D* € © .y plati D* C D, potom delenie D nazyvame zjemnenie
delenia D*. Pre zjednotenie D = D* U D** deleni D*, D™ € D4y plati D € D4
a nazgyvame ho spolo¢né zjemenenie deleni D*, D**.

Poznamka 1.2.1.
Je zrejmé, Ze kazdé delenie D €D,y md nekonecne vela zjemneni. Ak zvolime lubovolnyj
bod x* € (a;b), v* ¢ D, potom delenie D* = D U {x*} je zjemnenim delenia D.

Nech y = f(z), x € (a;b) je ohranitena funkcia, D = {z;};_; € D(a;py, n € N. Ak pre
1 =1,2,...,n oznacime
m; = inf {f(x),z€(zi—1;2:)}, M; =sup{f(z),r€(zi1;2:)},

potom dolnym Sp(f, D) a hornym Riemannovym (integralnym) suétom Sy (f, D)
funkcie f pri deleni D nazyvame ¢isla

Sp(f,D) = Somi- Az, Su(f,D) = 32 M; - A,
3 =1

i=1

32Vyraz D €4,y znamena, ze mnoZzina D je delenie intervalu (a; b).
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y y n )
Su(fiD) =3 M;- Az M
i=1
M, M;
x x
a=xp T Tz T3 Tp-3Tn2Tn-1x, =b a=x9 T Ty T3 Tn3Tp2Tp1 T, =b
Azy Azy Axy Az,_p Az, Azy Awy Axy A,y Az,

Obr. 1.2.2: Dolné Sp(f, D) a horné Sy(f, D) Riemannové integralne sudty

Veta 1.2.1.
Funkcia y = f(z), z € (a;b) je ohrani¢end, delenie D = {z;};" ) € D(4p), nEN.

— Mnoziny {SD(f, D),D€©<a;b>}, {SH(f, D),DE@(a;w} st ohranicené.

Dokaz.
Oznacme m = inf {f(x),x€(a;b)}, M = sup{f(z),z€{a;b)}, potom pre i = 1,2,...,n
plati m < m; < M; < M. Z toho vyplyva (obr. 1.2.3)

mAz; < 3 miAz; = Sp(f,D)

m(b—a)=m > Ax; =
j 1 i=1

n
i=1 i=

i=1 i=1 3

=1

M(b— I (b—
o (b—a) A M(b—a)

=

Bl

T
>
e
BRSSOy
SRR
N
B
-
S
N
T
e

=
~

. 2
a1 ™ m(b—a) m m(b—a)
0 « m(b—a) b T
b—a ba b—a

‘HHHBHEBEH‘
Obr. 1.2.3: Veta 1.2.1

Veta 1.2.2.
Funkcia y = f(z), € (a;b) je ohranicend, delenia D, D* €Dy, D C D*.

Dékaz.

Delenie D* vznikne z D pridanim najviac spocitatelného poc¢tu bodov. To znamené, Ze
vetu staci dokazat pre jeden pridany bod a matematickou indukciou rozsirit na dany pocet.
Uvazujme delenie D = {z;}!"_,, n€ N a zjemnenie D* = DU{z*}.
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Nech i€{1,2,...,n} je také, ze x* € (x;_1; x;). Integralne sucty pre delenia D, D* sa lisia
iba na intervale (z;_1;2;) = (z;-1;2*) U (x*; x;). Pre delenie D ozna¢me

m; = inf {f(z), v € (@i—1;25)}, M =sup{f(z),x€(wi1;z:)}.
Analogicky pre delenie D* ozna¢me

m* = inf {f(@), 7€ (e i;2%)}, M = inf {f(z), 2 (@00,
M* =sup{f(x),xe€(x;—1;2")}, M =sup{f(x),xe{z™;x;)}.

Je zrejmé, 7e plati m; < m*, m; < m** a M* < M;, M** < M; (obr. 1.2.4).33 Potom plati

Su(f,D) = Su(f,D*) = M(z; — xi—1) — [M*™*(z; — ") + M* (2" — z;_1)]

SD(f,D*) — SD(f, D) = m**(mi - l‘*) + m*(m* - xi—l)] - mi(xi — xi—l)

—~Jo
=
[0]

b a i T b
T

e
Obr. 1.2.4: Veta 1.2.2

Dosledok 1.2.2.a.
Funkcia y = f(z), € (a;b) je ohranicena, delenia D*, D** € Dyq,).

= Sp(f,D*) < Su(f, D).

Dokaz.
Delenie D = D* U D** je zjemnenim oboch deleni D*, D**. Potom (veta 1.2.2) plati

Sp(f,D*) < Sp(f,D) < Su(f,D) < Su(f,D*),

Sp(f, D) < Sp(f.D) < Su(f.D) < Sx(f. D). } = Splf, D7) < Su(f, D). m

33Na obréazku 1.2.4 st pridané dva body z} € (z;—1; ;) a @} €(zj—1;25)-
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Ak je funkcia y = f(x), x € (a; b) ohranifen4, potom ¢isla

b b
/f(m)dxzsup {SD(f,D),DEBD(a;b)}, /f(m)dx:inf {SH(f,D),DECD@b)}

nazyvame dolny a horny Riemannov (urc¢ity) integral funkcie f na intervale (a;b)
(resp. od a po b). Z vety 1.2.1 vyplyva, Ze tieto &isla vzdy existuja a plati

b g
m(b—a) < /f(x)dx < /f(x)da: < M(b—a), (1.1)

pricom m = inf {f(z),x€(a;b)}, M = sup{f(z),z€(a;b)}. Ak plati rovnost medzi dol-
nym a hornym Riemannovym integralom, potom ¢islo

/al}’(x) dz = Al}(x) dz = Zl}(x) dx

nazyvame Riemannov (uréity) integral funkcie f na intervale (a;b). Funkciu f na-
zyvame riemannovsky integrovatelna na intervale (a;b) a oznacujeme f € Rqy).

Poznamka 1.2.2.
Z definicie vyplyjva, Ze funkcia moZe mat najviac jeden urcity integrdl. Integracnd premennd
nemd vplyv na jeho hodnotu a namiesto x mozeme pisat lubovolny symbol (t,u, z,p,...):

b b b b b
f@yde = [fwdi= [fwdu= [fe)d:= [fe)dp.

Priklad 1.2.2.

a) f(z) = ¢, x€(a;b), ce R (konstantna funkcia).

Pre kazdé delenie D = {x;}; o € Diapy, n € N plati m; = inf {f(x),z€(z;—1;2:)} = ¢,
M; =sup{f(z),z€(xi—1;2;)} = ¢ pre vietky i = 1,2,...,n. Potom

n

n b b b

Sp(f,D)=8u(f,D)=> cAx;=c> Az, =c(b—a)= /Cdx = /cd:r = /Cdx.
=1 1=1 Ja a a

1 pre z€(0;1), z€Q,

0 pre z€(0;1), z¢ Q.

Pre kazdé delenie D = {x;};" € Dp.1), n€ N pre vietky i =1,2,...,n plati

b) Dirichletova funkcia x(z) = {

3

1=sup{f(a),x€{x;—1;2:)}. = Su(f,D)=> 1-Az; = Zn:Axizl—Ozl.
j i=1

s
3
—

0=inf{f(z),z€{x;—1;2:)}. = Sp(f,D)= 10~A:ri:§:10:0.

-
Il

1 i 1
Potom /X(:c) dz =0, /X(x) dz =1, /X(x) dz neexistuje. m
Jo 0 0
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Poznamka 1.2.3. b b b
Specidlne pre ¢ = 1 dostaneme / dz = /dx = /da: =b—a.

Veta 1.2.3 (Nutna a postadujica podmienka existencie ur¢itého integralu).
Funkcia y = f(x), 2 €(a;b) je ohrani¢ena. Potom plati:
f(x)€Riqypy. <= Prekazdée > 0 existuje D€ Dyqyy tak, ze Sy (f,D)—Sp(f,D) <e.

Dokaz. b b b
Ozna¢me Ip = /f(:v)dx, Iy = /f(x)dx, I= /f(x)dx

NP-: f(x)€ R, t. j. existuje I = Ip = Iy. Nech €9 = § > 0 je Iubovolné, potom:
I =sup{Sp(f,D),DEDyyp) }, t. j. existuje D* €Dy take, ze I — Sp(f, D*) < eo.
I =inf {SH(f,D),DE’)D(a@} t. j. existuje D** € Doy také, ze Su(f, D**) — 1 < .
Ak polozime D = D*UD**, potom (veta 1.2.2) plati:
SD(va*) < SD(va) SI - I_SD(va) SI—SD(f7D*) < €p.
I'< Su(f,D) < Sulf,D™). = Su(f,D) = I < Su(f,D**) =1 < &.
= Su(f,D) —Sp(f,D)=Su(f,D)—1+1—Sp(f,D)<eq+eo=c.

PP.: Pre kazdé € > 0 existuje D €Dy, take, ze Sy (f, D) — Sp(f, D) <e.
Pre integraly Ip, Iy a integralne sacty Sp(f, D), Sy (f, D) potom plati:

Sp(f,D)<Ip<Iy<Sy(f,D). = 0<Ig—1Ip<Su(f,D)—Sp(f,D)<e.
To znamené, ze pre kazdé ¢ > 0 plati 0 < Iy — Ip < €. Z toho vyplyva, ze plati
0<Iyg—1Ip<inf{e,e>0}=0, t.j. Ig—1Ip=0.
Potom existuje [ = Ip = Iy a plati f(z) € Ri,yy. m

Poznamka 1.2.4.
Podmienku na pravej strane v predchddzajicej vete moZeme pisat v tvare

Su(f, D) — Sp(f, D)= ; MiAz; —

7

m;Ax; = E (Afz — ml)Axl <E€.
=1 =1

(2

Dosledok 1.2.3.a.
Funkcia y = f(x), € {(a;b) je ohrani¢ené. Potom plati:
SH(f,D) — I <e,

b
I = /af(x) dz. <= Pre kazdé¢ € > 0 existuje D €D, tak, Ze {I _Sp(f.D) <.

Veta 1.2.4.
Nech fe Ry aplati (c;d) C (a;b). = fe€Ra-

Dokaz.
[ € Riapy anech e > 0 je Tubovolné. Potom (veta 1.2.3) existuje delenie D € D, také,



54 beerb@frcatel.fri.uniza.sk & https://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

ze plati Sy (f,D) — Sp(f, D) < e. Uvazujme jeho zjemnenie D* = D U {¢,d} a oznaéme
deliace body D* = {z;}.-,, n€ N. Potom existuju indexy r,s€{0,1,...,n}, r < s také,
Ze ¢ = x,, d = xs. Pre € a integralne suc¢ty potom plati:

n

i=1

i=1 i=r+1 i=s+41 s
Z Z (Mz — TTLZ')AZCi.
i=r+1

Posledny stcet zodpoveda deleniu D** = {z;}7_ € D.q). To znamena, ze ku kazdému
e > 0 existuje delenie D** € ®y,qy také, ze Sy (f, D*™*) — Sp(f,D**) < e. Tym je veta
dokazana (veta 1.2.3) a plati f€ Riq). ®

Z nutnej a postacujicej podmienky existencie uréitého integralu (veta 1.2.3) vyplyva,
7e sa pri vySetrovani riemannovskej integrovatelnosti funkcie f na intervale (a; b) nemusime
zaoberat vietkymi deleniami D € D, . Staci sa obmedzit na ,niektoré Specialne” mnoziny
deleni, napr. na normalne postupnosti deleni. Postupnost deleni {Dk}zozl C Dyaspy sa
nazyva normalna prave vtedy, ak plati klin;o w(Dy) = 0.

Poznamka 1.2.5.
Postupnost delem’{Dk};O:l C Dyaspy; kde delenie Dy, k€ N tvori k rovnako dlhych interva-
lov (susedné deliace body si rovnako vzdialené) je normdlna. Pre deliace body delenia Dy
plati z; = a + @, 1=0,1,2,...,k a norma md tvar u(Dy) = bfT“.

V normélnej postupnosti { Dy },-, C Dya;py jednotlivé delenia Dy nemusia mat k delia-
cich intervalov. Taktiez deliace body nemusia byt rovnako vzdialené (priklad 1.2.3). Jedina
podmienka je, aby pre k — oo platilo u(Dy) — 0.

Veta 1.2.5.
Funkcia y = f(x), x € (a;b) je ohrani¢end, postupnost {Dy},—; C D4 je normélna.

b b
— ID = /f(l‘) de = klim SD(f, Dk), IH = /f(ﬂ?) dr = khm SH(f, Dk).
a :— 00 a :— 00
Dékaz. -
Dokazeme prva rovnost Ip = klim Sp(f, D), druha rovnost sa dokaze analogicky.
—00

Ak je f konstantna, potom tvrdenie vety plati triviadlne (priklad 1.2.2), pretoZe pre kazdé
delenie D E@(a;w plati Ip = SD(f, D), Iy =Sy (f, D)
Ak nie je f konStantna, potom existuju realne ¢isla m, M € R, m < M také, ze pre vSetky
x€(a;b) plati m < f(z) < M.
Nech {Dy};~ | C D) je normalna postupnost deleni. Musime dokézat (mal: veta 2.3.2),
7e pre kazdé € > 0 existuje kg€ N také, Ze pre vSetky k€ N, k > ko plati nerovnost

|Ip — Sp(f, Di)| = Ip — Sp(f, Dy) <e.
Ip = sup{SD(f, D),D€®<a;b>}, potom (dosledok 1.2.3.a) pre kazdé ¢ > 0, t. j. aj pre

kazdé 5 > 0 existuje delenie D* = {ar}i, €Dy, nE€N také, ze plati

ID*SD(faD*) < %a t.] ID_% <SD(f7D*)' (12)
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Oznacme § = m, t.j. (M —m)d = 5. Zvolme delenie D** = {z;*}!_ | € Do),

p€E N tak, aby u(D**) < 4§, UkdZeme, Ze potom plati
ID—SD(f,D**) < €. (13)

Ozna¢me D = {z,}._, = D*U D** Je zrejmé, ze r < p —|— n a delenie D obsahuje okrem
bodov a =z = z5*, b = x;, = x;* body 7%, x3%, ..., 2,7, aj body 27, z3, ..., z},

p 1 n—1-
Y Y M Y M
M M ‘ Mi— — i
1 i N
o0 2
A o
oA
Y 7 v
Y 7 v
LA
s o000 wx T
L ] mi, L Y 5 VY mi*=ml
| 7 T m
f |/ « |/ x
a 7, a7 =a; b a a T X T T b

(=Je)
30 Obr. 1.2.5: Delenie D = D* U D**
i z dokazu vety 1.2.5

e

Pre intervaly (z7*;;27), i =1,2,...,p delenia D** a deliace body z}, j = 1,2,...,n—1
delenia D* mozu nastat dve moznosti (obr. 1.2.5):

1. Vintervale (z}*; x*) nelez ziadny bod z7, prifom na hraniciach 7*,, z7* lezat moze.
To znamena, ze 1nterva1 (x5 prmalem obom deleniam D, D** a prlrastky suc-
tov Sp(f, D), Sp(f, D**) st na tomto intervale identické, t. j. prirastok ich rozdielu
Sp(f,D)— Sp(f,D**) sa na tomto intervale (z}*,;z*) rovna 0.

2.V intervale (x}*;27*) lezi asponi jeden bod xj, t. j. konecny pocet susednych bodov
Ti, ..., Tiy delema D*. Tychto bodov je [ 4+ 1, pricom [ € {0 1,...,n — 2} a rozdelia
(zi%1;27) na l + 2 intervalov (z7*;77), (2] xjH} cs (T > patrlacwh k D*.
Oznacme m}* = inf {f(z),z € (x*;2*)} a postupne m;‘ inf {f( ), we€(xirT7) ),
ey = i {f(0) 2 (5505} g = )€ o)) e e
ieplatim<m**tjfm**< mamJ<M mi <M, .. J+z+1<M
Na intervale (x}*;x*) sa prirastok suctu Sp(f, D**) rovna

mi (@} = aity) 2 mlai — i)

a prirastok suc¢tu Sp(f, D) sa rovna

mi (@] — ai2y) + mi (@ — @) o myy (e - a2 y)

<Mz —a2y) + M(xjq —af) + -+ Mz —z M(xf* —xf*y).

3

j+l)
Pre prirastok rozdielu Sp(f, D) — Sp(f, D**) zodpovedajtci (z;*,;x*) potom plati

*

m; (1’; —xi) + m;f+1(x;+1 - x;‘) +ot m;+l+1(xj* - x;-s-l) —mi(z = xy)
< M(zp™ — i) —m(zy” —zi2y) = (M —m)(z]" —ai%y) < (M - m)5 =3

7 K3
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Bodov 7} z 2. Casti je najviac* n — 1 < n. Potom z ¢asti 1. a 2. vyplyva

Potom na zaklade vztahu (1.2) a skutocnosti, ze D je zjemnenie D* vyplyva vztah (1.3):
Sp(f,D**) > Sp(f,D)-5>Ip—5—5=Ip—¢, t.j e>Ip—Sp(f,D").

Ak to zhrnieme, potom pre kazdé € > 0 existuje delenie D* = {33;‘}2;0 €Dapy, €N take,

ze Sp(f,D*) > Ip —§. Postupnost {Dy};~; C D(qy) je normélna, takze (mal: veta 2.3.2)

pre kazdé 6 > 0, t. j. aj pre § = 5——— > 0 existuje ko € N také, ze u(Dy) < d pre vietky

2n(M —m)

keN, k > ko. Zo vztahu (1.3) vyplyva Ip — Sp(f,Dy) <e, t.j. Ip = klim Sp(f, D). m
—00

Veta 1.2.6.
Funkcia y = f(x), x €{a;b) je ohrani¢ena. Potom plati:
f(x)€Riaypy. <= Pre kazdi normalnu postupnost deleni {Dy}pe, C D(a;p) plati

lim [SH(f, Dk) - SD(f, Dk)] - 0, t. J lim SD(f, Dk) = lim SH(f, Dk)
k—oc0 k— o0 k—o0

Dékaz.

Veta je priamym dosledkom viet 1.2.3 a 1.2.5. m

Nech y = f(z), = € (a;b) je ohrani¢ena funkcia, D = {;}]_, € Diau), n € N. Zvolme
body t; € <£L‘i_1;$¢>, t=1,2,...,n aoznatme T = {tl,tg, ce ,tn} = {ti,tie <$¢_1; 1‘z>}?:1
Riemannovym (integralnym) stétom funkcie f pri deleni D a volbe bodov T nazy-
vame ¢islo (obr. 1.2.6)

aty tat3 ty ts b=tg aty ty t3 ty 15 lgb ti=a ty t3 ty ts tg b
zo T Ty T3 Ln-3 Tn—2Ln_1Ty xo T T2 T3 Tn-3 Tn—2Tn-1Tpn To T1 T2 T3 Ln-3 Tn—2Ln-1Ty

Obr. 1.2.6: Integralne sucty funkcie f pri deleni D a roéznych volbach bodov T

Funkcia f ma pri danom deleni D nekoneéne vela integralnych su¢tov. Ak oznacime
m = inf {f(z),z€(a;b)}, M = sup {f(x), z € (a;b)}, potom pre kazdu volbu bodov T plati

m(b_a)SSD(va) SST(f;D) SSH(f,D) SM(b_a’)

Poznamka 1.2.6.

Ak je funkcia y = f(x), x € (a;b) spojitd a D = {x;};_,, n€ N je delenie (a;b), potom f
nadobida na kazdom intervale (x;_q1;2;), i = 1,2,...,n svoje extrémy (mal: veta 3.3.10).
To znamend, Ze Sp(f, D) a S (f, D) st zdroveri Riemannovymi integralnymi sictami pre
nejaké konkrétne volby bodov T .

34Krajné body delenia a = x5, b= x;, tam nepatria.


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
https://frcatel.fri.uniza.sk/~beerb

1.2 Riemannov urcity integrél o7

Désledok 1.2.6.a.
Funkcia y = f(z), x € (a;b) je ohranifena. Potom plati:
f(x)€Rapy. <= Pre kazdi normalnu postupnost deleni {Dk}zozl C Daspy ,
a kazdu vol'bu bodov T plati klim St(f,Dy) = /j(z) dz.
c—00

a

Veta 1.2.7.

Funkcia y = f(z), € (a;b) je monoténna. == f€ Ryp)-

Dokaz.

Funkcia f je ohrani¢end a nadobuda svoje extrémy (mal: veta 3.3.10) na uzavretom (a; b).

Nech ¢ > 0 je Tubovolné. Zvolme delenie D = {:1: b0 €Dtamy, nEN tak, aby boli deliace
intervaly rovnako dlhé, t. j. aby Az = Ax; = b ,1=1,2,...,n, a aby platilo

(Affmr?(bfa) <&t (1\17m6)~(b7(z) <n,
pricom m = min {f(z),z € (a;b)}, M = max {f(z),z € (a;b)} st extrémy funkcie f.

Na intervale (a;b) je funkcia f monoténna (nemusi byt spojitd). To znamenda, Ze svoje
extrémy nadobuda v hrani¢nych bodoch a a b. Analogicky f nadobuda svoje extrémy
m; = min{f(z),z€{x;—1;2;)}, M; = max{f(x),x€(x;_1;2;)} na intervaloch (x;_1;x;),
i=1,2,...,n v krajnych bodoch z; _; a x; (obr. 1.2.7). Potom plati®®

n

; (M —my) = £[f(zo) = f(x1)] £ [f (1) = flw2)] £ - £ [f (20 1) fzn)]
= [f(eo) ~ Flza)] = £[f(a) — 7] = M —m,
Pre rozdiel Syp = Sy (f, D) — Sp(f, D) potom plati:

n n
= I; —my = - [ — m) = M=—m)(b=a)
Spp = > (M; —my)Azx = Az 3 (M; —my) = Az(M —m) = - <e.
i=1 i=1
To znamena (veta 1.2.3), Ze f€ Ry,p). B

vl mi—1 =M, i=2,3,..., n Y| Moy =mi,i=2,3,...,n

M=M1__n, My Nerastiica funkcia Neklesajiica funkcia M, \I Ly My M, =M

flm ma;:‘ M2 My - 7771"_2 My | f
My s M,y N
Mp—2] My
1, M, ma
T m=my @
o o
€T T

IIU:H Ty T2 T3 Tp_3 Tp_g Tpo1 b=, IIn:a Ty Z2 T3 Tp_3 Tp_g Tp_1 b=ap

Obr. 1.2.7: Delenie intervalu (a;b) z dokazu vety 1.2.7

Predtym ako dokéZeme integrovatelnost spojitych funkcii, sformulujeme a dokazeme
jednu ich dolezitt vlastnost (rovnomerni spojitost) na uzavretych mnozinach (lema 1.2.8).
Najprv si zopakujeme (alternativnu) definiciu spojitosti (mal: veta 3.3.2). Funkcia f
je spojita na mnozine A C D(f), ak je spojita v kazdom jej bode z* € A. To znamena

Ve A Ve > 030 >0 Ve A také, ze |x —x*| <, potom plati |f(z) — f(z¥)| < e.

35M = f(a) = f(z0), Mi—m; = f(zi—1)—f(®:) = +[f(wi—1)— f(x:)], m=f(b) = f(zn) pre f nerasticu
am=f(a)=f(wo0), Mi—m; = f(z;)— f(zi—1) = —[f(zi=1)— f(2:)], M=f(b)=f(zn) pre f neklesajicu.
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Funkcia f sa nazyva rovhomerne spojita na mnozine A C R, ak
Ve > 030 > 0 Va,2* € A také, ze |z — 2*| < §, potom plati |f(x) — f(a*)] <e. (1.4)
7 definicii je zrejmé, ze ak je f rovnomerne spojita na A, potom je tiez spojita na A.

Poznamka 1.2.7.

Ak je funkcia f spojitd na mnoZine A, potom 6 > 0 zdvisi od volby x* a aj od volby € > 0
(pre pevne dané € méze byl § rézne pre rozne hodnoty z* € A).

Ak je funkcia f rovnomerne spojitd na mnoZine A, potom 0 > 0 nezdvisi od volby bo-
dov x,x*, ale iba od & (pre pevne dané e existuje § rovnaké pre vietky x* € A).

Lema 1.2.8 (Cantorova veta o rovnomernej spojitosti).
Funkcia y = f(z), x €(a;b) je spojitdi. = [ je rovnomerne spojita na (a;b).

Dokaz.
Dokazeme sporom.
Predpokladajme, Ze f je spojité, ale nie rovnomerne na (a;b), t. j. Ze plati negacia (1.4):

Je > 0Vo >0 Jz,z* €(asb) take, ze |x —z*| < § asacasne |f(z) — f(z*)] > e > 0.
Potom aj pre vetky &, = % > 0, ke N existuja zx, 2} € (a; b) také, ze plati
|z, — x%| < 1 astcasne |f(xx) — f(z})| =€ > 0. (1.5)
Postupnosti {zx},—,, {}},—, konverguji k rovnakému ¢islu z** € (a; b), pretoze plati
0< kli_g)lo |z — 2] < kli_}ng@% =0, t.]. kli_>n010 |z, — x| = kli)rgo (xp —x}) =0.

To znamend lim z;, = lim a2} = z**. KedZe je funkcia f spojita v bode z**, plati
k—o00 k—o00 k

lim f(zy) = lUm f(z3) = f(=*), t.j. Um |f(zx) — f(z})] = 0.
Zo vztahu (1.5) ale vyplyva klim |f(zk) — f(x})] =€ >0, ¢o je spor. m
— 00

Veta 1.2.9.
Funkcia y = f(z), x€(a;b) je spojitd. = f(x)€Rayp)-

Dokaz.

Zo spojitosti vyplyva, Ze f je na (a;b) a vSetkych jeho uzavretych podintervaloch ohrani-
¢ené a nadobtuda na nich extrémy (mal: veta 3.3.10) a rovnomerne spojita (lema 1.2.8).
Nech e > 0 je TubovoIné. Oznacme g9 = ;= > 0, t. j. € = £9(b — a). Potom existuje 6 > 0
také, ze pre vietky z,x* € (a;b), |x — 2*| < ¢ plati |f(z) — f(z*)] < €o.

Zvolme delenie D = {x;}; o €D(qyy, n€ N tak, aby u(D) < 6,t.j. Ax; < d,i=1,2,...,n.
Potom (rovnomerna spojitost) existuja body zf, a7 € (x;—1;x;), |aF — af*| < 0 take, ze
flzr) =my, f(aF*) = M; aplati M; —m; = f(a7*) — f(a}) < €g. Z toho vyplyva

(2

7

Su(f,D) = Sp(f, D)= 3> (M: — m)Az; < i eolz; = &

A.”L‘i = 50(b — CL) = E&.
=1 4 =1

To znamena (veta 1.2.3), Ze f € R,;). W
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Vetu 1.2.9 mézeme rozsirit na po &astiach spojité funkcie.?6 Uvadzame bez dékazu.

Veta 1.2.10.
Funkcia y = f(z), 2 €(a;b) je po Castiach spojitd. = f(x)€ Ray)-

Priklad 1.2.3.
Vypocitajte I = /f dz, ak a,b,¢c,de R, a<b<c<d, f(z) =

Riesenie.
Uvazujme postupnost deleni {Dy};" | C Doy, pricom3” (obr. 1.2.8 vlavo)

1 pre z€(¢;d),
0 pre z€ (a;b) — (¢;d).

Dy = {xo, 21, 22,23, 24,25} = {a,c— %,c—i— %,d— %,d—l— %b} pre k€ N.

Potom plati Az =c—a— k, =M, =0, Azy = %7m2:0,M2:1,Ax3—d—c %,
mg—Mg—l Ax4—k,m4—M4—1 Ax5—b—d—%,m5:M5: .

Nech € > 0 je Tubovolné. Zvolme k€ N tak, aby < k, t. . % < e. Potom plati
Su(f,Dy) = 0-(c—a—2)+1-2+1(d—c—2)+1-240-(b—d— L) =d—c+ 2,
Sp(f:Dp) = 0-(c—a—3)+02+1(d—c—2)+02+0-(b—d—3)=d—c— 2.

Potom Sy (f, D) = Sp(f, D) = (d—c+2)—(d—c—3) = % <&, t.j. f€Ryy. Navyse:

I =inf{Sy(f,Dy),keN} =inf{d—c+ 2, keN} =d—c. } p
I —c
I =sup{Sp(f,Dy),k€EN} =sup{d—c— 2,keN} =d—c.
Y 2 2 v ie bed
; 3 I e [
, = . s
x t1 |ty o b1 | tiego tok tari1 taki2 I t:ik‘ x
0lzo=a T ¢ T2 x3 d 1y b=z; 0 ‘Ofrl 2 u:k,zlk Thi1 Th2 J:gk,lrzk T 22 :1:3;{13"'
Pt od-e- § % o c-a ¢ d-c (o bed 3

Obr. 1.2.8: Priklad 1.2.3

Iné riesenie.
Uvazujme {Dj}7, C Dyaspy, pricom Dy, = {zi}fio, k€N definujeme (obr. 1.2.8 vpravo):

(a; ¢) rozdelime bodmi a = zg, x1,...,2, = ¢ na k intervalov dlzky Az, = <.

(¢; d) rozdelime bodmi ¢ = x, Tk11,...,22r =d na k intervalov dfiky Axy = %

(d; b) rozdelime bodmi d = oy, Tokt1, - - -, T3, = b na k intervalov dlzky Az = %.
Postupnost {Dy};-, je normélna, pretoze pu(Dy) = max { ¢, dgc, %} — 0 pre k — oo.
Pre Dy, k€ N zvolme T'ubovolne vnttorné body ¢; € (x;—1;x;), i = 1,2,...,3k. Potom

ft)=---=f(tx) =0, fltoy1) =---= f(tor) =1, [f(topy1) == f(tar) = 0.

36Funkcie s koneénym poétom bodov nespojitosti (odstranitelnych alebo neodstranitelnych 1.druhu).
37Postupnost {Dy}5>, C D(q;py nie je normélnal
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Pre integralny sudet pri tejto volbe bodov T' = {t1,ta,...,ts;} potom plati

k 2k 3k
St(f, Dr)= E f(ti)'Aﬂﬁl + > f(ti)Axa+ Yo f(t:) Az
1=k+1 1=2k-+1
5 3k ok
:Z —d _ Z d_C:]{Pd;c—d*C
i=1 i=k+1 1=2k+1 i=k+1

Z toho vyplyva I = lim Sp(f,Dg)= lim (d—c¢)=d—c.
k— o0 k—r o0

Yy Y
T Sp(f,Dy) =% - T Su(f.De) =%+ 4
’ 4 ’ K ak Y
1 f(t) 1 Mgy = z
2 mﬁ 3 M1
y 7
J(tr—2 % M, [BEZEZS
A
200 A
ay A
24,07 M. A
sArrs 3 LA A4 24
ms 2y M, 274777475
oY Z YA
my A7 21050 MY 9.0
77 A “1000 A .
m o wan 1000 4000800 x
0=2g o a2 w3 Tpgwporpazi=1  0=zoliatezstamg Thogwpoprpoim =1 05x @1 mp @y Thog@p-aTp1 T =1

B
Obr. 1.2.9: Priklad 1.2.4 a)

Priklad 1.2.4. 1 1
Vypocitajte integraly: a) /%, b) / z?dx.
0 0
Riesenie.
a) Funkcia f(z) = %, z€(0;1) je rastica a spojita®® (obr. 1.2.9), potom f € R,1).
Uvazujme normalnu postupnost deleni {Dk},c 1 C 33(0 1y, pricom Dy, = { } _o bre keN.

Prei=1,2,... k plati Az; = ¢, m; = f(x;-1) = 2k , M; = f(z;) = 5. Potom
k k’ll 041t p(k—1)  QCEEZDE 0
i (e _
SD(f’Dk):,lemi'Axi:Z 2k 'k 2%2 = T & T4
i
k SR 14243+ +k L k41 1, 1
i -tk
SH(f’Dk):ZlMi'Axi:Zlﬁ'E = k2 =% T —iTwm
1= 1=

1
Z toho vyplyva /% = lim Sp(f,Dy) = hm Su(f,Dr) = lim (% + ﬁ) _%
(

Ak pre kazdé z deleni Dy, k€ N zvolime ako body T = {¢; } - stredy intervalov (x;_1;x;),
1=1,2,...,k, t.j. body t; = (z;l+%)7 2k,potomf()*% a plati

k k (14+2k—1)k

i— 1+3 2k—1 2 —
St(f; D)= 32 f(t:) - A = 30 B = B = i =
1
Z toho vyplyva ””d”” = lim Sy(f,Di)= lim 7 =
0 k—4>cx3 k—o0

b) Funkcia f(z) = 22, £€(0;1) je rasttca a spojita®®(obr. 1.2.10), potom f € R,1).

[

=
=

38Vid veta 1.2.7, resp. veta 1.2.9.
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5 .2 L 3k /A’ 77
M1 Su(f,Dy) = % Mo 24070

N
N
NN

NN

N
N
N

Sp(f,Dy) = Qngkszk+l

NNNNNNNNNNNN SN
SANNINNNNNNNNNY

| SENNNNNNNNNNNNNN
NNNNINNNANNNANY
NNNNNNNNNNNNNAY
AR
RN Y
ENNNNNNNNNNNY
NINNIANNNNNY
SANNINNNNNY

keN My

7
ma| M2 T M, a A

0=zy = = 3 T gTpoo@po1Tp =1 0=2¢ = 72 w3 T aTp oo zp=1

(k)
Obr. 1.2.10: Priklad 1.2.4 b)

Uvazujme normalnu postupnost delent {Dy},~, C Dy0;1y, pricom Dy, = {k }lz pre ke N.
Prei=1,2,...,k plati Ax; = E7 m; = f(x;—1) = (%)2, M; = f(z;) = (i)z Potom??

k k i—1)2 24, —1)2 24 ... —1)2
o(f,Dp) = S mi-Az; =S (22112 _ 041 +k+(k n? _ 14 Zg(k 1)
= :

= (e DRR(=D4Y] _ (k=DR2k=1) _ 2k% 3k41
= 6-k3 6k3 =7 6k2 -
k k -2 2 2
B . 1249224 k2 k(D) (2k+1) _ 2k243k+1
H(fv Dk) - Z MlA‘rZ - Z kzzk - %3 - 6k3 - 6k2 .
i=1 1=1
1 2
. 2 1 i 2k243k41 7 1,1 , 1\ _ 1 1
Potom plati /OIL' dz = lim S = lim (3 + 5+ 6k2) =5x04+0=3.m

k— o0 k—oc0

Geometricky predstavuje Riemannov urcity integral funkcie f na intervale (a; b) plochu
krivociareho lichobeZnika uréeného funkciou f a intervalom (a;b). Pod osou z (t. j. ak je f

zapornd) je tato plocha zaporna (obr. 1.2.11).
b b / f Y f
/ (@)dz <0 m./af(x)dm/( W
x ] | x
a b b
/f(a’) dz >0

== N

Obr. 1.2.11: Geometrické reprezentacia Riemannovho urc¢itého integralu

Y

1.2.1 Zakladné vlastnosti Riemannovho integralu

Hodnota Riemannovho integralu zavisi od integrovanej funkcie a aj od intervalu, na
ktorom sa integruje. Najprv uvedieme vlastnosti, ktoré zavisia od integrovanej funkcie.

Lema 1.2.11.
Funkcie f: A — R, g: A — R, mnoZina A C R, A # (), &islo ¢ > 0. Potom plati:

a) inf {f(z),z€ A} = —sup{—f(z),z€ A},
b) inf {cf(z),z€ A} = c-inf {f(x),x € A},

39Pre n€ N plati vatah 12 +22 +32 + ... 4 n? = w.
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c) sup{cf(x),x€A} =c-sup{f(z),z€ A},
d) inf {f(z),x€ A} +inf {g(z),x€ A} <inf{f(z)+ g(x),z€ A},

e) sup {f(z) + g(z),z € A} < sup {f(z), € A} +sup {g(z), z€ A}.

Dokaz.
Casti a), b), ¢) vyplyvaja priamo z definicie, ¢ast e) sa dokaze analogicky ako d).

d) Pre v8etky x € A plati

f(@) +g(x) <sup{f(z),v€ A} +sup{g(z),z € A}.

To znamend, Ze prava strana sup { f(z),z € A} + sup {g(z),z € A} je hornym ohrani¢enim
mnoziny {f(z) + g(x),x € A} a musi byt vicsia alebo rovna ako jej suprémum, t. j.

sup {f(z) +g(z),2€ A} <sup{f(z),z€ A} +sup{g(z),z€A}. m

Poznamka 1.2.8.

Pre nase ucely nam postacia ohranicené funkcie definované na ohranicengch mnoZindch.
MnoZina A v leme 1.2.11 nemusi byt ohranicend a ani f, g nemusia byt ohranicené na A.
V castiach d), e) platia vo vieobecnosti nerovnosti (mézu a nemusia nastat rovnosti).*°

Veta 1.2.12. b b
Funkcia y = f(x), ©€(a;b) je ohrani¢end. — [ f(x)dz = —/ [~ f(z)] dz.
Ja a

Dokaz.
Nech D €D, pricom D = {xz;};_ ;, n€ N. Pre i = 1,2,...,n ozna¢me

m; =inf {f(x),x€(x;_1;2;)}, M; =sup{—f(x),x€(x;_1;2;)}.
Z lemy 1.2.11 a) vyplyva m; = —M}, i =1,2,...,n. Potom plati
Sp(f,D) = > m;-Ax; =Y, (= M;)-Aw; = — Y, M- Ax; = —Su(—f, D).
i=1 i=1 i=1

Potom, ak uvazime definicie dolného a horného integralu plati

b
/f(x)d:r = sup{SD(f,D),De’Dw;b)}

:sup{—SH(—f»D)»Deg(a;lﬂ} b

— —inf {Sy(—f. D), DEDyuy } = —/[—f(xﬂ dr.m

a

40Pre funkcie f(z) = sinw, g(x) = —sinz, x € A = (0;27) pre vietky x € A plati f(x) + g(z) = 0, ale
inf {f(z),z€ A} +inf {g(z), € A} = -1 —1 = -2, inf {f(z) + g(z),z€ A} = 0.
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Veta 1.2.13.
Funkcie y = f(x), y = g(x), © € (a;b) s ohranicené, ¢ > 0. Potom plati:

a) /a};f(x)dx:c/al}(x)dx, b) /b[f( )+ g(z) dm</f d:r—i—/ab( )dz,
o) /abcf(:c)dx:c/a}}(x)dx, /f dx—i—/ (2 )dx</ab[f(x)+g(x)} dz.

Dokaz.
Dokazeme casti a), b), dokaz casti ¢), d) je analogicky.

a) Pre ¢ = 0 plati tvrdenie trivialne:

/O f(x )dx—/de—O—O /f

Nech ¢ > 0 a nech delenie D = {x;}; €D(q,y, n€N je Tubovolné. Oznatme

M; =sup{f(z),z€{x;_1;2;)}, M =sup{cf(z),z€{x;_1;2;)} prei=1,2,...,n
Kedze M} = cM;,i=1,2,...,n (lema 1.2.11), potom plati

Su(cf,H)= > M} -Ax; =Y cM; - Az; =c ). M; - Ax; =c-Su(f,D).

i=1 i=1 i=1
7 definicie horného integralu potom vyplyva
)
/cf(x)dx = inf {Su(cf,D),DEDay}
‘ =inf{c- Su(f,D )De@ab}
=c- 1nf{SHf, s DEDyap) —c/f

b) Nech delenie D = {;};_€Dap), n€N je Iubovolné. Pre i =1,2,...,n oznac¢me
M; =sup{f(z),zed;}, W; =sup{g(x),xed;}, M} =sup{f(z)+g(z),xed;}.
Kedze M < M; + W;,i=1,2,...,n (lema 1.2.11), potom plati

Su(f+g,D)= Z (M; + W;)Ax;

=1

i MiAa; + 3 Wiz, = Su(f, D) + Su(g, D).

i=1

.M:

s
Il
_

Nech {Dy}po, C Dya:py je normélna postupnost deleni. Pre kazdé delenie Dy, k€ N plati
predchadzajuci vztah Sy (f + g, Di) < Su(f, D) + Su(g, D). Potom plati

b
= hm SH(f,Dk)—i— hm SH(g,Dk /f dx—i—/ (x)dz. m

a
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Veta 1.2.14.
Funkcie f,g€ Ry, c€ER. = cf € Riayy, f+ g€ Rapy a plati:

a) /aif(x) dz = c/al}(x) dz, b) /ab[f(x) + g(z)] do = al}(a:) de + /u;(:v) dx.

Dékaz.
Funkcie f, g€ R4y, t. j. existuji ich Riemannove integraly a plati

/f dx—/f dx—/f /()dx—/aqu(m)dx:/al;}(m)dx

a) Pre ¢ > 0 (veta 1.2.13) plati

/Cf dx—c/f dx—c/f dx—/f()d.
Pre ¢ <0, t.j. —¢ >0 (veta 1.2.12, veta 1.2.13) plati

/aif@)dx:_/:[b_cf( /f x—c/f -
~c[ 1wy /f —/ ~ef@)]do = [ef(@yar

b) Z definicie Riemannovho 1ntegralu a zo vztahov d ) vo vete 1.2.13 vyplyva

) a
/al}(x)dx—i-/ab dx—/f d:c—i—/ S/ | da

g/ab[f()+g( dx</f dx—i—/ /f dm+/()d.

To znamené, Ze plati tvrdenie vety

/f dx+/ (2) de —/b[f(x) 4 g(2)] da :/a[f(x) 4 g(2)] da :/ab[f(x) 4 g(@)] do.m

Veta 1.2.15.
Funkcia f € R4, funkcia g je spojita na intervale .J, f({(a;b)) C J. = g(f)€ Riaup)-

Dokaz.

Oznacme m = inf {f(z),z € (a;b)}, M = sup {f(z),z€{a;b)}, potom f({a;b)) = (m;M).
Funkcia ¢ je na podintervale (m; M) spojita, je rovnomerne spojita (veta 1.2.8), je ohra-
ni¢ena (mal: veta 3.3.10) a nadobtida na fiom svoje extrémy w = min{g(t),t€ (m; M)},
W = max {g(t),t€(m; M)}.

Nech € > 0 je Iubovolné. Ak k nemu nijdeme delenie D € D, také, aby bola splnena
nerovnost Sy (g(f), D) — Sp(g(f), D) < e, veta bude dokdzana (veta 1.2.3).

Ozna¢me*! gy = ez t-d-e=¢co(b—a+W —w) = eo(b—a)+eo(W —w). Funkcia g
je rovnomerne spojita na (m; M), t

30 € (0;e9) Vt,t* € (m; M) take, ze |t —t*| <6, potom plati |g(t) — g(t*)] <eo. (1.6)

41Pretoze je € Tubovolné, je aj eg Tubovolné.


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
https://frcatel.fri.uniza.sk/~beerb

1.2 Riemannov urcity integrél 65

Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat 0 < § < gg. V pripade § > ¢( staci
zmensit J§, aby § < gg. Zmensi sa [t — t*| < 4, ale |g(t) — g(t*)] < e¢ ostane platit.
Funkcia f€ Rqy), t. j. (veta 1.2.3) ku kazdému 6o = 0% > 0 existuje D = {Jii};;OE@(a;w,
ne N také, ze pre integralne sucty plati

Su(f.D) = Sp(f.D) = .

pricom m; = min {f(z),z € (x;—1;2;)}, M; = max {f(x),x€(x;—1;2:)}, i =1,2,.
Oznac¢me postupne w; = min {g(f(z)),z € (x;—1;2;)}, Wi = max {g(f(x)), xe(xz 1, >},
i=1,2,...,n arozdelme indexy i = 1,2,...,n na dve disjunktné mnoziny I, Is:

(Mi — ml)sz < 62, (17)

ol

3

1. i€y, ak M; —m; < §. To znamena, ze pre vetky =, x* € (x;_1; ;) plati tieZ nerovnost
[f(z) = f(z*)] < M; —m; < §. Potom na zéaklade (1.6) plati |g(f(x)) — g(f(z*))| < &0,
t. j. aj pre extrémy plati W; — w; < €g. Z toho vyplyva

S (W —w)Ax; < > gpla; =eg Y, Ax; < &g Z Ax; =eo(b—a).

i€l i€l i€l =
2. i€y, ak M; — m; > 6. Potom na zéklade vztahu (1.7) plati

0> Axy= > 6Ax; < S (M; —my)Ax; < Z (M; —m;)Az; < 62,

USIP i€l i€l i=1
t. j. plati > Axz; < § < egp. Z toho vyplyva
i€ly
icls icls icls

Ak zhrnieme obe casti, potom Sy (g(f), D) — Sp(g9(f), D) < €, pretoze

Su(g(f), D) = Spg(f), D) = 3> (Wi — wi) A

= E (Wi — wz)szi‘T'lZ ( - wz)sz < 5O(b —a)+eo(W — w) =c.nm

i€l i€ls

Veta 1.2.16.
Funkcie f, g€ Ra.py. = Funkcie |f|, f2, fg€ Riap)-

Dokaz.

Funkcie gy (t) = [t|, g2(t) = t? st spojité na celej redlnej osi R. To znamena, Ze st splnené
predpoklady vety 1.2.15 a plati g1(f) = [f| € Riawy, 92(f) = f?e R4y Tvrdenie fg e
R a1y vyplyva z uz dokézaného, viet 1.2.14 a 1.2.15 a rovnosti fg = 2[(f+9)*—(f—g)?]. =

Veta 1.2.17.

Funkcie f7g€R<a by, pricom inf {g(z), 2 € (a;b)} > 0, resp. sup {g(z), z € {a;0)} < 0.
= 5

Dokaz.

Oznaéme w = inf {g(z),x € (a;b)}, W = sup {g(z),x € (a;b)}.

Potom pre véetky x € (a;b) plati g(z) > w > 0 alebo g(x) < W < 0.

Funkcia gl( ) = 7, te{w; W) je spojita a 0¢ (w; W), t. j. t # 0. Potom plati (veta 1.2.15)

91(9) = = €R<a b) (veta 1.2. 16) f l =1f 6R(a,b> | |

= c R<a b)-
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Veta 1.2.18 (Nezapornost integralu).
Funkcia f € R4y je taka, Ze pre vietky x € (a;b) plati f(x) > 0.
b
= [ f(z)dz > m(b—a) >0, kde m = inf {f(x),x € (a;b)}.

Dokaz.
Vyplyva priamo z definicie, vztahu (1.1) a skutoénosti m > 0 (obr. 1.2.12). m

Veta 1.2.19 (Monoténnost integralu).
Funkcie f,gER (a;p) SU také, Ze pre vetky x € (a;b) plati g(x) > f(x).

:>/ dT>/f ) da.

Doékaz.
Ked7e pre v8etky z € (a;b) plati g(x) — f(x) > 0, potom (veta 1.2.18) plati (obr. 1.2.13)

./al‘;(w) do — /al}(x) do = '/a.b[g(:r) — f@)]dz >0, t.j. /2(1) do > /al}(x) do. m

Désledok 1.2.19.a.
Funkcia f€ Ry, = /|f )| dz >

Dokaz.
Pre v8etky = € (a;b) plati |f(x)| > f(z), |f(z)] > —f(x), potom (veta 1.2.19)

/|f \d;r>/f )dz.
/|f \dr>/< F(x)) da /;f(m)dﬂr-

y b—a J y

/bf(z)dz >0 / m
‘ o

b b
|f(z)|dz > | | f(z)da

y (@) > f(x), w€{a:b)
z
) de > /f(xy

g(x) > f(x), ze( n%
% 1)dr>/f(x )

m

Fl mp—a)>0 m>0 I f
a b \ a m(b—a)
WEIRIIE) e RN B E) E]..
Obr. 1.2.12: Obr. 1.2.13:
Nezapornost integralu Monoténnost integralu  £&

Ako ukdZeme v nasledujicom texte, ak zmenime hodnoty integrovanej funkcie v ko-
ne¢nom pocte bodov intervalu (a;b), hodnota Riemannovho integralu sa nezmeni.

Veta 1.2.20.
f, g st ohranicené na (a;b), f(x x) pre vietky z € (a;b) okrem koneéného poctu.

b b ) - J% T b
— }(x)dmng(m)dx, /{Lf(x)dx:Lg(aj)dw.

a
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Dokaz.
Tvrdenia sta¢i dokazat pre jeden bod, v ktorom sa funkcie ligia a rozsirit na dany koneény
pocet bodov. Dokézeme iba prvé tvrdenie, druhé sa dokaze analogicky.

Nech f(z) = g(x) pre vSetky x € (a;b) — {a*}.

Postupnost { Dy}~ C Diapy, kde Dy, = {:cl}l L ={a+* ib— a)}l 1, k€ N je normaélna,
pretoze pre i = 1,2,..., k plati Ax; = bT, t. j. w(Dy) = %‘l a kl;rrolo w(Dy) = 0.

Existuje jediny (x;_1;x;), j€{1,2,...,k} taky, ze * € (x;_1; :LJ> Dolné integréalne sucty
funkecif f a g sa mozu lisit iba na tomto intervale. Oznac¢me my = inf { f(z), v € (x;_1;2;)},
mg = inf {g(x), z € (x;_1;x;)}, potom plati (obr. 1.2.14)

Sp(f;Dx) — Sp(g, D) = msAxj —mgAx; = (my —mg)Az; = MEMHL)

Z toho vyplyva tvrdenie vety, pretoze (veta 1.2.5)

lim [SD(.ﬂ Dk:) . SD(gka:)] — lim (mf*mlg)'(b*a) _ (my—mgy)-(b—a) — 0’

oo

b b
ti. [ fla)de = lim Sp(s.D0) = Jim Sn(9, D) = [ (o) dz. m

Veta 1.2.21.

Funkcia f€ R, a pre vietky x € (a;b) okrem konecného poctu plati f(z) = g(x).
b

b
= Funkcia g€ R, a plati rovnost /f(T) dz = /g(T) dz.

Dékaz. ‘
Priamy dosledok vety 1.2.20, pretoze

/ dzf/f dzf/f dr/f dx/udz.

7 predchédzajacich viet vyplyva, ze koneény pocet bodov nemé vplyv na hodnotu
Riemannovho integralu (vratane dolného a horného). Integrovana funkcia nemusi byt de-
finované ani v krajnych bodoch intervalu a Riemannov integral moZzeme uvazovat na I'u-
bovolnom z intervalov (a;b), (a;b), {(a;b), (a;b), t. j. ohraniGenom intervale I. Uréitym
integralom na otvorenych a polootvorenych mnozinach sa venujeme v casti 1.2.5 o ne-
vlastnych integraloch. Podla potreby moézeme pouzit oznadenia

b
/af(x) dz, /If(a:) dz, /(a;wf(a:) dz, /<a;b)f(x) dz, (a;b>f(a:) dz, (a;b)f(x) dx

Poznamka 1.2.9.
Vety 1.2.20, 1.2.21 moéZeme rozsirit z konecného poctu bodov na spocitatelny pocet bodov,
resp. na mnoziny s tzv. Jordanovou mierou nula [36, 39].

Veta 1.2.22.
Funkcia f je ohranic¢ena na (a;b), bod c€(a;b) Je Tubovolny.

:>/f dx—/f ydz + [ f(x)dz, /f dx—/f da:+/f
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Y s Yy b > emmjny [ w—e < 20
a; ) —
— f(z*) f . faid) {c;b) \f
e
my 3
m
m U550 :
—a
9 Y & | 2-a)
gz )Tf Mg T K T
a T Ty b a Tj_1C7 Tyl
o) e

Obr. 1.2.14: Obr. 1.2.15:
Veta 1.2.20 Veta 1.2.22

&

Dokaz.
Dokazeme iba prvé tvrdenie, druhé tvrdenie sa dokaze analogicky.
Postupnost {D}}72 | C Diqyuy, kde Dk = {le}l L= {a+ 229k ke N je normalna,
pretoze pre ¢ = 1,2,..., k plati Ax; = 272, t. j. u(Dy,) = %‘1 a khm w(Dy,) = 0.

e de el
Existuje jediny interval (z;_1;x;), j € {1, 2,...,k} taky, ze c€ (xj_1; ;). Ak nahradime
deliaci bod x; bodom ¢, dostaneme delenie

Dy = D;C U {C} — {Jc]} = {a,xl,...,xj,l,c,:cjﬂ,...,xk,l,b}egw;w.

Delenia Dy, a D) maja rovnaké deliace intervaly, 1i8it sa mozu (obr. 1.2.15) iba v delent
. b—a X b
intervalu (z;_1;2;41). Plati ¢ — ;1 <? 2 xj—c< X T a), t. j. u(Dy) < ¥ To
znamena, ze postupnost deleni {Dj};~, je normalna a plati (veta 1.2.5)

Jm Sp(7.Dx) = [ f(o)de

Rozdelme Dy, na delenia Dff = {a,z1,...,c} €Dgcy, D! ={c,xj41,...,b} €D(cyp)- Kedze
w(Dg) < p(Dy), p(D?) < p(Dy), st postupnosti {Dg} |, {DZ};il normélne. Potom
e b
lim Sp(f, DY) = /f(x) dz, lim Sp(f,D}) = /f(x) du.
k—o0 Ja k—o0 Je
Zo vztahu

k
SD(f7Dk): Emisz Zmquf'z+ Z mZsz—SD(f7Da)+SD(fan)
=1 =1 1=j+1

potom vyplyva tvrdenie vety

/f dr = lim Sp(f,Dx) = lim [Sn(f, Df) +Sn(f, DY)
hm Sp(f,Dy) + hm Sp(f, Db)= /f dT+/f )dz. m

Veta 1.2.23 (Aditivnost integralu).
Funkcia f je ohrani¢ené na (a;b), bod c€ (a;b) je l'ubovolny. Potom plati:

NP f€Riapy. = [E€R ey, JE R
=i € Bay. d ! <b}aplat1/f dx—/f dbL—Q-/f
PP_: fERac fER(cb :>f€R(ab)
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Dokaz.
NP_.:Ak f€ R4y, potom (veta 1.2.22, obr. 1.2.16 vlavo) plati

/ dx—/f dx—/f da‘+/f da"—(/f da"—l-/f )
/f de/ ()dr+/cf(,)dm/cf(.r)dx20.

>0,tj. =0 >0,tj. =0

To znamend, Ze f € R4, f € Ry a plati dand rovnost.

PP_: Ak f€R4.c), f € Rep), potom opacné tvrdenie f € R4 a dana rovnost vyplyvajt
z vety 1.2.22 a z rovnakych vztahov

/f d‘Lf/j / dbL+/f dL(/.(}’(x)der/lif(x)dx)
/a ) dz — /f dH/ dzf/f

=0

Riemannov integral sme definovali na intervale (a;b), t. j. pre a < b. M4 zmysel, je
uzito¢né a potrebné definovat Riemannov integral pre a > b.
Pre kazdy bod a € R a pre l'ubovolni funkciu definujeme

/aaf(l”) dz = Laf(x) dz = Iaf(w) de = 0.

Ak a > b, potom definujeme

Ll}(x) dz = —Aaf(x) dz, Zl}(gg) de — —Zaf(f) .

b
Ak a > b, f € R.qy, potom definujeme /f(x) dor = —/f(a:) dz.
a b

Definicia je v siillade s vetou 1.2.22 a s definiciou Riemannovho integralu. V jej zmysle
zostane veta 1.2.23 o aditivnosti v platnosti pre Tubovolné usporiadanie bodov a, b, c.

A Y e O R e o e 3 [LLLL LA
IS ‘ : ——

PO CEE
Obr. 1.2.16: Aditivnost integralu
(veta 1.2.24)
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Veta 1.2.24.
Funkcia f€ Ry, I C R je ohrani¢eny interval, body a, b, c€ I st Tubovolné.

b c b
= /f(x)dx = /f(x) dz + /f(x) dz.
Dokaz. ‘ ‘ o
Je zrejmé, 7e funkcia f je riemannovsky integrovatelna na vsetkych intervaloch, ktoré
vytvoria dvojice bodov a,b,c € I. Je trinist moZnosti pre ich vzajomné usporiadanie.
Na zdklade definicie a vety 1.2.23 plati*? (obr. 1.2.16):

b c b
[=[+] wear2.
e 'aib c-c b C e e b
[ L= [ L
a a b a a b a Je

c a c b a c c C b
e A A e S A ST Ak
b b Ja Ja Jb a b a Je
a c a b a c a b C c b
e A R A R A S AT A A
Jb Jb c a b Jb c c a a Je
b a b b b a b c c b
[-fof = L L] ]
c c a a c c c a a c
a b a b a b a b c c b
i e A S A A A A R A Ay
c c b a b c c c a a c
V zostavajicich moznostiach je dana rovnost splnena trividlne.

b a a a c b
[=[=o=vro= [+ [=[+]
a a a a a c

eov<d[c<ezy /::/:(::/_/b:/_/*b:/+/b
rerieren /=0+/=/+/=/+/
<v=d[p=c<d] /ﬂb:/ab+o:/ab+/bb:/:+/j.

Poznamka 1.2.10.

Aditivnost Riemannovho integrdlu mozZeme ndzorne ilustrovat na vektoroch na redlnej osi
s koncovymi bodmi zodpovedagicimi hraniciam jednotlivijch integrdlov. Napriklad pre pripad
a<b<c (obr. 1.2.16) plati analdgia

/abf(m)dm=/;f(m)+/;f(x)=/acf(x)—/bcf(r), resp. ab = ad+ b = ad— b

Doteraz sme sa zaoberali Riemannovym integralom na ohrani¢enom intervale. V mno-
hych pripadoch je uzito¢né rozsirit definiciu Riemannovho integralu na zjednotenie konec-
ného poc¢tu disjunktnych ohrani¢enych intervalov.

42Kvoli prehladnosti v integraloch nepiseme ,,f(x) dz“, piSeme iba hranice.
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Poznamka 1.2.11.
Nech A = I Ulb U---Uly, kde I; C R, i = 1,2,....k, kK € N siu nedegenerované
ohranicené navzdjom po dvoch disjunktné intervaly, t. j. I; N I; = 0 pre i # j. Ak pre

vsetky i = 1,2,...,k plati f € Ry,, potom [ nazgvame riemannovsky integrovatelnd
na mnozZine A, oznacenie f € R a cislo
Jrwar= [ pwars [ i [ f@a
A Ih

nazyvame Riemannov (urcity) integrdl funkcze f na mnozme A.

1.2.2 Vypocet Riemannovho integralu

Ak f € R, potom pre kazdé éislo c€ (a;b) existuje jednozna¢ne uréeny Riemannov
integral funkcie f na intervale (a ¢). To znamena, ze modzeme definovat funkciu

/f t)dt, z€(a;b),

ktorta nazyvame neurcity Riemannov integral funkcie f na intervale {a; b), resp. integ-
ral ako funkcia hornej hranice (hornej medze).*®> Geometricky predstavuje funkéna
hodnota G}, (x) plochu krivoéiareho lichobeznika (obr. 1.2.17) uréeného funkciou f a (a; x).
UkaZeme, Ze G}, je na intervale (a; b) spojita a tiez primitivna funkcia k f. To znamena,
ze Gj je neurcitym integralom v zmysle Casti 1.1. Preto sa niekedy nazyva neurcity
Riemannov integral.
Analogicky definujeme integral ako funkciu dolnej hranice (dolnej medze)

oc):/f(t)dt7 z€(ab).

7 predchadzajiceho vyplyva 7e pre vietky x € (a; b) plati
Gula) = 0, Gu(b /f 1)dt = Gala), Galb) =0, Clx) + Gala /f dt.

f Yy

B0
Obr. 1.2.17: Integral ako funkcia hornej hranice G,
a dolnej hranice Gy

Veta 1.2.25.
Funkcia f € Rqy), Cisla ¢, d€ (a; b).

.d
— /f(t) dt = Gh( Gh /f dt d( ) Gd(d) = — [Gd(d) — Gd((})}.

43Ked%e premenna z sa nachadza v hranici integralu, integracna premenna musi byt oznacena inak.
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Dokaz.
Tvrdenie vyplyva z definicie a z vety 1.2.24.

d c d a d
Guld) = Gu(e) = [ syde— [yar= [y [rea= [ rea

b b b d d
Gule) = Gatd) = [ fyar= [rwae= [wyars [faya= [roam

Dosledok 1.2.25.a.
Funkcia f € R4, pricom f(z) > 0 pre vietky = € (a;b).
— Funkcia G}, je neklesajuca na (a;b) a funkcia G4 je nerasttica na (a;b).

Dokaz.
Ak 21,29 €(a;b), 1 < 22, potom (nezapornost integralu — veta 1.2.18) plati

Go(wa) — Go(an) = | FB) At >0, Galws) — Galwn) = — [ F(H)dt<0. m

Z1 Z1

Veta 1.2.26.

Funkcia f € R(q;). = Funkcie G}, G4 st spojité na (a; b).

Dékaz.

Dokazeme spojitost funkcie Gy, na (a;b). Dokaz spojitosti G4 je analogicky.

Funkcia f € R4, t. j. je ohrani¢ena na (a;b). Potom existuje M € R takeé, Ze pre vietky
x € (a;b) plati 0 < |f(z)| < M.

Nech € > 0 je TubovoIné. Ozna¢me § = 47, t. j. ¢ = §M. Potom pre vietky =, 2* € (a;b),
x* < take, ze |z —a*| < 0, t. j. ¥ —x* < ¢ (dosledok 1.2.19.a, veta 1.2.25) plati

|Gh(x) — Gp(a™)] =

To znamend, Ze funkcia G, je rovnomerne spojité a teda aj spojita na intervale (a;b). m

t)dt

S/”\f(t)Idts Mdt =Mz —a*) < M6 =-<.
x* xT*

Veta 1.2.27.
Funkcia f € Rq, f je spojita v bode x* € {(a; b).

= G}, G st diferencovatelné** v bode 2* a plati Gj, (z*) = f(z*), G, (z*) = — f(z*).
Dékaz.
Nech € > 0.
Funkeia f je spojita v bode z*, t. j. existuje § > 0 také, ze pre vSetky x € (a; b), |z — 2*| < §
plati |f(x) — f(2*)| < e. Predpokladajme, 7e @ # a*, t. j. 0 < | — 2*| < §, potom plati

_ ’Gh(x)fch,(x ) _ f=H) (z—a¥)| = [/zdt:mfz*]

o) [l - [wae— [sna

r—x*

= |2 [rar- 22 [l = 2
1

|10 1t >]dt\ -

*

SRR )

*)|dt‘:®

= Jo—a]

44V krajnych bodoch a, b sa myslia jednostranné derivacie.
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Posledna nerovnost vyplyva z désledku 1.2.19.a.%> Body t lezia medzi bodmi z, z*, t. j.
plati [t — z*| < |z — x*| < § a teda aj |f(t) — f(z*)] < e. Potom

® < 7\.@713:*\ ‘ ‘/adt’ e(x —a¥)| =e.

ES L*\
Z toho vyplyva (definicia derivacie, mal: veta 3.2.1) prvé tvrdenie vety
f(at) = lim EHOZEE = G ().
Druhé tvrdenie vyplyva z vety 1.2.25
G (z*) = lim 7(;‘1(275*‘1(1*) = — lim Lh(mi*(;h(r*) =—f(z*). m

T—x* - T—x*

Dosledok 1.2.27.a.
Funkcia f je spojita na intervale x € (a;b).
= Gy, —G4 st primitivne funkcie k f na (a;b).
Désledok 1.2.27.b.
Funkecia f je po Castiach spojita na intervale x € (a; b).
= G}, —Gy4 st zovseobecnené primitivne funkcie k f na (a;b).

Nasledujuca veta je velmi dolezita pre vypocet urcitého integralu. V literature sa ¢asto
nazyva zakladna veta integralneho poctu.

Veta 1.2.28 (Newton-Leibnizov vzorec).
Funkcia f€ R4, F' je (zovieobecnend) primitivna funkcia k f na (a;b).
b
— /f(a:) dz = F(b) — F(a).
Dékaz. ‘
7 predchadzajucej vety a jej dosledkov vyplyva, ze G, je zovSeobecnené primitivna funkcia
k funkcii f na (a;b).*® Z vety 1.1.2 a poznamky 1.1.13 vyplyva, 7e pre vietky = € (a;b)
plati F(z) —Gp(z) = ¢, t.j. F(z) = Gp(x)+c¢, kde c€ R je konstanta Potom veta 1.2.25):

F(b) — F(a) = [Gh(b)+6] — [Gh(a) ] = Gh( Gh /f t)dt = /f dz. m

Z vety vyplyva, Ze na vypocet ur¢itého integralu moézeme pouzit I'ubovolnia (zovse-
obecnentt) primitivnu funkciu. Newton-Leibnizov vzorec sa zvykne zapisovat®”

b b b
/af(x) dz = [F(x)]a = F(2)| = F(b) - Fla).

Pred pouzitim Newton-Leibnizovho vzorca musime overit predpoklady, pri¢om v praxi
sa overuju pocas vypoc¢tu. V priklade 1.2.5 d) sice k danej funkcii f existuje zovSeobec-
nend primitivna funkcia, ale funkcia f nie je ohrani¢ena. Integrovaniu takychto funkcii sa
budeme venovat v nasledujtcej ¢asti o nevlastnych integraloch.

45Pre * < z plati nerovnost | [Z,[f(t) — f(z*)]dt| < [ | £( t) — f(z*)|dt a pre < * plati nerovnost
| [ [F (&) = fla)]dt] = | [ [f(t) — fl@)]dt] < [T [f(t) — f(@*)[dt = — [75 [£(t) — f(a*)]dt.

46Primitivna funkcia na intervale je stasne aj zovieobecnena primitivna funkcia (poznamka 1.1.12).

47Konstanta ¢ prislichajtca k (zovieobecnenej) primitivnej funkcii sa vynuluje a nepise sa.
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Poznamka 1.2.12.
Niekedy sa urcity integral namiesto integrdalnych suctov definuje pomocou Newton-Leibni-
zovho vzorca. Ak md funkcia f na (a;b) (z0vSeobecneni) primitivnu funkciu F, potom é&islo

/f )de = F(b) - F(a)

nazgvame Newtonovym (urcitym) integralom funkcie f na intervale {(a;b).
Definicie Newtonovho a Riemannovho integrdlu nie su ekvivalentné, ale pokial obidva
integrdly existuji, potom sa rovnaji (zdkladnd veta integrdlneho poctu 1.2.28).

Poznamka 1.2.13.
Ak funkcia f € Ra, pricom A = {ay;b1) U {(ag;b2) U--- U {ag;bg), k € N, potom musime

Newzfon—Leibnizov vzorec aplz'k;ovat’ na kaZdy ciastkovy interval {a;;b;), 1 =1,2,... k.
bre
/f@ﬁh:: Faydet [ F@det ot [ 7
A as ar,

b1

TR [F(g;)}b’“ = [F(b1) — F(a1)] + -+ [F(by,) — Flaz)].

ag

o

ai

Priklad 1.2.5.
0 T 22 0 22 0 02 (—1) 1 P p
a) 2 dz = {—2] L {T] ke = 7 (vid priklad 1.2.4, obr. 1.2.9).

241

c) dz :[ln(m—i—\/xQ—&—l)};:ln(l—i—ﬂ)—lnl:ln(l—i—\/i).

1 1
d)/ df:{ln|x|]_1=lnl—ln120. (r7n

-1

7T T
e) / (sint —Lcosd)de = [msin ﬂ = msin L — (—m)sin+ =0. (1?7
Integraly d), e) zatial nevieme vypocitat (vid pr. 1.2.24), aj ked to podla uvedevného
postupu vyzera, ze éno Nie st splnené predpoklady vety 1.2.28.

d) Funkcia f(z) = = a aJ prlmltlvna funkcia F(2) = Inx nie st ohrani¢ené na (—1;1).

¢) Funkcia f(z) = sin+ — L cos I nie je ohranifend na intervale (—;7). V bode 0 nie
je definovana. To by nevadilo, pokial by bola na (—m;7) ohrani¢ena.*® m

Veta 1.2.29 (1. veta o strednej hodnote).
Funkcie f, g€ R q;), pricom g(z) > 0 pre x € (a;b).

b
= Existuje e (my; My) také, ze /f(:L)g(x) dz = a/g(z) daz,

kde my = inf{f(x),z€(a;b)}, My =sup{f(z),z<c(a;b)}.

48Funkcia F(z) = x sin %, ze(—m;m), F(0) =0 je zovieobecnenou primitivnou funkciou k f na (—m; ).
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Dokaz.
Pre vetky = € (a;b) plati 0 < g(x), my < f(x) < My, t. j. mgg(x) < f(z)g(x) < Mpg(x).

Potom z nezapornosti a monoténosti integralu (vety 1.2.18, 1.2.19) vyplyva

b b b
Ig:/ (x)dz >0, myl, —/mfg )da < f(x)g(:c)datg/Mfg(x)dx:]\/[f]g.
a a a

St dve moznosti:
1. Ak I, = 0, potom tvrdenie vety plati pre vietky o€ (ms; My), pretoze

0=my¢l, </f z)de < Mply =0, t.j. /f (x)da = 0.
2. Ak I, > 0, potom plati

b
meI/f xz)de < My, t.j. a—i/f(x)g(x)dx.l

Dosledok 1.2.29.a.
Funkcie f, g€ R q;), pricom g(z) < 0 pre x € (a;b).

b b
= Existuje av€ (my; My) také, ze /f(a:)g(sr) de = a/g(a:) dez,

kde my = inf{f(x),z€(a;b)}, My =sup{f(z),zc(a;b)}.
Dokaz.
Ak oznac¢ime h(z) = —g(x) > 0, v €(a;b), potom existuje a € (my; My) také, ze plati

/f /f dx——a/h a:—a/()da:l

Désledok 1.2.29.b.
Funkcie f,g€ Riquy, f je spojita na (a;b), g(z) > 0, resp. g(x) < 0 pre x < (a;b).
b b
= Existuje c€ (a;b) take, ze plati /f(:c)g(m) dz = f(c)/g(m) dz.

Dokaz.
Funkcia f je spojita na (a;b), m; = inf { f(x),x € (a;b)}, My =sup{f(z),z€(a;b)}.
Ak ae(my; My), potom (mal: veta 3.3.12) existuje c€ (a;b) také, ze o = f(c). m

Doésledok 1.2.29.c.
Funkcia f€ Ry, my = inf {f(z), v €(a;b)}, My =sup{f(z), v (a;b)}.
b
= Existuje a€ (my; M) také, ze /f(a:) dz = a(b — a).

Dokaz.
Ak polozime g(z) =1 > 0, z € (a;b), potom existuje a € (my; My) také, ze

/f da:—/f() 1]dx:a/ab1da::a/abdx:a(b—a).l
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Ak f(x)€ Rqy), potom ¢islo a € R (z predchadzajiceho dosledku) take, ze plati

/al}(x) dz=a(b—a), t.j a= bla/abf(x) dz,

nazyvame integralna stredna hodnota funkcie f na intervale {(a;b). Geometricky pred-
stavuje o vysku obdlZznika s rovnakym obsahom, ako je obsah krivo&iareho lichobeznika
(obr. 1.2.18) ur€eného funkciou f a rovnakou podstavou (a;b). Tym sa myslia orientované
obsahy, t. j. plochy pod osou x st zaporné.

Yy Yy f Yy
M f M Mi—

o

Il
-
-

22222277777777777 —

7777
7777

SSSSSSNSSSSSNY

NNNNNNNNN

7777 o
777777777 €T
b my

0 a

=

0 a c

k)
Obr. 1.2.18: Integralna stredna hodnota
funkcie f na intervale (a;b)

Doésledok 1.2.29.d. b
Funkcia f je spojita na (a;b). = Existuje c€ (a;b) také, ze [ f(z)dz = f(c)- (b— a).

Priklad 1.2.6.

1
. . L 1121 dx
Odhadnite hodnotu integralu et

Riesente.

Oznatme f(z) = ﬁ, r€(0;1), g(x) = 2121, x€(0;1).

Funkcia g je nezaporna, t. j. g(x) = x'?! > 0, €(0;1). Funkcia f je kladna a klesajtca,
my =min{f(z),z€(0;1)} = 1\7/% >0, M;=max{f(z),z€(0;1)} = Wﬁ =1

Potom pre vsetky z€(0;1) plati 0 < my - g(z) < f(x) - g(x) < My - g(x) < g(x).

Z toho (monoténnost a nezapornost integralu) vyplyva

1 1 1 1
121 122 1 . 121 1
0</ o ds g/xmdx: [w@h:@, t,J,/f%;fl ~ b ~0,008197. m
0 0 0

Priklad 1.2.7.
Urcéte integralnu stredni hodnotu ay, funkcie f(x) = xsinz na intervale (0; km), k€ N.

Riesenze.
Pre ay, (obr. 1.2.19) plati

L km L km
Ok = 7==p | rsinzdr = [Pr. 1.1.46] = H{smx—mcosx}o

= L [sinkm — k- coskm —sin0 — 0 - cos0] = —coskmr = —(—=1)F = (=1)*"1. m
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Pre odhady Riemannovych integrélov je v mnohych pripadoch uzito¢na nasledujtca
veta (2. veta o strednej hodnote), ktort uvadzame bez dokazu.

Veta 1.2.30 (2. veta o strednej hodnote).
Funkcie f, g€ R4, f je monoténna na (a;b).

b C b
= Existuje c€ (a;b) také, ze [ f(z)g(z)dx = f(a)/g(x) dz + f(b)/g(x) dz.

Désledok 1.2.30.a.
Funkcia f € Rq;), f je monoténna na (a;b).

b
= Existuje c€ (a;b) takeé, ze /f(r)q(T) dz = f(a)- (c—a)+ f(b) - (b—c).

Dokaz.
Ak polozime g(z) = 1, x € (a; b), potom (obr. 1.2.20) existuje c€ (a;b) také, ze plati

b c b
[ 1@ = s(@) [ o 50) [ dz = fla)e - a) + FE)E - o). m

ok

s

AN ) 1

PN 222 v

- ' - o)

' E] &)
Obr. 1.2.19: Integralna stredna Obr. 1.2.20: Odhad
hodnota funkcie f(z) = zsinz integralu pomocou
na (0;km), k=1,2,3 (pr. 1.2.7) dosledku 1.2.30.a

Priklad 1.2.8. a

Odhadnite hodnotu integralu /% dz, kde a€ R, a > 1.
1
Riesente.
Oznatme f(z) = 2, x€(1;a), g(z) = cosz, z€(1;a).
Funkcia f je klesajtca, g€ R(y,qy. Potom (veta 1.2.30) existuje ce (1;a) take, ze

a c a c a
/%dm: %/ cosxdx + %/ cosxdx = [Sinm} + %[sin:v}
1 1 c

1 c
= [Sinc—sinl] + [%sina— %sinc] =sinc—sinl + %sina— %Sinc.

a
= 0< ‘/1“0;””&10 < |sinc|+ [sin1|+1 [sina|+1 [sinc| <2+ 2. m
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Ur¢ité integraly vo v8eobecnosti po¢itame pomocou Newton-Leibnizovho vzorca. Aby
sme tento vzorec mohli pouZit, musime poznat primitivnu funkciu. Na uréenie primitivnej
funkcie moézeme pouZit vSetky poznatky a metody z predchadzajicej ¢asti o neuréitom
integrali. Metddu per partes a substituéné met6dy mozeme upravit a uréity integral pocitat
pomocou nich priamo. Po substittcii sa nemusime vracat k pévodnym premennym.
Veta 1.2.31 (Met(')da per partes).

Funkcie u, v € R, u',v €R<a by -

— / (@) v'( [u(x)v(a:)}b— /QZ’(;C)U(J:)dx.

Doékaz.
Z predpokladov vyplyva, Ze u,v st spojité na (a;b) a ze plati uv’, u'v, (uv) € Rqyp)-
Zo vztahu [u(a")v(x?]/ = u/(z)v(x) + u(z)v'(x) platného pre x € (a;b) potom vyplyva
b 0
[u(m)v(x)} = / [u(az)v(w)]/dx

b b b
= / [ (x)o(x) + u(x)v' (z)] de = /U/(l)v(i) dz + / u(z)v'(z) de. m

Pr2£klad 1.2.9.
/ r?sinzdr = [u,:gfz
0 v =s1nr

, 2 27
- {”:2“” u'=2 ] =[-4r?-140%-1] + [stinm} 7/ 2sinx dz
0

UV =—COST

u =2x 2m 2
] = [fo cos z] + 2z cos z dx
0 0

v =cosz |v =sinz 0

= —dr? 4 [47-0-2-0-0] [—2cosx}zﬂ — —4m? — [-2-142-1] = —4n2,
Iné riesenie.
Najprv vypocitame primitivnu funkciu a potom dosadime do vzorca.
/0 7;02 sinzda = [ Pr. 1146 = {—x2 cosx + 2z sin x + 2 cos x] (2)7r
=—Ar? 1447-042-140-1-2-0-0—-2-1=—4x’. m

Veta 1.2.32 (Metéda substitucie).
Funkcia y = f(x) je spojita na intervale I s hranicami a,b. J je interval s hranicami «, (.
Funkcia x = ¢(t): J — R, pricom ¢ je bpojita na J, o(J) C I, p(a) = a, ¢(8) = b.

= flp)¢’ GRJapldtl/f dx*/f '(t) dt.

Dokaz.
Funkcia f je spojita na I, t. j. ma na I primitivnu funkciu F' a plati F'(z) = f(x), x €.
Ak oznacime G(t) = Flp(t)], t€J, potom (mal: veta 4.1.7) pre vSetky ¢t € J plati

G'(t) = F'le)]¢' (t) = flp(®)]e'(t), t.j. G(t) je primitivna k f[o(t)]¢' () na J.
Funkgie ¢, ¢ st spojité na J, potom f(p)ERy, f(p)e € Ry a plati ,
[ 1)/ (1)t = G(B) - Gla) = Flo(3)] - Flela)] = F() - Fla) = [ f(2)do. m

Jo
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Poznamka 1.2.14.

Vetu 1.2.82 moézZeme pouzit obomi smermi, pricom sa nevraciame k povodnym premennym.
b

1. Ak pocitame /f( 2) dx aﬂsu splnené predpoklady vety, potom integral /f )dx trans-

formujeme na integral | fle(t)]¢'(t)dt, ktory vypocitame.
B Vo
2. Al% pocitame | flp(t)]¢'(t)dt a si splnené predpoklady vety, potom existuje integrdl

f(z)dex, k'to;'ly vypocitame.

Ja

Prik%ad 1.2.10.

a) 1 — 22dx = Subst. z =sint |z €(—1;1) l1=sin% VI—22 =1 —sin’t = Vcos? t = |cost| = cost
1 dz = costdt te<7§ 2) | —1=sin(-%) cost > 0 pre vietky t€(—5;3)

-/

™
s _
Pl 2

cothdtz/ 1+CTOSQtdt:%/ [1+cos2t}dt=%[t+—“%2t}§
- ]

=35+ - (5 )] =35+ 0- (50 =5 =5

Predpoklady metédy st splnené:
Funkcie z = ¢(t) = sint, ¢/(t) = cost st spojité na J = (—7;
Funkcia f(z) = V1 — 22 je spojitd na I, o(=%5) = —1, (%)

5
t=2 —x=5 .
v =1 sinxzdx
t=—1lraz=2 2 9

[

Subst. z =1*> +1|te(—1;0)

2
. ) - N ;2
b) /fsm(tQ—l—l)dt:[ dz = 24dt|te(0;2) o

ze(1;5)

— 1| _ ha _ 17 . ) __ cos2—cosh
—2[ cost—z[ cos 5 + cos 2| = Gos2-cosh,

Predpoklady metédy st splnené:
Funkcie z = (t) =t + 1, /() = 2t st spojité na J = (—1;2), p(J) = (2;5) = L.
Funkcia f(x) = sinx je spojita na I, o(—1) = 2, ¢(2) = 5.

Iné riesenie.
Najprv vypocitame primitivnu funkciu a potom dosadime do vzorca.

! 1
a) / V1—22de = [pr1133] = [%\/1 — a2+ %arcsinx]
—1 —1
_1v/1-12 arcsin 1 —14y/1-(=1)? arcsin (—1) _ 1
- st a2~ 2 - 2 =0+35-2-0-
te(—00;0) |z€(lio0) ] _ 1 .
te(0;00) ze(l;oo)} B 2/smxdx

=—Lcosz+c=—L1cos(t?+1)+¢, teER, cER.

de =2dt

b) /tsin(t2 +1)dt = {Su’bst.z:t2+1

2 2
/tsin(t2 +1)dt = [—%cos (t? + 1)} = —1(cosb — cos2) = cosizcosd g
1 —1

Priklad 1.2.11.
: —
a) / sindt - costdt = [SUbst. x =sint
0

dx = costdt

9 Subst. £ =1 t=1 271
Inzde __ ubst. 1 = Inx rT=et= — — |t —1_0_1
N T ety B (T R

te(0; )|t
ze(0;1) |t

ze(l;e)
te(0:1)
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1 , 0 1
C) x617m2 de = Subst. u=1—-22|z€(0;1) |z =1~ u=0 _ e“du _ 1 v du
0 du=—2zdz|ue(0;1)|z=0—~u=1 1 -2 2 0

Ak budeme predpokladat, ze funkcia ¢ je rydzo monotonna, potom moédZeme pred-
poklady predchadzajucej vety pre funkciu f zovSeobecnit. Plati nasledujica veta, ktoru
uvadzame bez dokazu (vid napr. [36]).

Veta 1.2.33.
Funkcia y= f(z) je ohrani¢en4 na intervale I s hranicami a, b. J je interval s hranicami «, 3.
Funkcia # = ¢(t): J — R, pricom ¢’ #0 pre vietky?® te J, o(J) C I, p(a) = a, (B) = b.
Potom plati: b B

fE€R@uwy. <= f(p)¢'€R;. Preintegraly potom plati /f(T) dx = / fle®)]e' (t) dt.

1.2.3 Integrovanie parnych, neparnych a periodickych funkcii

Uvazujme funkciu y = f(x) € Riqu), a < b. Ak pouzijeme substittciu x = ¢(t) = —t,
potom t = —xc(—b;—a), f(—x)€R_p_q a plati

—b —a —a
/f L i e B Jtdt= [ f(-tdt= [ f(-r)de
Ak je funkcia f € R4 parna potom (obr 1. 2 21 vlavo) platl
/f dz = f(—m) dz = f(x) dez. (1.8)
—b —b

Ak je funkcia f € R, neparna, potom (obr. 1.2.21 vpravo) plati

b —a “a ,a
/ f@de= [ f—a)dz = / [f@)]dr=—[ fa)dr. (1.9)
a —b b —b

y ) y

/Mjf(v")d-"? N\ d /f(x) a ff Nepérna funkcia /bf(x,) a |f
b Ja Ja
—T —a T
—b \_/l —-r —a z
Péarna funkcia / flz)dx */f da / f(z)da
RG] EME

Obr. 1.2.21: Integrovanie
parnej a neparnej funkcie

Priklad 1.2.12.
Funkcia f € R(_4.q), pricom a > 0.

a) Ak j Je f parna (obr 1.2.22 vlavo), potom na zaklade vztahu (1.8) plati:

_af(a:)dx: dx+/f dx—/(a dx—i—/f x—Q/f

49T, 5. ¢ (t) >0, resp. ¢’ (t) <0 pre vietky t€J a ¢ je rastiica, resp. klesajuca na J (lema 1.1.7).
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b) Ak je f nepéarna (obr. 1.2.22 vpravo), potom na zaklade vztahu (1.9) plati:
0

a a 0 0
_f(x)dx: _f(:v)dx—l—/of(:r)dx: _f(:r)d:r— _f(;v)dsz.l

j\/‘}(z) dz =P ! ./O.uf(:r,) dar=p|f Nepérna funkcia
| le o 7 -
—a \/i - 0 T u a

a a 0
Péarna funkcia / fz)de = 2/ f(x)dx / fla)dz = —P
a 0 —a

&0
5  Obr. 1.2.22: Integrovanie péarnej
a neparnej funkcie na (—a;a)

Priklrad 1.2.13.

a) sinzdr — [ f(x) = sinz je spojita, t. j. f€ R(_rim)- } —0.

f je neparna na (—m;m).

-7
1.,
b) / 2% ¥/x?+sin? de — [Integrand je spojita ] —0.
—1

d4+1 a nepéarna funkcia na (—1;1).

T . . s Tr 7" T
c) / sin x| dz = [Smmjc spojité > } = 2/ sin |z| dz = 2/ sinzdr = 2[— cos:zc]
' 0 0

o a parna na (—m;m 0
= 2. (-1)+2-1=4.
™ a 7T Funkcia 2% ie na
. . unkcia 2 je parna na{—m; ).
d) [ (z* —sin®4a)de = [ 2*de— [ sin®4ads = o e i)
o o a Funkcia sin® 42 je neparna na(—m;m).

:2/m4dx—0:2[”3—;} —22' .
0 0

Poznamka 1.2.15.

Nech | je pdrna alebo nepdrna funkcia. UvaZujme mnoZinu A = (—a;a)ND(f), kde a > 0.
Predpokladajme, Ze f € Ra. V zmysle poznamok 1.2.11 a 1.2.13 musime pri integrovani
funkcie f uvdZit intervaly, na ktorgch je definovand (pr. 1.2.14).

Priklad 1.2.14.
a) Uvazujme funkciu f definovana vztahom f(z) = 2’“2—“ =k-+ % pre x € (a; Br), k€ Z,
kde ay, = min{4/f2-s-17 4k2+3}7 B = max{4k2+1, 4k2+3}.

Ukazeme, Ze f je neparna (obr. 1.2.23 vlavo). Definiény obor D(f) = |J (ag; Bk), t. j-
kez

Ak xe{ay; Br) C D(f), ke Z, potom —x € (—fk; —ax) = (a_p_1; B_r—1) C D(f), pretoZe

_4k41 _ —4k—1 _ —4k—4+3 _ 4(=k—1)+3 = 4k43 _ —4k—3 _ —4k—4+1 _ 4(=k—1)+1

2 2 2 2 ’ 2 2 2 - 2
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Pre vSetky x € (ay; Br) a vetky —x € (a_g_1; B_k—1) plati

f(—:r) _ 2(=k=D)+1  —2k—241 _ —2k—1 _ _ 2k+1 _ —f(m)

2 2 - 2 2

Ur¢ity integral tejto funkcie f na Tubovolnej mnozine A, = D(f) N (—a;a), kde a > 0, je
nulovy. Napriklad pre mnoZinu Az = D( f ) (—3;3) platl

A3f(m)dx:/_:f(x)dx+ 3f dx—f—/f dx—l—/f

b) Funkcia f definovana vztahom f(x) =k pre x € (—2k; —2k + 1) U (2k — 1;2k), k€N je
parna (obr. 1.2.23 vpravo). Pre defini¢ny obor plati
D(f) = {(=2,-1) U(1;2) U (=4 =3) U (3;4) U (=6; =5) U (5;6) U - -
k=1 k=2 k=3
[(—2k; —2k + 1) U (2k — 1;2k)], Af = U (2k — 1;2k), k€ N. Potom

i=1 i=1

2 4 2k
Akf(x)dx:2 A:f(x)dx—2[/1dx+/32dw+~~+/2klkdx}
=20 +24--+k) =k(k+1).m

C=

Oznacme A =

y Y
5 " 3 f
. I = -
As=(-3-DU(-%-1) f;hub:.s,; . 9
/fr)dr 0 2
. k=0 1
9 3 1 2]
1 3 Z 1 - - — 0 4
o B R R T B
k 1 ! Ak:u[gz/» —2k+1) U 2k — 1;26)] A7 *U (2k — 1;2k)
g /f r)dz = z/ fla)de =2(1+2+ -+ k) =k(k+1)
W] Eee) II-II QT
e

g8 Obr. 1.2.23: Parna a neparna 3¢
' funkcia z prikladu 1.2.14

Uvazujme funkciu y = f(z) € Ry, a < b, ktord je periodickd s periodou p # 0.
Potom pre vSetky = € (a;b), k€ Z plati f(x) = f(x + kp). Ak polozime x = ¢(t) =t — kp,
potom t = x + kp, t € (a + kp; b+ kp), dt = dx, f(z + kp) € Riatipptip)- Z nasleduji-
cej rovnosti vyplyva, ze hodnota Riemannovho integralu funkcie f je na kazdom inter-
vale (a + kp; b+ kp), k€ Z rovnaka (obr. 1.2.24).

b b+kp b+kp b+kp
/f(a:) dz = [j f(t+kp)dt = F(t)dt = flz)dz. (1.10)
Veta 1.2.34.

t=b+kp } _
a+kp a+kp a+kp
Funkcia y = f(x), x € R je periodicka s periodou p > 0, a € R. Potom plati:

t=a+kp

D a+p
f(@)ERw,yy. <= f(x)E€R(gatp) a (pokial existuji) plati [ f(z)dx = f(z)da
0

Ja
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b—a<p

7 5

) 3
—_—
=% b—2p a-p ., b pl a y b AP btp a2 en, b+ 2p \JE

./a,zpf(ﬁ) dr /Hf(a-) dz ‘/nf(‘t)dr ‘/Wf(z)df ‘/nﬂpf(w) dz
&)
Obr. 1.2.24: Integrovanie
periodickej funkcie s periodou p
Dokaz.

Nech k€ Z (obr. 1.2.25) je také, ze kp —p < a < kp, t. j. kp<a+p < kp+p.

NP_,: 7 volby ke Z vyplyva

kp—p<a<kp<a+p<kp+p, t.j (a;a+p) C (kp—pkp+p).

83

Ak uvazime vztah (1.10) a aditivnost integralu, potom z predpokladu f € R, vyplyva:50

f € Rikp—pikp)» [ € Rikpikprp)- = FERikp—pikp+p): = [ € Riasasp)-

PP_: 7 volby ke Z vyplyva

a—p<kp—p<a<kp<a+p, t.j (kp—p;kp) C (a—p;a+p).

Ak uvézime vztah (1.10), potom z predpokladu f € R (404 p) vyplyva:51

feRapa) = [ER(a—patp): = [ERkp—pikp): = [ER0p):

Z aditivnosti integralu a zo vztahu (1.10) vyplyva

a+p

a+p kp
[ f@de= [ e [ faa

Priklad 1.2.15.

Nech a€ R, m,n€N, m # n, potom na zaklade prikladu 1.1.45 a vety 1.2.34 plati:>?

a+2m 27
a) / sin? (nz) dz = / sin? (nz) do =
a 0

kp

kp

— [wyda+ [ payde =

kp—p

kp

2
/O 1—0052(2n93) do — |:% N

f(z)de = /OI}(L) dz. m

Jkp—p

sin (2nx) 2
2-2n 0

_ [2x—=0 _ sin(4nm)—sin07 _ 27 0—0
= =1 ]

2

5040; p) + kp = (kp; kp + p), resp. (0;p) + (k—1)p = (kp — p; kp).
*Hasa+p) + (—1)-p = (a — p;a), resp. (kp — p; kp) + (1—k)p = (0; p).

52Vgetky integrandy st spojité na R a periodické s periddou 2, t. j. platia prepoklady vety 1.2.34.

4in

2 4n

= T.
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"

7 J q
r Az P a e a+tp L a+;
/of(” dz / f(@)dz /MW f(@)dz
=)
Obr. 1.2.25: Integrovanie
periodickej funkcie (veta 1.2.34) &

» » v P

a+27 27 27 ) 2
b) / cos? (nz) dx = /0 cos? (nz) dz = /0 71+C052(2m) de = [% + 751332“}

_ [271—2_0 + sin(4n:;2—sir10} _ [2771- + 0—0

a+2m 27
c) / sin (ma) sin (nx) doe = / sin (ma) sin (nx) da
a 0

2m -
_ cos (mz—nz)—cos (mz+nz) do — [sin [(m=n)z]  sin[(m+n)z] :| 2
o 2 2(m—n) 2(m+n) 0
o [sin [2(m—n)n]—sin0  sin [2(m+n)7r]—sin0} _ [ 0-0  _ _0-0 } -0
- 2(m—n) 2(m+n) — L2(m—n) 2(m+n)l — 7

a+2m 27
d) / cos (mx) cos (nx) dz = / cos (mx) cos (nx) dz
a 0

2 o
_ cos (mx—nx)+cos (mx+nx) _ | sin[(m—n)z] sin [(m+n)z]
- /0 2 dz = |: 2(m—n) + 2(m+n) }

0
= [emonin | snfanenrloano) _ [ 00y 0-0]

e) /aawﬂsin (nz) cos (nx) dae = /Ozﬂsin (nx) cos (nz) da = /Wsin (nx) cos (nx) dae = 0.

—T

f) /(la+2ﬂsin (mx) cos (nx) da = /Ozﬂsin (mx) cos (nx) de = /Wsin (max) cos (nx) dz = 0.

—T

Funkcie y = sin (nx) cos (nx), y = sin (mx) cos (nx) si neparne. m

Poznamka 1.2.16.

Predpokladajme, Ze f je periodickd funkcia s periodou p # 0 a existuje medegenerovanij
interval I taky, e I N\ D(f) = 0. Ak je funkcia f riemannovsky integrovatelnd, potom
predchddzajice turdenia, t. j. vztah (1.10) a veta 1.2.34, ostand v platnosti (obr. 1.2.26).

1.2.4 Numerické integrovanie

Riemannov integral dokdzeme vypocitat pomocou Newton-Leibnizovho vzorca, samo-
zrejme, pokial vieme ur¢it primitivnu funkciu. Existujia pripady, ked primitivnu funkciu
nevieme urcit, nedokdZeme ju vyjadrit v jednoduchom tvare, alebo je jej vyjadrenie pri-
velmi préacne, resp. netcelné. Casto (najmé pri technickych vypoctoch) nam postadéi pri-
blizna hodnota, ktora sa od presnej hodnoty nelisi viac ako maximalna (dovolen4) chyba.
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/ F(o)da a+p u+A/;/' Fo) da a+p+kp
e Awcrats Aatiporatorin
RRICIY B ) E]II (el

B Obr. 1.2.26: Integrovanie g
periodickej funkcie

atp

V takychto pripadoch pouzivame na vypocet Riemannovho integralu priblizné nume-
rické metddy. Numerické integrovanie sa niekedy v literattre nazyva numericka kvad-
ratara. Uvedieme tri jednoduché metody (obdlZnikovu, lichobeZnikovu a Simpsonovu)
na priblizny vypocet Riemannovho integralu funkcie f na intervale (a;b).

Uvazujme funkciu f € R,y a postupnost deleni {D,}", C Dia;py, ktorej jednotlivé
delenia D,, n € N maja n + 1 rovnako vzdialenych deliacich bodov. To znamena, Ze pre
kazdé delenie D,,, n€ N plati

zi=a+ 0 i =0,1,2,...,n, Ar=Ar=20 i=12..n

n

Aby sme situéciu zbyto¢ne nekomplikovali, budeme predpokladat, Ze je funkcia f defino-

vana v deliacich bodoch x;, ¢ = 0,1,2,...,n a pre jednoduchost budeme oznacovat
Yi :f(‘rl)v izovla"'ana tJ Yo :f(a)v U1 :f(xl)v y2:f($2)» ceey Yn :f(b)
Postupnost {D, },-, je normalna, pretoze plati lim pu(D,) = lim Az = lim b:—L“ = 0.
n—oo n—oo n—oo

ObdiZnikova metéda

Integral aproximujeme integralnymi su¢tami, ktoré geometricky predstavuja obdlzniky.
Z Vety 1.2.6 a jej dosledkov vyplyva, Ze pre [ubovolni volbu bodov T' plati

/f Ydz = hm St(f, Dy),
kde Si(£.Du) = 3 (608 = A 3 f(t) = 252 [ 0] + Flta) + -+ ()]
Potom pre kazdé € > 0 existuje ng € N také, ze pre vSetky n€ N, n > ng plati

bxMw—%?Uan+ﬂm»w~+fwlo+fmﬂ\<a

t. j. dany integral dokazeme vypocitat s Tubovolnou presnostou (chybou) R, < ¢.
Ak zvolime T ={x0,21,...,Zn_1}, t. j. lavé hrani¢né body intervalov (x;_1; z;), potom
flxic1) =yio1, i =1, 2 ,n a pre odhad integralu (obr. 1.2.27) plati

/f dx%b%’;f(ti)Zb%‘;yiq=ZFT“[yo+y1+---+yn—2+yn_1]- (Or)

Ak zvolime T' = {z1, 22, ..., 2T}, t. j. pravé hraniéné body intervalov (z;_1; x;), potom
ft:) = f(z;) =yi, i =1,2,...,n a pre odhad integralu (obr. 1.2.27) plati
b

/f(x)dx%LZiL: f(t ):Z"T“ﬁ:lyi:”‘T“[y1+yz+~~+yn71+yn] (Op)

a
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Ak je funkcia f diferencovatelna a méa ohrani¢entt derivaciu f’ na (a;b), potom pre
chybu aproximacie pomocou vzorcov (O;) a (O,) plati (vid napr. [36, 47])

RO < 51%, pricom 6, € R je také, ze [f'(x)| < 61 pre vietky x € (a;b).

Y1

Un Yo

NNNNNNNNNNNNAY

4
7
7
7
7
7
7

77
77
77

To=a T To T3 Ty Tpno Tpn_1 b=, ro=a T Ty Ty Ty Tp_o Tpo1 b=, To=a T Ty T3 Ty Tp_o Tno1 b=,
Az Az Az Azx

Az Az Ar Az Ar Az Az Az Ar Az Az Az Az Az
(b R Ebes) (el

SR8 Obr. 1.2.29: Metoda
lichobeznikova (L)

Obr. 1.2.27: Metoda
obdlznikova (Oy)

5 Obr. 1.2.28: Metoda
obdlznikova (O,)

LichobezZnikova metéda

Integral aproximujeme obsahmi lichobeznikov, ktoré st pre ¢ = 1,2,...,n uréené in-
tervalmi (z;_1;;) a hodnotami y;_1, y;. Vrcholy lichobeznikov st uréené bodmi®® x;_;,
Yi—1, Y; & ;. Rozdiely x; — x;_1 = Ax predstavuji vysky lichobeznikov a spojnice bodov
Ti—1, Yi—1 & T4, y; ich zdkladne. Obsahy jednotlivych lichobeznikov st potom (obr. 1.2.29)

PZZA:E%%—HJL = bQ_Ta(yi—l +yl)a i = 1323"'371'
Pre aproximéaciu integralu pomocou lichobeZznikov potom plati

b
/f(x)dfﬂf'\“#b{Tazl(yi—l +ui) =5 yo+ 2y + 2y2 + -+ 2Yn—1 + Yn). (L)

Zo vztahov (Oy), (Op), (L) vyplyva:

b_Ta[yO+y1+"'+yn72+ynfl] b_Ta[yl"‘y2++yn71+yn]
=0 o+ 2+ 21 Y] =2 5% o+ 201+ 2001 + Yn-

To znamend, Ze odhad urc¢eny lichobeZnikovou metodou (L) sa rovna aritmetickému prie-
meru odhadov ziskanych obomi obdlznikovymi metodami (O;) a (O,). Z toho vyplyva, Ze
aj touto metdédou dokdZzeme integral aproximovat s Tubovolnou presnostou.

Ak je funkcia f diferencovatelna 2.radu a ma ohranic¢ent druhu derivaciu f” na (a;b),
potom pre chybu aproximéacie pomocou vzorca (L) plati (vid napr. [36, 47])

3
RE <5, “Ejg , pricom 02 € R je také, ze |f”(x)| < d2 pre vietky z € (a;b).

53 Analytické stradnice tychto bodov st (z;_1;0), (zi—1;%i—1), (zi;¥i) a (z4;0).
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Simpsonova metéda

Pri obdlznikovej metode sme funkciu f na kazdom z intervalov (xz;_1;2;),i=1,2,...,n
nahradili konstantnou funkciou y = y;_1, resp. y = y;. Pri lichobeZznikovej metode sme f
na (z;_1; ;) nahradili tseckou (linedrnou funkciou) spajajicou body® y; 1 a y;.

Pri Simpsonovej metéde® nahradzame funkciu f parabolou (kvadratickou funk-
ciou) prechadzajicou bodmi®® yo; 2, y2;_1, y2; a nahradzame ju na dvojnasobnych inter-
valoch (zg;_o;x9;), i =1,2,...,n/2, t. j. ¢islo n musi byt parne (obr. 1.2.31).

Funkciu y = f(z) nahradime na intervaloch (z4;_2;x2;), ¢ = 1,2,...,n/2 kvadratickou
funkciou g;(r) = ;z? + Bix + 74, kde oy, B, i € R st zatial nezndme parametre.

Vypocet neznamych koeficientov oy, 8;,; € R si zjednodusime tak, ze budeme poza-
dovat, aby kvadratické funkcie g;(x), x € (@9;_2;x2;), ¢ = 1,2,...,n/2 boli periodické
s periodami p; = xo; — Az = x9;_; a budeme ich vysetrovat (obr. 1.2.30)°7 na posunutych
intervaloch (xo;_o — ps; x2; — pi) = (—Ax; Azx). Potom plati

9i(z2i-2) = g(=AT) = y2i—2, gi(v2i-1) = g(0) = y2i—1, gi(v2:) = g(Az) = yo;. (1.11)

Zo vztahu (1.10) a prikladu 1.2.12 (funkcie o;x2, ; st parne a f3;z je neparna) vyplyva

T2i Az Az Az
/ gi(x)de = / gi(x)de = / (ix? + Biw + ;) do = 2/ (iz? + ;) da
Toi_2 —Ax —Ax 0

.3

Zo vztahu (1.11) potom vyplyva:
Yoi—2 = g(—Azx) = ;Ar® — B Az + ;.

Y2i—1 = 9(0) =%
Y2 = g(Az) = Az + BiAx + ;.

Az
‘.Z‘:|O = % + 2y, Az = % [20; A% + 67;].

N { Yo2i—2 + Yoi = 20;A2% 4 2;.
Yoi—2 + Yoi + dyoi1 = 20;A22 + 6;.

Pre odhad Riemannovho integralu na intervale (xo;_o;x2;) potom plati

T2q T24
f(x)dz ~ / gi(z) dz = &2 [20;A22 + 67;] = 52 [y2i—2 + 4y2i—1 + Yai].

T2i—2

Pre odhad Riemannovho integralu na celom intervale (a;b) potom plati

21—2

T2 24

/f )dz = Z flx)dz ~ gi(r)dr = —i1 b= [ygi—o + dyoi1 + Yai)

Toi— 2 i=1Jx3; 2

w3

balyo + 4y + 2y +4yr + 22 + - + 2yn—2 + 4Yn1 + Y] (S)

Ak je funkcia f diferencovatelna 4. radu a mé ohranicent §tvrta derivaciu " na (a; b),
potom pre chybu aproximacie pomocou Simpsonovho vzorca (S) plati (vid napr. [36, 47])

RS < 5,8 TS0 b-a)’ , pricom 04 € R je také, ze |f""(x)| < 04 pre vetky x € (a;b).

SBody (zi—1;%i-1) a (Ti;¥i)-

55 Thomas Simpson [1710—1761] — anglicky matematik a vynalezca.

5631 to krivodiare lichobezniky uréené bodmi (z2;_2;0), (2i_2;y2i_2), (T2:;y2:), (x24;0).

57Prakticky to znamena, Ze graf funkcie g; (x) posunieme dolava alebo doprava tak, aby sa stred intervalu
T € (r2;—2;T2;), t. j. bod z; posunul do bodu 0.
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Obr. 1.2.30:
Simpsonov vzorec

Poznamka 1.2.17.
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n je parne
Az =12
n

Yo

lb=]
Obr. 1.2.31:
Simpsonova metoda (S)

Z geometrie je zndmy tzv. univerzdlny Simpsonov vzorec na vypocet objemu V' lubo-
volného kvddra, valca, kuZela, ihlana, resp. gule a ich casti (kolmych, kosijch, zrezangjch
aj nezrezanych). Simpsonov vzorec md tvar

_ (P14+4P+Po)v
V= 6

)

pricom v je vyska telesa, Py a Py st plosné obsahy dolnej a hornej podstavy (Py = 0 pre
nezrezané teleso), P je plosny obsah stredného rezu (prierez v polovici vysky v).

Tabulka 1.2.13: Numerické integrovanie obdlznikovymi (0;), (O,),
lichobeznikovou (L) a Simpsonovou (S) metédami

(01) (0p) (L) (8)

zo =10 yo = 1,000 000 — yo = 1,000000 Yo = 1,000000

;=11 y1 = 0,909 091 y1 = 0,909091 2y; = 1,818182 4y = 3,636 364

To=12 y» = 0,833333 yo = 0,833333 2y, = 1,666 667 2y, = 1,666 667

r3=13 ys3 = 0,769231 y3 = 0,769 231 2y3 = 1,538462 4ys = 3,076923

zy=14 ys = 0,714 286 ys = 0,714 286 2y = 1,428571 2y = 1,428571

5 =15 ys = 0,666 667 ys = 0,666 667 2ys = 1,333333 dys = 2,666 667

z6=16 ys = 0,625000 ye = 0,625 000 2ys = 1,250000 2ys = 1,250000

7 =17 yr = 0,588235 yr = 0,588235 2yr = 1,176471 dyr; = 2,352941

5 =18 ys = 0,555 556 ys = 0,555 556 2us = 1111111 2us = 1111111

9 =19 yo = 0,526 316 yo = 0,526 316 2yo = 1,052632 dyo = 2,105263

10 = 2,0 — y10 = 0,500 000 yi0 = 0,500000 y10 = 0,500 000

/2g 0,693 147 181 S = 7,187715 > = 6,687715 3 = 13,875429 > =20,794507
vt 52 =0718772 | 53, =0,668772 | 555 = 0,693771 | 5> = 0,693150
Teoretické chyba | R$ < 0,100000 R$) < 0,100 000 Rf, < 0,001667 Ry < 0,000013
Skutoéna chyba | R = 0,025625 | R = 0,024375 RIs = 0,000624 R{5 = 0,000003

Priklad 1.2.16.

i

dz
xT

2
[lnx} —n2—Inl=1In2=0,693147180....
1

Postup a vysledky numerického integrovania st uvedené v tabulke 1.2.13.


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
https://frcatel.fri.uniza.sk/~beerb
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb/ma2-obr/obr52.html
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb/ma2-obr/obr22.html

1.2 Riemannov urcity integrél 89

Pri vypocte pouzijeme delenie s desiatimi rovnako dlhymi deliacimi intervalmi, t. j. delenie
D={1; ,1; 1,2 ...; 1,9 2} = {1+ 5 }.° €Dpuy. Pre i =0,1,2,...,10 platf

. 104 1 10
ri=1+15= 15”, yi:f(xi):EZIOJri'

Funkcia f(z) = 1, 2€(1;2) je spojita, ohraniéené a monotc’)nna
Derivacie f'(z) = — %, f"(z) = &, ["(x) = =5, f"(z) = 2}, € (1;2) st tieZ spojité,
ohrani¢ené a monotéonne. Ich absolttne hodnoty su klesajuce. Pre vietky x € (1;2) plati

f'@) =3 <1=06, |f'(@)l=F<2=06, |f"@)|=8<24=0d
KedZe b —a =2 —1 =1, n = 10, potom pre teoretické chyby vzorcov plati

RO<11 =01, RL< 2:1%

5
10 12102 W ~ 0,002, Riqo < 2 ==~ 0,000013. m

180-102 75 0()()

1.2.5 Nevlastny integral

Riemannov integral sme definovali pre ohrani¢ent funkciu na ohrani¢enom intervale,
preto ho tiez niekedy nazyvame vlastny Riemannov integral. V mnohych praktickych
aplikdciach (matematickych, fyzikalnych, technickych, ekonomickych atd.) sa vyzaduje
integrovanie na neohrani¢enom intervale a mnohokrat aj integrovanie funkcie, ktora je
neohranic¢ena a to nielen na ohranic¢enej, ale aj na neohrani¢enej mnozine. Pojem Rieman-
novho integralu rozsirime aj na tieto pripady (neohrani¢en4 mnoZina integrovania alebo
neohrani¢ena integrované funkcia) a budeme ho nazyvat nevlastny integral.

Y|
- e /
y e roo 3T e— 0t e oo
dx dz __ dz dz __
f /IW%/IW*OO f /112*/1?*1
27 £ — 00 2 Z 2 £ — 0
7
%
! ez !
e 27 - S
0 1 2 3 4 5 7T Ole 1 2 ¢ 0 1 2 3 4 5 7T
L >0 0t < L >0
(k] e
Obr. 1.2.32: Obr. 1.2.33:

Priklad 1.2.17 Priklad 1.2.18

Priklad 1.2.17.
Pre neurcity integral funkcie f(x) =

Na intervale (0;1) je sice primitivna funkcia F(x) = 21/x ohranicena, ale integrovana

funkcia f(z) = ﬁ ohrani¢ena nie je (obr. 1.2.32).

z € (0; 00) plati

+c=2r+¢, x€(0;00),cER.

o w
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Pre Tubovolné e € (0;1) je f(z) = %, x € (g; 1) ohraniCena, f€ R,y a plati

(bl meai = [Fe i [ o] 2

Na intervale x € (1; 00) je integrovana funkcia f(z) = % ohrani¢ena, ale primitivna funkcia
F(z) = 2y/x ohrani¢ena nie je. NavySe ani interval x € (1;00) nie je neohraniceny.
Pre Tubovolné e € (1;00) je f(z) = ﬁ, r€(1;¢) ohranicend, fe€ R, a plati

de _ E_ Ocdz_ : —
%—{2\/5}1—2\f—2. :Aﬁ—llm/f—llm 2/ — }—oo.l

E—00 [ dee]

Priklad 1.2.18.
Pre neur¢ity integrél funkcie f(z) = -5, x€(0;00) platf

/m2_/_2dx— +c=—-1+¢, x€(0;00),cER.

Analogicky ako v priklade 1.2.17 (obr. 1.2.33) plati f(z) € Ry pre Iubovolné e € (0;1)
a f(x) € R1,ey pre Tubovolné e € (1;00). Potom plati:
1 1

1
dz _ dz _ [,l} — 1 1+ =141 =14 00=o00.
,oF =l foF = lim [-g] = lim -1+ ] o 20 =00
oo € £
dz _ 7 dz _ 3 _1 g _1 =1 [ =
[t = i [t [ = )= Lm0

Predpokladajme, ze funkcia f je definovana na intervale®® I C R. Bod c€ I (kone¢ny
alebo nekoneény) sa nazyva singularny bod funkcie f(z), x € I vplyvom funkcie,
ak je funkcia f neohrani¢ena v nejakom okoli O(c). Ak je interval I neohranifeny, potom
body —oo, resp. oo, pokial patria do intervalu I, sa nazyvaji singularne body funkcie f
vplyvom hranice. Ak ma funkcia f aspon jeden singularny bod na intervale I, potom

/1 f(z)d
59

nazyvame®” nevlastny integral vplyvom funkcie, resp. vplyvom hranice.

Aby sme situiciu zbyto¢ne nekomplikovali, budeme predpokladat, Ze funkcia f ma na
intervale I najviac koneény pocet singularnych bodov. Najprv vySetrime pripad, ked mé
funkcia f prave jeden singularny bod na hranici intervalu integrovania.

Predpokladajme, Ze a,b€ R*, a # b, potom st Styri moznosti:

e Nevlastné integraly vplyvom hranice

/f dacfhm/f ) de,

b
/af(x)dx: /f . f()dq:—hm f()

E——00 E— 00

58Interval I moze byt ohrani¢eny i neohrani¢eny.
59Podla toho, & ma funkcia f na intervale I singularne body vplyvom funkcie alebo hranice.
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e Nevlastné integraly Vplyvom funkcie
b—e
lim f( )da = lim+ f(x)dx, ak je f neohrani¢ena v O(b),
e—0

b e—b~ a

/f(x) dr = b

@ lim /f(m) dz = lim f(z)dz, akje f neohrani¢end v O(a).
e—at /. e=0F Joqe

Uvedené nevlastné integraly existuji, ak existuja prislusné limity na pravej strane.
V opa¢nom pripade hovorime, Zze neexistuji, resp. osciluji.

Ak sa prislugna limita na pravej strane rovné koneénému &islu a € R, potom hovorime,
7e sa nevlastny integral rovna ¢islu «, resp. konverguje k ¢islu a a oznacujeme

b b
/f(x) dz = «, resp. /f(z) dz — «a.
a a
Ak je limita nevlastna, potom hovorime, Ze nevlastny integral diverguje do +oo a piSeme

b b
/f(ac) dzr = +o0, resp. /f(x) dz — +o0.

Ak nevlastny integral konverguje k ¢islu o € R, potom stru¢ne hovorime, ze konverguje
(je konvergentny), v opacnom pripade integral diverguje (je divergentny) a piSeme

b b
/f(a:)dx —>, resp. /f(x)dxl% .
Nézvoslovie je analogické ako pri ¢iselnych radoch (vid mal: cast 2.4 Ciselné rady, str. 53).

Poznamka 1.2.18.

V takto definovanom nevlastnom integrdli (s jedngm singuldrnym bodom) je zachovand
aditivnost, t. j. jedna zo zdkladnych vlastnosti Riemannovho integrdlu.

Pre lubovolni volbu bodu d € (a;b) pre a < b, resp. d€ (b;a) pre b < a plati

/f dz—/f dT+/f )dz,

pricom jeden z integrdlov na pravej strane je nevlastny a druhy vlastni.

Poznamka 1.2.19.

Pojem konvergencie nevlastného integrdlu moZeme prirodzene rozsirit na vlastny integrdl.
Ak f€Ryawy, t. J. Rtemamwu vlastny integrdl funkcie f na (a;b) sa rovnd nejakému a € R,
potom moZeme povedat, Ze f f(z)dx konverguje k ¢&islu o.

7 predchéadzajucej definicie vyplyva, Ze na vypocet nevlastnych integralov moézeme
pouZit Newton-Leibnizov vzorec. Ak je F' primitivna funkcia k f na (a;b), potom plati:

/aoof(m) dz = lim Ef(x) dr = lim [F(m)r = lim [F(e) — F(a)]

e—oo [, £—00 a £—00

= lim F() — F(a) = lim F(z) -~ F(a) = [F(x)]zo.
[ b@f(x) dr = lm_ f( ydr = lm [F)] = Jm_[Fa) - F(o)] ,,
:F(a)—EBmOOF( e) = F(a)— lim F(x)= [F(z)}ioo
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€

/;f(x)dx = lim /:f(x) dz = lim {F(:ﬂ)] = lim [F(g) — F(a)]

e—b— e—b— a e—b— b
= 6lirlrjl_ F(e) — F(a) = wlirlrjl_ F(z) — F(a) = [F(x)} .

/%@M~:gg ﬂ>M=gp[n@K=;gJﬂw—ﬂm
’ —F®) - lm FE) = F(b) — tm Fl) = [F@)].

Poznamka 1.2.20.
Pre nevlastné integrdly budeme pouZivat oznacenie pouzité v predchddzajicich vztahoch

b
/f Yo = [F@)| = F) - Fa),

pricom zdpisy F(a), resp. F(b) v singuldrnych bodoch predstavuji prislusné limity.
Napriklad nasledujice zdpisy su ekvivalentné a predstavugiu rozdiel nevlastnyjch limit

o
[lnx} =lnoo—In0t = lim lnz — lim lnxz = 0o — (—o0) = oo.
0 T —>00 r—0t

Nech (a;b), kde a,b€ R, a < b, je ohrani¢eny interval. Predpokladajme, Ze funkcia f
je definovana a ohranifena na (a;b) okrem jediného vnutorného bodu c¢ € (a;b), ktory je
singularnym vplyvom funkcie. Uvazujme nevlastny integral

b c b c—e
/f(;zc)davz/f(gc)dx—i—/f(;zc)daczalﬁi\l%l+ flz)dz + h%l f( ydz.  (1.12)

c+e

Nevlastny integral funkcie f na (a;b) vlavo konverguje prave vtedy, ak konverguja oba
integraly f na (a;c) a na (c;b) vpravo, pri¢om jeden z nich moze byt vlastny.

Ak aspon jeden z integralov vpravo diverguje, potom integral vliavo tiez diverguje. Ak
aspoil jeden z nich neexistuje, potom aj integral na l'avej strane neexistuje.

Ak integraly na pravej strane existuju, ale nekonverguji, potom ich sucet nemusi mat
zmysel a integral na lavej strane nemusi existovat (priklad 1.2.19). V tomto pripade méa
zmysel spojit nevlastné integraly na pravej strane do jednej limity a definovat tzv. Cau-
chyho hlavnt hodnotu nevlastného integralu, v ktorej sa moézu neohranic¢ené Casti integ-
ralov na pravej strane eliminovat.

Ak maé funkcia f na ohrani¢enom uzavretom intervale (a;b), a,b€ R, a < b prave jeden
singularny bod c€ (a;b) vplyvom funkcie, potom hodnotu

vp/f dr = lim [ ) do + f(m)dx] b (1.13)

cte
nazyvame (Cauchyho) hlavnou hodnotou nevlastného integralu [ f(x)dz.

Ak je F primitivna funkcia k funkcii f na (a;b) — {c}, potom zo vztahov (1.12) a (1.13)
v zmysle pozndmky 1.2.20 vyplyva
b

b C
/ f@ydr = [F@) + [F@)] = Fle) - Fa) + F6) - F(e)
¢ = F(b) — F()—|—11m F(c—s)—hm F(c+e)

e—0t
=F(b)— F(a )—l—]}i}l{l_F( x) — lim_ F(z).

I—)C


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
https://frcatel.fri.uniza.sk/~beerb

1.2 Riemannov urcity integrél 93

b —e
v.p./f(m) dz = lim {F(x)}b = lim [F(c—¢)—F(a)+ F(b) — F(c+¢)]

e—0t a+te e—0t
=F(b) — F(a) + lim [F(c—¢)— F(c+¢)].
e—0+

Situdcia je analogickd, ak ma funkcia f na ohrani¢enom otvorenom intervale (a;b),
a,be R, a < b prave dva singularne body vplyvom funkcie v krajnych bodoch intervalu a, b,
resp. ak ma f na intervale (—oo; 00) prave dva singularne body +oc.

Nech (a;b), kde a,b€ R, a < b, je ohraniceny interval. Predpokladajme, Ze funkcia f
je definovana na (a;b) a ma prave dva singularne body a,b (t. j. krajné body intervalu)
vplyvom funkcie. Potom pre 'ubovolné®® d € (a;b) plati

b d b d b—e
/f(m)dx:/f(x)dx—i—/f(x dz = lim f(z)dz + lim flz)dz. (1.14)
a a d e—=0Tt ate e—=01 d
Integraly na pravej strane maji jediné singularne body a, b na hraniciach intervalov.
Integral na l'avej strane konverguje prave vtedy, ak konverguju integraly vpravo. Ak aspon
jeden z nich diverguje, potom aj integral na lavej strane diverguje. Hodnotu

d b—e b—e

vp/f dz = lim { f(x)dw—i— f(z )dx} = lim f(z)dx (1.15)
e—0t d e=0% Jote

nazyvame (Cauchyho) hlavnou hodnotou daného nevlastného integrélu.

Ak je F primitivna funkcia k funkcii f na (a;b), bod d € (a;b) je Tubovolny, potom zo
vztahov (1.14) a (1.15) v zmysle poznamky 1.2.20 vyplyva

/ Fa)de = (x)}z 4 [F(x)}d — F(d) - F(a) + F(b) — F(d) = F(b) — F(a)
b
[F@} =l FO—0) g Flote) = lip F@) — lim F@)
b _
U.p./af(ac) dz = eli%i [F(x)} e El_i)IglJr [F(b—¢)— F(a+e¢)].

Ak ma funkcia f(z), x € (—o0;00) préave dva singularne body oo vplyvom hranice,
potom pre Tubovolné® de R plati

/Zf(x)dx—/iof(x)d:c+/doof(x)dx—Egr&/if( dz + lim f() z,  (1.16)

E—00
Integraly na pravej strane maji jediné singularne body +oc. Integral na lavej strane
konverguje prave vtedy, ak konverguju integraly vpravo. Ak aspon jeden z nich diverguje,
potom aj integral na lavej strane diverguje. Hodnotu

vp/f x—hm [/f d:c+/f dx]—slggo f() (1.17)

nazyvame (Cauchyho) hlavnou hodnotou daného nevlastného mtegralu
Ak je F primitivna funkcia k funkcii f na (—o0;00), bod d€ R je l'ubovolny, potom zo
vztahov (1.16) a (1. 17) v zmysle poznamky 1.2.20 vyplyva

/ fla (x)} 10 + [F(x)} | = F(d) = F(=00) + F(o0) — F(d)
(00) — F(—o0) = [F(2)] io = lim F(z) - lim F(-z).

60Vzhladom na aditivnost, volba bodu d€ (a;b) nema vplyv na hodnotu integralu (poznamka 1.2.18).
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—€

v.p./_oof(x) dz = Elggo [F(m)} = lim [F(e) — F(—¢)] = xlggo [F(z) — F(—x)].

I3 E— 0O

Cauchyho hlavna hodnota integralu moze existovat aj v pripade, ked dany nevlastny
integral neexistuje (priklad 1.2.19). Priamo z definicie a z vlastnosti limit (mal: veta 3.2.9)
vyplyva, Ze ak existuje niektory z nevlastnych integralov (1.12), (1.14), resp. (1.16), po-
tom existuja aj ich hlavné hodnoty (1.13), (1.15), resp. (1.17) a rovnajua sa povodnym
nevlastnym integrélom. Takze plati nasledujice tvrdenie.

Veta 1.2.35. b
Existuje nevlastny integral®® (1.12), (1.14), resp. (1.16) /f(T) dex.

— Existuje jeho hlavna hodnota (1.13), (1.15), b
resp. (1.17) a plati f dx = v.p. / f(x)d.

B0 B
Obr. 1.2.34: Obr. 1.2.35:
Priklad 1.2.19 Priklad 1.2.20

Priklad 1.2.19.
Pre IlaSledUJUCI 1ntegra1 a jeho hlavni hodnotu platl

—€ — 2
d”” dx dw = lim dz 4 lim df = lim [1n|x\} + lim [lnx}
e—=0t J_q e—=0t+ /o e—0t -1 e—0* €

= lim [ln|—5|—ln|—1|] + lim [In2 —Ine] = lim Ine—Inl1+In2— lim Ine
e—0t e—=0t

e—0+ e—0+
=-00—0+4+1In2— (—00) = —00 + 00, t.j. integral neexistuje.

Strucne to mozeme Zaplsat
/ dz / dz /dm = 1n\x| {1nx] =In|0| —Inl1+In2— 0"
=—00—0+1In2— (—00) = —o0 + 0.

Bod 0 je singularny vplyvom funkcie. Graficky predstavuje v.p. integralu plochy dvoch
krivociarych lichobeZznikov ohrani¢enych intervalmi (—1;¢) a (g;2), ktorych sucet je kon-
Stantny a rovny In 2. Neohramcene ¢asti na (—e;0) a (0;¢) sa vynuluja (obr. 1.2.34).

vp/ da ZEEI& {/ da /dl:| :613& Hlnxﬂ_i—k {hmlj

= lim [lne—ln1+ln2—ln€] = lim [111271111] =In2.m

e—0t e—0t

61Pri integraloch (1.12), (1.14) plati a,b€ R a pri integrale (1.16) plati a = —co, b = co
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Priklad 1.2.20.

V nasledujucom integrali si body +oo singulédrne vplyvom hranice. Graficky predstavuje
v.p. integralu plochu krivo¢iareho lichobeznika s nulovou velkostou na (—e;¢). Rovnako
velké, ale opacne orientované plochy na (—e;0) a (0;¢) sa eliminuja (obr. 1.2.35).

o 27 2 (—o00)? . . .
rdxr = [%} = %~ — 57 =00 — 00, t.]. neexistuje.
o —o0
[e%} € €
. . 2 . 2 2
v.p./ zdr = lim rzdr = lim [%} = lim [% — %] =0.m
e e—oo | g—00 —e e—00

Priklad 1.2.21.
Pre integraly funkcii sinx a cosz na celej redlnej mnozine R plati:

o 00
/ sinzdr = [— cosx} = lim (—cosz)— lim (—cosz), t.]. neexistuje.
— 00 T—00 T——00
— 00
o o)
cosxdr = {sinx] = lim sinx — lim sinz, t.]. neexistuje.
o —00 r—00 T——00

KedZe neexistuja limity lim (—cosz), resp. lim sinz, neexistuja ani ich rozdiely.
r—+oo rz—+oo

Pre hlavné hodnoty predchadzajucich integralov (obr. 1.2.36) plati:

oo €

. . . sinz,x € (—¢;¢) je neparna .

v.p. sinzxdz = lim sinxdz = ( _,)J P = lim 0 =0.
o e—oo J_ e >0, vid pr. 1.2.12 £—00

oo € £
. 08 7, € (—€;€) je parnz .
v.p./ cosxdr = lim [ coszdx = [“’”'” (eie) Jepdmd] = lim 2/ cosz dz
0

e—oo | e >0, vid pr. 1.2.12 £ 00

— 00 €

(o]
= 2[sinx} =2 lim sinz —sin0 = 2 lim sinz, t.]. neexistuje. m
0 T—00 T—00

Priklad 1.2.22. a+m a+m

Pre a € R Tubovolné / tg x dz neexistuje, ale v.p./ tgzdr = 0.

Riesenie. a @

Funkcia y = tgz je neparna a periodickd s periédou 7. V bodoch § + km, k € Z nie je
definovana, st v nich singularne body vplyvom funkcie. Pri vypocte vyuzijeme vlastnosti
neparnych funkeii (pr. 1.2.12), periodickych funkcii (veta 1.2.34) a vztahy (1.12) az (1.15).
Ked7e vzdialenost susednych sinularnych bodov je 7, na intervale (a; a 4+ 7) mozu lezat dva
singuldrne body na hraniciach intervalu alebo jeden singularny bod vo vnitri intervalu.

1. Dva singularne body a = =5 + km, a + 7 = § + kn, k€ Z (obr. 1.2.37 vlavo).

R 2 2 5i 3 |cos(i£)} =0t

/ tgggdz = / thEdI:/ ML g = |:7IH‘COSI’|:| = [ 2= ]

. Lcosx o In0t — —o0
— 5 +km - -3 2

ks
2

= —00 + o0, t. j. neexistuje.

5tk 5 +km—e 5—¢
v.p./ tgrdx lim tgrdr = lim tgrdr = lim 0=0.
—Ztkn e—=0t — I tkrte e—0+ —Tte e—0+
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2. Jeden singularny bod c€ (a;a + ), ¢ = =5 + kn, k€ Z (obr. 1.2.37 vpravo).

a+m krr—% a+m k’ﬂ'*% atm
/ tgxdx :/ tgxdx—I—/ tgxdr = {ln|cosa:|} + {ln|cosx|h
a a k a T

=
- s
T3

2
_ [ |cos (kr—Z)| = 0+

In0*t — —oo

a+m kr—%5—¢ a+m
v.p./ tgxdr = lim [/ tgxdx+/ tg:cdx]
a =0+t a kr—Z+e

k7r+%75 a+m
= lim [/ tgxdx+/ tgxdx]
=0+ a+m km—%+e

] = —00 — In|cosa| + In |cos (a + 7)| + oo, t. j. neexistuje.

kn+3 —€ -
= lim tgxdr = lim tgxdr=0.m
e—0t kr—Z4e e—0t —Zte
atm Yl
,[ tgzde =0

=) B
Obr. 1.2.36: Obr. 1.2.37:
Priklad 1.2.21 Priklad 1.2.22

OF

Ak ma funkcia f na intervale (a;b), a,be€ R* koneény pocet k€ N singularnych bodov
C1,C2y .y Cpy @< €1 < Co < --+ < cp <b, potom plati

b Cl e
/f(x)d:rz fx)dz+ [ f(z)dz +

Integraly na pravej strane st nevlastné a maji jeden alebo dva singularne body na hrani-
ciach ich integrovania. Ak a = ¢y, resp. b = ¢, su singularne body, potom
b

le(a:) dz =0, resp. /f(x) dz =0.

Ck

c3 Ck b
flx)dz+-- -+ flz)dz+ [ f(z)dz.

c Cr—1

Nevlastny integral ff f(x) dx konverguje préave vtedy, ak konverguji vietky integraly
na pravej strane. Ak aspon jeden z integralov na pravej strane diverguje, potom /a f(z)da
diverguje.

Poznamka 1.2.21.

V budicnosti nebudeme rozlisovat medzi vlastngmi a nevlastnymi integralmi. V prazi to
znamend, Ze pri vySetrovani integrdlu najprv ndjdeme vsetky singuldrne body integrovanej
funkcie v obore integrovania, potom integrdl rozdelime na prislusné nevlastné integrdly
s jednym alebo dvomi singuldrnymi bodmi na hraniciach integrovania, ktoré vypocitame.
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Nevlastné integraly maji podobné vlastnosti ako vlastné Riemannove integraly. Uve-
dieme najdolezitejsie z nich (vid vety 1.2.14, 1.2.16 a 1.2.23 pre vlastné integraly).

Veta 1.2.36.
Hranice a,be R* = RU {ioo} ¢slo ce R, ¢ # 0. Potom plati:

/ f(z)dz —. = / x)dr — b
a (pokial existuju) plati /(j( do = c/j

Veta 1.2.37.
Hranice a,b€ R* = RU {£o0}, integral /j dx —. Potom plati:

)/'b< )d / + g(a)] d
a T = T —
' aplatl/f da:j:/ab( ) de z/ab[f(x):lzg(x)] dz.

b)/j()dr% :»/ g(2)] da .

Poznamka 1.2.22.
Podobné turdenie (vid veta 1.2.16) pre siucin funkcii fg (priklad 1.2.23) a absolitnu hod-
notu | f| (priklad 1.2.34) neplati.

Priklad 1.2.23.
Ak oznacime f(z) = g(z) = —=, z€(0;1), potom (fg)(z) = L, z€(0;1), ale plati:

\/7’
' 1217 L
dz pr o _ B ) .
CE 0br1232 [ } =2V/1-2V/0=2, t.j. Oﬁ._>,

1 1
d—x:{lnx}o Inl—In0" =0 — (—00) = 0, tj/d’”wL>

x

Pre nevlastny mtegral funk(ne y= % a(—1;1) platl (m4 jediny singularny bod 0):
0

/ da / de | /dz — ln|x| [mm} [In0" —In1] + [In1—1n07]

= [~o0 ] [0 — (—00)] = —00 + 00, t.]. neexistuje. m

Priklad 1.2.24.
a) Integrand mé dva singuldrne body +1 na hraniciach intervalu integrovania (—1;1).
Primitivna funkcia je v tychto bodoch definovana. Plati:

1
= {arcsinx} L arcsin1 — arcsin (—=1) = § — (=3) = .

1—x2

b) Funkcia f(z) = sm 1 — 1cosd médna (—m;7) jeden singularny bod 0. Plati:

7" 0 T
flz)dx = dx+/f dl’—[prl?ae)]:[I'SiH%} +[zsin%]
—r R “10
= lim asin2 — (—m)sin(—1)+ 7sind — lim zsinl

z—0~ z—0+

= [z;é() —1<sind <1, —Jg| <awsinl < [|z|. = hmzbm——O}

:0—7rsm;+7rsm%—0 0.m
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7 predchadzajucich tvah a z poznamky 1.2.18 vyplyva nasledujica veta.

Veta 1.2.38 (Aditivnost nevlastného integralu).

Hranice a,b€ R* = RU {£oo}, ¢islo c€ (a;b). Potom plati:
b

/a}(x) dv=. = /{:ﬂw) dz—, [ f(z)de —s

C

b c b
a (pokial existuja) plati [ f(z)dx = /f(:r) dz + [ f(z)da.

Metoda per partes (veta 1.2.31) a substitu¢na metoda (veta 1.2.32, resp. veta 1.2.33) sa
mozu uéinne vyuzit aj pri vypoéte nevlastnych integralov. Pri ich pouziti sa moZe niekedy
nevlastny integral previest na vlastny. Formulujeme ich pre nevlastné integraly, v ktorych
ma integrovana funkcia singularne body na hraniciach intervalu integrovania. V zmysle po-
znamky 1.2.21 ich mo6zeme bez problémov rozsirit na v8etky nevlastné integraly. Nesmieme
zabudat, Ze vyrazy (poznamka 1.2.20) predstavuju v singularnych bodoch limity.

Veta 1.2.39 (Metoda per partes pre nevlastné integraly).
Funkeie u, v, v/, v’ s spojité na (a;b), singularne body st iba v bode a € R*, resp. b€ R*.

b b b
= Pokial integraly existuju, plati /u(x) v (x)de = {u(r) 7(7‘)] - /u’(m) v(x) dz.

a a

Veta 1.2.40 (Metoda substitiicie pre nevlastné integraly).

Funkcia y = f(x) je spojita na intervale I s hranicami a,b. J je interval s hranicami «, 3.

lf‘unkcia = p(t): J — R, pricom ¢ je spojita na J, p(J) C I, ¢'(t) # 0 pre®? te J.

Dalej plati®® lim o(t) = a, lim ©(t) = b pre a < 3, t. j. pre ¢'(t) > 0 (¢ rasttcu),
t—at t—B—

resp. lim ¢(t) =b, lim ¢(t) =a pre 8 < a, t. j. pre ¢'(t) < 0 (¢ klesajicu).
t—p+ t—a

b B
= Pokial integraly existuju, plati /f(bL) de = [ flp(t)] () dt.

Priklad 1.2.25. )
Dokaizte, 7ze pre vsetky ne NU{0} plati I,, = / e % dx = nl.
Riesenie. 0

Pre n = 0 plati:

IO:/er‘””dx:/ e‘mdx:[—e‘x} =—e>®4+el=1-L=14+0=1=0.
0 0 0

Pre ne N plati:

[eS)
uw=z" |u=nz""! no.—x oo n—1 —x mal: veta 3.2.12
In_ [U':C*I u:—c*“‘] - |:—$ e 0 +n x € dr = lim 2"e~* = lim f—::(]
0 T—00 z—o0 ©
=—0+0"-e"+nl, 1=nl, 1=nn—1)I, o=---=nllp=n!.m

62Funkcia ¢ je rydzo monoténna na intervale J, t. j. rastiica alebo klesajiica (lema 1.1.7).
63Pokial je ¢ definovana v bode a alebo 3, plati p(a) = a, resp. p(a) = b alebo ¢(B) = b, resp. ¢(8) = a.
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Prikllad 1.2.26.

a) /lnxdx = [u,:lm
0 v'=1

L 1 1 1
"—E] = [mlnx} —/dx:l-lnl— lim zlnz — [w}
0 0

v =x 0 z—0t
= [ lim zlnz = lim 32 {L’Hg]f lim jf— lim :r—(]} :10—0—(1—0):—1
z—0t z—0t @ r—0t T2 —0+
g B Q0 . x
b) dz _ de n de  _ Ugsit=tg2| dao=3 ,H =0 z o7 |ze(0;F), te(0;1)
0 cos & 0 Cos & x COST cosT = t2+1 t=0 t4>1 t— 00 IE(%;?T),tE(l;OO)

o0 2dt
t2+1 241
1—t2 1-t2
0 241 251
—| lim ln’ ’—l
[t—>1— t+1

2dt i—11" 111
/ #or=—|3In t+1|} [ IH‘T‘L

1+0] - [}E&ln‘tﬂ‘ _tl_if{i In|#7]

—In0"+In1—-In1+1In0" =00 — 0+ 0 — oo, t. j. neexistuje.

oo
C) dz _ Subst. x = tgt x = tgt je spojitd a rasttca, (tgt) = (‘o<2£ >0
o (14+x2)2 dr = 1422 —1+tg t_1+€m t _ cos®ttsin®t _

- (,obzt cos?t cos? t (,obzt
E 5 st
_ 260;2,: _ ZCOStht_ 1+cos‘.2tdt_ £+sin2t 2 _£+sinO_Q_Q_E u
- JEE TN - 2 ]2 4 ! 4 2 4 = 4~
0 cos? t 0 0 0

Vypocet nevlastnych integralov byva Castokrat problematicky, pretoze okrem samot-
ného integralu musime vypocitat aj limitu. Nevlastné integraly vyskytujice sa v praxi
(hlavne v technickej) byvaju zlozité a malokedy sa daju vypod&itat presne. Vtedy ich oby-
¢ajne nahradzame vlastnymi integralmi, ktorych hranice integrovania sa ,velmi neligia“
od povodnych. To znamen4, Ze ich vzajomné vzdialenost je dostato¢ne malé, aby chyba
vypoc¢tu bola prijatelna. Ak nedokdZeme tieto vlastné integraly vypocitat presne, potom
pouzijeme niektort z numerickych metod.

Aby sme nepocitali zbyto¢ne hodnotu integralu, je dobré vediet, ¢i dany nevlastny
integral konverguje alebo diverguje. Mnohokrat nepotrebujeme poznat staéet nevlastného
integralu, ale nam postaéi iba informacia o jeho konvergencii.

z=0
t=0

xr — 00

z€(0; oc)}

t— 37| te(0;3)

Uvedieme niekolko kritérii, pomocou ktorych vySetrime konvergenciu nevlastnych in-
tegralov. Obmedzime sa na pripady, ked st singularne body na hraniciach integrovania.
Ak je singularnych bodov viac, musime kritéria aplikovat postupne na kazdy Ciastkovy
integral samostatne.

Veta 1.2.41 (Porovnavacie kritérium).
Pre vSetky x € (a;b), a,be R* plati 0 < f(x) < g(x). Funkcie f a g maja singularne body
iba a alebo iba b. Potom, pokial’ integraly existuju, pldtf

/f dz = oc. =>/ 2) dz = oo. b)/()dr»—> :>/f ) da —.

Dokaz.

Tvrdenie dokazeme iba pre singularny bod a, pre singularny bod b je dokaz analogicky.
Nech a je singularny bod funkcii f a g vplyvom hranice alebo funkcie.

a) Z monotonnosti integralu (veta 1.2.19) a z vlastnosti limit vyplyva

b b b
o0 = /f dz = lim /f dz < lim /g(w)dw: /g(i) dz, t.]j. /g(i) dz = co.

e—at e—a™t
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b b
b) Ak integraly [ f(z)dzx, /g(:r) dx existuju, potom konvelguju alebo diverguju do oo.
a

b
Tvrdenie dokdzeme sporom. Nech / (z) dz — a siucasne f (z) dz = co. Potom plati

b b b/a b
00 = /f(x) dzr = lim /f dz < hm g(z)de = /g(x) dz, t.]. /g(x) dz = oco.
° e—at e—at Jgo a a

To je spor, ktory dokazuje platnost tvrdenia b). m

Poznamka 1.2.23. b

Je zrejmé, Ze ak existuje f )da = oo, potom exristuje aj / g(z)dx =
b a

Ak existuge / (z)dz —, potom mtegral f ) da nemust existoval (priklad 1.2.27).

Ja

Existenciu nevlastného integralu funkcie f(x) > 0, x € (a;b) na intervale (a;b) ndm
zaruc¢i napriklad jej spojitost alebo monotonnost. Nech f(z) > 0 pre = € (a;b), a,b€ R*
a nech ¢ € (a;b), potom plati:

1. Ak je singularny bod b, f € R,..), funkcia Gy (z /f t)dt > 0 je spojita, neza-
porna, neklesajica (dosledok 1.2.25. a) pre x € (ae).
Pre rastice ¢ — b~ sa Gp(€) > 0 zvidSuje a existuje hrlI)1 Gr(e /f t)dt > 0.5

2. Ak je singularny bod a, f € R(.y), funkcia Gg(z /f t)dt > 0 je spojita, neza-
porné, nerastica (dosledok 1.2.25.a) pre z € (g; ).
Pre klesajtce ¢ — a™ sa Gy(e) > 0 zviicSuje a existuje hm Gale /f t)dt > 0.6

Dosledok 1.2.41.a.
Pre vSetky x € (a;b), a,be R* plati h(z) < f(x) < g(z). Funkcie f, g a h maju singularne

body iba a alebo iba b. Potom platl
b

Existuju / ) da —, / Jdz —. = [ f(x)dx — (pokial existuje).

a

Dokaz.
Z predpokladov vyplyva, Ze pre vietky x € (a;b) plati 0 < f(z) — h(z) < g(x) — h(x).
KedZe existuju a konverguju integraly funkcii g a h, existuja aj integraly ich suctu a roz-
dielu (veta 1.2.37, veta 1.2.41) a plati:
b
/ [g(z) — h(z)] dz — . = / — h(z)] dz — (pokial existuje).

= /f )da = / f(x) = h(x) + h(z)] dz — (pokial existuje). m

grﬂﬁlad 1.2.27. : 0 preze(0;1)NQ,
ech g(z) = f’xe(o ) a flz) = {\} pre z€(0;1) N 1.

1 1
dx = =2 (pr. 1.2.17 re vSetk 0;1) plati 0 .
[ata)do = [ =2 pr. 1247) a pre vsetky o 0:1) plati 0 < f(0) < g(a)

64Limita je vlastna nezaporna alebo nevlastna +oco.
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Integral / f(x) da neexistuje, pretoze pre kazde £€(0;1) nexistuje® ani / f(x)da:

/f dx—/Odm—O /f dT /dT ::Q—EQ\E;&O.I

Priklad 1.2.28. L
a) 11:/ Si;‘%dw'—x b) I, = /Cosmdw»—> c) Igz/cotga:dx:oo.
0 0

Riesenie.
Vo v8etkych troch castiach st splnené predpoklady vety 1.2.41.
a) Funkcia y = M , € (0;00) Je SpOJlta mé jeden singularny bod oc.
Pre vsetky x € (0; oo) plati 0 < ““ * < . Potom [ existuje a pre jeho odhad plati:
o0 .o o0 0o
OS/ ngwdzﬁ/ dz — [—e*f’:] =—e®4+el=_-0+1=1.
0 0

e’ 0

b) Funkcia y = CO\SF“’, 2 €(0;1) je bpopta ma jeden singularny bod 0.

Pre vetky z€(0;1) plati 0 < CO\}T < f Potom I, existuje a plati (pr. 1.2.17):

1 1
cos® x dm

c) Funkcia y = cos z, z € (0; 1) je spojita, klesajuca, pre z € (0; 1) plati® cosz > cos1 > 1.
Funkcia y = cotgx, 2 €(0;1) je spojitd a ma jeden smgularny bod 0. Pre z € (0;1) platl
J-

sinz <z (mal: pr. 4.3.5), t. j. aj cotgz = &2 > 25mw > 52 > 0. Potom plati:
1 1
/cotgwdx>/ :[lnTI} —1"1—1“0+:g—%:0+oo:oo, t.j. Is=00. 1
0 0

Absolutnu a relativnu konvergenciu pre nevlastné integraly definujeme podobne ako

pri c1selnych radoch.
b

f( ') da konverguje absoliitne, oznadenie | f(z)dx »bi>,

|f(x)] dx — (konverguje).
b a b
f( ) dx konverguJe relativne (neabsolutne) oznadenie f( )dx s,

ak /f de — asﬁéasne/|f )| dz 4 (diverguje), t J /|f )| do = o0

Poznamka 1.2.24.
Nevlastny integrdl moze konvergovat absolitne a pritom nemusi existovat (priklad 1.2.29).
Na druhej strane, ak konverguje absolitne a existuje, potom konverguje (veta 1.2.42).

65V kazdom realnom intervale lezi aspoii jedno racionalne a jedno iracionane &islo. Pre kazdé De®1)
mé f na kazdom deliacom intervale d; infimum m; = 0 a suprémum M; zhodné so suprémom g.
66cos 1~ 0,540302, t. j. cos1>0,5= 1 > 0.
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Veta 1.2.42.
Nevlastny integral / f(z) dz existuje a plati [ f(x)dx @

a

= / f(x)dx — (konverguje) a plati nerovnost x)de| <

/ f(@)|da.
Dokaz.

Tvrdenie vety vyplyva z nerovnosti — |f(z)| < f(x) < |f(x)| a z dosledku 1.2.41.a. m

Priklad 1.2.29. _% pre z € (0’ 1) N Q7
Uvazujme funkciu f(x) = N
7z bre rxe(0;1)N 1.

1 1
\d/”i =2 (pr. 1.2.17), pre vietky z € (0; 1) plati |f(z)| = ==, t. j. /f(ac) dz 2.
0

B,

Nevlastny integral / f(z)dx neexistuje pretoze plati:®7

[rowe="[ss=-[ =2 [ron=[5-[1-2.

Veta 1.2.43 (Limitné porovnavacie kritérium).
Funkcie f, g: (a;b) — R, a,b€ R* a pre vSetky = € (a;b) plati g(z) > 0, resp. g(z) < 0.
Funkcie f a ¢ maju jediny®® singularny bod a, resp. b a plati prave jedna z podmienok:

a) Pre singularny bod a existuje nenulova vlastna L, = lim Ha) j- 0#£ L, # +o0.

o—at 9@)

b) Pre singularny bod b existuje nenulova vlastna L, = lim ggmg t.j. 0 # Ly # +oo.
r—b~

b
Potom (pokial integraly existuji) plati:® /f(l) de —. <— /g(a:) do —.
Dékaz. ‘ ‘
Vetu dokaZeme pre pripad, Ze plati podmienka a), dokaz pre podmienku b) je analogicky.
Nech a je jediny singularny bod funkcii f a g. Oznac¢me L, = q, g€ R, ¢#0, potom existuje

vlastnd nenulova limita s rovnakym znamienkom L = lim j((w; = %, %ER, %7&0.
r—at

Potom existuje™ c€ (a;b) také, ze na intervale (a;c) st funkcie £, 4 ohrani¢ené a zaporné
(pre ¢ < 0), resp. kladné (pre ¢ > 0).”* Kedze L, = q # 0, musi pre vietky z € (a; ¢) platit
f(x) >0, resp. f(z) < 0. Navyse existuje’ p > 0 tak, Ze pre vietky x € (a;c) plati

(;) < p, P> <4

N
N

—p < ( <p.

Q
\/

(a;c¢) plati —p < ?E;)) < p, t.j. plati

—pf(zx) < g(x) < pf(x) pre f(x) >0, resp. pf(x) < g(x) < —pf(x) pre f(x) <0

67V kazdom intervale leii asponi jedno racionalne a jedno iracionane &islo. Pre kazdé DeD;1y mé f na
kazdom deliacom intervale infimum zhodné s infimom —1/4/z a suprémum zhodné so suprémom 1/+/z.

68To znamena, ze v druhom hrani¢nom bode b, resp. a su funkcie f a g definované.

69Ekvivalencia znamen4, %e oba integraly stucasne konverguji alebo stcasne diverguji do Foco.

"OPre f/g existuje c1 € (a;b) a pre g/ f existuje c2 € (a;b). Staci polozit ¢ = min {c1,c2}.

710hrani¢enost vyplyva z mal: vety 3.2.2 a kladnost, resp. zapornost z mal: désledku 3.2.7.a).

2Pre f/g existuje p1 > 0 a pre g/ f existuje p2 > 0. Sta&i polozit p = min {p1,p2}.

NP_,: Z predchadzajuceho vyplyva, Ze pre vsetky x
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Potom (pokial integraly existuju) na zaklade viet 1.2.36, 1.2.38, 1.2.41 plati:
/f )da — . :>/f )da — . :>:t/pf()dxr—> :>/q(r)d:1:|—>

a

b c b b
Kedze 1ntegrél/ (x) dx je vlastny, plati /g(az) dz + /g(az) dz = /g(m) do —.

PP_: Z predchadzajuceho vyplyva, Ze pre vietky x € (a;¢) plati —p < ! ; < p7 . j. plati
x

(z

g9(a
—pg(z) < f(z) < pg(x) pre g(x) > 0, resp. pg(z) < f(x) < —pg(x) pre g(z) <
Potom analogicky ako v predchadzajucej ¢asti (pokial integraly existuji) platl

/ab()dr% :>/ ) de — . :>:|:/pq()dTr—> :>/f )da — .

Ked7ze integral /f dz je vlastny, plati /f )dx + /f dz = /f de+——. =

Prlkllad 1.2.30.
a)/cotg(\/m2+1—1)dx:oo. b)/ UABT qy = oo.
0 1

Riesenie.
V oboch ¢astiach st splnené predpoklady vety 1.2.43.
a) Oznaéme f(x) = cotg (Va2 +1—1), 2€(0;1), g(z) = & > 0, 2€(0;1).

(E2
Funkcie f, g maja jediny singularny bod 0, st spojité na (0;1), t. j. integraly existuja.
[(z®+1)—1] cos (VxZF1—1)

f@) _ oy ot (AT o?cos (VETFI-1) _ 3
R = vy ST e
Subst.  t=Va24+1-1, t+2=+vVa2+1+1|a—=0"| _ . o o
T @4 - 1= (VP - D)(VaR 1+ 1) = {(t+2) tﬁO*} 7th%l+ “mt(tJrz) cost =121 =2.

1 1 1 1
Ked’ie/ (z )dmf/%: [fﬂ :71+0%:71+oo:oo,potom/f(:c):oo.
0 0 0

0+

b) Oznatme f(z) = ZEL 2 e (1;00), g(z) = L > 0, z€(1;00).
Funkcie f, g maja jediny singularny bod oo, st spojité na (1;00), t. j. integraly existuju.

arctg x
lim % = lim ’fg = lim arctgx = Z.

z—o00 I\& T —00 z T—00 2 ]
1

/g(m)dxz/ d%:[lnxrozlnoo—lnlzoo
1 1 1

Priklad 1.2.31. o0

Pre p > 0 vypocitajte integraly / ol / i—
Riesenie. !

Pre p<1,t.j. 1 —p >0 (obr. 1.2.38 vlavo) plati:

/g—ﬁ :/x*pdx: ””11:: +¢, 2€(0;00),c€R.

1 1 0o 00

dz zt P 1 1 dz ztP 1

= = = — — = — = = =0 — T = Q.
/Ofc!’ |: 1—p:|0 1-p 0 1-p’ /1 xP |: 1—p]1 1-p
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MEEPEE 2«
Obr. 1.2.38:
Priklad 1.2.31

Pre p =1 (obr. 1.2.38 v strede) plati:
1 1 ) [eS)
/%:[lnx} =Inl—In0" = oo, / %:{lnx] =Inoco—Inl = oc.
0 0 1 1

Prep>1,t.j. p—1>0 (obr. 1.2.38 vpravo) plati:

de __ — _ gl _ —1 .
F_/x Pdx = 1—p +6_W+C’ xE(O,oo),ceR.
1 1
de _ —1 -1 -1 =1 _
/(;;EF - [(p—l)xf’_1:|0 — p—1 0ot 7 p-—1 ( OO) = 00,
"4 1 ° 1 1 1 1
dar _ | ___ —1 - =1 =1 _ P S
/1 e |:(P71)$p_1:|1 == i =0t =55-0

1.2.6 Vztah medzi nevlastnymi integralmi a &iselnymi radmi

Nech {a, },~, je realna &iselna postupnost s ¢lenmi a,, € R, n € N. Uvazujme po Castiach
konstantnt funkciu f(z), z € (1;00) definovant predpisom

f(x) = an pre € (n;n+1), neN.

Urcity integral funkcie f na intervale (1;00) predstavuje plochu (obr. 1.2.39), ktora sa
rovna stétu obsahov obdlznikov so zékladiami (n 4+ 1) — n = 1 a vyikami a,,, t. j. plati:

/ f@)dz=a12=1)+a2(3=2) + - +apn+1-1)+--= 3 an.
1 n=1
Z nutnej podmienky konvergencie pre &iselné rady (mal: veta 2.4.1) vyplyva

oo
> ap+—. = lim a, =0.

n=1 n— oo

Pre nevlastné integraly vplyvom hranice plati analogickd nutné podmienka konvergencie.
V niektorych pripadoch dokdZeme vySetrit konvergenciu ¢iselného radu pomocou vhodne
zvoleného nevlastného integralu alebo naopak vysSetrime konvergenciu radu pomocou ne-
vlastného integralu (integralne kritérium 1.2.45).
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Y as an—1 v e = N lim f(z)=q>0
— . —, . \ f@)deer | fa)de> [ Sdr=o00  Jim
=1 7 v Y -

8
3 = f/ \ R
q T

0 2« nel nontl ‘ \ / 1 v 2 ,/;57”,//:;1
A N . WooNAL
ZHLL [@i—aer o= S : \/ W
n=1 LIIILIIIIIIIII I II I I I I 777777

1 1 1 1 1 1 1 1 1 of aV oc E

(o) =Jeet)
k)
Obr. 1.2.39: Vztah Obr. 1.2.40: Neplati nutna F&3
medzi ¢iselnymi radmi podmienka konvergencie j

a nevlastnymi integralmi (poznamka 1.2.25)

Veta 1.2.44 (Nutna podmienka konvergencie nevlastného integralu).
o0

a) Hranica a € R, / f(z)dz —. = lim f(x) =0 (pokial existuje).
a T—r00

b
b) Hranica beR,/ fx)de —. = lim f(x) =0 (pokial existuje).

Tr—r—00
Dokaz.
Dokazeme Cast a), Cast b) sa dokdze analogicky. DokaZeme sporom.
Bez straty na vSeobecnosti moéZzeme predpokladat, Ze oo je jediny singularny bod. Keby
existovali iné singularne body ¢y, ¢, ..., ¢k, k€N, zvolime s€ R, s > max {c1,ca,...,cr}.
KedZe nevlastny integral od a po oo konverguje, na zaklade aditivnosti dostavame

/f dbL—/f dm+/f do —, tj/f do — .

Nech / f(z)dz — a nech existuje hm f(x) =q # 0, g€ R (negacia tvrdenia vety).

Potom (mal: veta 3.2.1 alternativna definicia limity pomocou okoli)” ku ¢ = |%| existuje 0
také, Ze pre vietky x € (d;00) plati |f(z) — q| < e. Staéi zvolit ¢ > max{a,d} a pre viet-
ky @ € (c;00) bude platit |f(z) — ¢| <& = |%|. St dve moZnosti:

1. Ak ¢ > 0, potom |f(x) — q| < £ a plati (obr. 1.2.40)

< flx)—g<d = 0<d=q-3<flx)<q+

S
w|&

c

Ked7ze integral / f(x)dx € R je vlastny, dostaneme na zaklade vety 1.2.41 spor:

/Cmf(w)dx;/cwgdx:[‘g}:o:go_fg_oo tj/f )z = oo
=>/a dx—/f dx+/f dz = 0o

2. Ak ¢ <0, potom|f()fq|<f%, < f(x) —qg< -2

t.j. 2
Potom 3—‘1 =q+ % < f(z) <q—%=1%<0apodobne ako v 1.¢asti dostaneme spor:

/f(x)dxg/ %dw:[%f:%—%:—m — /Oof(w)dw:—oo.l

"3Pre kazdé okolie O, (q) existuje okolie Og(c0) také, ze pre vietky x € Os(0o) plati f(z) € Oc(q).
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Poznamka 1.2.25.
Ak ezistuje hm f(x) #0 (nenulovd), potom/ f(x) dx diverguje (pr. 1.2.32, obr. 1.2.40).

Nevlastny zm‘egml/ f(x) dx méze konvergovat a hm f(x) nemusi existovat (pr. 1.2.53).
x— 00

Priklad 1.2.32. 00
wep s . . P .
Vypocitajte integral /6 % dz.
Riesenie. o
Funkcia f(x) = % je spojita na R, ma jediny singularny bod oo a plati
3 . 2% 3% -z __ ot (2— £2 ms) _ 2—,%_3%3 _ 2—-0-0 _
Jim f(e) = Jim 2eiene = N Sopaoay = m piost = 15650 =2

oo

Neplati nutné podmienka konvergencie (poznamka 1.2.25), t. j. / f(z)da .

6
Navyse (mal: veta 3.2.1 alternativna definicia limity pomocou okoli)™ ku ¢ = 1 existuje &
také, ze pre vSetky x € (0;00) plati | f(x) — 2| < 1. Staci zvolit ¢ > max {d,6} a pre vSetky
z € (c;00) bude platit |f(x) — 2] <1, t.j. 1 < f(x) < 3. Potom (veta 1.2.41) plati

/f dx>/dx— —c-oo,tj/f dx+/f dx—/f )dz = co. m

Priklad 1.2.33. 1 prexe€N
Vypocitajte integral / f(z)dz, ak f(z) = {12 pre .736(1;00) _N.
Riesenie.

Funkcia f m4 jediny singularny bod co. Zvolme I'ubovolne ¢ € (1; 00).
Funkcia f je na (1;€) po castiach spojitd Pre vietky z € (1;€) okrem kone¢ného poétu™
plati f(z) = =5. Potom (veta 1.2.10) f€ Ry, a integral konverguje, pretoze plati

_ (a1 _ 17 _
/f )da = /Pf{fg]l—ngrl.:/lf(x)dmfglirgo[lfg]fl.
Limita lim f (z) neexistuje, pretoze (definicia limity) pre n€ N plati:"®
T o0
{n}>_, — o0, neN. = Jim f(z) = lim f(n)= lim 1=1.
{%}Zozl — 00, 3¢ N. = hm flx) :nh_)rréof(%) = lim %2 = lim % =0.m

n—o0 g n—00

Priklad 1.2.34.

VA vy s . Alv: oodm b Oo(il)Lm+1J dz
ypocitajte integraly: a) ot ) T
Riesenie. - .
Pri vypocte pouzijeme harmonicky Z L = 00 a anharmonicky rad”™” (G2 i 17)1 =In2.
n=1 n=1

74Pre kazdé okolie O, (2) existuje okolie Os(c0) také, Ze pre vietky =€ Os(c0) plati f(x) € O:(2).

75Rovnost neplati v bodoch & € NN (1;¢), ktorych je na kazdom intervale (1;¢) koneny podet. V tychto
bodoch mé f odstranitelna nespojitost.

76Pre dve rozne postupnosti {z,}52 | — 0o majt limity postupnosti {f(zn)}5> ; rozne limity.

77Vid mal: priklad 2.4.5 (harmonicky rad), resp. mal: priklad 2.4.21 (anharmonicky rad).
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1 oo oo
vr7 > /777 o]
777 dz 1 _ 2777 (—n)l=ttdg (G ) 1
777 Tl — - =00 v, 777 — e = =1n2
77 [E] n 2277 z] n
z7741 1 n=1 s777] 1 n=1
1k 7
2 v7747777 % 1 s277]
1 1/7A777 T 1 1 /277
3 zs74777 4 5 % T 3 7777
— P 1
7 R e
1 1 1 7z | n 1 1 P Ba )
" R o e o = Y V777 777 4s—bzz B " *
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1 - 2k
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777
1
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Obr. 1.2.41: Integraly z prikladu 1.2.34

a) Funkcia f(x) = ﬁ, x €(1;00) je po Castiach spojita (obr. 1.2.41 vlavo). Plati

n+1 o pntl o il
n n=1Jn = n
— 1

= n=1
oo

=Y [ (n+1-n)]=3 =0
n=1 n=1
b) Funkcia f(z) = %, x€(1;00) je po Castiach spojita (obr. 1.2.41 vpravo). Plati
') n+1
—1)l=+1] g4g ~1)2dx 3 4o 1)+l g
/(1)md:/(1)1d+/(1)d +/ (1)nd+m
1 1 2 n

+
_ i "+1( 1)n+1dl B i [ yrt .x}n+1: i (—1
n=1 n=1

n n=1 n

=In2.m

Veta 1.2.45 (Integralne kritérium konvergencie ¢iselnych radov).
Funkcia f(x), z € (1; oo) je nerastica, nezaporna oznatme a,, = f(n), n€N.

Potom plati:"® / f(z)de —. — Z Ay, —.

1 n=1
Dékaz.
NP.,: Uvazujme funkciu definovant g(1) = a1, g(x) = an41 pre z€(n;n+ 1), neN.
Funkcia g: (1;00) — R je po Castiach spojita (obr. 1.2.42 vlavo) a plati:
o0 00
/ g(x)de =as+as+as+---+a,+-- = a,.
1 n=2
Pre vetky z € (1;00) plati 0 < g(x) < f(x ) Potom (porovnéwacie kritérium 1.2.41) plati:
/f )da — . :>/ dI—Zan'—> = Zan_a‘1+20n
=2 n=1 n=2
PP : Uvazujme funkciu definovana h(x ) =ay, pre z€(n;n+1), n€N.
Funkcia h: (1;00) — R je po Castiach spojita (obr. 1.2.42 vpravo) a plati:
/ hz)de=a14+as+ag+as+--+an+-= > ay.
n=1
Pre vietky z € (1;00) plati 0 < f(z ) < h(x). Potom (porovnavacie kritérium 1.2.41) plati:

/1/1( )da = Zan»—>. = /jif(x)d:w—).l

78Ekvivalencia znamena, Ze integral a Giselny rad sacasne konverguju alebo stucasne diverguji do +oo.
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Y o0 Y a) 00 oo
ap
(¥)dz —. = > an— >)oan —. = f(z)dz —.
P n=1 a Z az n=1 1
2 2 777 as
a3 a3 77747777 4
ayq Qg a5
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Obr. 1.2.42: Integralne kritérium
konvergencie ¢iselnych radov (veta 1.2.45)

1.2.7 Aplikidcie Riemannovho integralu v geometrii

Z geometrického hladiska predstavuje Riemannov ur¢ity integréal (vlastny i nevlastny)
plochu krivociareho lichobeZnika. To znamené, Ze urc¢ity integral mozeme pouZit na vypocet
obsahov rovinnych dtvarov. Pomocou Riemannovho integralu mézeme vypocitat nielen
obsahy tychto utvarov, ale aj ich obvody, statické momenty, pripadne taziski. TieZz moZeme
vypocitat objemy a povrchy telies, ktoré vzniknu ich rotaciou v priestore.

Obmedzime sa na odvodenie vzorcov pre ohrani¢ené rovinné plochy a ohranicené pries-
torové telesi. Tieto vzorce ostant v platnosti aj pre neohrani¢ené objekty, ale budt mat
tvar nevlastnych integrélov.

Y Y
——
~ /
T T T
0 0

[,

0

Obr. 1.2.43: Priklady kriviek, ktoré nie st funkciami

Vo vSeobecnosti mozeme plochy v rovine ohranic¢it grafmi redlnych funkcii alebo kriv-
kami. Nazorne si mozeme krivku predstavit ako (obvykle spojita) ¢iaru v rovine alebo
v priestore s uréitymi vlastnostami, napr. ako drahu nejakého pohybu hmotného bodu.

Matematicky méZeme krivky v rovine definovat viacerymi sposobmi. Krivky sa definuju
analogicky ako funkcie (mal: str. 73) explicitne, implicitne alebo parametricky. Krivka je
istym rozsirenim pojmu funkcia, lenze pri krivke moze byt jednému vzoru priradenych
viacero (aj nekonefny pocet) obrazov. Formalne predstavuje krivka zjednotenie kone¢ného
alebo nekone¢ného poé¢tu funkcii. Je zrejmé, Ze funkcia je krivkou, ale krivka funkciou byt
nemusi (obr. 1.2.43).

Explicitne krivku f vyjadrujeme ako zjednotenie kone¢ného alebo nekone¢ného poc-
tu (najcastejsie spojitych) funkcii jednej redlnej premennej v tvare

y= f(z),zel, resp.z= f(y),ycJ,

t. j. mnozin bodov {(z; f(x)),x €1}, resp. {(f(y);y),y€J}, kde I,J C R st intervaly.
Implicitne krivku f mozeme vyjadrit ako zjednotenie kone¢ného alebo nekone¢ného
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poc¢tu mnozin bodov
{(a:; y) € R?, F(z,y) = 0, podmienky pre z, resp. y},
kde F: R? — R je funkcia dvoch premennych reprezentujtca vztah medzi = a y = f(x).

Najcastejsie sa krivky reprezentuja v parametrickom tvare. Parametricky krivku f
vyjadrujeme ako zjednotenie koneéného alebo nekone¢ného poc¢tu mnozin bodov v tvare

{(my)eR? x = p(t),y =(t).te T},
kde J je interval, ¢, ¢: J — R st spojité (pomocné) funkcie.

krivka Xa krivka
s nasobnym bodom po Castiach hladka

X,
X, Xu X0 = X,

hladka krivka Xa X35 Jordanova krivka

jednoduché krivka

Obr. 1.2.44: Priklady kriviek v rovine definovanych na intervale J = («; 3)

Aby sme situaciu zbyto¢ne nekomplikovali, budeme predpokladat, Ze krivka f je uréena
parametricky na (jednom) intervale J spojitymi funkciami

x=(t), y=1(t), ted.

Body leziace na krivke f budeme oznadovat X; = (¢(t);4(t)), t € J. Hovorime, e kriv-
ka f sa pretina v bode X; = X,,, ak existuja t1,t2 € J, t; # to take, Ze p(t1) = ¢(t2),
¥(t1) = ¥(ta). Bod Xy, = Xy, nazyvame nasobnym bodom.

Ak sa krivka f nikde nepretina (nemé nasobné body), potom sa nazyva jednoducha
krivka. To znamen4, Ze pre vSetky t1,ta € J, t1 # to plati Xy, # Xy, .

Ak je krivka f definovana na uzavretom intervale J = («a; 8), potom X, = (¢(a); ¥ («))
sa nazyva pociatoény bod a Xz = (¢(8);¥(8)) sa nazyva koncovy bod krivky f.

Krivka f nazyva uzavreta, ak plati X, = Xg. Uzavretd a jednoduché krivka na in-
tervale {(o; 8) sa nazyva jednoducha uzavreta alebo Jordanova krivka.

Krivka f sa nazyva hladka na intervale J, ak derivacie ¢, ¢’ st spojité na intervale J
a pre vietky t€J plati™ |/ (¢)| + |/ (t)| > 0. Hladka krivka mé v kazdom bode doty¢nicu,
pri¢om v krajnych bodoch mé jednostranné doty¢nice.

Krivka f sa nazyva po ¢astiach hladka na intervale .J, ak st funkcie ¢’, ¥’ po Gastiach
spojité na J. To znamena, ak existuje delenie {t;}!" ) € D(a;g), n € N také, Ze krivka f je
hladka na kazdom z podintervalov (t;_1;t;), i =1,2,....,n, a =ty <t; <--- < t, = f.

Po castiach hladké krivka mé doty¢nicu v kazdom bode intervalu J okrem kone¢ného
po¢tu bodov Xy, i =0,1,...,n, v ktorych ma jednostranné doty¢nice.

7 Aspon jedna z derivacii ¢’ (t), ¥’ (t) je nenulova. V krajnych bodoch J myslime jednostranné derivacie.
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Vypocdet obsahu (kvadratara) rovinnej plochy

Obsah rovinnej plochy ohrani¢enej funkciou, resp. krivkou je vzdy kladny. Pre obsah
plochy Py ohranicenej funkciou f € R4y a osou  na intervale (a;b) plati:

b
f(z) >0,z€(a;b). = Pr={(z;y),z€(a;b), O<y<fa;}:/f(m)dx

f(z) >0,z€(a;b). = Pr= Pf—/— dx—/\f )| dz.
Vo vieobecnosti pre f € R4 pre obsah Py (obr. 1.2.45) plati Py = Py = /|f )| da.

RG] M
Obr. 1.2.45: Obsah rovinnej plochy
ohranicenej funkciou f a osou z na (a;b)

Nech f,g€ R(4;)- Oznacme obsah plochy ohranic¢enej funkciami f, g symbolom

Pp_g = {(z;y), € (a;b), min{f(z), g(x)} <y < max{f(x) g(x)}}.

Ak pre vietky z € (a;b) plati 0 < g(z) < f(z), potom (obr. 1.2.46 vlavo)

Pi_g=P;— P, /f dac—/ (z )dx—/ab[f(x)—g(x)] dz.

Ak pre v8etky x € (a; b) plati g(z) < f(z), ale nie 0 < g(x), potom existuje ¢ > 0 take, Ze
pre vietky x € (a; b) bude platit 0 < g(z) + ¢ < f(x) + c. Potom (obr. 1.2.46 v strede)®°

b b
Py = Plyio)—(ose) = / (/@) + ) - (9(z) +¢)] da = / /() - g(x)] de.

a

Vo vSeobecnosti, ak nie je splnena ani podmienka g(x) < f(z) (obr. 1.2.46 vpravo), plati

Py g—PIf Q\—/|f (v)] d.

Predpokladajme, Ze je funkcia f € R,y parametrizovana spojitymi funkciami

xz@(t)v y:w(t)a ted, (118)

kde J je interval s hranicami «, 8, funkcia ¢ je rydzo monoténna na J, a = ¢(«), b = ¢(f5).
Potom ¢ je prostd na J (mal: veta 3.1.5) a existuje inverzna funkcia t = p=!(z): (a;b) — J.

Pre funkciu f plati y = f(x) = 9(t) = 1&(@*1(1’)), x € (a;b). Ak pouZijeme substiticiu
x = ¢(t), potom pre obsah plochy Py ohranicenej funkciou f a osou z plati

Pf—/|f ) = [ S0l /w ) (0) dt.

80Velkost plochy sa nezmeni, iba sa posunie o hodnotu ¢ v kladnom smere osi y.
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( e A
g9(z) < f(z)

) &)
Obr. 1.2.46: Obsah rovinnej plochy
ohrani¢enej funkciami f a g na (a;b)

0<g(z) < flz)

Poznamka 1.2.26.
Ak je funkcia ¢ rastica, potom J = {a; ), ¢'(t) > 0 pre t€J, |¢'(t)] = ¢'(t) a plati
"B

B B 6
pr= [l @a= [ ol o= [ ool
"(t) <0 preted, |¢'(t)] = —¢'(t) a plati
d0ldt = [ o),
JB

Ak je funkcia ¢ klesajica, potom J = (f;a), ¢

0
-8 el o'
&/W@¢MMwa¢mmAwm-

Vo vSeobecnosti, ak je f: x = p(t), y = ¥(t), t€{a; ), a < 8 jednoducha, po Castiach
hladka a uzavreta krivka, potom pre plochu Py ohranicent touto krivkou plati

8 B
Pr= [l lelac= [ oo -0l

y Y (piz01)
! (@1591)
01
T2 0/ ¢1 0
. T !
03 y
(z2;y2), Yo
(02 02)
Ty =QpCO8Py | T1=01COSP
Y2 = 028007 y1=018in ¢y

)
Obr. 1.2.47: Polarny
% stradnicovy systém

Obr. 1.2.48: Krivodiary vysek P Ehggs
a jeho delenie na podvyseky P; &

Niekedy je vyhodnejgie, ked je funkcia, resp. krivka f zadana v polarnych sturadni-
ciach. V tomto pripade budeme predpokladat, Ze f je explicitne vyjadren4 ako zjednotenie
kone¢ného alebo nekone¢ného poc¢tu mnozin bodov v tvare

{(psp)eR? p= f(p)}, resp. {(p3p)ER* 0 = [(p)}.

Medzi kartezianskymi a polarnymi stradnicami (mal: str. 74, pr. 2.1.3) platia vztahy

r=pcosp, y=psing, p=+/r2+y2 >0, r,yeR, pe(0;00), pER.
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Ak je krivka f v polarnych sturadniciach definovana na intervale J vztahom p = f(ip),
p € J, potom ju mdZeme vyjadrit v kartezianskych stradniciach v parametrickom tvare
rovnicami x = f(p) - cosg, y = f(p) - sinp, ¢ J (obr. 1.2.47).

Nech p = f(p) >0, pe{a; 8), 0 < a < § < 27 je po Castiach spojita funkcia. Plochu
ohrani¢ent polpriamkami ¢ = «, ¢ = 8 a funkciou f (obr. 1.2.48 vlavo), t. j. mnozinu

Py ={(z;y)€R?,x = pcosp,y = psing, p€(a; 8),0< p < f(p) }

nazyvame krivociary vysek uréeny funkciou f a polpriamkami ¢ = «, ¢ = .

Ozna¢me D = {¢;};_ € D(a;p), n € N delenie intervalu (a; ). Delenie D rozdeli kri-
vociary vysek Py na n krivociarych ¢iastkovych vysekov P;, i = 1,2,...,n ohrani¢enych
polpriamkami ¢ = ¢;_1, ¢ = ¢;. Ak oznac¢ime

m; = min {f(p), pE€(pi—1; i)}, Mi =max{f(¢),p€(pi-1;9i)}, i=1,2,...,n
potom kazda z ploch P; modZeme odhadnut zdola a zhora kruhovymi vysekmi s polo-
mermi m;, M; a stredovym uhlom Ap; = ¢; — p;—1 (obr. 1.2.48 vpravo). Plati

2 2
m;Ap; _ Agp; 2 ) Ap; 2 _ M;Ap;
S =5 mmp <P <SP M = =

Kruh s polomerom 7 > 0 ma obsah 7r? a zodpoveda stredovému uhlu 27. Obsah

kruhového vyseku rovnakého polomeru 7 so_stredovym uhlom ¢ € (0;2m) tvorf = Casti

obsahu kruhu, t. j. ma hodnotu £ - mp* = e 5= Pre plochu Py potom plati odhad
n
m2Ap;
1Sp(/2,D) = § Y mi A = 3 i
=

i=1
< Py < Z M Z M?Ag; = L8u(f%, D),
Odhad tvoria dolné a horné mtegralne sucty funkcie f2. Funkc1a f je po castiach spojita
na (a; 3), t. j. f€ Rqpy. Potom aj f? € R(a,py a plati
Py = 5sup {Sp(f?, D), DEDiayp) } 8
= 1inf {Su(f% D),DEDjap) } = %/ﬂ(@) de.  (1.19)
Priklad 1.2.35.
a) Pre obsah plochy P ohranicenej funkciou y = sinz, x € (0; 27) a osou x plati:
2 2
P, = / sinzdz = [—cosx} = —cos2m +cos0=—-1+4+1=0. &
0 0
Vysledok je na prvy pohlad nespréavny, pretoZe plocha urcite nie je nulova. To znamené,

Ze aj postup je nespravny (obr. 1.2.49 vlavo).
Musime integrovat y = |sin | (obr. 1.2.49 v strede), pretoZe pre x € (m; 2m) plati sinx < 0.

2 T 27 T o
P :/ |sin z| dz = / sinxdx+/ (—sinz)dx = [—cosx}o + {COSZE}
0 0 T

™

= [— cos7r+cosO] + [cos27r —cosw] = [—(—1) + 1] + [1 — (—1)} =4.

b) Pre obsah uzavretej plochy P ohranicenej funkciami y = sinz a y = cosx na intervale
x € (0;27) plati (obr. 1.2.49 vpravo):

: sz
P:/ [cosz —sinz] dz = [sinx—i—cosx}: = [2? —2-(—?)} =2V/2.

. 4 . L .. 5 e .
Na intervale (0;27) sa funkcie pretinaju v bodoch 7 a 2F, pricom sin § = cos § = g,
. 5 . . v P - . . . 2
sin %ﬂ = cos %’r = —g. Mimo <§; %) nie je plocha ohrani¢né tymito funkciami uzavreté. m
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Obr. 1.2.49: Plochy z prikladu 1.2.35

Priklad 1.2.36.
Odvodte vzorec pre obsah P kruhu s polomerom r > 0.

Riesente.
Explicite je kruh s polomerom r ohrani¢eny funkciami fy(x) = £vr2 — a2, © € (—r;7r).
Pre obsah P plati (obr. 1.2.50 vlavo):

P:/[ 7”2—.’E2—( 2—x2 x—2/\/ —x2d1'_[Pr1133st129]

Lj—x} —2. (2. T 40-2 . F 0] =2

2
=92.| z
2 |: 2 arcsin po L4+ 3

-

Parametricky je kruh s polomerom 7 ohrani¢eny jednoduchou uzavretou krivkou uréenou
rovnicami & = r cost, y = rsint, t € (0; 27w). Pre obsah kruhu plati (obr. 1.2.50 v strede):

27 , o o
P:/ |rcost~ (rsint) |dt:/ |T2c082t|dt:r2/ cos?tdt
0 0 0

. 2m
r2 é+*s‘12t}o = [F+0-0-0] =m.

—

= [Pr. 1.1.45, str. 36 } =

V polarnych suradniciach je kruh s polomerom r ohrani¢eny konstantnou funkciou f: p = r,
©€/(0;27) a pre jeho obsah na zaklade vztahu (1.19) plati (obr. 1.2.50 vpravo):

2m 5 2m 5 2m 2
P:%/ TQdSOZ% d(p:%~|:gp:|0 :%-277:7r7"2.l
0 0

fo(w) = V2 — a2, we(—r;r) f:x=cost,y=sint, te(0;2r) f:o=r, pc(0;2m)

Y
P =2P, f+
—r 0| Pa \r T —7‘ 7f m

filx) =Vr2—a? ze(-rr) f: 1—cost y =sint, te(O T fro=r, 0e(0;m)

Y Y
P=4r, TNV = f
3
ol Ps \r =z 0] Ps\\r =z 0 a r o
T

(@) =2 =22, ze(0;r) frao=cost,y=sint, te(0;5) fro=71,0c(0;%)

%@

+

.

Obr. 1.2.50: Odvodenie vzorca P = 7r? pre obsah kruhu (P = 2P; = 4P;)



114 beerb@frcatel.fri.uniza.sk & https://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

Poznamka 1.2.27.
Obsah kruhu P moéZeme vypocitat aj ako dvojndsobok polkruhu (obr. 1.2.50 druhy riadok),
resp. ako Stvorndsobok sturtkruhu (obr. 1.2.50 spodny riadok). Plati

fQPde/ vre —zx (11*2/

0

" T

cos?tdt =2- / r2de,
0

M:
[3

N

resp. Pf4Pf4/\/ 77‘2(1’1‘*4/ cos?tdt =4 -

"2
/ r2dep.
0

Vypocdet objemu (kubatura) rotaéného telesa — rotacia okolo osi x

Nech f(x), z € (a;b) je po Castiach spojita funkcia, t. j. f € Rq;). Krivociary lichobeznik
urceny funkciou f a intervalom (a;b) lezi v rovine xy. Ak ho nechame rotovat okolo osi x,
vznikne rotacné teleso v priestore zyz. Je zrejmé, Ze nezalezi na tom, ¢ je funkcia f
kladna alebo zaporna (obr. 1.2.51). Pri rotéacii funkcii f, —f a |f| vznikne rovnakeé teleso.
Funkcia f sa nazyva tvoriaca krivka telesa. Ozna¢me symbolom V,, objem tohto telesa.

Uvazujme D = {x;};_ € D4y, n€N delenie intervalu (a;b). Oznacme

m; = min{|f(x)|,z € (x;—1;2:)}, M; = max{|f(z)|,x€{xi—1;2:)}, i=1,2,...,n

Dalej ozna¢me V;, i = 1,2, ...,n objemy telies, ktoré vznikni rotaciou ¢asti funkcie f
na (z;_1;x;) okolo osi z. Potom pre vSetky = € (x;_1; ;) plati m; < |f(x)] < M;.

Kazdy z objemov V; je zdola ohrani¢eny objemom rota¢ného valca s vyskou Az; a polo-
merom podstavy m; a zhora ohrani¢eny objemom rota¢ného valca s rovnakou vyskou Ax;,
ale polomerom podstavy M;, t. j. plati 7m?Ax; <V; < tM2Ax; (obr. 1.2.51 vpravo)

Pre objem telesa V, potom plati

7Sp(f3, D) =7 miAz; = Y mm?Ax;
i=1 i=1

<V < Y mMZAz; =7 Y, M?Az; = nSu(f?, D).
i=1 i=1
Odhad tvoria dolné a horné integralne sucty funkcie |f |2 = f2. Funkcia f je po &astiach
spojité na (a;b), t. j. f € Rqp). Potom aj f2€ R,y a plati

Ve :7T~Sup{SD(f2,D),D€©(a;b>} b
=7 -inf {Su(f?, D), DEDap)} = W/fQ(a:) dz. (1.20)

Nech f € R,y je parametrizovana spojitymi funkciami®! o(t), y =(t), teJ, kde
interval J ma hranice «, (3, funkcia ¢ je rydzo monotoénna na J a = p(a), b= ¢(B). Potom
¢ je prosta na J (mal: veta 3.1.5) a existuje inverzna funkcia t = ¢~ 1(x): (a;b) — J.

Pre funkciu f plati y = f(x) = 9(t) = w(@*l( )), x € (a;b). Ak pouZijeme substiticiu
x = @(t), potom pre objem rotaéného telesa V, plati

—7T/f2 dLL’— Subst. 7_99)<df07 «) —7r/1b2 /

de =

81 Ako vo vztahu (1.18).
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Y amiAx; <V, <wMPAx; Vi, Vi m; f

m; Y- m;

HEERE E]II II- I )

Obr. 1.2.51: Objem rota¢ného telesa
vzniknutého rotéaciou funkcie f okolo osi x

Poznamka 1.2.28.
Ak je funkcia ¢ rastica, potom J = {a; /3) O'(t) >0 preted, |(t) = ¢ (t) a plati

—7T/’¢’ dt—7r/ 2(t) |/ (t dt—7r/‘u

Ak je funkcia ¢ klesajica, potom J = (B;a), ¢'(t) <0 preted, |¢'(t)] = —¢'(t) a plati

B «
V, = w/ V2(t)' (t) dt = —7 gq/ﬂ(t) @' (t)dt = 7r/ 2(t) | (t)| dt = 7r/ |12 )| dt.

Vo v8eobecnosti, ak je funkcia f parametricky definovana vztahmi x = ¢(t), y = ¥(t),
te{a; B), a < B, potom pre objem rotacného telesa V, (okolo osi z) plati

B B
V= / B2 |9(1)]dt =7 / ()¢ ()] dt.

Nech 0 < o < 8 < 7. V polarnych suradniciach definovani funkciu p = f(p), p € {a; B3)
mozeme do kartezianskych siradnic parametrizovat rovnicami x = pcosy = f(p) cos @,
y = psinp = f(p)siny, g € (a; 8). Ak v kartezianskom systéme uvedené rovnice vyjadruju
funkciu, potom v zmysle predchadzajucich tvah pre objem rotacného telesa V. rotujiceho
okolo osi z, t. j. okolo polarnej osi o plati®?

V, = 7r/ () sin® o (f (e c0s<p)/| do, (1.21)

pri¢om pre derivaciu plati (f(¢) cos g@) = f'(¢) cosp — f(p)singp.
Existuje jednoduchsi vzorec pre objem rota¢ného telesa v polarnych stradniciach (vid

napr. [14]). Objem rota¢ného telesa (obr. 1.2.52), ktoré rotaciou okolo polarnej poloosi
(0si) o vytvori krivociary vysek Py = {(¢;p) € (a; B) x (0;00),0 < p < f(¢)} uréeny funk-
ciou f: p= f(p) >0, p€{;B), 0 < a <P <7 a polpriamkami ¢ = o, ¢ = 3 je

B
Ve = %’r/ 3(p) - sinp de. (1.22)

Priklad 1.2.37.
Odvod'te vzorec pre objem V gule G s polomerom r > 0 (obr. 1.2.53).

82 Ak funkciu nevyjadruji, musime krivku rozlozit na jednotlivé funkcie a objemy jednotlivych rotaénych
telies vhodne pripoéitavat alebo odpoé&itavat podla tvaru krivky, resp. vzniknuvsieho rota¢ného telesa.
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Riesente.
Gula G vznikne rotaciou polkruznice (obr. 1.2.50 prostredny riadok).
Explicitne vznikne G rotaciou polkruznice f(x) = V1% — 22, x € (—r;r) okolo osi z. Plati

T T . r .
f(x)de = 7r/ (r? —2?)dx = 71'[7“% - %}_T =7[r®— % +73 - g] = s
—r —r
Najprv vypocitame pomocny integral, ktory budeme potrebovat pri dalsich vypoctoch.
Pre vietky x € R plati sin® x = (1 — cos? ) sinz = sinx — cos?  sin z. Potom

/Sin3xdx:/sinxdx—f—/(—0052w~sinx)dx:®+®®:2—%:%,
0 0 0

kde ®:/sinxdx: {—cosx}z = [—cosm+cos0] = [—(-1)+1] =2
0

cos0=1 _ 2 _ |® —_ [=1 _ ——
cosw:—l]_/lvdv_{?)}l _[3 }_

V parametrickom tvare vznikne G rotaciou polkruznice f: @ = rcost, y = rsint, t € (0; 7).
Pre t = 0 dostaneme x =7, y = 0 a pre t = 7 dostaneme = = —r, y = 0. To znamena, ze

0 0
V= 7r/(1"singp)2 “(reose) dp = 71'/1"2 sin? ¢ - (—rsin p) de
T T 0 T
= —7rr3/ sin® p dp = 71'7"3/ sin® o dp = %7‘(‘7"3.
™ 0
Ak uvazime poznamku 1.2.28 a Ze pre t € (0; 7) plati rsint > 0, potom

T s T
V= 77/ (rsint)? - |(rcost)'|dt = 7T/7“28in2t - |—rsint|dt = 7rr3/ sin®tdt = v
0 0 0

Subst. v = cosz

W=
win

@@z[

dv = —sinzdz

V polarnom systéme vznikne gula G rotaciou polkruZnice f: p = f(p) = r, p€(0;7), t. j.
konstantnej funkcie. V tomto pripade moZeme pouzit oba vzorce na vypocet objemu.3
KedZe sinp > 0 pre p€ (0;71), potom podl'a prvého vzorca (1.21) plati®*

V= 7r/0 72 sin? <p|(7" cos go)’| dyp = 7r/0 2 sin? @| —7 sin go| dyp = 777'3/0 sin® pdyp = %m‘g.
Podla druhého vzorca (1.22) pre objem gule plati

s
VZZ:?/?" sin g dp = ZFr 3/Slntpd<p—2” S.@=2p3.2=4r3 m
0 0

Priklad 1.2.38.
Uréte objem rotacného kuzela s polomerom podstavy r > 0 a vyskou h > 0.

Riesenie.
Dany kuZel vznikne rotéciou trojuholnika s vrcholmi (0;0), (h;0), ( r), t. j. usecky spé-
jajtcej body (h;0), (0;7) okolo osi z. Usetka ma rovnicu fi(z) = r — fa = £(h — ),
x€(0;h) a pre objem kuzela plati (obr. 1.2.54 vlavo)
h h
= 7r/ [F(h—2)]" do = 22 | (z— h)*de = 357 [ &0 }0 ml [0 — =22] = Lar2p,
0 0

83Krivodiary lichobeznik z kartezianskeho systému pre vzorec (1.21) je identicky s krivodiarym vysekom
z polarneho systému pre vzorec (1.22).
84Dostali sme identicky integral ako pri parametrickom tvare polkruznice.
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Iné riesene.
Dany kuzel vznikne taktieZ rotaciou trojuholnika s vrcholmi (0; 0), (h; 0), (h;7), t. j. Gsecky
fa(w) = jx, x€(0; h) spajajtcej body (0;0), (h;r) okolo osi x. Potom (obr. 1.2.54 vpravo)

h h h
2 2 2 3 2 3
Ve [Tal*de =5 (oo = 52 [5]) = 24 ~ 0] = bmr?h.m
0 0

Poznamka 1.2.29.

Analytickd rovnicu priamky p, ktord prechddza réznymi bodmi A = (ag;ay), B = (by;by),
urcéime jednoducho. Pre a, = b, priamka p nie je funkcia a md rovnicu x = ay..

Pre a, # b, je priamka p grafom linedrnej funkcie s rovnicou y = ax + 3. Koeficienty «, 5
musime vypocitat. KedZe body A, B leZia na p, plati

by—ay

by—ag

by = ab, + B, } = by, —a,=ab, —aa; =alby —a,;). = a=

— by —a, by (by—az)—(by— b, 1y U — g b
(lyf()é(l;,;‘Fﬁ. — /3:[)1/— éyizzbw _ by (be—az)—(by—ay)ba — aybo—aasby

by —ag by —ag

ayby—a.by TER

by—ay
—Lr + .
by—ay 7

Pre a, # b, je priamka potom uréend rovnicou p: y = T—

p=fp), (s B) C (0;2m)

e G e

fil@) = — Za, e (0;h) falw) = £, we (0;h)

Obr. 1.2.52:
¢ Rotujuci vysek

Obr. 1.2.53: Obr. 1.2.54: Objem
Objem gule rota¢ného kuzela

Priklad 1.2.39.

Vypoéitajte objem V anuloidu®® s polomermi d =7, d > r > 0 (obr. 1.2.55).

Riesenie.

Anuloid vznikne rotaciou kruhu s polomerom r > 0 okolo priamky vzdialenej od jej stredu

o hodnotu d > r. Jeho objem vypocitame ako rozdiel objemov telies, ktoré vzniknu rota-
ciami polkruznic fi(z) =d £ vr? — a2 >0, x €(—r;r) okolo osi z. Plati

V=m 7f_2|r(x)dx—7r 7f3(:£)dx:7r/7 [fi(z) — f2(x)] d=
:ﬂ/r[(duzdmﬂtxz) (- 20T =P 1% — a?)] da

r r
= 47rd/ V2 —22dx = [PL 1.1.33, str. 29] = 47rd{§ arcsin £ + ””7”;_9”2}

r T
2

—4md[Z T 40— 2 2F 0] = 4nd - T = 27%dr. m
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Y 4 Y A, Ao
] , 3 ,/I
. L 5| B ‘5\,/ 1' —
J/ ¥ “I
-1 [ 3
7/,1' /1 5 !
~ 3\ YBL
fe(@) = V2 =22 ze(—rr) - llJl = :)'
(=)l ()
Obr. 1.2.55: Anuloid Obr. 1.2.56: Rotujuci Ei
(priklady 1.2.39, 1.2.48) trojuholnik (priklad 1.2.40)

Priklad 1.2.40.

Vypocitajte objem V rota¢ného telesa, ktoré vznikne rotéciou plochy trojuholnika s vr-
cholmi A = (0;2), B = (2;1), C = (1;3) okolo priamky p: x = 4.

Riesenie.

Uvedené rotac¢né teleso je identické s telesom, ktoré vznikne rotaciou otoc¢eného trojuhol-
nika (o uhol 7/2) s vrcholmi A, = (2;4), B, = (1;2), C, = (3;3) okolo osi x (obr. 1.2.56).
Usecka spajajica priamo vrcholy B,C, je funkcia, oznaéme ju f. Krivka spajajica vrcholy
B,A,C, sa skladéa z dvoch tuseciek a je funkcia, oznac¢me ju g. Plati

g1(x) =22  pre z€(1;2) (asecka B,A,),

g2(x) = 6 —x pre z€(2;3) (tsectka A,C,).

Kedze g3(z) = (6 — x)? = (x — 6)2, potom pre objem hl'adaného rota¢ného telesa plati:
3 3 2 3 3
V= 7'('/92(3?)(11‘ - 7r/f2(a:)dx = W/g%(ﬂ?) dz +7r/g%(m)dx - W/fz(l‘) dz
1 1 1 2 1

2 3 3,
:71'/4l’2dx+ﬂ'/(f£76)2(1’,8771'/@(1:6
1 2 1

2 3 3
_ o fae (@-6)° (2+3)°
=[] el -

fry=232e(1;3), g:y= {

32—-4 4 —27+64 216—64] = Or.

:W[ 3 3 12

1
Iné riesenze.

Objem hladaného rotacného telesa vypoéitame pomocou parametrickych tvarov funkcii.
Pre g1: B, + (Ao - Bo)ta g2: A, + (Co - Ao)ta f: Bo+ (Co - Bo)tv te <07 1> plati:

gr:xi(t) =1+t yi(t)=2+2t. = 21(t) =1, yi(t) = 4(t + 1)2
g2 a(t) =2+1t, yolt) =4—t. = ah(t) =1, y3
frapt) =142t y;(t) =2+t. = 24(t) =2, y7

85 Anuloid je teleso, ktoré ma, tvar plavacieho kolesa pre deti, resp. duse na bicykel.
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Pre objem hladaného rotacného telesa plati:
1 1 1
V= w/y%(t):c’l(t) dt + w/y%(t)xg(t) dt — w/y]%(t)x’f(t) dt
0 0 0

1
_ [Intcgrandy mozeme dat] _ 7T/ [4(15 + 1)2 + (t _ 4)2 4 2(15 + 2)2] dt
0

pod spolo¢ny integral.

=97. m

__[a0+0)? | @=0® 2042t | (481 | _ovie4 _ 2(27-8)
_77{3+3_3}0_7T[3+3+_3}

Poznamka 1.2.30.
Usecka p spdjajica dva rozne body A = (ay;ay), B = (by;by), md parametrické vyjadrenie

A+ (B—=A)t, te(0;1), t j. x=a,+ (by —ax)t,y=ay, + (by —ay)t, t€(0;1).

Pre t€ R dostaneme priamku spdjajicu body A a B.

Vypocet objemu rotaéného telesa — rotacia okolo osi y

Nech f(z), z€(a;b), 0 < a < b je po Castiach spojita funkcia, t. j. f € R4;p). Krivociary
lichobeznik uréeny funkciou f a intervalom (a; by lezi v rovine zy (v polrovine z > 0). Ak ho
nechame rotovat okolo osi y, vznikne v priestore xyz rotacné teleso (obr. 1.2.57). Ozna¢me
symbolom V,, objem tohto telesa.

Uvazujme D = {x;};_ € Da;p), n€N delenie intervalu (a;b). Oznacme

m; = min{|f(x)],z€(xi—1;2:)}, M; = max{|f(z)|,x€(®wi—1;24)}, 1=1,2,...,n.

Dalej ozna¢me V;, i = 1,2,...,n objemy telies, ktoré vzniknt rotaciou f, (xi—1;24)
okolo osi y. Potom pre vietky x € (x;_1;x;) plati m; < |f(z)| < M,. Teleso s identickym
objemom V; vznikne taktieZ rotaciou funkcie — f, resp. |f|, € (x;_1; x;) okolo osi y.

Kazdy z objemov V; mozeme ohrani¢it zdola a zhora objemami medzivalci®® s vys-
kami m; a M; so zhodnymi polomermi podstév x;_1 a x;, t. j. plati

2

m(x? — 22 ) )m; = mxim; — a2 m; <V, < mxiM; — nxi (M; = w(2? — 2?2 ) M;.
Kedze pre vsetky i = 1,2,...,n plati
0< w1 <my, z2—a? =z +zi1)(xi—2i—1)=(vi+3i_1)Am;,
pre objemy V;, i = 1,2, ..., n plati odhad
2z Axym; < w(x; + xi—1)Axym; <V < w(x; + xi—1) Az M; < 2mx; Az M.
Pre objem telesa V,, potom plati

2 Sp(x |fl, D) = 7 3 ziimiAz; <V, < 210 S a2, MiAzi = 278 (x| f], D).

=1 =1
Odhad tvoria dolné a horné integralne sucty funkcie z | f|. Identita y = x je spojita a f je
po Castiach spojita na (a;b), t. j. x, f € Riap). Potom aj |f|,z|f| € R(auy a plati
V,, =2m -sup {Sp(z|f], D), D €D } b
=2r -inf {Su(z|f|,D),DEDyupy } = 27r/:r |f(z)|dx. (1.23)



120 beerb@frcatel.fri.uniza.sk & https://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

.l-ll (=)l R e
Obr. 1.2.57: Objem rota¢ného telesa
vzniknutého rotéaciou funkcie f okolo osi y

Nech f € R4 je parametrizovand spojitymi funkciami®” @ = ¢(t) > 0, y = (t), t J,
kde interval J mé4 hranice «, 3, funkcia ¢ je rydzo monoténna na J, a = ¢(«), b = ¢(5).
Potom ¢ je prosta na J (mal: veta 3.1.5) a existuje inverzna funkcia t = ¢~ 1(z): {(a;b) — J.

Pre funkciu f plati y = f(x) = 9(t) = w(gofl(x)), x € (a; b). Ak pouZijeme substiticiu
z = ¢(t) a dosadime do vztahu (1.23), potom pre objem rota¢ného telesa Vj, plati

b B
Vy = 27r/m [Fl@)lda =[St o0l ] 27r/ (1) [ ()] ' (1) dt

do = ¢'(t)dt
Poznamka 1.2.31.
Ak je funkcia ¢ rastica, potom J = {a; ), ¢'(t) > 0 pre t€J, | (t)] = ¢'(t) a plati
8 B

V, =2 [ e o] ¢ @) d =2 [ o0 (o) \su<>|dff27r/ w Yb(E)e! (1) dt.

Ak je funkcia ¢ klesajica, potom J 'l (Bya), @' (t) <0 preted, | (t) = —¢'(t) a plati
B el

¥, = 2x [ o0 0] 90t = =27 [ (o) [0(0)] /(1) = 2n [ Tl 0)] e
Ja Js i

Vseobecne, ak je funkcia f v parametrickm tvare definovana vztahmi x = ¢(t) > 0,
y=(t), te{a; B), a < B, potom pre obJem rota¢ného telesa V,, (okolo osi y) plati
B

V, = 2r / () [9(0)] @' (1) dt = 2 / () [ (D) ()] dt = 2 / (1)) (1)) dt.

Priklad 1.2.41.
Odvod'te vzorec pre objem V gule G s polomerom r > 0 (vid priklad 1.2.37).
Riesenie.
Objem gule s polomerom 7 > 0 mézeme vypocitat ako dvojnasobok objemu polgule, ktora
vznikne rotéciou strtkruznice fy(z) = vr? — 22, x€(0;7r) okolo osi y (obr. 1.2.58 vlavo).
Pre objem V gule plati

V=2 277/ [fs(x) \dx—4w/xm¢v—[Subsm:ﬂ_‘@ v=0

t=r?

z € (0;7)

dt = —2xdx | t€(0;r?

z=7
‘o]
2 5 ’r2
:—271/\/Zdt:27r/t§dt:27r[%} =3n[(r )%—O]—g
r2 0 20

86Medzivalcie je utvar v priestore, ktory vznikne medzi dvomi valcami s rovnakymi vyskami, ktorych
podstavy tvoria sustredné kruhy.
87 Analogicky ako vo vztahu (1.18).

3
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Stvrtkruznica f, ma parametricky tvar z = rcost > 0, y = rsint, te 0;%).
Pre { = 0 dostaneme x =7, y = 0 a pre ¢t = 5 dostaneme x = 0, y = r. To znamena, Ze

0 0
V= 2~27r/rcost-rsint- (rcost) dt :47rr2/ cost -sint - (—rsint)dt

™

2 0 s 2

2 .

) . Subst. u = sint|t€(0;T) [ =0,u =0
— _ 473 [ cost sintdt = 43 [ cost sin?tdt = | SUPstu=sint | te(0:3) ¢

x 0 du = costdt|ue(0;1) [t =5, u=1

2

1 1
= 47r7"3/u2 du = 473 [%] = 4qr3 [% — 0} = 273,
0 0

Ak uvazime poznamku 1.2.31 a Ze pre vSetky t € (0;7) plati @ = rcost > 0, rsint > 0
a pre derivaciu plati |(r cost)’| = |—rsint| = rsin¢, potom

™

3 3
V:2-27r/ rcost-|rsint~(rcost)/|dt:47rr3/ cost~sin2tdt=§7rr3.
0 0

Pri rotacii polkruznice f,: x = rcost, y = rsint, t € (—3; §) vznikne gula G (obr. 1.2.58
vpravo). Aj ked f, nie je funkcia, mézeme pouzit predchadzajtci vzorec. Plati

3 3 .
V:27r/ 7‘cost~|rsint~(rcost)/|dt:27rr3/ Cost-sin2tdt:[ cost -sin’f ]

je parna funkcia.

jus
2

[ME]

Z 5
= 2-27rr3/ cost - sin? t dt :47rr3/ cost -sin®tdt = %Wrs. ]
0 0

7 \ b g
/i Y I
\‘| ) P \\\ \‘ "i f2
= =0 === €@ \ ‘l 1
= =7 T N
’ i z
/I \“" I/
—Off =< T
fu(@) = VP =7, ze (0i7) T emm - > =i —=
few=rcost,y=rsint, te(0;5) fp: & =rcost, y=rsint, 2 f1<,r):h—]r—'ar,m€<0;r> f«z('r):%'r ze(0;r)
=) B0
Obr. 1.2.58: Obr. 1.2.59:
Objem gule Objem kuzel'a

Priklad 1.2.42.

Rotaény kuzel s polomerom podstavy r > 0 a vyS8kou h > 0 vznikne rotéciou trojuholnika
s vrcholmi (0;0), (r;0), (0;h), t. j. usecky fi(z) = h— 2z = 2(r —2), 2€(0;r) okolo osi y
(obr. 1.2.59 vlIavo).®® Pre jeho objem plati

T

V1:27r/m’%(r—x)’dx: et :c(r—x)dx:@/(xr—ﬁ)dx
0 0 0

2 31" 2. 53717 3 5.3
__ 2mh |z%r _ z° __ 2mwh | 3x“r—2x __ 2mh [ST 2r° 0] _ 171'7“2]1
o 2 3 O_ r 6 0_ r 6 - 3 :

88Kuzel vznikne rotaciou iného trojuholnika (0;0), (k;0), (0;7) okolo osi = (vid priklad 1.2.38).
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Ak nechame rotovat okolo osi y zhodny trojuholnik s vrcholmi (0;0), (r;0), (r;h), t
tsecku fo(z) = %x, x € (0;7), nedostaneme kuzel, ale valec z vyrezanym kuzelom v jeho
vaatri (obr. 1.2.59 vpravo). Pre jeho objem plati
h T o
Va :27T/x|%x|dx= @/ﬁdxz M[L;} = Q’Th[%—O] = Z71r2h.
0 0 0

T T

Telesa z prvej a z druhej casti prikladu st doplnkové do rota¢ného valca s rovnakym
polomerom podstavy r a rovnakou vygkou h, ktorého objem je V =nr?h =V, + V5. m

Priklad 1.2.43.
Pre objem telesa V', ktoré vznikne rotaciou krivo¢iareho lichobeznika ur¢eného tseckou
fry=2—ux, 2€(0;4) okolo osi y (obr. 1.2.60) plati

4 2 4
V:27T/x|2—ac|dx:27T/m(2—x)dx+27r/x(x—2)dx
0 0 2

2 4 2 4
:27T/(2x—x2)d33+27r/($2—2m)dx=27r[9c2—I—;} —1—277[9”3—3—362]
0 2 0 2

=2r[4—8—0] +2n[8 —16 — 8 +4] =27 [1278 4 56236) — o7 . 2 — 167. m

< Y - v fx
I
1 It
——a 7
<\ 71
\\ 1
4 W/ L o L1 >
‘ —=" |5
. v T >1 — ~
YV \
P AN folw) =22, 2€(0;1) B \
i £,0) = vt ye (0:1) ! fo
fy (@) =V, 2e(0;1)
EE =6
Obr. 1.2.60: Obr. 1.2.61:

Priklad 1.2.43 Priklad 1.2.44

Poznamka 1.2.32.
Objem telesa z prikladu 1.2.43 (obr. 1.2.60) méZeme vypocitat priamo pomocou geomet-
rickych vzorcov. Teleso sa skladd z kuZela K1 v hornej éasti a v dolnej éasti z valca C
s chybajicou éastou vo vnitri v tvare zrezaného kuzZela.
Kuzel K1 md polomer podstavy r1 = 2 a vijsku hy = 2, jeho objem je Vj, = 2252” = %ﬂ.
Pre objem V; dolného telesa C plati Vy =V, — V), = 32w — 56—” = 9‘;” — 567” = 407“.

Valec z telesa C' ' ma polomer podstavy r, = 4, vysku h, = 2 a objem V, = 4221 = 327.

Zdkladom zrezaného kuZela je kuZel Ko s polomerom podstavy ro = 4, vijskou hy = 4

a objemom Vy = 4254” = 647”. Odrezangj z neho jeho kuzel Ky s objemom V.
Objem zrezaného kuZela sa potom rovnd Vi, = Vg — Vi = 647” — & 56{
Objem daného rotacného telesa je V="V, + Vy = £ + 40—” = 487 — 167,

3
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Priklad 1.2.44.

Urcte objem telesa V, ktoré vznikne rotaciou plochy ohranicenej krivkami f, a f, okolo
osi y, pritom f,: y=2? x€Ra f,: x =y yeR.

Riesente.

Krivky f; a f, sa pretinaja (obr. 1.2.61) v bodoch (0;0), (1;1).

Krivka f,(z) = 2%, 2€(0;1) je prosta funkcia. Krivka f,(y) = y?, y€(0;1) je tiez prosta
funkcia a moézeme ju vyjadrit v tvare inverznej funkcie fy’l(x) =z = z2, z€ (0;1).
Kedze f, ' (z) > fs(z) > 0 pre 2€(0;1), potom pre objem V' (obr. 1.2.61 vlavo) plati:

1 1 1 1
V:27r/a:|fy_1(a:)|dm—277/:(:|fx(a:)|dx=ZW/x-x%dx—Qﬂ/x-xde
0 0 0 0

1 1
:27r/(x% fx?’)d:c:27r{””§ 7%}0:27([%7%70} =27 - 82_05 = %’/T.
0 2

wjen

Iné riesenze.
Ak bude dana plocha rotovat okolo osi « (obr. 1.2.61 vpravo), vznikne identické teleso, ale
ina¢ orientované v priestore. Pre jeho objem plati

V:w/ol(fy1)2(x)dx—7r/01f3(x)dx:w/ol(x%)Z’dx—w/ol(ﬁ)?dm
:W/Ol(m_f)dxzw{m;_r;}

_ol=q.5=2_3
0]—71’ o = 17 W

Vypoéet dizky krivky (rektifikacia krivky)

Uvazujme parametricky vyjadrent krivku f: x = ¢(t), y = ¥(t), t € (o; 8) v rovine.
Nech D = {t;};, € Diaspy, @ = tg <t < --- < t, = B, n € N je lubovolné delenie
intervalu (a; ). Oznatme X; = (o(t;);¢¥(t;)), i = 0,1,2,...,n prislusné body leziace na
krivke f, ozna¢me d; = ‘XtFlXti ,i=1,2,...,n dizky tse¢iek spajajicich body Xy, ,
a Xy, a ozna¢me symbolom fp linearnu loment krivku zlozent z Gseiek postupne spaja-
jacich body Xy, Xt,, --., X, (obr. 1.2.62). Dizkou krivky f nazyvame hodnotu

d(f) = sup {d(fD)aDeg(a;,B)}a kde d(fD) = 2:131 }Xti—lXti = Zj:ldl

Dlzka krivky f je nezavisla na jej vyjadreni a so zvolenou presnostou ju mézeme aproxi-
movat hodnotou d(fp), kde D €D4,3)-
Predtym ako budeme pokracovat, dokdZeme nasledujice pomocné tvrdenie.

Lema 1.2.46.
Pre vsetky a, b, c€ R plati ‘\/(12 + = Va2 + 02| <|c—bl.

Dokaz.

1. Nech a = 0. Potom plati va2 + ¢ = V2 = |¢|, Va% + b2 = Vb2 = |b].

Dokazovana nerovnost sa redukuje na trojuholnikova nerovnost |u|+ |v] > |u+ v|. Ak
postupne zvolime |u| = |c — b| = |b — ¢| a |v| = |b], resp. |v| = |¢|, potom plati®

lc=b] > ||| = [b]] = |VaZ + ¢ = Va? + 1?|.

89c —b|+1b] > |c—b+b| =|c|,resp. |b—c|+]|c| > |b—c+c| =1|bl, t. j. plati |c — b| > |c| — |b| a sticasne
plati ¢ — b] > |b] — |¢| = —(|¢| — |b]). To znamena, ze plati |c — b| > ||b] — |||
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2. Nech a # 0. Bez straty na vSeobecnosti mozeme predpokladat b < c.
a) Ak b = ¢, potom nerovnost plati trividlne, t. j. 0 = ’\/a2 + 02 — Va2 + b2| <|b—bl=0.
b) Pre b < ¢ uvazujme spojita funkciu f,(z) = va? + a2, z € (b; ¢).

Pre vetky = € (b;c) plati f,(z) > fo(x) = |z| > 0 a existuje kone¢na derivacia®
19/ _1
fi(@) = [(a® + 2%)2] = 1(a® + 2?) 220 = ==

TakZe st splnené predpoklady Lagrangeovej vety o strednej hodnote (mal: veta 4.3.3)
a existuje s € (b;c) take, Ze plati

(€)= fa (b 312 \/aZib2 2
Jals) = L felt) — JEREETR kde 0 < | f4(5)] = | 7ot | = vk < 1
Z toho vyplyva tvrdenie lemy
/a2 2 __\/a2+b2 ) . -
%z|f&(s)\<l, t.j. [Va2+ = Va2 + 02 <|c—b.m
Y X, ¥ f2

X5 =X,
0 o(t:) pti1) N
=) B
Obr. 1.2.62: Obr. 1.2.63:

Dlzka krivky f Priklad 1.2.45

Nech f: z = ¢(t), y = ¥(t), t€{a; B) je po Castiach hladka krivka. Ozna¢me hrani¢né
body intervalov, na ktorych je f hladkd tfj = a < t] < t5 < --- < t;_; <t} = f3, kde
neN. Je zrejmé, ze D* = {t5,t],...,t5} je delenie (a; ), t. j. D* €D(q,5),. Oznacme

_ k _ _ _
Dp = {a+ 2521y = {aa+ 55,04 2620, -+ ke — ) €Dy
delenie, ktoré pre T'ubovolné k € N rozdeli (a; B) na k intervalov s rovnakou dlzkou BfTo‘,

t. j. 5;"‘ = u(D;). Dalej oznaéme spoloéné zjemnenie D* a Dj symbolom®!

D*UD; =Dy ={t;}; g ={a=to,t1,...,tm—1,tm =B}, kdem >k,m>n. (1.24)
Je zrejmé, ze pre zjemnené delenie plati u(Dy) < p(Dj) = B%a Potom
0< lim pu(Dy) < lim 22% =0, t.j. lim u(Dy)=0.
k—o0 k—o0 k—o0
To znamena, ze postupnost delenf { Dy}~ | je normalna a pre dlzku krivky f plati

d(f) = Jim d(fp,).

90Jediny problematicky pripad by bol a =0, z =0, t. j. fo(z) = V&2 = |z| a neexistujtca f;(0).
91Delenia D*, D} maji spoloéné hrani¢né body «, 8, ale m6zu mat spolo¢né aj iné deliace body.
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Pre dlzku lineé,rnej lomenej krivky fp,, k€N (obr. 1.2.62) plati:??

X, | = i:: Vo) — ot )P + (6) — eGP (1.25)

Na kazdom intervale (t; 1;t;), i = 1,2,...,m spliiaji funkcie ¢, 1 predpoklady Lag-
rangeovej vety o strednej hodnote (mal: veta 4.3.3). Ak oznadime At; = t; — t;_1, potom
0< At; < /3—Ta a existuju ry, s; € (t;—1; t;) také, Ze plati

(ka - |Xt

=1

o' (ry) = W(t;z:i(i—l) _ Lp(ti)_Affti—l), W (s;) = w(t;z:z(ﬁfl) Y (i )Allﬂl(tz 1)

tJoo(ti) — (ti-1) = Ati - ' (ri), () —P(ti-1) = At - Y’ (s0).

Potom zo vztahu (1.25) vyplyva

d(fp,) = 3 V1A FIAE PGP = & AP+ WGP (126)
Ak pouzijeme lemu 1.2.46 a pre ¢ = 1,2,...,m poloZime postupne a = ¢'(r;), b =

' (r;), c ='(s;), potom pre vietky i = 1,2,...,m plati
‘\/W(H)]Q + [ ()2 = VI (ra)]? + W(Si)P‘ < [W'(ri) =9 (si)] - (1.27)

Krivka f je po castiach hladké na («; 8), t. j. funkcia ¥’ je po Castiach spojita na {a; 3).
To znamena, Ze ¢’ je spojité a teda aj rovnomerne spojita na kazdom z intervalov (¢% - 1 t;‘)
7 =1,2,...,n delenia D*. Z konstrukcie bodov tg,%1,...,t, delenia Dy vyplyva, ze kazdy
z intervalov (t;_1;t;), i =1,2,...,m je podmnoiinou nejakého (ti_t), 7 =12,

Potom ku kazdému € > 0, t j-aj kuegyg = B— > 0 existuje d > 0 a néasledne aj keN

tak, Ze pre vSetky ¢,t* € (t;_1;t;), [t — t*] < 5 @ < § apre vietky i = 1,2,...,m plati®
[ (t) =o' ()] < 555 = €o-

Pre body 7y, 8; € (t;—1;t;) plati |r; — s;] < t; —t;—1 < ’B_Ta < 4. Potom plati

[ (i) = ¢'(si)| < 555 = €o- (1.28)
Kvoli prehladnosti pre t € {«; 8) oznaéme
w(t) = VIg' (O] + [/ (6)]2 (1.29)

Odhadneme d(fp, ) dizku linedrnej lomenej krivky fp,, k€ N zo vztahu (1.26). Plati:

S Atw(r) - & At/FEIP + WP = 3 Aty (w(r) - VTP + WGP).

i=1

Z uvedeného, vztahov (1.27), (1.28) a z rovnosti Aty + Aty + -+ + At,, = 8 — « vyplyva
0.< | Atiwlrs) = dfn,)| = | X At (w(ro) = VTP + WP

=1
92Trojuholnik je pravouhly a plati Pytagorova veta.
93Funkcia v’ je rovnomerne spojita na kazdom intervale (t* 31 t*) 7 =1,2,...,n aprekazdy z intervalov
existuju é; a k;. TakZe staci zvolit najmensiu z hodnét 6; a najvalcsiu z hodnot k;.
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=§mew¢wmmﬂme
< 3 At/ () — v/ (s9)] < 3

To znamena, Ze plati:

mamwmﬂ§MMﬁ—mﬂzm¢ FWE0P|. (a0

k—o0 i=1

Dostali sme integralne sacty funkcie w(t) = /[¢/(t)]2 + [¢/(t)]? na intervale (a; ). Pre
dlzku krivky f potom plati:

dm=ggwm=/ dt/¢ 0P dt.
Explicitne zadanu krivku y = f(x), = € (a; b) mozeme parametrizovat funkciami
fra=t y=[f(@), te(a;b).
Ak je f’ spojita na (a;b), potom pre dlzku grafu funkcie f plati
i) = [VEFTFOP = [ VI PR = [T FERde

V polarnych suradniciach definované funkcia p = f(¢), ¢ € {; 8) nemusi byt funkciou
v kartezianskych stradniciach.”* Vo vieobecnosti je krivkou a méZeme ju parametrizovat

fro=f(p)cosp, y= f(p)sing, pe(a;B).

Ak je f’ spojita, potom pre dizku krivky f plati

/\/ @) cos )2+ [(f(p)sinp)]2de = /\/ (@2 + f2(e)de,  (1.31)

(¢

pretoze pre derivacie ¢ = [(f(p) cos 9)']%, s = [(f() sin¢)’]> pod odmocninou plati
(
(

c= [f'() cosp — fp)sing]® = [f'()]? cos®  — 2f'(i0) f(p) cos psin @ + f2(p) sin® ¢,
s=[f'(¢)sing + f(p) cosp]? = [f'()]2sin® o + 2f(¢) f () sinp cos @ + f2(p) cos? p,
c+s=[f'(¢)]? (sin® o+ cos? ) + [2(p) - (cos? ¢ + sin® @) = [f'(¢)]* + f2(p).

Priklad 1.2.45.
Uréte dlzky asteroidy”® f; a tvorlistka®® fo:

a) f1: @ = 3cost + cos3t, t € (0; 2). b) fa: @ = 5cost — cosbt, t € (0; 2m).
y = 3sint — sin 3¢, y = 5sint — sin 5¢,
Riesenie.
a) Pre dizku asteroidy f; (obr. 1.2.63 vIavo) plati (poznamka 1.2.33):
2 2m
d(f1) = \/ [(3cost + cos3t) >+ [(3sint — sin3t)']2dt =6 | [sin2t|dt =64 =24,
0

94Napr. kruznica s polomerom 1 mé v polarnych stradniciach tvar p = 1, ¢ € (0;27) a predstavuje
konstantna funkciu, ale v kartezianskych stradniciach to funkcia nie je.

95 Asteroida (hviezdica) je Specialny pripad krivky nazyvanej hypocykloida.

96Stvorlistok je Specidlny pripad krivky nazyvanej epicykloida.
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[(3cost + cos3t)']2 + [(3sint — sin 3t)/]2 = [~3sint — 3sin 3¢]? + [3cost — 3 cos 3t]2
= [9sin® ¢ + 18sintsin 3¢ + 9sin® 3¢] + [9 cos? t — 18 cost cos 3t + 9 cos? 3]
= 9[sin® ¢ + cos? ] — 18[cos 3t cost — sin 3¢ sin ¢] + 9[sin® 3¢ + cos? 3]
=9—18cos(3t+1) +9 =18 [1 — cos4t] = 36 - 134 — 365in” 2t = 62 |sin 2¢|*

b) Pre dizku &tvorlistka fo (obr. 1.2.63 vpravo) plati (poznamka 1.2.33):
27 2m

d(f) = / /[(Boost —cos5)1® + (s — sm5t)? dt = 10/ Isin 26 dt = 10 - 4 = 40.
0 0
((5cost — cos5t)]2 + [(5sint — sin5¢)]2 = [~5sint + 5sin 5¢]? + [5cost — 5 cos 5¢]2
= [25sin® t — 50 sin ¢ sin 5t + 25 sin” 5¢] + [25 cos? ¢ — 50 cos t cos 5t + 25 cos? 5t
= 25[sin t + cos? t] — 50[cos 5t cos t + sin 5t sin ] + 25[sin” 5¢ 4 cos? 5t]
= 25— 50cos (5 — #) + 25 = 50 - [1 — cos 4#] = 100 - =504 — 100 sin® 2¢ = 10 [sin 2¢[?

Poznamka 1.2.33.
Pre integrdl funkcie |sin 2t|, t € (0;27) plati

2m &1 ™ 577‘ 27
/ sin 2¢| dt = / sin 2t dt + / (—sin2t)dt + / sin 2t dt + / (—sin2t) dt
JO J0 3m

s 3 . 7
OS L 2 OS S 2 DS 7r
_ |:_c ;21‘}0 + {(‘0221‘} i |: co 21‘} |:C( 2f:| o
2 2
1 1
S AT FIARY) M R ok U (S RO
Funkcia [sint| je periodickd s periédou m, funkcia |sin 2t| je periodickd s periddou 7. Hod-

nota Riemannovho integrdlu periodickej funkcie (veta 1.2.34) je rovnakd na kaZdom inter-
vale s dlZkou rovnajicou sa periode. V nasom pripade 27w = 4 - 5 Potom plati

2m ] 3 z
/ \sith|dt:4/ |sin2t|dt:4/ sin2tdt:4{—“o%2"r —4.1=4.
0 0 0 0

Priklad 1.2.46.
Odvodte vzorec pre obvod o kruznice k s polomerom r > 0 (obr. 1.2.50).
Riesenie.
1
Explicitne mozeme k vyjadrit ako dve polkruznice fi(x)= 41?2 — 12 = £(r? — 2?)2,
, s rovnakou dlzkou. Plati

_ 7 VIF @B de = | 0=+ (rQ—z%:%
0= [\/1+ [f( dx+[ + [fy(2)]?dx = { 1+[ 3

Sr@P =1+ 550 = 2t

\/% = 2r[arcsm T} = 2r[arcsin 1 — arcsin (—1)] = 2r[Z — 5F| = 27,

Parametrlcky je k definovana v tvare f: x = rcost, y = rsint, t € (0; 27). Plati

27 27
:/rdt:r/ dt = 27r.
0 0

V polarnych staradniciach je k definovana konstantnou funkciou f: p = r, ¢ € (0; 27). Plati

21 27 2m 2m
:/\/deo: \/(mdgo:/rdgazr/ dp =27r. =
0 0 0 0

Treos DT [(rom i B dt

_ [ [(rcost)]? + [(rsint)]? = [~rsint]? + [r cost]?

=r2sin’t +r? cos®t = r2(sin® t + cos? t) =

,’,.2
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Poznamka 1.2.34.
Pre diZku priestorovej krivky f definovanej v pM’(’sfore R? parametricky funkciami
fra=p{), y=1v), z=x(t), te{a; 8), pricom @' W', x" si spojité na {c; B), plati

/¢w TR N OR

Vypocet povrchu (komplanacia) rotaéného telesa — rotacia okolo osi z

UvaZujme v rovine zy po ¢astiach hladka parametricky vyjadrenu krivku f: z = ¢(t),
y = ¢Y(t), t € {a; B) v rovine. Krivka f moZe byt uzavreta, moze sa pretinat a funkcia 1)
modze nadobudat zédporné hodnoty. Ak nechame krivku f rotovat okolo osi x, vytvori
v priestore xyz rota¢ni plochu (obr. 1.2.64). Ur¢ime obsah P, tejto plochy, t. j. povrch
plasta (bez podstav) takto vzniknutého rota¢ného telesa.

Nech Dy, = {t;};~y, k€N je delenie intervalu («; 8), ktoré sme definovali pri vypocte
dlzky krivky f vo vztahu (1.24) na strane 124.

Ozna¢me pre ¢ = 1,2, ..., m plochu P;, ktora vznikne rotaciou ¢asti krivky f na inter-
vale (t;_1;t;) okolo osi z. Kazdu z ploch P; aproximujeme povrchom plasta @Q; kolmého
zrezaného kuzela k; (obr. 1.2.64 vpravo) s polomermi podstav R; = |¢(t;—1)|, i = |[¢(t)]
a vyskou v; = |¢(t;) — p(ti—1)], ktory vypocitame (vid napr. [1]) podla vzorca

Qi = 7T(7"1' + Ri)SZ, kde S; — U + (R — 7”1)2

W(ti—1

Y

) S e
[(ts) = v(ti-1)| . |Ri =i
et } fin

Y(t;): X,

o(ti) — (tiza)|

II-I@ B0 &)
Obr. 1.2.64: Povrch rota¢ného telesa
vzniknutého rotéciou krivky f okolo osi x

Pre zrezané kuZele k;, i = 1,2, ..., m na zaklade vztahu (1.26) plati

= Vp(t) = (tiza)]? + [0(t) — Y (tim)]2 = At/ (ri)2 + [0 (s4)]%,

kde r;, s; € (ti—1;t;), At; = t; — t;—1. Pre povrchy ich plastov potom plati

Qi = m[[p(timn)| + [0 () ] At/ ¢’ [0 (s:)]2-

Plocha P(Dy,), ktorou pri deleni Dy, k€ N aproximujeme plochu P, méa tvar

P@wzi@—Z[WZMHw ] Ati/Tp VP

S’L = |Xt1',71Xt1,
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Funkcia v je spojita na uzavretom intervale («; 3), t. j. je ohranifena (mal: Weiers-
trasseho veta 3.3.10) a existuje My, € R také, Ze pre vietky t € (a; 8) plati |[¢(t)] < My.

Dalej postupujeme podobne ako pri odvodzovani vztahu (1.30). Funkcia v’ je spojité
a teda aj rovnomerne spojita na kazdom z intervalov (¢7_;;t7), j = 1,2,...,n delenia D*.
Z konstrukcie bodov tg,t1,...,t,, delenia Dy vyplyva, Ze kazdy z mtervalov (ti—1;ts),
i=1,2,...,m je podmnoZzinou nejakého (t;_;; J> ji=1,2,.

Potom ku kazdému € > 0, t. j. aj ku gg = W >0 ex1stuJu 6 >0akeN tak, ze

pre vietky ¢, t* € (t;—1;t;), |t — t*] < 5 @ < § apre vietky i = 1,2,...,m plati®”

[W'(t) = ' ()| < 555 =0, t. ] aj [¥(ri) —¢'(s:)

pretoze pre body r;,s; € (t;—1;t;) plati |r; — s;| <t; —t;—1 < ﬁfTo‘ <.
Postupnost {Dy},-, je normalna, takze pre plochu P, plati

Po = Jim P(D) = lim | 3 [lotei-0)|+ [o(6)] ot FPIP T 00T |- (132)

e _
o — €0,-

Najprv si upravime predchédzajucu limitu. Z platnosti Aty + Ato +--- + At,, = 8 — «,
[(ti—1)|+ [9(t:)| < My + My = 2My, vztahu (1.27) a definicie (1.29) vyplyva

3 [0t + [l | Atwr) = 3 [10(ti0)| + [0(0) ]| At [ Vs
= | £ [rsttim)] + ot ] [wm—¢wmm+wwmﬂ
tilw(r) = VIZGOP + 0GP

< 3 [ltim)| + [ (t)]] At
< ;2M¢Ati [ (re) = 0/ (s0)] < 2 2MyAligpr oo = 552 - Aty = .

=1
i=1 1=1

KedZze € > 0 je Iubovolné, prakticky sme dostali rovnost dvoch limit.
tim | 8 oty + (00| Atstr)|
= tim | 32 [0t + o)t/ TP T WGP
Pre plochu P, potom na ziklade vztahu (1.32) plati
P, = lim P(Dy) =7 lim {ﬁ_";l [ (tir)] + |¢(ti)|]Atiwri} (1.33)

Funkcie ¢', ¢/ st po ¢astiach spojité na (a; ). Na kazdom podintervale, na ktorom
st spojité funkcie ¢, ¥, je tiez spojita (mal: veta 3.3.4) a aj ohranic¢ena funkcia w, t. j.
existuje M, € R také, Ze pre vietky ¢ € (o; ) plati 0 < w(t) < Myy. Zo spojitosti v
na {(a; 8) vyplyva spojitost a aj rovnomerné spojitost’ funkcie || na {(a; B).

Potom ku kazdému € > 0, t. j. aj 50 m > 0 existujia § > 0 a k€ N také, ze
pre vSetky ¢,t* € (t;—1;t:), |t — t¥] < B E* <daprevietkyi=1,2,...,m plati®®

|[(t)] - |¢(t*)\\ < 2, (=a) = o

97Funkcia v’ je rovnomerne spojita na kazdom intervale (t* 31 t*) j =1,2,...,n apre kazdy z intervalov
existuju é; a k;. TakZe staci zvolit najmensiu z hodnoét §; a najvécsiu z hodnot k.

98Funkcia |w| je rovnomerne spojita na kazdom intervale (t ;‘ 13 t*) 7=1,2,...,n a pre kazdy z inter-
valov existuju é; a k;. TakZe staci zvolit najmensiu z hodnét 6; a naJvéiééiu z hodnot k;.
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Pre 7; € (ti—;t:) plati [ti—y — 1| < ti—tiy < P32 <6, [t — | < ti—tin < 232 < 4,t.].

!W(ti—l | = [t(rs) H < W = €0, |W(ti)| - |¢(7"i)|| < m =¢€o
Potom plati

> [ (timn)| + [0 [ At = 3 2[0(r)] Ais(r)
[ (tiza)] = [0 ()| + ()] — [9(ri)]] Atiw(r;)

NgE

.
Il

HMS"

(el = [0) + (8] = [9(rs) [ Atis(r)
i::[w 0l = [0+ 19t — [l Atio(r)

< z (g0 + €0) My Aty = 260 My, 2 At = gt (B —a) =
Kedze € > 0 je 1ubovol né, dostali smerovnost dvoch hmlt
i | 32 [ttt = i [ £ 21602 Atiwoﬂi)}.
—00 | ;=1 k—oc0 i=1
Pre plochu P, potom na zéklade vztahu (1.33) plati
P, =2nx hm {Z [2(r;)| At w(n)] =27 hm {Z [ ()| Ati/[¢! + [ (r;)]? ]

Dostali sme integralne sucty funkcie |1(t)] w( GIRVATS Y'(t)]? na (a; ). Pre
povrch P, rota¢ného telesa, ktoré vznikne rota(nou krlvky f okolo osi x, potom plati

P—zw/\w )t dt—zw/w V7 0P dt.

Explicitne zadanu krivku y = f(x), x € (a; b) modzeme parametrizovat funkciami

frx=t, y=f(t), te{a;b).

Ak je f’ spojité na (a;b), potom pre povrch rotanej plochy, ktora vznikne rotaciou grafu
funkcie f okolo osi x, plati
b

P, —2n / £ VIP+ TP b
— 2 / FOIVITFORd = 2r / (@) V1T @) dr.

V polarnych suradniciach definovana funkcia p = f(¢), ¢ € (a; 8) nemusi byt funkciou
v kartezianskych stradniciach.”? Vo vieobecnosti je krivkou a moZeme ju parametrizovat

frx=f(p)cosp, y= flp)sing, el f).

Ak je funkcia f’ spojita, potom pre povrch telesa P, vzniknutého rotaciou okolo osi z, t. j.
okolo polarnej osi 0 na zaklade vztahu (1.31) plati

P, =27 = / () sin | /[T (@) cos ) +[(f(so)siw)]2d<p

—27T/|f sin | P + F2(0) d.

99Napr. kruznica s polomerom 1 ma v polarnych stradniciach tvar p = 1, ¢ € (0;27) a predstavuje
kon$tantnu funkciu, ale v kartezianskych saradniciach to funkcia nie je.
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Priklad 1.2.47.

Odvodte vzorec pre povrch S gule G s polomerom r > 0 (vid obr. 1.2.50).

Riesenie.

Explicitne vzmkne G rotaciou polkruzmce f( ) = Vr?2 — a2, xe(—r;r) okolo osi x. Plati
[

—2z - 4(r? —x) i:ﬁ
()] =1+ 2 z:,-zrj

S =27 )| /1 4+ [f'(@)?de =
—27r/ VT —xQ\/%:Qﬂ'r da::27rr[x} :2777"[7“—(—1“)] = 4712,

-

Parametricky je polkruznica f definovana rovnicami z = r cost, y = rsint, t € (0; 7). Plati
T

S = 27T/O |rsint| \/[(r cost)’]? 4 [(rsint)/]2 dt = [

[(rcost))? + [(rsint))? = [—rsint]? + [rcost]?

=r2sin®t 4+ r2 cos? t = r2(sin’ t + cos? t) = r?

= 27r/ rsint-rdt = 2717’2/ sint dt = 27r? {f cos t] = 2mr? [—(=1) + 1] = 4mr?.
0 0
V polarnych suradniciach je f definovana konstantnou funkciou f: p = r, ¢ € (0; 7). Plati

s=2r [ Irsmel VT + 2 do = 2n [ rsing VT
0 0

= 27r7’2/ sin p dp = 2712 [— cos <p] =2mr?[—(=1) + 1] = 4nr’. m
0 0

Priklad 1.2.48.

Vypocitajte povrch P anuloidu s polomermi d +r, d > r > 0 (pr. 1.2.39, obr. 1.2.55).
Riesenie.

Anuloid vznikne rotaciou kruhu s polomerom r > 0 okolo priamky vzdialenej od jej stredu

o hodnotu d > r. Jeho povrch vypocitame ako stucet povrchov telies, ktoré vznikna rota-
ciami polkruznic fi(x) =d =+ vr? — 22 >0, x€(—r;r) okolo osi z. Plati
T T

P=2r / (@) VIT L @P de + 2 / 4 @) VIT @) P d

L+ [fl@P =1+ 25 = 2t _

.
T 2 j+(x)\/%

:27T/ [f_(l')+f+($)]\/%: [f,(iv)+f+($>:d7\/7‘27I2+d+\/1“27$2:2d]

-

T r
= 47rd7"/ \/T;h:ixg = 4ndr [arcsin %} = 4rdr | arcsin1 — arcsin (—1)]
B = dmdr[% — 5F] = 4ndr. m

Vypocet objemu telesa so znAmym prierezom

Nech a,b€ R, a < b. Uvazujme teleso H v trojrozmernom priestore R3 so stiradnicovymi
osami z, y, z, ktoré je ohrani¢ené protilahlymi rovnobeznymi rovinami'®® z = a, = b.

Nech y = S( ) >0, x€(a;b) je spojita funkcia, ktora vyjadruje plodny obsah prierezu
telesa H rovinou prechadzajucou bodom z a kolmou na saradnicovd os  (obr. 1.2.65). To
znamend, ze S(t), t € (a;b) vyjadruje obsah rezu telesa H rovinou z = t.

100Roviny st rovnobezné s rovinou yz, st kolmé na os = a prechadzaju bodmi (a;0;0), (b;0;0).
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KedZze S je spojita na intervale (a;b), plati S€ R,4). Pre kazdé n€ N oznacme

Dy = fat 22y = faa+ 25204250 abnbt = b} €Dy

delenie, ktoré rozdeli (a;b) na n intervalov s rovnakou dizkou =2, t. j. u(D,) = 2.
Postupnost deleni {D,,},~ , je normalna, pretoze lim pu(D,) = lim =% =0.
n— o0 n—oo
Oznacme V;, i = 1,2,...,n objemy telies, ktoré vzniknu prienikom telesa H s priesto-

rom ohrani¢enym rovinami = z;_; a & = z;. Zvolme body T' = {t;}}_, Tubovolne tak,
aby t; € (x;—1;24), 1 =1,2,...,n.

_p S(a) S(zi
- “ Ry se
S(ti) S(b)
b
V= /S(L) dz
T
a Tio1t; 3 b
v
0 ‘
[
Ax =x; —x; V=5S-wv
KLOEPIEE (e

Obr. 1.2.65: Objem telesa so znamym
prierezom kolmym na os z v bode x € (a; b)

Kazdy z objemov V; aproximujeme hodnotou S(t;)Az, t. j. objemom kolmého telesa
s obsahom podstavy S(t;) a vyskou Az. Objem telesa V' aproximujeme su¢tom

S(t1)Az + S(t) Az + -+ + S(tn) Az = S7(S, D),

t. j. Riemannovym integralnym st¢tom funkcie S pri deleni D,, a volbe bodov T' = {¢;}.—_,.
Pre objem telesa V' potom plati (dosledok 1.2.6.a)
n b
V = lim Sp(S,D,) = lim [Z S(ti)A;v] = /S’(m) dz
n—00 n—oo | i a
Nech S € R4y je parametrizovana spojitymi funkciami x = (), y = (t), t€ J, kde
interval J ma hranice «, 8, funkcia ¢ je rydzo monotonna na J, a = ¢(a), b = ¢(3). Potom
¢ je prosta na J (mal: veta 3.1.5) a existuje inverzna funkcia t = ¢~ 1(x): (a;b) — J.
Pre funkciu S plati y = S(z) = ¢(t) = (¢ (2)), € (a; b). Ak pouZijeme substiticiu
x = p(t), potom pre objem V plati

b
V= /S(J?) dz — [Subst.z:'p(t)

dz = ¢'(t)dt

e(a) g

a=pla o L

e B RIOREIORD

Priklad 1.2.49.

V nadobe tvaru kolmého valca s kruhovou podstavou s polomerom r > 0 je kvapalina.

Nadoba je naklonena tak, Ze jej os o zviera s vodorovnou rovinou uhol o € (0; g) a polovica
dna je pokryta kvapalinou (obr. 1.2.66). Vypo¢itajte objem V kvapaliny v nadobe.
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Riesenze.

Dno pokryté kvapalinou mé tvar polkruhu, kvapalina vytvori valcovy odsek.

Polkruh umiestnime do roviny xy tak, aby jeho stred bol v poc¢iatku a jeho zékladna
(tsecka dlzky 2r) lezala na osi x. Polkruznica f (na obrazku v strede, kladna poloos y
smeruje dozadu) méa rovnicu f: y = V1?2 — 22, z€{(—7r;7r).

Rez kvapaliny v bode (z;0), € (—r;r) rovinou kolmou na stradnicovi os & ma tvar
pravouhlého trojuholnika so zakladhou f(z) a vyskou v(xz) = f(x) - tg 3, pricom pre uhly

trojuholnika plati 8 = § —a, o, S € (0; g) Obsah rezu kvapaliny je potom urcéeny funkciou

S(z) = %f(x) co(z) = %f2(gc) “tg 8= %(T‘Q —x?)cotga, xE€(—7;7).
Pre objem kvapaliny V' potom plati

V= S(x)dx:/%cotga(rQ—xQ)dx:%cotga/ (r? — 2?)dx

- - —r

r
=1 2, 22| 1 3t 3y p =t 2,3
—2cotga{7‘x 3}_r—2cotgo¢{r 5 — (=) + 5| = 5r°cotga. m

Pohlad v smere osi z  Pohlad v smere osi z y=[f(z)=Vr?—2a2 ze(-rr)

r 0=z aly T z Ijm“"f

. I

L 6} f Y) @

m 1A AU AT a7

R R385 5557

- ), y I z -r T x
(b

Obr. 1.2.66:
Priklad 1.2.49

e

Poznamka 1.2.35.

Ak po castiach spojitd funkcia f(x), x € (a; b) rotuje okolo osi x (obr. 1.2.51), potom prierez
takto vzniknutého telesa rovinou kolmou na os x prechddzajicou bodom (x;0), x € (a;b) md
tvar kruhu s polomerom f(x) a obsahom S(z) = wf%(x). Pre objem V, rotacného telesa

potom. plati b b b
Ve = /S(L) dz = /sz(bL) dz = 77/]‘2(1) dx.

Cvicenia
1.2.1. Najdite aspoii 3 rozne normélne postupnosti delenf intervalu (0;1). *

1.2.2. Najdite integralne sucty Sp(f, D), Su(f, D), Sr(f, D) pre funkciu f na (a;b), ak
D = {xg,x1,22,...,2,} € D4y, deliace intervaly st rovnako velké, T' = {t1,ta,...,t,}
st stredy deliacich intervalov a n = 10, n = 20, n = 100, resp. n€ N (Tubovolné): *
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a) f(z) =1—x, xe(-1;1), b) f(z) =1—2% ze(-1;1),
&) f#) =1 -, ve(~1;0), d) () = 1- 22, we(~1;0),
e) f(z)=1—z, x€(0;1), f) f(z) =1-2% 2€(0;1).

1.2.3. Pomocou integralnych suctov Sr(f, D) funkcie f(x) = %, x € (1;2) priblizne vy-
pocitajte In2. Delenie D € D,y zvolte tak, aby malo n = 10, resp. n = 20 rovnako
vzdialenych deliacich bodov. Ako volbu T = {t1,ts,...,t,} uvazujte lavé hranice, stredy,
resp. pravé hranice deliacich intervalov. Porovnajte s hodnotou In2 = 0,693 147. *

1.2.4. Bez vypoctu rozhodnite, ktory z danych integralov je vacsi:

a) /x3 dz, /a:5 dz, b) /as3 dz, /335 dz, / 23 dz, / x° dx,
0 0 1 1
3 3 i i

d) / v dx, / sinz dz, e) / zdx, / tg z dx, f) / sin x dz, / tg zdx,
0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 2 2
g) /\/1—&-952 dz, /xdm, h) /\/1+x2dx, /xde, i) /\/1+x2dx, /xdx.
0 0 0 0 1 1

1.2.5. Pomocou uréitych integralov najdite limity sactov: *
a) im (g + s tamt o ta) b lim b+ 5+ 5+ + %),

n— 00 n— 00 n?
: n n . n : 194243%4-..4n®
¢) lim (o + oetee + 0+ patz), d) lim 24 pre a > 0,
li sin Z +sin 2%+~-~+sin% li 1+ + 1+n+ -+ 1+”
e) lim — , f) lim
n—oo n—r00

1.2.6. Najdite derivacie funkcie F: * )
x x
au)F(gc):/lntdt,ac>O7 b)F(x):/%Stdt,;v>O, C)F(x):/SiTntdt,x>0.
1 T 1

1.2.7. Zistite preco substitucia uvedena za integralom nevedie k spravnemu vysledku
a uréteQSprévny vysledok. *

T 1
a)/xd%t:@wg, b)/om7t—tg$ C)/lzﬁ%»tZ%-

—4
1.2.8. 4Vypoéitajte: *

2 1 1
a)/ || dz, b)/max{l,;z:}dx, c)/sgnzdx, d) /ze’zdx,
—2 0 0

1 1 1 1
dz dz dzx dz
e) /01+x2’ f) /Ox2+4x+3’ g) Aw2+4x+4’ h) /0302+4x+57

4 1 1 —1
: zdx : zdx zdx zdx
i) | Fe e )| AT k)/omdx’ D | Frede
9 9 27 3
vz dz vz dz V22 dz dz
m)/() 1+x ° Il) 01+\/§7 O) 1 3+3£27 p) 1I 24+5x+1"

2 2 1
q) / V4 — x?dx, r) /\/4—1‘2 dz, s) V4 —z?dx, t) /\/4—1‘2 dz,
—2 0 0
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1
u) /(2z—|—3x)2 dz,
0

1.2.9. eVypoéitajte: *

a) /lnxdx,
1

e
e) /%dx,
1
%
1)/ sinz dz,
0
m)/ cos z dz,
0
q)/xsmxdm
0

[SE]

w3

™
u) / sin? 2z dz,

—Tr

v [ o] da,

e
b) /lngcdx7
1
ee
f) /%dx,
1
j)/sing:dfzr7
0

T
n) / cosx dz,
0

V3
r) / xarctg x dx,
0

T
V) / cos? 2z du,

—T

e
c) /|lnx\dx,
g)/ 11_1(I:]OS$.L dx
2#
k)/ sinz dz,
0
2
o)/ cosx dx,
0

s
s)/ sin? z dz,
—T

™ <
W) / sin® 2z du,

1.2.10. Nech m,ne N. Vypocitajte i2ntegrély: *
T

s
a) / sin nx cos mz dz,
0

™
d) / sin nx cos ma dz,

—T

b) / sin nz sin ma dz,
0

s
e) / sin nz sin max dz,
—Tr

c)/0

1.2.11. Nech n€ N. Vypoditajte integraly (rekurentny vzorec): *

0/

27

135

x) /Onm dz, neN.

e

d) /xlnxdx,
1

b [
0
2

1)/ sin z dz,
WQ#

p)/ cos r dwx,

s
t) / cos? zdx,

X) / cos® 2x dx.

—T

cosnx cos mx dzx,

™

cosnx cosma dzx.

27
cos" zdz, J, = / cos” zdz.
0

™ 2 ™
a) I, = / sin” xdz, J, :/ sin” x dx, b) I, :/
0 0 0

1.2.12. Najdite integralnu strednta hodnotu funkcie f na danom intervale: *

a) f(z) =z(1—xz),x€(0;1), b) f(z) =2% +z, x€(0; 1),
d) f(x) =sinx, z€(0;27),

1.2.13(.)0Vypoél’tajte: *

a) sinz dz,

nxdz

of
) [
) [ e

ﬂl”dz:

Q)/Wv
—o00

o0
b) cosz dz,
0

1
f) /mlnxdx,
0

-1
j)/1 AL,

° 2
n)/ re * dux,
— 00

> 3
r)/ - da,
0

e) f(z) =sin®z, z€(0;7),

o0
c) / sin z dz,
— 00

¢) f(z) =sinz, x€(0;7),
f) f(z) = cosz, x€{0;).

d) / cos z dz,

— 00

2
h) /J;lnxdx,
0

z” dx
) VE—at’
dz

)
oo
P)/ B
1
003
t)/ "”l_jldx.
1

1.2.14. Dokazte, Ze ak je funkcia y = f(z) spojita na intervale (0; 1), potom plati:
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a) /ng(sin x)de = /ng(cos x)dz

1.2.15. Nech ne N. Vypocitajte I,, = /
0

b) /Olf(sinx) dz =

oo
e T dy. *

1.2.16. Vypoditajte: *

dx

1 —1 00
a) vp. [ 94, b)op [ s ¢ v.p./ x
(o]

o0 1
e) v.p./ - f) v.p./ e
oo —1

1.2.17. Zistite, ¢ existuju integraly: *
oo

do
2+17

oo R 1
dzx z” dz dzx
a b c
) | e ) [ E ) [
1 1 o]
sinz da cosxdx sinx da
e) N \/E I f)/o \/5 ) g)A \/5 I
1 1 1
: sinz da cosxdx sinz dz
i) [ Enzs j [, o [ nz
0 0 1
1 1 z
2
z dx Insinz
m) / sin” x ¢ , Il) , O)/ d.%‘
T
. V/cos z 0

1.2.18. Nech pe(0;1), g€ (1;2). VySetrite konvergenciu integralov:

coszdz
€T )

b)/o

[SS)

sinx da

c) / R
0

[e%S)
sinz dz
) [ ons
0
_xzdx

1 1
e) 0Osin:)(:dnc f) vz dx )
o x4 ? o V1—z%? 3/(1 wz 47

1.2.19. Odvod'te vzorec pre obsah: *
a) kruhu s polomerom r > 0,
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g/oﬁf(sin x) dx

2
d) ’U.p./ Tii'l dez,
—2

(o)
h) ’U.p./ cosz dzx.

— 00

b) elipsy s poloosami a > 0, b > 0.

1.2.20. Pomocou integralneho po¢tu odvodte vzorec pre obsah trojuholnika so zaklad-

flou a > 0 a vyskou v > 0. *

1.2.21. Najdite obsah ¢asti roviny ohrani¢enej krivkami: *
b) y = é,
)y = =y d
e)y=a>—z—6,y=—x>+3x+ 10, f
g)y=a?+5x+2 y=12— 2, h
Yy=a22+5x+2,y=12—2z, y = —6,

a)y=ux—a%y=0, y="6—uz,

3

C y_III r=1y",

)
)
)
)

1.2.22. Najdite obsah ¢asti roviny ohrani¢enej krivkami: %

a)y=Inz, y=In’z, b)y=1Inz, y=In’z,

y? +8x — 16 =0, y? — 242 — 48 = 0,
y=a?—-5r+2, y=12— 2z,
Ny=22—-bx+2,y=12—-2z,x=0.

¢)y=1Inz,y=1Inz.
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1.2.23. Nech m,n€N, = > 0, y > 0. Najdite obsah Gasti roviny ohrani¢enej krivkami: %
a)y=a", y=am, b)y = Yz, y= v/x, o) y=a", y= /7,
dy=a" z=y" ¢)y= 1,z = /7, fz=y" z= /7y

1.2.24. Uréte obsah roviny ohrani¢enej parabolou p a jej dotyénicami v danych bodoch: *
a)p:y=2>-brx+6,r=1lax=2, b)p:y=a2?>—6x+8 r=1az=4

1.2.25. Krivky y = |z| —4, = 3|y| —8 rozdelia rovinu na tri uzavreté ohranicené Casti.
Vypotitajte ich obsahy. *

1.2.26. Krivka y = |z| +2 rozdeli kruznicu 22 + y? = 9 na dve ¢asti. Vypoéitajte obsahy
oboch ¢asti. *

1.2.27. V rovine st dané dve kruznice s polomermi 2cm a 3cm. Ich stredy su vzdia-
lené 2 cm. Vypoditajte obsah ich spolo¢nej casti. *

1.2.28. Nech n = 1,3,5,7,9. Vypocitajte obsah roviny ohranic¢enej krivkou, ktora je za-
dané parametricky v tvare z = acos™ t, y = asin™ t, t€ (0;27). *

1.2.29. Nech n = 2,4, 6, 8. Vypocitajte obsah roviny ohranic¢enej krivkou zadanou v para-
metrickom tvare z = acos"t, y = asin™ ¢, t€(0; 5) a osami x a y. *

1.2.30. Nech a > 0. Vypocitajte obsah roviny ohranicenej krivkou zadanou v parametric-
kom tvare x = a(t —sint), y = a(1 — cost), t€(0;27) a osou z. *

1.2.31. Vypocitajte obsah ¢asti roviny ohrani¢enej krivkou zadanou parametricky: *
a) =2t —t2, y =2t — 13, b) z =nt —t2, y =nt?> —t3 pre n€N.

1.2.32. Vypocitajte obsah ¢asti roviny ohranicenej stradnicovou osou ¢ = 0 a krivkou
zadanou v polarnom stradnicovom systéme v tvare: *

a) p(p) = 3p, pe(0;T), b) p(p) = 3cos (¢), pe(0; 3),
c) p(p) =3+ cos (), pe(0;m), d) p(p) =3 +sin(p), pe(0;m).

1.2.33. Vypocitajte obsah ¢asti roviny ohranicenej krivkou zadanou v polarnom stradni-
covom systéme v tvare: *

a) p(p) = 3p, p€(0;2m), b) p(¢) = 3cos (), € (0;),
¢) plyp) = 3+ cos (), pe(0;27), d) p(p) = 3sin® (), p€ (0;7),
e) p(y) = 3sin’ (), p€(0;2), £) p(p) =1+ cos g, p e (0;2)

1.2.34. N4jdite obsah roviny ohrani¢enej Bernoulliho lemniskatou (22 +32)? = a(z? —y?),
kde a > 0 (pouzite polarne stradnice). *

1.2.35. Odvod'te vzorec pre objem: *
a) gule s polomerom r > 0,

b) rotacného elipsoidu s poloosami a > 0, b > 0, ¢ > 0,
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¢) rotacného kuzela s polomerom zakladne r > 0 a vyskou v > 0,

d) zrezaného rotaéného kuzela s polomermi zakladni R > r > 0 a vyskou v > 0.

1.2.36. Vypocitajte objemy rotacnych telies, ktoré vzniknu rotaciou okolo osi x a okolo
osi y Casti roviny ohranienej krivkami: *

a)y=+z,y=0,2=2 b)y=21* z=y% )y=a*y=u,
dy=3-22y=22+2, e)y=22+2,y=x+2, f)y=a3 x =13,
g)y=Inz,2=10,y=0, h)y=sinz, y=22 >0, i)y=sinz,y= 22,

T s

1.2.37. Nech p > 0. Uvazujme v rovine krivku f skladajicu sa z grafu funkcie y = 277,
x€(0;1) az tsecky = = 1, y € (0;1). Rotaciou krivky f okolo saradnicovej osi y vznikne
v priestore nekonecne vysoky ,tovarensky komin“. Vypocitajte jeho objem V,. *

1.2.38. Nech p > 0. Krivka f: y = 27P, € (1;00) rotuje okolo suradnicovej osi .
Vypocitajte objem V), takto vzniknutého nekonecéne dlhého rota¢ného telesa. *

1.2.39. Vypocitajte objemy rotacnych telies, ktoré vzniknu rotaciou okolo osi x a okolo
osi y ¢asti roviny ohranienej osou z a krivkou zadanou parametricky: *

a)z =t y=t—1t3te(0;1), b) x =t —sint, x = 1 — cost, t€(0; 27),
c)x =12 —sint, x =1 —cost, t€(0;2r), d)x=1t>—sint,z=1— cost, te(0;2n).

1.2.40. Nech a > 0. Vypocitajte objem rota¢ného telesa, ktoré vznikne rotaciou danej
mnoziny M okolo polarnej osi: *

a) Pascalovej zavitnice M = {(¢;p) € R?*, 0 < ¢ < 7,0 < p < 2a(2 + cosp) },

b) Archimedovej $pirdly M = {(¢;p)€R? 0 < o < 7,0 < p < 2p},

c) kardioidy M = {(¢;p)€R?, 0< ¢ < m,0 < p < a(l +cosyp)}.

1.2.41. Odvodte vzorec pre obvod: *
a) kruznice s polomerom r > 0, b) polkruznice s polomerom r > 0.

1.2.42. Vypocitajte dlzku krivky: *

a)y =2, x€(0; 1), b) y = 2%, x€(0;10), c)y=2% x€(0;a), a >0,

d) y =z, 2€(0;1), e)y=1Inz, xe(l;e), £) y = Va3, ze(0;1).
1.2.43. Vypocitajte dizku krivky zadanej parametricky: *

a)r=2—t, y=t>+1,tc(0;1), b) z =2t y =2t — 2, te({-1;1),

c)x=t y=t3+1,t€(0;2), dz=1—t,y=V13+1,1te(0;2),

f)z=t—sint? y=1-cost? tc(0;\/7), e) z=t—sint,y=1—cost, t(0;).
1.2.44. Nech a > 0. Vypocitajte dlzku asteroidy = = acos®t, y = asin®t, t € (0;27). *

1.2.45. Nech a > 0. Vypoditajte dlzku krivky zadanej v polarnom systéme: *
a) p(p) = ap, ¢€(0;27) (prvy zavit Archimedovej $piraly),
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b) p(p) = 2, p€(2;8) (obluk hyperbolickej spirly),
¢) ple) = ae?, e (0;2m) (prvy zavit logaritmickej Spiraly),
d) p(¢) = a(l+cosyp), pe(0;2m) (kardioida).

1.2.46. Odvod'te vzorec pre povrch: *
a) gule s polomerom r > 0,
b) polgule s polomerom r > 0,
¢) rotafného kuzela s polomerom zékladne r > 0 a vyskou v > 0,
d) zrezaného rotacného kuzela s polomermi zakladni R > r > 0 a vyskou v > 0.

1.2.47. Vypocitajte povrchy rotacnych telies, ktoré vzniknu rotéciou nasledujucich kriviek
okolo osi x: %
a)y=1% 2€(0;1), b) y =23, x€(0; 1), ¢) y=sinz, x€(0;m).

1.2.48. Vypocitajte povrchy rota¢nych telies, ktoré vznikni rotaciou okolo osi x a okolo

osi y Casti roviny ohrani¢enej osou z a krivkou zadanou parametricky: *
a)z=4-1 y=1t*te(0;1), b) z = elsint, y = e’ cost, t €(0;
¢) x =t —sint, y = cost, t€(0; 5), d) z = elcost, y = e'sint, t€(0;

):
).

1.2.49. Nech a > 0. Vypocitajte povrch plochy, ktoréd vznikne rotaciou Casti asteroidy
z =cos’t, y =sin’t, t€(0; Z) okolo osi z. *

MERME]

1.2.50. Vypocitajte povrch rota¢nej plochy, ktora vznikne rotaciou danej krivky v polar-
nom suradnicovom systéme okolo polérnej osi:

a) p(p) = cosp, pc(0; 5), b) p(¢) =1+ cosp, p€(0; 3),
c) p(p) =sing, pe(0; ), d) p(¢) =1 +singp, p€(0; 5)
e) p(p) = cosp +sing, pe(0;F), f) p(p) = cosp —sing, pe(0; 5).
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Kapitola 2

Funkcie n realnych premennych

2.1 Realne a vektorové funkcie

S pojmom vektor sme sa stretli uz na zakladnej skole, ked sme v rovine alebo v pries-
tore spajali dva body. Vo v8eobecnosti vektormi mozu byt rozne objekty (usporiadané
n-tice, matice, funkcie alebo aj realne ¢isla). Spolu so svojimi vlastnostami tvoria vekto-
rovy priestor [11, 20, 34]. Vektorovy priestor sa tiez niekedy nazyva linearny priestor,
jeho prvky sa nazyvaju vektory. Prvky pola, t. j. komutativneho telesa, nad ktorym je
definovany, sa nazyvaju skalare. Vo vSeobecnosti mozeme vektorovy priestor definovat
nad Tubovolnym polom. My sa obmedzime na pole (R, +,-), t. j. mnoZzinu vSetkych real-
nych ¢isel R s operaciami séitania + a nasobenia -. Vektory, ktorymi sa budeme zaoberat,
budua usporiadané n-tice redlnych é&isel, t. j. prvky Euklidoveho priestoru R™, kde ne N.

Najprv si zopakujeme zékladné vlastnosti. Uvazujme neprazdnu mnozinu V' prvkov
(vektorov), na ktorej je definovana binarna opericia s¢itanie’ @: V x V. — V taka, Ze
dvojica (V,®) tvori komutativnu grupu. To znamené:

e Pre vietky a, 8,7€V plati a @ (8 @ v) = (a® ) & v (asociativny zakon).

e Existuje 0€V (neutralny prvok) taky, ze pre vSetky a€V plati a @0 =0d o = a.
e Ku kazdému a €V existuje jediné § (symetriza¢ny prvok) tak, ze a®f = S a = 0.
Symetrizacny prvok sa tieZ nazyva inverzny, resp. opatny a oznacuje sa [ = Sa.

e Pre vietky a, €V plati a @ f = 8 @ o (komutativny zdkon).

Nech vonkajsia operacia? ®: R x V — V je taka, ze pre vietky c¢,d€ R, o, €V plati:
ecO(doa)=(c-d)oa. ecO(ad®f)=(coOa)®(c®pb).
e(ct+d)oa=(coOa)®(doa). elOa=a.

Potom (V,®,®), t. j. mnozinu V' s binarnou operaciou & a vonkajSou operaciou ©,

nazyvame vektorovym (linearnym) priestorom nad telesom R.

Funkecia (-, -): V XV — R sa nazyva skalarny suéin linearneho priestoru V' a linearny
priestor sa nazyva so skalarnym stc¢inom, ak:

e Pre vietky a, €V plati (o, 8) = (8, ) (symetrickost).
e Pre vietky a, B€V, c€ R plati (c® a, B) = ¢ («, 8) (homogénnost).

LAk s¢itame dva vektory, dostaneme opéft vektor.
2 Ak vynasobime &islo (skalar) a vektor, dostaneme vektor.
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e Pre vietky «, 8,7€V plati (o @ 8,7) = (a,7) + (8,7) (aditivnost).
e Pre vietky a # 0 plati (o, @) > 0 (kladna definitnost).

Funkcia ||-||: V' — R sa nazyva norma linearneho priestoru V' a linearny priestor sa
nazyva normovany, ak:

e Pre vietky a€V plati

al| > 0, pricom ||| = 0 plati prave vtedy, ak o = 0.
e Pre vietky a €V, ce R plati ||[c © af = || |||
e Pre vietky «, 3€V plati trojuholnikova nerovnost ||a @ 8| < ||| + ||3]]-

Funkcia p: V x V — R sa nazyva metrika linedrneho priestoru V' a lineadrny priestor
sa nazyva metricky, ak:

e Pre vietky a, €V plati o(c, 8) > 0, pricom o(«, 3) = 0 plati iba pre a = .
e Pre vietky a, B€V plati o(a, 8) = 0(8, ) (symetrickost).
e Pre vietky a, 8,7€V plati trojuholnikova nerovnost o(a, 8) < o(a, ) + o(v, B).

Ak (+,+): V x V — R je skalarnym st¢inom linearneho priestoru V', potom funkcia
Il V. — R definovana vztahom ||«|| = /(a,a) je normou tohto linearneho priestoru.
Hovorime, Ze skalarny stcin indukuje normu priestoru.

Funkcia ¢o: V- x V. — R definovana vztahom p(o,8) = ||a © S| je metrikou tohto
linedrneho priestoru. Hovorime, Zze norma indukuje metriku priestoru.

V danom linedrnom priestore V' moZe byt definovanych viacero skalarnych sactov,
noriem, ¢ metrik (vid poznamka 2.1.2). Ak hovorime o metrickom priestore, normovanom
priestore, resp. o priestore so skalarnym si¢inom, musime uvazovat priestor V' s konkrétnou
metrikou, normou, resp. skalarnym sicinom.

Pomocou skalarneho su¢inu mézeme vybudovat v priestore R™, n€ N geometriu s po-
uzitim vzdialenosti a uhlov, ako sme zvyknuti v rovine, resp. v priestore. Skalarny sacin
dvoch vektorov reprezentuje uhol (jeho kosinus), t. j. odchylku prvkov (vektorov). Metrika
vyjadruje vzdialenost prvkov a norma vyjadruje velkost (dlzku) prvku.

2.1.1 Euklidov priestor R"

Mnozina R = RX R X --- x R={x = (z1;22;...;2y),21,22,..., 2, € R}, n€ N sa
sklada z usporiadanych n-tic redlnych ¢&isel. Pre vSetky skalare c€ R a pre vSetky vektory
T, YER", = (x1;22;...;Zn), Y = (Y1;Y2; - - . ; Yn) st definované (bindrna) operacia sucet

x + y usporiadanych n-tic (vektorov) a (vonkajsia) operédcia ¢ - x sadin redlneho &isla
(skalara) a usporiadanej n-tice (vektora) po zlozkach predpismi

T+y = (215225 5%0) + (Y15Y25 - 5Yn) = (T2 + Y1572 + Y255 Tn + Yn),
cx=c-x = ¢ (x1;T;...;2,) = (cx1;CT0;. .. CTy).

Pre lubovolné n € N je priestor (R"™,+,-) linedrny (vektorovy) s neutralnym (nulo-
vym) prvkom 0,, = (0;0;...;0). Pre svoje metrické vlastnosti sa nazyva Euklidov, resp.
euklidovsky (n-rozmerny) priestor. Namiesto (R", +,-) budeme stru¢ne pisat R™.

Jeho kanonickn (zdkladn, prirodzent) bazu tvoria vektory

e1=(1;0;...;0), e2 =(0;1;...;0), ..., €, =(0;0;...;1),

t. j. vektory €; = (0;...;0;1;0;...;0), 4 =1,2,...,n (na i-tom mieste je jednotka).
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Pre n = 1 dostaneme tiez linedrny priestor. Je nim mnozina vSetkych realnych ¢isel R.
Vektor & = (x) € R budeme zapisovat stru¢ne bez zatvoriek, t. j. z.

Nech z,y € R", n€ N, ¢ = (z1;22;...;Zn), ¥ = (Y1;Y2;...;Yn). Skalarny suaéin
prvkov (vektorov) x, y definujeme vztahom (y” je transponovany vektor k )

n
(,y) =2y’ =21y +Toyo + -+ Ty = O TV
=1

Velkost (dizku) prvku (vektora)  definujeme pomocou normy indukovanej tymto
skalarnym sucinom, ktora nazyvame euklidovska norma, vztahom

2], = V(@ @) = Vea = /at + a5+ +af =/ L af.
i=1

Vzdialenost prvkov (vektorov) x, y definujeme pomocou metriky indukovanej euk-
lidovskou normou, ktort nazyvame euklidovska metrika, vztahom

0@ y) = llz—yll, = /@ w2 T @ P+ @ g =) 2 (- )

i=1
KedZze plati ||z||,, = ||z — 0,]],,, potom velkost (dl7ka) vektora v priestore R™ znamena
sucasne vzdialenost vektorov x a 0,,.

Poznamka 2.1.1.

Euklidovskd metrika a norma reprezentuji vzdialenost a velkost, ako ju pozndme z analy-
tickej geometrie v priestoroch R, R?, R® a zovieobectiujii pre R™, n€ N.

Pren=1, t. j. pre ¢isla x = x, y =y na priamke R plati

lzll, = Va2 = [z, oz, y) = [z -y, = [z —y|.
Pren =2, t. j. pre vektory = (x1;22), y = (y1;y2) v rovine R? plati
lzlly = Vat + 23, o(@,y) = [l —yll, = V(21 —y1)? + (x2 — 42)2.
Pren =3, t. j. pre vektory © = (x1;72;23), ¥ = (y1;y2;y3) v priestore R® plati
lzlly = Vot +23 + 23, o(@,y) = llz —ylly = /(21 — y1)? + (22 — y2)? + (25 — y3)*.

Skaldarny sucin (x,y) = |||, - ||y, - cos ¢ vyjadruje uhol p, ktory zvieraji x ay. Specidlne

_ T1Y1+T2y2 _ _ T1Y1+Tay2+x3Ys3 _
cosp=——L 22 pren =2, cosp = ‘ , pren = 3.
Vaitady/ui+e3 Vattadtedy/ui+ui+u3

Poznamka 2.1.2.
Euklidovskd norma v priestore R, n€ N je Specidlnym pripadom p-normy pre p = 2.
Uvedend p-norma, p > 1 je pre € = (x1;22;...;2,) € R™ definovand predpisom

e, = v/lza ] + a2l + -+ o]

V priestore R" sa este pouZivaji maximovd (kubickd) norma |-||,, a suctovd (okta-
edrickd) norma ||-||, (vsetky uvedené normy si ekvivalentné)

lzll,,, = max {|za], |zal, .. Jzal},  lll, = |2a] + w2l + - + |2a] .
V priestore R su vSetky wvedené normy |-||,,, |||l

oo s Il navzdjom ekvivalentné.
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Nasledujice definicie v n-rozmernom priestore R", n€ N su identické ako na mnozine
redlnych ¢isel R (mal: 2.2 Topologické a metrické vlastnosti realnych ¢isel).

Nech a = (aj;as2;...;a,) € R™, n€ N. Okolim (§-okolim) Os(a) bodu a s polome-
rom § > 0 nazyvame mnozinu (obr. 2.1.1)

Os(a) ={z€R", o(x,a) = || -y, <d}.
Ak z okolia vylu¢ime bod a, dostaneme prstencové okolie bodu a s polomerom § > 0
Ps(a) = Os(a) —{a} = {x€R",0 < o(x,a) = |z — yl|, <d}.

V pripade, Ze nie je velkost polomeru é > 0 podstatna, hovorime o okoli, resp. o prsten-
covom okoli bodu a a ozna¢ujeme struc¢ne O(a), resp. P(a).

Yy ————
/" \\\
’ O(a) N
O(a) ’ \
[ ——] ’ \
> 1 )
5 . § &/"
. | a, 11 1
a—90 a a+d 1 !
\ !
\ /
\ /o
N Qg P
< -
~e - -

(b
Obr. 2.1.1: J-okolie Os(a) bodu a = a€ R,
bodu a = (a,;a,) € R? a bodu a = (a,;a,;a.) € R?

Uvazujme mnozinu A C R" a bod a€ R", kde ne N.

a € A sa nazyva vnutorny bod mnoziny A, ak existuje okolie O(a) C A. Mnozinu
vSetkych vnatornych bodov A nazyvame vnitro mnoziny A a oznacujeme int A.

a € R" sa nazyva vonkaj$i bod mnoziny A, ak je vnutornym bodom jej doplnku
A’ = R™ — A. Mnozinu vietkych vonkajsich bodov A nazyvame vonkajsok mnoziny A
a oznacujeme ext A.

a € R" sa nazyva hraniény bod mnoziny A, ak nie je ani vnitornym a ani vonkaj$im
bodom mnoziny A. To znamena, Ze v kazdom jeho okoli leZi aspon jeden bod patriaci do A
a aspon jeden bod patriaci do R™ — A. Mnozinu v8etkych hrani¢nych bodov A nazyvame
hranica mnoziny A a oznacujeme JA.

a € R" sa nazyva hromadny bod mnoziny A, ak v kazdom jeho okoli O(a) lezi aspon
jeden bod z mnoziny A rozny od a, t. j. (O(a) — {a}) N A # 0. Zjednotenie A s mnoZinou
vietkych jej hromadnych bodov nazyvame uzaver mnoziny A a oznacujeme A.

ac< A, ktory nie je hromadnym bodom A sa nazyva izolovany bod mnoziny A.

Poznamka 2.1.3.
Ak A C R™, n€ N, potom si mnoZiny int A, 0A a ext A po dvoch disjunktné a ich zjed-
notenie tvori cely priestor R™, t. j. int AUJAUext A = R".
Pre doplnok A’ = R™ — A plati 0A = 0A’, int A =ext A’, ext A =int A’.
Mnozina A C R™, kde n€ N, sa nazyva:
e uzavreta, ak A = A (obsahuje vietky svoje hromadné body).

e otvorena, ak A = int A (kazdy jej bod je vnutorny).
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Obr. 2.1.2: Priklady nestvislych mnozin A, B,C
a stuvislych mnozin D, E v R?

e ohranicena, ak existuje o > 0 tak, ze |||

n < a pre vietky x € A.

e nestivisla (obr. 2.1.2), ak existujt otvorené mnoziny A;, Ay C R™, A1NAs = 0 také,
Jeplati A C AjUAg, ANAL #0, AN Ay # 0.

e stivisla, ak nie je nestuvisla mnozina.

e oblast, ak je otvorena a stvisl4 mnoZina.

Yy Yy Yy Yy J v v
r ]2 2 ]2 27— 2
1 1 o] 1 1 1

0 T 0 T 0 T0 ] z qol 1) 42w

——o o—e

(1:9) % (1) (1:9) % (19) (1:2) % (1) (o) < (02) | {Lioo) x (Loe) | (1:2) x (~oeroo)
ace

Obr. 2.1.3: Priklady intervalov
v priestore R?

Okrem okoli, dolezitymi mnoZinami pre analyzu viacpremennych funkcii su intervaly.
Intervalom (n-rozmernym intervalom) I v priestore R™, n € N nazjvame mnozinu

I=L xIhx - xI,={x=(z1;20;...;2,)ER", x; €L, pre i =1,2,... ,n},

kde I;, i = 1,2,...,n st jednorozmerné reélne intervaly,® a1, b1, as,ba, ..., an, b, € R* st
také, ze a1 < by, az < by, ..., a, < b,. Priklady intervalov v R? st na obr. 2.1.3.
I je otvoreny interval, ak st vSetky Ciastkové intervaly I;, i = 1,2,...,n otvorené.
I je uzavrety interval, ak su v8etky Ciastkové intervaly I;, i = 1,2,...,n uzavreté.
I sa nazyva nedegenerovany interval, ak pre vietky i = 1,2,...,n plati a; < b;. Ak
pre aspoi jedno i€ {1,2,...,n} plati a; = b;, potom sa I nazyva degenerovany.
I sa nazyva ohraniceny interval, ak su vSetky intervaly I;, i = 1,2, ..., n ohranicené.

Ak je asponi jeden z I; neohrani¢eny, potom sa I nazyva neohraniceny.

Priklad 2.1.1.

Z geometrického hladiska je zaujimavym objektom n-rozmerna kocka (hyperkocka) s roz-
merom n = 1,2,3,.... V tomto ponimani moZeme tusecku povazovat za jednorozmerni
kocku, Stvorec za dvojrozmerni kocku a bod za kocku s rozmerom nula.

Vo vSeobecnosti méa n-rozmerné kocka 2" vrcholov w = (uq; ug;. .. ; uy ), pricom u; € {0,a}
prei=1,2,...,n aa > 0 je dlzka jej hrany. Hyperkocka mé 2n stien a kazdu stenu tvori

3L = (aisbi), I = (ai; bi), Ii = (ai; bi), resp. I; = (a;; b;).
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R R? 101 101 R3

&)
! Obr. 2.1.4: Hyperkocky s hranoua=1pren=1,2,3
i a ich rozklad na jednotlivé steny (priklad 2.1.1)

(n—1)-rozmerna kocka, t. j. kocka rozmeru o jednotku nizsicho (obr. 2.1.4). Tieto steny
tvoria n protilahlych parov, ktoré sa lisia iba v jednej, a to i-stradnici (i = 1,2,...,n).
Body prvej steny z paru maju tuto sturadnicu u; = 0 a body protilahlej steny maju tuto
stiradnicu u; = a. To znamena, Ze tieto steny st od seba vzdialené o hodnotu a.
Najvzdialenejsie vrcholy sa protilahlé vrcholy, ktoré maja saradnice w = (ug;ug;. .. ;uy,)
av = (v5;v9;...;0,) = (@ —ur;a — uz;...;a — up), kde uy,us, ..., u, €{0,a}. Spojnice
vrcholov u a v tvoria najdlhsie uhlopriecky v kocke a plati u; = a, v; = 0, resp. u; = 0,
v; = a a tiez u; + v; = a, u; — v; = |a|. Takychto uhlopriecok?® je 2"~ ! a ich dizka je

lu—2vl, =+ —v1)2+ -+ (up — )2 = Va2 + - +a% = Vna? = y/na.

Na obrazkoch 2.1.4 a 2.1.5 st znazornené n-rozmerné kocky pre n = 1, 2, 3, 4. Kvoli nazor-
nosti polozime a = 1 a stradnice vrcholov budeme pisat bez zatvoriek a bez oddelovacich
znakov. Symbol u postupne nahradzame hodnotami 0 a 1.

e V priestore R* = R (priamka) tvori jednorozmernt kocku tisecka s vrcholmi 0 a 1, ktoré
st zaroven aj stenami. Uhlopriecky neexistuju.

e V priestore R? (rovina) tvori dvojrozmernii kocku &tvorec s vrcholmi 00, 10, 01 a 11.
Kocka ma $tyri steny (asecky) Ou-1u, u0-ul a dve uhlopriecky 00-11, 10-01.

e V priestore R? m4 kocka osem vrcholov 000, 100, 110, 010, 001, 101, 111 a 011, Sest stien
(8tvorce) 00u-10u-110-01u, 0u0-100-101-0u1, L00-u10-u11-u01 a Styri telesové uhlopriecky
000-111, 001-110, 010-101, 100-011.

e V priestore R* m4 teserakt (Stvorrozmern4 kocka) estnést vrcholov 0000, 1000, ..., 1111,
osem stien (trojrozmerné kocky) 000u-100u---011u, 00u0-10u0---01u1, 0u00-1u00---0ull,
0000-u100---u011 a taktiez osem telesovych uhlopriec¢ok 0000-1111, 1000-0111, 0100-1011,
0010-1101, 0001-1110, 1100-0011, 1010-0101, 1001-0110. m

4Kazda zlozka u;, i = 1,2,...,n vrcholu u moze nadobudat iba dve hodnoty 0 alebo a. Vrcholov u
a taktiez dvojic uwv je potom 2". KedZe uhlopriecky uv a vu su identické, ich pocet je poloviény 27~ 1.
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1001
=) B
B Obr. 2.1.5: 4-rozmerna hyperkocka

(teserakt)

2.1.2 Funkcie v priestore R"

V tejto Casti sa budeme venovat funkcidm, kde defini¢ny obor a aj obor hodnot st
viacrozmerné Euklidove priestory. Pojem funkcia, t. j. zobrazenie dvoch mnozin,® rozsiruje
pojem relacie a jeho definicia je identickd pre Iubovolné mnoziny (vid napr. [6, 49]).

Zobrazenie (funkciu) z mnoziny A # () (definiény obor, mnoZina vzorov) do mno-
ziny B # ) (obor hodndt, mnoZina obrazov, mnoZina funkénych hodno6t) nazyvame kazda
relaciu f C A x B taka, Ze pre kazdé x € A existuje najviac jedno y € B také, ze (z;y) € f
a oznacujeme f: A — B, resp. y = f(x).

Ak defini¢ny obor A C R™, n€ N a obor hodnét B C R™, me N, potom f: A — B
nazyvame n-rozmerna funkcia, resp. funkcia n premennych, oznacenie y = f(x).

Vzor x € A predstavuje vektor © = (x1;z2;...;2,) s n prvkami a obraz y € B predsta-
vuje vektor y = (y1;Y2;. - - ;¥Ym) S m prvkami. To znamen4, Z%e predpis y = f(x) reprezen-
tuje rovnost dvoch m-rozmernych vektorov

Y= (Y1592 -5ym) a f(x) = (fi(@); f2(); .. -5 fn()),

t. j. pre vietky j = 1,2,...,m musi platit y; = f;(x) = f;(z1;22;...;2,). Funkciu f
moZeme zapisat ako rovnost stlpcovych vektorov

Y fi(z) filzisza;.. i)
yT = y2 _ f2($) _ fo(@ismo;. .5 20) = f(z)T.
Ym fm(w) fm(x1§x2§~-~§mn)

Pre m = 1 sa f nazyva realna funkcia n premennych, resp. n-rozmerna realna
funkcia a obrazom je jednorozmerny vektor y = (y) = y € R. Funkciu zapisujeme

y=f(x) = (fr(@); fo(); . ..; fin()).

Speciélne pre m = n = 1 sa funkcia f nazyva realna funkcia (jednej) realnej
premennej a venovali sme sa jej v predchadzajicej ¢asti Matematicka analyza 1.

5Pojmy funkcia a zobrazenie znamenaji to isté, iba pre ¢iselné mnoziny sa preferuje nazov funkcia.
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Pre m > 1 sa f nazyva (m-zlozkova) vektorova funkcia n premennych, resp.
m~zlozkova n-rozmerna vektorova funkcia.

Pre funkcie f,g: R® — R™, n,m€ N a realne ¢isla c€ R definujeme stcet dvoch funkcii
f £ g€ R™ asucin skalara a vektora cf € R™ po zlozkach nasledovne

(f £9)(x) = f(x) £ g(x) = (fi(x) £ g1(x); fa(x) £ ga(x); .. .; fm(®) £ gim(T)),
(cf)(x) = cf(=) = (cfi(®);cfa(@);. s chm()).

Priklad 2.1.2.
Reélne funkcie st napriklad®

y=fi(z)= fi(z1;20;03) =21 +22: B3 = R, y= fo(x;y) =2y: R = R,
y=f3(x) = fa(w;22) =23 + 23 -2: R2 > R, y= fa(z;y) =2: R> - R.

Vektorové funkcie st napriklad

Yy = (Yy1;592) = fs(®) = fs(x1;220) = (21 + w2521 — 22): R* — R?,
y = (y1:92:93) = fo(z) = (z;2%2°): R— R*. m

Body = = (x;%y) Euklidovej roviny R? najcastejsie vyjadrujeme v kartezianskom sys-
téme suradnic (obr. 2.1.6 vlavo), kde st stradnice totozné so zlozkami, t. j. = (z;y).

V polarnom siradnicovom systéme ma bod & = (z;y) stradnice © = (p; ¢), kde p > 0
vyjadruje jeho vzdialenost od pociatku (pélu) 0 a ¢ € R je orientovany uhol, ktory zviera
polarna poloos s polpriamkou 0z spéajajucou pociatok s bodom @ (obr. 2.1.6 v strede).

Stradnice bodu v polarnych stiradniciach (na rozdiel od kartezianskych stradnic) nie
st ur¢ené jednoznacne. Ak ma bod @ polarne saradnice © = (p; ), potom maé tiez polarne
stradnice ¢ = (¢ + 2km; p) pre kazdé k€ Z.

Niekedy sa pozaduje, aby orientovany uhol ¢ patril do nejakého konkrétneho intervalu
s dlzkou 27, napr. ¢ € (0;27) alebo ¢ € (—m;7) pre vyhodu symetrie okolo polarnej osi.
V tychto pripadoch maji vietky body Euklidovej roviny R? okrem poéiatku 0 jednoznacne
uréené polarne sdradnice.

Priklad 2.1.3.

Ak (p; ) st polarne stradnice bodu = € R?, potom & = (x;y) = (pcos ¢; psinp) st jeho
kartezianske suradnice. TakZe prevod sturadnic z polarneho do kartezianskeho systému
urcuje vektorova funkcia

(z3y) = U(p; ) = (pcosp; psing): (0;00) x R — R2.

Ak (x;7) st kartezidnske stradnice bodu x € R?, potom s prevodom do polarnych siradnic
je to trochu zlozZitejsie. Funkcia ¥ nie je prosta a neexistuje k nej inverzna funkcia.

Pre vektorovt funkciu (p;¢) = ®(z;y): R? — {0} — (0;00) x (0;27) pre prevod z karte-
zianskych do polarnych stradnic plati

sinp = %, p= /1% + 92

6V rovine R2, resp. v priestore R® obvykle oznatujeme premenné a stradnicové osi z,y, resp. z,y, z.
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Z tvah vylacime bod 0 = (0;0), pretoze nevieme jednoznacéne uréit jeho polarne suradnice.
Dalej budeme pozadovat ¢ € (0; 27). Funkciu ® vyjadrime v kazdom kvadrante roviny R?

zvlast. Ak oznaéime uhol 7 = arcsin %, potom 7€ (—5; %) a plati (obr. 2.1.6 vpravo):
I:2>0,y>0, 0=, (p; ) = (z;y) = (/a2 + y?; arcsin wi_yg),

II: <0,y >0, p=m—7, (p;¢)=P(x;y) = (\/m;ﬂ' — arcsin w;’+y2),
L2 <0,y <0, p=mt7  (p¢)=(w;y) = (Va2 +y% 7 + arcsin —L—),
IV:iz>0,y<0,o=21r—7, (p¢)=P(z;y) = (Va2 + y? 27 — arcsin x,y+y2).

Ak budeme pozadovat ¢ € (—m;7), potom pre ¢ plati:
II: ¢ = & — arcsin \/a:gTy?’ I: o = arcsin \/9%1,2’
III: ¢ = —7 + arcsin a:ngyz’ IV: ¢ = — arcsin w?ﬂﬂ.
! B Dm0 (/J” hi&f?;i) S JT (i) Y tsmn) = (i) s

(

p2im —T2)
T2

5
I
=)

x3 = (237y3) (p3;m+ 73 @y =(psips)

Ya

. . N
(24591) = @4 (z1591) (pa; 2m — 74) (a5 p1) = @4
11 v 11 v

&)
Obr. 2.1.6: Kartezidnsky a polarny

Nech f: A — R, kde A# 0, AC R", ne N je reilna funkcia. MnoZzinu
{(@; f(@),xe A} = {(my), @ = (21;22;...;20) €Ay = f(x)} C R
nazyvame graf funkcie f, resp. nadplocha funkcie f v R"*!. Mnozinu
H.={xeA, f(x)=c}, kdeceR

nazyvame hladina funkcie f prisltichajiica &islu c. V Euklidovej rovine R? sa hladina
nazyva vrstevnica prislichajuca ¢slu c¢. Vrstevnice na geografickych mapéch oznacuji
miesta s rovnakou nadmorskou vyskou.

Priklad 2.1.4.

Uvazujme funkciu f: R? — R dant predpisom z = 21/4 — 22 — y2 (obr. 2.1.7).

Defini¢ny obor D(f) = {(z;y) € R%,4 — 22 — y?> > 0} = {(x;y) € R%, 2% + y* < 4} je kruh
so stredom v bode (0;0) a polomerom 2. Obor hodnot H(f) = (0;4).
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Obr. 2.1.7: Graf a vrstevnice funkcie

z=2y/4—22 —y2: R? - R (priklad 2.1.4)

Grafom funkcie f je (povrch polovice rota¢ného elipsoidu pre z > 0) mnoZina

{(:L';y;z), 224+ y? <4, 2=2/4—22 fy2}.

Pre ¢ ¢ H(f) = (0;4) vrstevnice H. neexistuji, t. j. plati H. = (). Pre c€(0;4) plati

2

=TT e G md-D o e Py = 1S

Potom H, = {(x;y; c),x? +y? = %}, c € (0;4) je kruznica rovnobeznéa s rovinou xy
s polomerom 7”[62_02 a stredom (0;0; ¢). Specialne Hy = {(0;0;4)} je bod. m

Nech y = f(z): R* = R™, y = g(x): R™ — R!, n,m,l€ N st také, ze H(f) C D(g).
Funkcia y = F(x): R" — R! definovana pre vietky & € D(f) vztahom F(z) = g[f(x)] sa
nazyva zloZzena funkcia f a g. Funkcia f sa nazyva vnutorna (zlozka) a funkcia g sa
nazyva vonkajsia (zlozka).

Priklad 2.1.5.
Pre funkcie f(x) = f(x1;72) = 21 + 222: R? — R, g(z) = (2%;2%): R — R? plati

9(f): R* = R?, g[f(@)] = g(@1 + 2z2) = ((21 + 222)?%; (21 + 222)%).
flo:R—=R,  flg(x)] = f(a*2°) = 2® + 22°. m

Priklad 2.1.6.
Uvazujme funkciu f(x;y): R? — R™, m€ N s dvomi premennymi x, y v kartezianskych
stradniciach. Prevod funkcie f do polarnych siradnic pomocou funkcie (priklad 2.1.3)

(z;y) = W(p;p) = (pcos p; psinp): (0;00) x R — R?

predstavuje zlozent funkciu F(p; ) = f[¥(p; )] = f(pcosp; psinp): R? — R™. m



////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// (C) 2012, Michail Vidiassov, John C. Bowman, Alexander Grahn
//
// asylabels.js
//
// version 20120912
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// 3D JavaScript to be used with media9.sty (option `add3Djscript') for
// Asymptote generated PRC files
//
// adds billboard behaviour to text labels in Asymptote PRC files so that
// they always face the camera under 3D rotation.
//
//
// This work may be distributed and/or modified under the
// conditions of the LaTeX Project Public License.
// 
// The latest version of this license is in
//   http://mirrors.ctan.org/macros/latex/base/lppl.txt
// 
// This work has the LPPL maintenance status `maintained'.
// 
// The Current Maintainer of this work is A. Grahn.
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////

var bbnodes=new Array(); // billboard meshes
var bbtrans=new Array(); // billboard transforms

function fulltransform(mesh) 
{ 
  var t=new Matrix4x4(mesh.transform); 
  if(mesh.parent.name != "") { 
    var parentTransform=fulltransform(mesh.parent); 
    t.multiplyInPlace(parentTransform); 
    return t; 
  } else
    return t; 
} 

// find all text labels in the scene and determine pivoting points
var nodes=scene.nodes;
var nodescount=nodes.count;
var third=1.0/3.0;
for(var i=0; i < nodescount; i++) {
  var node=nodes.getByIndex(i); 
  var name=node.name;
  var end=name.lastIndexOf(".")-1;
  if(end > 0) {
    if(name.charAt(end) == "\001") {
      var start=name.lastIndexOf("-")+1;
      if(end > start) {
        node.name=name.substr(0,start-1);
        var nodeMatrix=fulltransform(node.parent);
        var c=nodeMatrix.translation; // position
        var d=Math.pow(Math.abs(nodeMatrix.determinant),third); // scale
        bbnodes.push(node);
        bbtrans.push(Matrix4x4().scale(d,d,d).translate(c).multiply(nodeMatrix.inverse));
      }
    }
  }
}

var camera=scene.cameras.getByIndex(0); 
var zero=new Vector3(0,0,0);
var bbcount=bbnodes.length;

// event handler to maintain camera-facing text labels
billboardHandler=new RenderEventHandler();
billboardHandler.onEvent=function(event)
{
  var T=new Matrix4x4();
  T.setView(zero,camera.position.subtract(camera.targetPosition),
            camera.up.subtract(camera.position));

  for(var j=0; j < bbcount; j++)
    bbnodes[j].transform.set(T.multiply(bbtrans[j]));
  runtime.refresh(); 
}
runtime.addEventHandler(billboardHandler);

runtime.refresh();



////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// (C) 2012, Alexander Grahn
//
// 3Dspintool.js
//
// version 20120301
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// 3D JavaScript to be used with media9.sty (option `add3Djscript')
//
// enables the Spin tool (also accessible via 3D toolbar or context menu)
// upon activation of the 3D scene; the scene then rotates around the upright
// axis while dragging with the mouse
//
// This work may be distributed and/or modified under the
// conditions of the LaTeX Project Public License.
// 
// The latest version of this license is in
//   http://mirrors.ctan.org/macros/latex/base/lppl.txt
// 
// This work has the LPPL maintenance status `maintained'.
// 
// The Current Maintainer of this work is A. Grahn.
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////

runtime.setCurrentTool(runtime.TOOL_NAME_SPIN);
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Funkcia f: A — R™, kde A # ), A C R*, n,m € N, sa nazyva linearna,” ak pre
vBetky u = (ug;uz;...;un), © = (V1;02;...;0,), u,VER"™, c€R plati
flu+v)=flu)+ f(v), flcu)=-cf(v). (2.1)
Poznamka 2.1.4.
Linedrna funkcia f:y = kx+q, t€ R, kde k,q€ R, nie je v zmysle predchddzajicej definicie
pre q # 0 linedrna (aj ked sa tak nazgva). Linedrna je iba pre ¢ =0, t. j. f:y = k.
Neplati ani jedna z podmienok (2.1). Pre u,v€ R, cER, ¢ # 1 totiZ plati:
flu+v) =k(u+v)+q = ku+kv+g, fleu) = k(eu) + g = cku + q,
fu)+ f(v) = ku+ q+ kv +q = ku+ kv + 2q, cf(u) = c(ku+ q) = cku + cq.

Priklad 2.1.7.
Funkcia f(z) = f(z1;72;23) = (21 + 2521 — 79 — x3): R — R? je linedrna.
Pre vietky u = (u1;ug;u3), v = (vi;v2;v3) € R, c€ R plati
flut+v) = flur +viyus + v23uz + v3)
= ((Ul + 1) + (uz 4+ v2); (uy +v1) — (uz2 +v2) — (uz + 113))
= (u1 +ugsur —uz —uz) + (v +v2501 —va —v3) = f(u) + f(v),
flew) = f(euy;cug;cus) = (cuy + cug;cuy — cug — cug)

= (c(uy +uz);c(ur —ug — uz)) = c(ug + ug;uy — ug — ug) = cf ().
Priestor R? je linedrny a ma kanonickt bazu e; = (1;0;0), e2 = (0;1;0), e3 = (0;0;1).
Obrazy f(e1), f(e2), f(e3) vytvoria maticu typu 2 x 3, ktort oznacime F":

fle1) = f(1;0;0) = (1; 1), fler) L1
fle2) = f(0;1;0) = (1;-1), t.j. F=|f(e2) | =(1-1
fles) = £(0;0;1) = (0; -1), f(es) 0-1
Pre funkciu f potom plati
1 1
xF = (z1;09;23) | 1 —1 | = (21 4 20321 — T3 — 23) = f().
0-1

Vyhodnejsie je povazovat @, f(x) za stipcové vektory a oznacit D = F . Potom plati

T
1 1 0 T+
T _ _ 1 2 _ T
Dz = (1 -1 —1) 2= (xl — T —x3> = f@)"
T3
To znamena, ze sme linedrnu funkciu f vyjadrili pomocou matic D alebo F. m

Nech D = (d;j)mxn je matica realnych &isel d;; € R typu m x n, kde m,ne N. Potom
funkcia f: R™ — R™ dané predpisom

dyy dig -+ dig z1 diizi + digxo + -+ dipxn,
f@)T = Do = | Tt e |2 | i it
dml dm2 e dmn Tn dmlxl +dm2x2+" +dmnxn

Ak f: A — A, kde A C R™ je linearny priestor, potom sa f ¢asto nazyva linearna transformaécia.
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dir do1 -+ dma
t. . f@) = D" = (w;0;. . 5wn) | 22T
dln d2ndm’ﬂ

= (dizi +disza + - + dinn; .- 5 dm1Z1 + dm22o + - - + diny)

je linedrna (sta¢i jednoduché dosadenie, vid napr. [11, 35]).
Priklad 2.1.7 moéZeme zovSeobecnit na I'ubovolnt linedrnu funkciu f: R™ — R™, kde
m,n€ N. Ak predchadzajice ivahy zhrnieme, potom plati:

e Kazda redlna matica D typu m X n reprezentuje linearnu funkciu f: R™ — R™.

e Ku kazdej linearnej funkcii f: R™ — R™ existuje realna matica D typu m xn taka, ze
plati f(x) = D™, t.j. f(x)T = Dz”. Maticu D nazgvame matica linearnej funkcie f.

Funkcia f: R — R sa nazyva elementarna (mal: 3.1.2 Elementarne funkcie), ak ju
dokézeme vytvorit z funkcii y = konst., y =z, y =e*, y = Ilnz, y = sinz, y = arcsinz,
y = arctg x pomocou scitania, odcitania, ndsobenia, delenia a skladania funkcii.

Viacrozmerné realne elementarne funkcie f: R — R, n€ N dostaneme analo-

gicky pomocou uvedenych operécii a funkcii pre jednotlivé premenné x1, xs, ..., xy,.
Viacrozmerna vektorova funkcia f: R* — R™, m,n € N je elementarna, ak je
elementérnou funkciou kazda jej zlozka f;: R* — R, j =1,2,...,m.

Priklad 2.1.8.
Nasledujice funkcie su elementarne v R™:

=x+y—e""?4+1: R3 5 R,
=z + 2237, —23: R — R,

(sinxy,sinzy): R2 — R? fo(z,y, 2
=z+1:R® = R, Ja(x1, 0, 23
sinzy-sinze: RZ = R, fo(x1,70,73) =
(z,2%,2%): R — R3, fs(@1, @2, 23

(‘T17 T2
fs(z,y,2
(a:la )

fr(x

xl — 2xox3 — 2363 R® - R,

) =
2)
) =
)=

o e —

23— 219 —22%: R* > R.m

Jednoélenom v R"™ n€ N nazyvame funkciu f: R™ — R definovantu vztahom

fl@®) = flz;29;.. . 52,) = cm]flx;” cooghn
kde koeficient ¢ € R a exponenty ki, ka,...,k, € N U{0}. Sudet k = ky + k2 + -+ + kp,
nazyvame stupen jednoclena.

Ak séitame viacero jednoc¢lenov, dostaneme mnohoélen (polyném) v R", pricom
jeho stupeini je rovny najvéicsiemu zo stupiiov jednotlivych jednoclenov. V priklade 2.1.8
st polynémami funkcie f3, f4, fs a fs, pricom f3 mé stupen 1, polyném f, méa stupen 5
a polynémy fg a fs maju stupen 2.

Polyném f: R™ — R sa nazyva homogénny stupia k, resp. (Castejsi nazov) forma
k-teho stupna (stupia k), ak vSetky jeho jednoc¢leny maja rovnaky stupen k€ N U {0}.

Je zrejmé, Ze pre kazdu formu f: R™ — R kazdého stupna k€ N plati
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Specialne formu prvého stupiia f: R™ — R definovani vztahom

n
f@) =z +crs+ - +entn = Y x = (¢,x) = ca”,
i=1

kde® c1,¢co,...,cn €R, ¢ = (c1;¢0;...;¢,) € R, nazyvame linearna forma v R".
Formu druhého stupha (napr. funkcia fs v priklade 2.1.8) f: R™ — R definovani

_ 2 2
f(®) = criz] + craz1xa + - - + C1pZ1Ty + C21T21 + C2225 + -+ + ConTaty

C e G Ty Cp2nTo F o Can @ = Y D Gy,
i=1j=1
kde ¢;; € R pre i,j € {1,2,...,n}, nazyvame kvadraticka forma v R". Bez ujmy na
vBeobecnosti moézeme predpokladat, Ze pre vetky ¢ # j plati ¢;; = ¢js, pretoze’

Cij+cCji cijt+cji
2 2

CijTi%j + CjiXix; = (Cij + cji)ximj = T;T; + TjT;.

Tieto koeficienty moéZeme usporiadat do symetrickej matice

C11 C12 " Cin

C21 C22 *+ Cop
C=(cijhnxn=| " " . |

Cnl Cn2 " ° Cnn

ktort nazyvame matica kvadratickej formy f(x). Cislo det C nazyvame determinat
kvadratickej formy f(x).
V maticovom tvare mozeme kvadratickd formu f(x), € R zapisat v tvare

C11 C12 - Cin 1
(e Co1 C22 -+ Con x2 | _ T K&
f@) = (@iwo;sm) | 7077 T T = EC = X ) ey (22)
i=1j=1
Cnl Cn2 " Cnn Tn

Ak je matica C diagonélna, t. j. ak pre vSetky i, j€{1,2,...,n}, i # j plati ¢;; = ¢;; =0,
potom hovorime, Ze kvadraticka forma ma diagonalny (kanonicky) tvar. Potom plati

C11 0 --- 0
0 Cog - 0 n
fley=a| = 7 al =3 cur? = cnnad + cad + -+ cunn.
=1
0 0 - cmm

Poznamka 2.1.5.

Kvadraticka forma v R™ je Specidlnym pripadom bilinedrnej formy v R™.

Redlna funkcia f(x,y): R™ x R"™ — R dvoch vektorovjch premennijch @,y € R™ sa nazgjva
bilinedrna forma v priestore R™, ak pre pevné * = u a pre pevné y = v su funkcie
f(u,y), f(z,v) linedrnymi formami v R™. Bilinedrnu formu mozZeme reprezentoval redl-
nou Stvorcovou maticou C = (Cij)an, a pisat v tvare

C11 €12 "+ Cin Y1
2, S n n
- _ T — (e C21 C22 "+ Con Y2 | _ RPN
flx,y) =2zCy" = (z1;22;...;2) = Do D CiTiyj.
i=1j=1
Cnl Cn2 " Cnn Yn

8(c, x) predstavuje skalarny suéin vektorov ¢ a @.
9Prirastok funkcie ¢ijxiT; + ¢j;x;2; sa nezmeni, iba sa symetricky (rovnomerne) rozlozi.
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Ak je matica C symetrickd, potom funkcia f(x,x) = xCxT tvori kvadraticki formu v R".

! Obr. 2.1.8: Kvadratické formy v R?: fi(z1;22) = 22 + 22 (eliptickd), B
fo(x1;m9) = 22 — 23 (hyperbolicka), f3(x1;22) = 27 (parabolickd) &

Kvadraticka forma f(z) = xCz’: R® — R, n€ N zo vztahu (2.2), kde C = (¢ij)nxn
je symetricka redlna matica, sa nazyva:

e kladne definitna, ak pre vetky x € R", x # 0,, plati f(x) > 0.

e zaporne definitna, ak pre vSetky @ € R",  # 0,, plati f(x) < 0.

e kladne semidefinitna, ak pre vietky & € R", = # 0,, plati f(x) > 0.

e zaporne semidefinitna, ak pre vietky @ € R",  # 0,, plati f(x) < 0.

e indefinitna, ak existuju x,y € R" také, ze plati f(x) >0 > f(y).

Kazdi kvadraticka formu f(z) = zCz”: R® — R, n€ N, kde C = (¢;j)nxn je symet-
ricka realna matica, moéZeme vhodnou linedrnou transforméciou

x=opt)=tBT": R" - R", t.j.z" =) = Bt",

kde B je regularna matica!® (t. j. det B # 0), upravit na diagonalny tvar tD¢”.
To znamené, Ze existuje redlna diagonalna matica D typu n X n taka, ze plati

zCzT = f(x) = f(p(t)) = tDt" = di113 + doot3 + -+ - + dpnt?.
Ak to zhrnieme, potom D = BT CB, pretoze plati
flo(t)) = o(t)Cop(t)" =tBT"CBt" = tDt" = dy113 + dpat3 + - - + dpnt?. (2.3)

Transforméacia ¢ nemusi byt uréena jednozna¢ne, ale zachovava zakladné vlastnosti
kvadratickej formy, ¢ize aj definitnost (vety 2.1.2 a 2.1.3). Tieto aj nasledujice avahy patria
do sféry linearnej algebry, preto ich nebudeme dokazovat (vid napr. [3, 13, 20, 35, 45]).

10Matica B nemusi byt uréena jednoznacne.
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Veta 2.1.1. "
Diagonalna kvadratickd forma f(t) = > d;;t?: R* — R, n€N, di1,daa, ..., dpn € R.
i=1

a) [ je kladne definitnad. <= d;; > 0 pre vSetky i = 1,2,...,n.

b) f je zaporne definitna. <= d;; < 0 pre vSetky i = 1,2,...,n.

¢) f je kladne semidefinitnad. <= d;; > 0 pre vSetky i = 1,2,...,n a existuje d;; = 0.
d) f je zaporne semidefinitna. <= d;; < 0 pre vietky i = 1,2,...,n a existuje d;; = 0.
e) f je indefinitna. <= Existuje d;; > 0 a existuje d;; < 0.

Priklad 2.1.9.
Kvadraticka forma

f(x) = f(x1;20;73) = 22 + 20129 + 22123 — 22003 — 203: R - R

je indefinitna, pretoze f(1;0;0) =1 > 0, f(0;0;1) = —2 < 0. Matica formy f méa tvar

1 1 1 1 1 1
C=|1 0-1], t.j flzx)=2zCzT ==z |1 0-1]=".
1-1-2 1-1-2

Upravime f na diagonalny tvar a ukédZeme, Ze aj v tomto tvare je indefinitna.

f(x) = (23 + 2m129 + 22123 + 22073 + 235 + 22) — (22203 + 25 + 23) — 22003 — 223
= (71 + 22 + 73)? — dx93 — 23 — 323 = ®
Vybrali sme vSetky jednocleny obsahujice premennd z; a vyraz sme doplnili na aplny
Stvorec (prva zatvorka). Cleny, ktoré sme doplnili, sme nasledne odpodcitali, aby sa hod-

nota f(«) nezmenila (druha zatvorka). Uvedeny postup aplikujeme postupne na vsetky
premenné o, r3, atd.

® = (x1 + 22 + 23)% — (23 + dwox3 + 42%) + 423 — 323
= (21 + 22 +23)% — (w3 + 2w3)% + 23 =12 — 13 + 13.
Dostali sme tvar f(t) = t2 — t3 + {3, pricom t; = x1 + x5 + x3, t2 = To + 273, t3 = 3.

Forma je indefinitna podla vety 2.1.1, resp. staci uvazit, ze f(1;0;0) = 1, f(0;1;0) = —1.
Pre linearnu transforméciu @ = p(t): R" — R™ prechodu na diagonélny tvar plati

ti1=x1+22+ w3, Ty =1t —ta+ ts, 1 -1 1
to = To + 223, — T2 = to — 2t3, = B=|0 1-2], x= Bt”.
ts = 3. xr3 = ts. 0 0 1

1 0 0\ /1 1 1\ /1-1 1 0 0
fle@)=t[-1 1 of 1 o-1ff0 1-2|tT=¢t[{0-1 0|t'. m
1-2 1/ \1-1-2/\0 0 1 0 0 1
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Existuje ovela viac sposobov ako upravit kvadraticka formu na diagonalny tvar (vid
napr. [13, 45]). Jeden z Castych sposobov vyuZiva vlastné &sla a vlastné vektory ma-
tice kvadratickej formy. My budeme vlastnosti kvadratickych foriem vyuZivat pri uréovani
extrémov funkcii viacerych premennych (?? Extrémy funkcii) a bude nas zaujimat iba
ich definitnost. Nebudeme k tomu potrebovat maticu transformacie na diagonélny tvar.
Postagia nam iba vlastné &isla vySetrovanej kvadratickej formy, ktoré s vizdy realne.'’ Ne-
budeme teda potrebovat ani vlastné vektory k nim prisluchajtce. Pre prevod kvadratickej
formy na jej diagonalny tvar platia nasledujtce tvrdenia.

Veta 2.1.2.
f(z) = xzCxT: R" — R, n€ N je kvadraticka forma, pricom C = (¢;j)nxn je symetricka
redlna matica a 01, d9, ..., 0, € R st jej vlastné ¢isla (vratane nasobnosti).

— Existuje linearna transformacia x = ¢(t) = tB”: R — R",
kde B je realna matica n x n, pre ktori f(o(t)) = 61t + 5at3 + - - + 5,12,

7 predchadzajucej vety a z vety 2.1.1 vyplyva, Ze definitnost kvadratickej formy vieme
jednoducho uré¢it pomocou vlastnych éisel jej matice.

Problém viésinou nastane pri vypocte vlastnych ¢isel (sa to korene realneho polynéomu
stupiia n). Matica transformacie B je vytvorena pomocou vlastnych vektorov matice C.
Pripomenme, Ze ak ma niektoré vlastné ¢islo geometrickii nasobnost (pocet linedrne ne-
zavislych vektorov k nemu patriacich) mensiu ako algebraicka nasobnost (nasobnost ako
korena charakteristického polynému), musime zostavajice vlastné vektory konstruovat po-
mocou retazcov zovSeobecnenych vlastnych vektorov.

Veta 2.1.3 (Sylvestrova veta o zotrva¢nosti kvadratickych foriem).
flx) = xCxT: R* — R, n€ N je kvadraticka forma, C,, ., je symetrickd redlna matica.

— Existuje linearna transformacia x = ¢(t) = tB”: R" — R",
kde B, «, je redlna matica, pre ktoru plati
f(gﬁ(t)) = dllt% + def% + -4 d”nt%, kde di1,doo, ..., dpn E{—l, 0, 1}.

Diagonalny tvar kvadratickej formy vo vete 2.1.3 sa nazyva normalovy. Linearne
transformacie v predchadzajucich vetach nie st uréené jednoznacne, ale zachovavaja za-
kladné vlastnosti kvadratickej formy.

Nasledujice charakteristiky kvadratickej formy st jednoznacné:

e Hodnost A, t. j. hodnost matic C, diag (81,0, ..,6,) a diag (d11,das, ..., dun)-

e Kladny index zotrvac¢nosti k, t. j. pocet kladnych ¢lenov v diagondlnom tvare.
e Zaporny index zotrvac¢nosti [, t. j. pocet zapornych ¢lenov v diagonalnom tvare.
e Pocet nulovych ¢lenov o v diagonalnom tvare.

e Signatuira o, t. j. dvojica (k;1).

Je zrejmé, ze plati h =k +1l, n =k + 1+ 0, o = n — k — l. Z predchadzajucich avah
a z vety 2.1.1 vyplyva nasledujice tvrdenie.

11 Realne symetrické matice maju iba realne vlastné &isla a realne vlastné vektory.
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Veta 2.1.4.

f(x) = xzCx™: R* — R, neN je kvadratickd forma, C,,, je symetricka redlna matica.

a) [ je kladne definitna. < k=mn,l=0=0.

b) f je zaporne definitna. <= l=n, k=0=0.

¢) f je kladne semidefinitna. <= 0<k <n,l=0,0#0.

d) f
)

e) f je indefinitna. <= k> 0,1> 0.

je zaporne semidefinitna. <= 0<[l<n, k=0, 0#0.

Definitnost kvadratickej formy f(x) = xCzT: R® — R, n€ N, kde C je symetricka
realna matica typu nxn, mézeme zistit aj bez toho, aby sme pocitali vlastné ¢isla matice C,
resp. upravovali kvadraticka formu f na diagonalny tvar.

Ozna¢me pre k = 1,2, ..., n subdeterminanty
C11 C12 " Cik C11 C12 - Cin
C21 C22 **+ Cok . C11 C12 C21 C22 -+ Cop
Ak: 5 tJ A1:|C]_1|, AQZ g ey An: .
e e e ee e e e 621022 ... ...
Ck1 Ck2 ** Ckk Cnl Cn2 " ° Cnn

Veta 2.1.5 (Sylvestrovo kritérium).
f(x) = xCzxT: R* — R, n€ N je kvadratickd forma, C,, «, je symetricka realna matica.
Potom plati:

a) [ je kladne definitna. <= Ay > 0 pre vSetky k =1,2,...,n.
b) f je zaporne definitna. <= (—1)*A; > 0 pre vietky k = 1,2,...,n.
¢) f je indefinitna. <= A, # 0 a f nie je kladne a f nie je zaporne definitna.

V inych pripadoch nemdZeme Sylvestrovo kritérium pouzit, pretoZe nevieme rozhodnut,
¢ je kvadratickd forma kladne semidefinitna, zdporne semidefinitna alebo indefinitné.

Poznamka 2.1.6.

Z praktickijch dovodov pri zistovani kladnej definitnosti alebo zdapornej definitnosti kvadra-
tickej formy f(x) = zCx’: R — R, n€ N je vghodné najprv zistovat hodnoty pdarnych
subdeterminantov A, Ay, ..., ktoré by mali byt kladné.

Poznamka 2.1.7.

Ak v kvadratickej forme f(x) = xCxT: R* — R, n€N (v lubovolnom vyjadreni) existuje
aspoti jedno i € {1,2,...,n} také, Ze c;; = 0, potom f(x) nemoze byt definitnd. Moze byt
iba semidefinitnd alebo indefinitnd. Je zrejmé, Ze f(e;) = 0 pre nenulovy vektor €;.

Toto turdenie vyplyva taktiez zo Sylvestrovho kritéria. KedZe vo forme f nezdlezi na poradi
premennijch x1, o, ..., T,, moZeme si ich usporiadat tak aby premennd x; bola prvd. LenzZe
v tomto pripade bude Ay = |c;;| = 0 a podla Sylvestrovho kritéria (veta 2.1.5) nemdZeme
dostat definitnost ani kladni a ani zaporna.

Priklad 2.1.10.
Uvazujme indefinitni kvadraticka formu

f(x) = f(z1;29;73) = 23 + 22179 + 27123 — 27023 — 223 R® - R
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z prikladu 2.1.9. Indefinitnost dokdZeme pomocou Sylvestrovho kritéria.
Riesenie.
Matica kvadratickej formy f ma tvar

1 1 1 1 1 1
C=(1 0-1}, t.jflz)=2CxT =z |1 0-1|=T.
1-1-2 1-1-2

Forma je indefinitna, pretoze plati

Ay =|1=41>0, Ay= ’1 (1]‘ = —1 < 0 (nie je kladne ani zaporne definitna),
111 111 -

As=|1 0-1 =1 0—1:(—1)31-‘2_1‘:—1-(—1+2):—1<0.-
1-1-2|+1xr01 |2 0 -1

Priklad 2.1.11.

Uréte definitnost kvadratickej formy f(x) = 23 — 27129+ 27123 — 22023 + 23 —23: R® — R.
Riesenie.

Sylvestrovo kritérium nemozeme pouzit, pretoze plati

1-1 1 1 -1 1|+1xr02 0 0 O
1-1-1 1 —1 —1|+1xr02 0 0 O

Kvadraticka forma f je indefinitna, staci polozit f(1;0;0) =1 > 0a f(0;0;1) = —1 < 0.
Ak upravime kvadraticka formu f na diagonalny tvar, dostaneme

f(x) = (23 — 2m129 + 22123 — 22003 + 25 + 23) — 223 = (v1 — 22 + 73)% — 223,
t. j. f(t) = t% — 215%7 kde t1 = x1 — 29 + x3, t9 =0, t3 = x3.

V tomto pripade sta¢i polozit napriklad f(1;1;0)=1>0, f(0;1;1) =—-2<0.m

Priklad 2.1.12.
Vysetrite definitnost formy f(z;y) = c1122 + 2c120y + cooy?: R? — R, kde ¢11, ¢12, co2 € R.

Riesenze.
Kvadraticka formu f mézeme vyjadrit v tvare f(x) = x (

C11 C12
x? kde x = (z;y) € R%.
C21 C22

C11 C12

Subdeterminanty s Ay = |e11| = ¢11, Ay =
C21 C22

= C11C22 — cfQ. St dve mozZnosti:

1. Ay =11 # 0, potom f(x) = 1122 + 2c122Y + co2y?, Ao = c11020 — €35
e Ay < 0. = f je indefinitna. [e11 # 0, Ag < 0]
e Ay > 0.
oAy > 0. = f je kladne definitna. [e11 >0, Ag > 0]
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oAy < 0. = f je zaporne definitna. [e11 <0, Ag > 0]

e Ay =0, potom c11¢22 = ¢35 a st dve moZnosti.

o 12 =0, ca2 = 0, potom f(x) = c112°.
= [ je kladne semidefinitna pre ¢;; > 0. [e11 >0, c12 =0, c22 = 0]
—> f je zaporne semidefinitna pre c;; < 0. [c11 <0, c12 =0, co2 = 0]

o c12 # 0, cag # 0, potom st vektory (c11;c12), (c12; c22) linedrne zavislé.
Potom (c11; c12) = q(c12;€22), b. j. 12 = qeaa, c11 = qc12 = ¢Pcao, kde g # 0.
Potom f(x) = ¢?c22? + 2qcaomy + co2y® = ca2(¢*a” + 2qwy + y?) = cao(qz +y)%.
—> [ je kladne semidefinitna pre coo > 0. [c11 >0, c12 =0, c22 > 0]

—> f je zaporne semidefinitna pre coy < 0. [c11 <0, c12 =0, c22 < 0]

2. Ay = ci1 =0, potom f(x) = 2ci22y + c22y?, Ao = —cf, < 0.

e Ay <0, t.j. c12#0. = f je indefinitna. [e11 =0, c12 # 0, c22 €ER]
e Ay =0, t.j. c1o =0, potom f(x) = caoy? a st tri moznosti.
o oo > 0. = f je kladne semidefinitna. [c11 =0, c12 = 0, co2 > 0]
o o9 < 0. = [ je zdporne semidefinitna. [c11 =0, c12 =0, c22 < 0]

ooy =0. = f(x) =0 pre vietky xt€ R>. m

2.1.3 Limita funkcie n premennych

Limita a spojitost funkcii v priestore R™, n€ N sa definuju analogicky ako v R a maja
podobné vlastnosti (vid [6, 7, 8, 49]). KedZe R je Specialny pripad priestoru R™ pre n = 1,
vlastnosti platné v R™ musia platit aj v R. Najprv si zopakujeme definiciu hromadného
bodu, bez ktorého nemdzeme definovat limitu.

Bod a € (R*)™, n€ N sa nazyva hromadnym bodom mnoziny A C R", A # (), ak
v kazdom jeho okoli O(a) existuje asponl jeden bod b z mnoziny A taky, ze b # a.

Mnozina A C R" sa nazyva uzavreta, ak obsahuje vSetky svoje hromadné body.

Uvazujme funkciu y = f(x): R — R™, kde n,m € N a body a € (R*)", be (R*)™,
t.j.oa=(a;a2;...5a,), a1,a2,...,0, ER* b= (by;ba;...;bm), b1,ba, ... by € R*.

Funkcia f ma v bode a limitu rovna b (limita funkcie f v bode a sa rovna b),
oznafenie lim f(x) = b, ak plati:

r—a
¢ Bod a je hromadnym bodom mnoziny D(f).

e Pre vietky {@x};o; C D(f) — {a} take, ze klim x), = a, plati klim f(zr) = b.
—00 —00

{zi}e, C D(f) — {a} je postupnost'? vektorov x € R", k€ N, kde x € D(f), =) # a.
Po zlozkach ich budeme oznacovat @y = (£1;%2;...;Tn)k, reSP. L = (Tr1;Tk2; ... Thn)-

Poznamka 2.1.8.

Druhd podmienka predstavuje implikiciu ,, Ak {xy}r.; — a, potom {f(zy)}re; — b.“
a must platit pre kaZdi postupnost bodov € D(f), xr # a. To znamend, Ze uvedend
implikdcia musi platit ,pre kaZdy mozny spésob pribliZenia k bodu a“.

12Kedze n reprezentuje dimenziu priestoru R™, museli sme pre ¢leny postupnosti zvolit int premennt k.
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e V pripade limity redlnej funkcie jednej redlnej premennej (mal: 3.2 Limita funkcie) to
st smery zlava a sprava, pripadne ich lubovolné striedanie.

e Pre limitu funkcie dvoch a viaceryjch premenngch to nie je také jednoduché. Sposobov
priblizenia k bodu a existuje nepreberné a nekoneéné mnoZstvo. MozZeme sa pribliZovat po
lubovolnej krivke (nekonecne vela moznosti), napr. po polpriamke (nekonecne vela smerov),
po parabole (nekonecne vela mozZnosti), po $pirdle (nekonecne vela mozZnosti), po hyperbole
(nekonecne vela moznosti) atd. Toto priblizenie nemusi byl po krivke, moze to byt lubovolny
sposob, aky vymyslime. DéleZité je, aby pribliZenie skoncilo v bode a.

Z jednoznacnosti limity postupnosti vyplyva jednoznaénost limity funkcie f v danom
bode a (pokial existuje). Tato limita sa nazyva n-rozmerna (viacrozmerna) limita
a predstavuje m limit realnych n-rozmernych funkcii f;(x): R* - R, j =1,2,...,m.

Pre limitu %1_1% f(x) = b plati

b= (b1iba;...;0m) = mhgaf(m) = “113}1 (fi(z); fa(z); .. 5 frn())
= (i fi(@); . fo(@)s..; lim fru()),

To znamena limitu pre kazda zlozku, t. j. m limit

by = lim fi(x), by = lim fo(x), ..., by = lim f,(x).
Tr—a Tr—a T—a
Vztah  — a, t. j. (x1;22;...52,) — (a1;a2;...;a,) Znamend x; — a1, To — ag, ...,

T, — a, pre kazdu zlozku. Limitu moéZzeme pisat vo viacerych tvaroch, napr.

lim f(x) = lim flzr;ae;. zn) = lim f(zy;20;...52,)
T—a (z15m25..5%n) = (a1;a2;..5an) T1— a1
o —ras
rn.—.;an
= lm (fi(zii@o;..szn); folzizas. . i2n)i oo fn(@1s 2255 2)
Tr1—al
To —rag .
on s an = lim (f1(2); f2(2); .. ; fn())-
Ak pre aspon jedno ¢ = 1,2,...,n plati a; = oo, potom hovorime o limite v ne-
vlastnom bode a. Inak hovorime o limite vo vlastnom bode a.
Ak pre aspon jedno j = 1,2,...,m plati b; = oo, potom sa limita nazyva ne-

vlastna limita. V opacnom pripade sa nazyva vlastna limita. To znamené, ze limita

lim f(x) = b je vlastna, ak st vlastné vietky jej zlozky lim f;(x) =0b, j=1,2,...,m.
T—a T—a

Nech a = (aj;az;...;a,) €ER™ neN je koneény bod, € > 0. Otvoreny interval
I.(a)= (a1 — ;a1 +¢€) X (ag —e;aa+€) X -+ X (ay —€;apn +€)

geometricky predstavuje n-rozmernt kocku bez obalu s hranou dlzky 2¢ (vid pr. 2.1.1)
a stredom (t. j. taziskom a priesetnikom telesovych uhloprie¢ok) v bode a. Telesové uhlo-
priecky maji dizku 2y/ne, pretinaji sa v bode a a spajaju dvojice najvzdialenejsich bodov
(protilahlych vrcholov) intervalu I.(a). Kocka mé 2™ vrcholov a 2n stien, pricom kazda
stenu tvori opat kocka, ale s rozmerom n — 1.
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-ﬂﬂ E].
Obr. 2.1.9: Intervaly I.(a) a okolia O.(a), O /.(a)
bodov a€ R™ pre n =1,2,3

Ak ® = (z1;29;...;2,) € I.(a), potom z; € (a; —€;a; +€), t. j. a; —e < x; < a; + €
plati pre kazdé i = 1,2,...,n. Potom —¢ < z; —a; < ¢, t. j. (x; — a;)? < €2 a plati

||fc*a||n:\/($1*a1)2+($2*a2)2+'~+( —ap)? <Vne? = V/ne.

To znamen4, 7e sa interval I.(a) zmesti do okolia bodu a s polomerom +/ng, t. j. plati

Is(a) c O\/ﬁe (a)

Protilahlé steny sa lisia iba v jednej suradnici, ktorej hodnota je a; — e alebo a; + €.
Stien je ich n parov, jeden par pre kazdé i = 1,2, ..., n a vzdialenost medzi nimi je 2. To
znamend, Ze sa medzi ne zmesti okolie O, (a). Potom plati (obr. 2.1.9 pre n = 1,2, 3)

Oc(a) C I.(a). = Oc(a) C I.(a) C O s.(a).

Ak budeme uvazovat interval I ,_(a), potom /n(y/ne) = ne a analogicky plati

O me(a) CI f.(a) COpe(a). = Oc(a) CI.(a) CO gm.(a) CI mz(a) COnla).

Ak to zhrnieme, potom pre kazdé ¢ > 0 plati

Oc(a) C I.(a) C O s.(a), I.(a) C O s.(a) C I sm.(a). (2.4)

Poznamka 2.1.9.

Zo vztahu (2.4) vyplyva, Ze vo vietkych doterajSich i nasledujicich ivahach mézZeme na-
miesto okoli O.(a) pouZivat otvorené intervaly I.(a) a naopak.'®> V zmysle pozndmky pod
Giarou a zjednodusenia ndzvoslovia moézeme € > 0 povaZovat za polomer intervalu I.(a).
Pre n =1, t. j. v priestore R si pojmy Oc(a) a I.(a) rovnaké, plati O.(a) = I.(a).

Poznamka 2.1.10.
Okoliami bodov +00 na redlnej osi R' = R si intervaly (r;o0)
Mnohokrdt je vhodné zvolit r = :I:— € >0, kde pre e — 0 plat?

O (00) = I.(00) = (%;00), resp. Oc(—00) = I.(—00) = (—o0; —1).

€ £

(—o0; 1), kde r€R.

a
L 500, -1 5 —o0, t. 7
13 1>

V tomto zmysle budeme v priestoroch R™ uvaZovat neohranicené intervaly I.(a) a aj oko-
lia O-(a) v nevlastnych bodoch a

L3Interval I.(a) predstavuje okolie bodu a s polomerom ¢ pri pouziti ekvivalentnej maximovej normy
(vid poznamka 2.1.2).
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7Z definicie je zrejmé, Ze limita predstavuje lokdlnu zaleZitost v nejakom okoli bodu a,
pri¢om funkcia v tomto bode nemusi byt definovana. Analogicky ako pri realnych funkciach
f: RY — R', mozeme limitu charakterizovat pomocou okoli (definicia v zmysle Cauchyho).
Uvedené definicia pomocou postupnosti sa nazyva v zmysle Heineho. Tieto definicie st
ekvivalentné a v praxi sa pouzivaju obe. Vyplyva to z vety 2.1.6, ktora uvidzame bez
dokazu. Dokaz je analogicky ako pre limitu realnej funkcie jednej redlnej premenne;j [49].

Veta 2.1.6.

Funkcia f: R" — R™, n,mée N, body ac (R*)", be (R*)™. Potom plati:
lim f(x) =b <= e Bod a je hromadnym bodom mnoziny D(f).
e e Pre kazdé okolie O(b) existuje okolie O(a) také,

ze pre vietky € O(a) N D(f), = # a plati f(x)cO(b).

Ak st body body a € R™, be R™ vlastné a ak oznac¢ime polomery okoli ¢, §, moZzeme
druhé tvrdenie vety na pravej strane symbolicky pisat v tvare

VO (b) 305(a)VxeD(f): #€Os(a),z #a = f(x)€O.(b).
——~— —— —_————— —_—
Ve>0 36 >0 0<|lz—al, <o IIf(x) =b|,, <e€

Limita funkcie f: R™ — R™ ma m zloziek, t. j. m realnych limit lim f;(x) = b; pre
j=1,2,...,m. Predchadzajuce tvrdenie moézeme potom rozpisat e

VO.(b;)A0s5(a)VxeD(f): ®€Os(a),x #a = fj(x)€0:(b;), j=1,2,...,m,
——— —— | —— —_—
Ve>0 36>0 0<|lx—al, <o ®

prifom @: | f;(z) — b;| < e pre vlastnt limitu b; € R a ®: f;(x) < —1 pre nevlastnt limitu
bj = —o0, resp. ®: fj(x) > % pre b; = oo.

V tomto zmysle moZzeme tieto avahy rozsirit aj pre pripad, ked je bod a € (R*)"
nevlastny, t. j. ked je aspon jedna z hodnédt a;, ¢ = 1,2,...,n nevlastna.

Poznamka 2.1.11.
Ak wvdzime pozndmku 2.1.9 a vztah (2.4), predchddzagice tvrdenia ostand v platnosti, ak
namiesto okoli Os(a), O(b) pouZijeme intervaly Is(a), I.(b).

Viacrozmerné limity maju podobné vlastnosti ako limity realnych funkcii jednej realnej
premennej (mal: 3.2 Limita funkcie). Funkcia f: R — R je $pecialny pripad viacrozmernej
funkcie f: R™ — R™ pre m = n = 1, takZe mnoho vlastnosti méZeme zovSeobecnit pre
vektorové funkcie a naopak.

Nasledujica veta sa ¢asto pouZiva pri vypocte limit. ZloZitej§iu funkciu nahradime
jednoduchsou, ktora je na nejakom intervale, resp. okoli zhodna s pévodnou funkciou.
Veta sa vac¢sinou pri vypoc¢te neuvadza, predpoklady sa overuja priebezne pocas vypoctu.

Veta 2.1.7.
Funkcie f,g: R" — R™, n,meN, bod a€ (R*)" je hromadny bod M = D(f) N D(g).
I(a) je otvoreny intervall® taky, Ze pre vietky x€1(a) N M, = # a plati f(x) = g(z).
= Pokial limity existuja, plati lim f(x) = lim g(x).
Tz—a r—a

MInterval I(a) mozeme nahradit okolim O(a) a tvrdenie vety sa nezmeni (poznamka 2.1.9).
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Dokaz.
Nech lim f(@) = be (R*)™
Nech {x;};—, C M — {a} je taka, ze klim x; = a. Potom klim f(xr) = 0.
s deel el
Je zrejmé, Ze existuje ko € N také, ze pre vietky k€ N, k > ko plati x, €I(a).
To znamena, ze € I(a) N M — {a} a teda aj f(x) = g(x)). Potom plati

lim f(x) = lim g(x;) = lim g(x) = b, t.j. lim f(z) = lim g(x) =b. m
k—oo k—oo T—a

r—a r—a

Priklad 2.1.13.

2 2
Uvazujme funkcie f(z1;22) = 21 +22: R? = R a g(x1;20) = %: R? -+ R.

D(f) = R%, D(g) = R?* — {(z; ),z € R}. Pre vietky € D(f) N D(g) = D(g) plati

z—a3 1— 1
g(@) = glar;mp) = L=tz — mowa)@iden) _ gy 4 gy — f(ay;2) = f().

T1—T2 T1—T2

e lim f(x) = lim (z; + 72) = 21 + 72 existuje pre vietky = € (R*)? — {(+o0; Foo)}.
Tr—a r—a
2
. T Ti—T
* el = s

2
2 ma navyse problémovy smer x1 = 2, kde nie je g definované.

Pre vietky & € R? — {(+o0; Foo)} limita existuje a lim g(x) = lim g(z). Potom napr.:
r—a Tr—a

2,2 . _ .
lim S5 = iy @mm)@des) oy (g o) =141=2.
T1—To Tr1—T2
w1—>1 a:1~>1 w1—>1
124)1 xo— 1 IQ‘)l
2 2 . o .
lim =2 = lim (@1=as)(@1+@s) 22)_(?“”2) = lim (21 +22) = 00 + 00 = 0.
xr1 —» 00 1 2 T — 00 1 2 T — 00
o —» OO To —» OO Ty —» OO
2_ 2 . — . . . .
lim 2=72 = lim % = lim (21 +22) = 0o — 00, t.]. neexistuje. m
L1 —> 00 r1—00 T — 00
o — —00 Tog — — OO To — —0O0
Veta 2.1.8.

Funkcia f: R — R™, n,m€N, bod a€(R*)" je hromadny bod D(f).
Existuje vlastna (konecna) lim f(x) =beR™.
Tr—a
— a) Existuje okolie O(a) také, Ze f je ohrani¢ena na O(a) — {a}.
b) Existuje interval I(a) taky, Ze f je ohrani¢ena na I(a) — {a}.

Dékaz.
V zmysle poznamky 2.1.9 st obe tvrdenia ekvivalentné a sta¢i dokazat jedno z nich.
Tvrdenie a) vyplyva priamo z vety 2.1.6.

Nech O(b) je Tubovolné okolie, potom existuje O(a) také, ze pre vietky z€O(a) N D(f),
x # a plati f(x)€O(b). T. j. existuje okolie O(a), v ktorom je f ohranic¢ena. m

Veta 2.1.9.
a) Funkcie f,g: R — R™, n,me& N, bod a€ (R*)" je hromadny bod D(f) N D(g).
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Cislo c€ R. Existuju limity lim f(z) = b, lim g(x) = d, kde b, de (R*)™
r—a r—a
— Pokial maju prislusné vyrazy zmysel a limity existuja, plati:

al:l—r}}z [f(z) £ g(x)] = il_r)r}l f(x) iil_rgg(w) =b+d, whg}z lef(x)] = ¢ lim f(x) = cb.

r—a

b) Funkcie f,g: R" — R, n€N, bod a€(R*)" je hromadny bod D(f) N D(g).
Existuju limity 1i_r>n f(x) =0, 1i_I>H g(x) =d, kde b,d€ R*.

= Pokial maju prislusné vyrazy zmysel a limity existuju, plati:

. . . = l1m f(=x)
lim [f(z)g(x)] = lim f(@)- lim g(z) = bd, lim K& — e = 0

Dokaz.
Vetu dokazeme pre sicet. Ostatné tvrdenia sa dokdzu analogicky.
Nech {z,} —, C D(f) N D(g) — {a} je taka, ze lim x, = a.
n—oo
Potom (definicia) lim f(x,) =b, lim g(x,) = d. Z toho vyplyva tvrdenie vety
n—o0 n—r00
mh_rg [f(m) + g(:c)} = nh_Ego [f(l’n) + g(m,,,)}
= lim f(x,)+ lim g(z,) = lim f(z)+ lim g(z) =b+d. =

Ak niektory z vyrazov b £ d, ¢b, bd, resp. b/d v predchadzajicej vete nema zmysel,
nemusi to znamenat, Ze prislusné limita neexistuje (musime ju vypod&itat inym spoésobom).
Najcastejsie pomoze vhodna uprava vyrazu, ktorym je funkcia definovana. Niekedy to je
vhodny rozklad, inokedy pomoze pripocitanie a odpoéitanie rovnakého vyrazu (pripo¢i-
tame nulu) alebo vynéasobenie Citatela aj menovatela v zlomku rovnakym vyrazom.

Veta 2.1.10.
Funkcia f: R" — R, n€ N, bod a€(R*)" je hromadny bod D(f), li_r)n f(x) =beR*.
x a

— lim |f(@)| = | lim f(2)| = bl

Dokaz.
Dokaz je analogicky ako dokaz predchadzajtcej vety 2.1.9. m

Veta 2.1.11.
Funkcie f,g: R™ — R, n€ N, bod a€(R*)" je hromadny bod M = D(f) N D(g).
Okolie O(a) je take, ze pre vietky x € O(a) N M, x # a plati f(x) < g(x).
= Pokial limity existuju, plati :llgbf(a:) < mhﬂn}lg(w)
Dokaz.
Nech mh_r}r}l f(x) =0, 911311 g(x) = d, pricom b, d € R*. DokadZzeme sporom.
Nech b < d neplati, t. j. b > d. Potom existujtu okolia O(b), O(d) také, ze O(b) N O(d) = ().
Potom pre vietky ue O(b), veO(d) plati u > v a tiez (veta 2.1.6) plati:
e Ku O(b) existuje Oy (a) tak, ze pre vietky € Or(a)ND(f), x # a plati f(x) €O(D).
e Ku O(d) existuje O, (a) tak, ze pre vietky £ € O,(a) N D(g), = # a plati g(x) € O(d).

Potom existuje okolie O*(a) C O(a) N Of(a) N Oy(a) také, ze pre vietky € O*(a) N M
plati nerovnost f(x) > g(x). To je spor s predpokladmi. m
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Ak v predchadzajucej vete f(x) < g(x) nahradime predpokladom f(x) < g(x), tvrde-
nie vety ligl f(x) < li_r)n g(x) sa vo vSeobecnosti nezmen.
T a T a

V pripade nevlastnych limit platia implikécie:

lim f(x) = c0. = lim g(x) = o00. Resp. lim g(z) = —c0. = lim f(x) = —c0.
r—a r—a

Tr—a r—a

Dosledok 2.1.11.a (Veta o zovreti).
Funkcie f,g,h: R* — R, n€ N, bod a€ (R*)" je hromadny bod M = D(f)ND(g)ND(h).
Okolie O(a) je také, ze pre vietky x€O(a) N M, x # a plati h(x) < f(x) < g(x).
Existuja limity glgb h(x) = gllgz g(x) = b, kde be R*.

— Existuje limita lim f(x) =0, t.j. lim h(x) = lim f(z) = lim g(x).

Tr—a r—a Tr—a r—a

Doésledok 2.1.11.b.
Funkcie f,g: R — R, n€ N, bod a€ (R*)" je hromadny bod D(f) N D(g).
Funkcia f je ohrani¢ené v nejakom okoli O(a) — {a}. Existuje (%1_{1}1 g(x) =0.

= Existuje limita ilg}l [f(x)g(x)] = 0.

Okolie O(a) mozeme v predpokladoch vety 2.1.11, jej désledkoch a aj v nasledujucich
vetach nahradit intervalom I(a) a ich tvrdenia sa nezmenia (vid poznamka 2.1.9).

7 vety 2.1.11 vyplyvaju nasledujice vety, ktoré st analogiami viet pre realne funkcie
jednej premennej. Aj ich dokazy st analogické, preto ich neuvadzame [49].

Veta 2.1.12.
Funkcia f: R — R, n€ N, bod a€(R*)" je hromadny bod D(f). Potom plati:

lim f(a)=0. < lim |f(z) =0,

Dosledok 2.1.12.a.
Funkcia f: R — R™, n,me N, bod a€ (R*)" je hromadny bod D(f). Potom plati:

lim f(z) =0, <= lim [|f(@)]l,, = 0], =0.

r—a

Veta 2.1.13.

Funkcia f: R" — R, ne N, bod a€(R*)" je hromadny bod D(f).

Existuje aspofi jedna z limit lim f(z) = oo, lim f(x) = —oo, resp. lim |f(x)| = oc.
rT—a r—a T—a

— Existuje lim ++5 = 0.
z—a /(@)
Veta 2.1.14.
Funkcia f: R® — R, n€ N, bod a€ (R*)" je hromadny bod D(f). Existuje lim f(x) = 0.
Existuje okolie O(a) také, ze pre vietky £ €O(a) N D(f), = # a plati: v
a) f(x) <0. = lim ﬁ = —o0.

r—a

b) f(x) > 0. = lim ++ = occ.

z—a f(@)

Veta 2.1.15.
Funkcie f,g: R® — R, n€ N, bod a€ (R*)" je hromadny bod M = D(f) N D(g).
Existuju limity (moézu byt aj nevlastné) lim f(x) < lim g(x).

T—a T—a

— Existuje okolie O(a) takeé, ze pre vietky x € O(a) N M,  # a plati f(x) < g(x).
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Doésledok 2.1.15.a.
Funkcia f: R" — R, n€ N, bod a€(R*)" je hromadny bod D(f). Potom plati:
a) lim f(x) < 0. = Existuje okolie O(a) takeé,
e 7e pre vietky x€O(a) N D(f),  # a plati f(x) < 0.
b) lim f(x) > 0. = Existuje okolie O(a) take,
e ze pre vietky  €O(a) N D(f), « # a plati f(x) > 0.

Veta 2.1.16 (O limite zloZenej funkcie).
Funkcie f: R* — R™, g: R™ — R', n,m,l€N, H(f) C D(g).
Bod a € (R*)" je hromadny bod D(f), bod be (R*)™ je hromadny bod D(g), bod c€ (R*)".
Existuju limity lim f(x) = b, lim g(u) = c. Plati aspoii jeden z predpokladov a), b).
a) g(b) — e T—a u—b
b) Existuje okolie O(a) také, ze pre vetky x €O(a) N D(f), * # a plati f(x) # b.

= Pre zloZenu funkciu F = g(f) plati 9113}1 F(x) = mhg}l g(f(x)) = iiinb g(u) =c.
Dokaz.
Z predpokladov je zrejmé, zZe a je tiez hromadnym bodom mnoZiny D(F) = D(g(f)).
mlgn;f( x) = b, t. j. pre vietky {z\},—, C D(f) — {a} takeé,

Ze lim xj = a, plati hm flxg) =0.
k—o0

lim g(u) = ¢, t. j. pre vietky {uy},; C D(g) — {b} takeé,
ut 7e Alim uy = b, plati klim g(ug) = c.
v 00 — 00

Ak plati a), potom lim F(xx) = lim g(f(xg)) = g(b) =
k— o0 k—o0

Ak plati b), potom pre {xy},, plati {f(zx)},—; C D(g)—{b}. Ak polozime uj, = f(xy),
potom klim g(f(zy)) = klim glug) = ¢, t. . klim F(xy) = hm g(f( ) =c.m
— 00 :—00 —00

Predchadzajuca veta zjednodusuje v mnohych pripadoch vypocet limit. Ak pri vypocte
limity zloZenej funkcie g(f) poloZime u = f(x), potom hovorime, Ze vykonavame sub-
stiticiu v = f(x). Vypocet limity povodnej funkcie f(x) v bode a € (R*)™ prevedieme
na vypocet limity funkcie g(u) v bode be (R*)™. Predpoklad b) je splneny napriklad, ak
je funkcia f v nejakom okoli O(a) prosta a plati :llglz f(x) = f(a).

Poznamka 2.1.12.
Ak plati predpoklad a), potom
lim g(f(x)) = lim g(u) =c=g(b) =g ( lim f(x ))

r—a u—b T—a

Ak pri vgpocte limity [ v bode a pouZijeme substiticiu x = ¢(h) = a + h: R — R",
potom h — 0,, a dostaneme

lim f(z) = lim f(p(h))= lim f(a-+h).

T—a h—0,, h—0,,

Viacrozmerné limity, pokial existujt, mdZeme vypoditat pomocou viacnasobnych limit
(veta 2.1.17). V pripade vektorovych funkcii f(z) = (fi(x); f2(x);...; fm(x)) politame
limitu kazdej zlozky f;(x), j =1,2,...,m zvlast.
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Nech @ = (z1;22;...;z,) € R™, n€ N. Postupne oznaéme
Ty = (@2; %3550, Tz = (13835 .52n), - .-,
Ty = (X150 3T i1 -3 Tn)y o vy Ty = (T13 225+ 5 Tp—1).

Kazdy z bodov ;€ R~ ', i = 1,2, ..., n ma vynechant i-tu siradnicu. Speciélne T1 = To,
Ty = 1 pre x € R? a Ty = (v2;23), T2 = (v1;23), Tz = (v1;22) pre x € R3.

Veta 2.1.17.
Funkcia f: R" — R, n€ N, bod a€(R*)" je hromadny bod D(f), ligl f(x) =beR*.
x a

Okolie O(a) a1€4{1,2,...,n} su také, Ze pre vietky z€O(a), x # a existuje lim f(x).

T;—ra;
— Existuje lim [ lim f(:c)} = lim lim f(x)= lim f(x)="0.
x;,—a; Lr,i—a; T, —a; Ti—a; r—a
Dokaz.
Okolie O(@;) dostaneme z okolia O(a), ak vynechame i-tu suradnicu.
Ozna¢me g(%;) = lim f(x) pre x€O0(a), = # a.
Ti—a;
lim f(x) = b, t. . pre kazda {z) = (z1;22;...; 20 )k ey C D(f), i # a taka, ze
r—a . L.
Hm (215295 .. 520)k = (a1;a9; .. .5 a,), plati lim f((z1;20;...;2,)k) = b.
k—o0 k—ro0
Pre vSetky i = (#1;...;@i—1;Tig1; . .- ;2n) €0(aq) — {@i} existuje g(T5) = lim f(x),
Ti—>ra;
t. j. ak lim @, = a;, potom lim f(a1;. .. 5215 Tk Tig1s - -5 Tn) = 9(Tq)-
k—o0 k—o0
Nech postupnost {Z;;}r—, C O(@;), Tiy # @; je taka, ze
lim Z;, = lim (z1;...;@—1;%015. ..k = @4, potom lim ¢g(Z7;,) = lim g(x;).
k— oo k— oo k— o0 T;—a;
7 predchadzajiceho vztahu navyse plati
9(@i) = Hm f((@15. .52 ik Tigrs -5 Tn)) = Hm f((z132250 00520 )8)-
k—oc0 k— o0

Ak to zhrnieme, potom z lim ;. = a; vyplyva lim @x; = a a dostavame tvrdenie vety
k—o0 k—o0

= lim | lim f((z1;@a;...; :L’n)k)]
k—oo Lk—oo

lim [ lim f(a:)} = lim g(x) :klim 9(Tir)
s—00

xT;—a; LTi—a; xT;—a;

= klEI;O f(zrs ;.. yan)E) = gng(w) — b m

Predchéadzajica veta naznacuje postup pre vypocet n-rozmernej limity, pokial existuje.
Limitu prevediemu na (n — 1)-rozmerna limitu, na ktord moéZzeme opét aplikovat vetu
a dostaneme (n—2)-rozmerni limitu. Takymto spésobom moZeme postupne n-rozmernt
limitu vyjadrit ako n-nasobni (viacnasobni) limitu

lim f(z)= lim [ lim - [ lim f(m)” = lim lim --- lim f(z),
Tx—a Tiy Qi LTip =4, Tiy, i, Tig Qi Tig iy Ty —> Qi

kde indexy i1,42,...,i, st nejakou permutéciou mnoZiny {1,2,...,n}. To znamena, Ze

existuje n! moZnosti na vyjadrenie. KedZe postupne poc¢itame limity jednej premennej,

niekedy sa n-nasobné limita nazgva postupna (opakovana) limita. Pri praktickom vy-

pocte xli_rg f(x),i=1,2,...,n povazujeme vietky premenné okrem x; za konstanty.



168 beerb@frcatel.fri.uniza.sk & https://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

Poznamka 2.1.13.

Aby sa dala n-rozmernd limita vypocitat pomocou n-ndsobnej limity, musi existoval.
o Ak existuje n-rozmernd limita, potom existuju vSetky n-ndsobné limity a rovnaji sa.
o Ak existuji dve nerovnajice sa n-ndasobné limity, potom n-rozmernd limita neexistuje.
e Viacrozmernd limita nemusi existovat aj v pripade, ked vSetky viacndsobné limity

existuji a rovnaji sa (priklad 2.1.18).

V rovine R? nazyvame dvojrozmerni limitu dvojna a mézeme ju vypoéitat pomocou
dvojnasobnych limit (dve moznosti). Ak f: R*> — R, = (z;y), a = (az;ay), potom
lim f(x) = lim f(z;y) = lim lim f(z;y) = lim lim f(z;y).

r—a T—>ag L0y YAy Y—ray Ty
Y—> 0y
Ak pouZijeme oznalenie f: R? — R, x = (z1;72), a = (a1;az), potom

lim f(x) = lim f(z1;22) = lim lim f(z1;22) = lim  lim f(z1;22).
r—a xT1—aq T1—a] T2—a2 T2—a2 T1—aq
To—az
Trojrozmerni limitu v R? nazyvame trojna. Trojnasobnych limit je 6 a kaZdt moézeme

pouzit na vypodet trojnej limity. Napr. pre f: R®* — R, = (z;y; 2), a = (as; ay; a,) plati
lim f(x)= lim lim lim f(z;y;2z) = lim lim lim f(x;y;z2)
T—a Ty Y—Gy 20 T—Ay 2=z Y0y

coo= lim lim lim f(z;y;2) = lim lim lm f(z;y;2).
2=, T—0g YAy Z—a; Y—ay THay

Priklad 2.1.14.

Dvojnéa limita lim 7;“;? neexistuje, pretoze dvojnasobné limity sa nerovnaju
(z1322)—(0;0) F1TF2
lim  lim 2122 — Jjm 23 — 1, lim lim 222 — Jim g=£2 — —1. m
:v1—>012—>0 T1TT2 221—>0 T1 w2—>011—)0 T1TT2 Iz—)O tz2

Priklad 2.1.15.
el e e . . vV z2+y?
Vypocitajte dvojni limitu (m;yl)lgl(o;o) Tl
Riesenie.
Nezname x,y vystupuji iba vo viizbe z2 + 3% > 0. Ak pouZijeme substittciu ¢t = 22 + 2,
potom ¢t — 07 a limitu moZeme previest na limitu jednej premennej (obr. 2.1.10).

1
t2

i z24y2 Subst. t=22+14%>>0 . NG : 7 0
im Sl = lim o = lim —2— = [vug]
e z—0,y—0, t—=0 t—0+ VI+HI=1 g+ (t41)2 -1
y—0 1,—1 1
. 1472 . t+1)2 .
= lm —2" 2 = lim D2 = lim 1—1—%:\/1—#0%:\/1—1—700:00.-
t—0+ S(t+1)72 t—0+t 2 t—0+

Priklad 2.1.16.

wop s .. . . $3+y3 . x3+y3 . x3+y3
Vypoéitajte limity (obr. 2.1.11): a) Ihinlm, b) xhinom’ c) Ihjnm T
Riesenie. y—1 y—0 y— 00

a) Postupnost {(zx;yx)} 4, je lubovolna taka, ze klim (zk;yx) = (1;1). Potom plati
c— 00

3 3 3 3 3 3 3 3
: Tptye _ 1°41° : : o4y s TptYe _
lim ’54_1;712112*1, t.j. I s = lim S =1
k—oo Tk TYk (z59)—(151) Y k—oo Tk TYk
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Pre dvojnasobné limity v bode (1;1) plati

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
: im LY iy eotlt 1041 Y i LAy 1410
S e T e = = L e e = e = e =
3 3
b) Oznacme f(x;y) = ;izz. Pre vietky (z;y) € R? plati
0 < |f(x;y)| = |2y | = e O e g e R e o I el
= ’ a7 +y? a2 +y2] [22 + 92| = a2 42 = P+ y)? | — 2P+ ]yl

_ ||?
|z + [y]?

4 ;
[* +1yl® = | 2P+ >w? | — =l

2 2 2
lel? + [yl > |2 } < L=

Pre dvojrozmernu limitu funkcie | f(z;y)| v bode (0;0) plati

0< I i TRl [Nt —04+0=0, t.j. i i
- (w;y)1—>m(0;0) |I2+y2 - (w;y)l—>m(0;0) “x\ N |y\] N ! (w;y)1—>m(0;0) |‘T2+y2 ‘

Z toh aklad ty 2.1.12 Ly li =
ono na mERde e ple (r;y)lﬁm(O;O) TV ()~ (0:0)

3 3 3 3
Lty lim };152 | =0.

¢) Kedze © — 0o, y — 00, mozeme predpokladat x > 0, y > 0.
Ak pouZzijeme substitticiu u = min {x,y} — oo, v = max {x,y} — oo, potom platil®

rSera _oul40? w0® B 40® v v
O<u<z<wv, O0<u<gLy<uw, 12+y2—u2+1}22y2+02— 502 2?—§~
Potom plati
lim i;iyz = lim “ziz2 > lim § = lim § =o0, t.j. lim 2192 =00. 1
T — 00 v u— 00 u— 00 V00 T — 00 v
y— oo v — 00 v — 00 y— o0

Obr. 2.1.11:
i _ 23447
Vel W =
priklad 2.1.15) (priklad 2.1.16) (priklad 2.1.17)

15Bud platiu =z, v =y alebou =y, v =z, t. j. 2 +y? = u? + 02, 23 + y3 = u® + v3.
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Priklad 2.1.17.
Limit .
T ) D00y T

x3+yi neexistuje (obr. 2.1.12), pretoZe neexistuji dvojnasobné limity:

3 3 3 3
. . T . ] . . . . 1 . 1 1
lim lim 4:”4 = lim ﬂigz = lim < neexistuje. lim & = lim = ;= = —o0,
z—0y—0 T TY xz—0 T z—0 T xz—0~ y—0— Y
3 3 3 3 : 1 : 1 1
. . T . 0 . . . 1 _ 1 _ 1
lim lim % = lim 041'7'”2 = lim % neexistuje. 11m+ p 11m+ y —or—oc.m
y—0y—0 T 7Y y—0 Y y—0 Y z—0 y—0
y y y Y Y v
4 1 =0 y 0w v
0 0 1 =0 [%
z 0 z_ y=0 y=0 4 P
=0 [ 0z 0 z—0 0z
+ 0
0 0 y r=0[1
E ‘; =0 0« y
ImimeE =0 mlmeEE 0 M T ) e e =0
Y Yy Y y
Q{/ N \\_40 . N 'Clz
” et =Y
T x T x €T
.\r)“f\‘ s 2
A X, T S
5\\// \\/42-
(r;rlsigl(o;o) = B (1-,—12’3\0;0\ T (2y: J\Tm;o) = g (2 l}\iT(O:U) =0

&)
Obr. 2.1.13: Vypocet limity
(priklad 2.1.18)

(@3y)—(0:0) ©+Y°

Priklad 2.1.18.

L= ( %Hn( )123074-?/1,2 neexistuje, aj ked sa dvojnasobné limity rovnaja (obr. 2.1.13):
x;y)—(0;0 -

. oy [ w0 o § L _

i%g}% g = ilg%) 0T = [—xuo: = 5 =0 pre vietky xeR] = ili%o =0.
. . . 0- : .

lim lim 245 = hmiy:[ oy =0 9 Setk eR]:hm = 0.

y—0—0 z2+y? y—0 02+y? 0Ty pre ey y—0 0=0

Z predchadzajiceho vyplyva iba to, ze ak limita L existuje, potom L = 0.
Ukazeme, Ze limita L neexistuje. Sta¢i najst dva smery s réznymi hodnotami. Plati:

e Pre smer z — 0, y = 0, resp. postupnost {(zx;yx)}rey = {(%,0)}2021 — (0;0) plati:

1

. . . . . 1.0 .
lim =25 =1lim -Z% =lim0=0 lim —%— = lim 0=0.

(z;0)—(0;0) a2 +y? z—0 z?+02 z—0 T kS k12 +0? k—o0

e Pre smer x =0, y — 0, resp. postupnost {(zx;yx)} ey = {(0; %)}:;1 — (0;0) plati:

. . 01 . . 0-1 .
lim S5 =lim 52 =1im0=0 lim k= Jim 0 =0.
() —(0;0) T HY7 50 OPHYT 50 T koo PR koo

P 1. 1
[ T T 1 z? 1 k _ 1 k2 1
im 25 =lim 5% = lim &5 = = lim %%~ = lim & = =.
(w2)—(0,0) ©TYT 20 T 2020 2 pooo 2tz kooo 7z 2
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e Pre smer —z = y — 0, resp. postupnost {(zx;yx) ey = {(+:—%)} ., — (0;0) plati:

k=1
—1
Ty T x'(—:c — 2 _ 1 : % (_%) I K2 __ 1
i —24 = lim =—= lim lim & = —=.
(z;—2)—(0;0) AP T gm0 H T gh0 207 27 koo nztR k—oo 2 2
) 2.1\1®
e Pre smer z = 2y — 0 resp. postupnost {(zx; yr)}oey = {(3;7)},_, — (0;0) plati
2 2.1 2
lim 2 hm = lim 2%, = 2 lim - = lim &% = 2,
(y;2y)—(0;0) 27+y? S04 2+ 2 y—0 5 5’ k—o00 ;;% ;:2 k—o00 12 5
2 , . oo _ L) .
e Pre smer « = y* — 0, resp. postupnost {(zr;yr)}ie, = { s E }k , — (0;0) plati
2
lim — U = lim 44 = lim =0 —9
(2 —(0:0) TV ys0 VYT 0y 7 oL L 1 1
lim 2t~ = lim = =0.m
k—o00 k14+% k—o00 %Jrk 0+00

Poznamka 2.1.14.
Eristuje nekonecne vela smerov (z;y) — (0;0) a postupnosti {(zx; yx) } ey — (0;0) a pre

vsetky moznosti musia byt lim  f(xz;y) = lm f(xp;yx) rovnaké (pozndmka 2.1.8).
(x59)—(0:0) k=00

Smer pribliZzenia vyjadreny explicitnou funkciou, znamend priblizenie k danému bodu po jej
grafe, napr. x = y? — 0 znamend priblizenie k (0;0) po parabole urcenej rovnicou x = y?.

Kazdd z dvojndsobnych limit predstavuje iba jeden zo smerov (obr. 2.1.8):

° hm0 lim f(zx;yk) znamend najprv pribliZenie k osi x a potom po osi x k bodu (0;0),
z—0 y—0

° hn}) hm f(zp;yx) znamend najprv priblizenie k osi y a potom po osi y k bodu (0;0).
y—0z—0

Priklad 2.1.19.
lim 2?—y? lim (z—y)(z+y) __ [Subst. r=z—y
(@)= (0:0) STV (ary) 5 (050) S @=Y) s=aty

xr—0
y—0

r—0
s—=0

= lim Ll zlim - hms—l 0=0.

(7’,3)—>(070) smmr 0 Sln
im z2—y® lim (z—y)(z+y) __ [Subst. r=z—y|lz—a|r—=0
(@)= (asa) P ETY) T (o) S(aa) SR EY) s=rtyly—als—la
= im 5 — lim - lim s =1-2a = 2a pre vsetky a € R.
(r;s)—(0;2a) S™M7" r—0 ST (55, p Y

c) neexistuje, pretoze pre smer y = r — 0 neexistuje limita

lim 2
(w3y)—(050) et 17

o

iz _ 2z 21
(z; II)L(O :0) sin(z?+a2) :lg% f’m(2932) - i% (bm(2z2) z

o by _ 1-L =400 prex — 07,
l-o%z—ooprex—>0_.

2, 2
d) ( %un( ) % neexistuje, pretoze pre smery y =x — 0 a z = 0, y — 0 plati
z;y)—(0;0

2 2 . 2 2
2 —lim & =1 0y

. H 0 _ 1 _

lim %Y
(05)—(0;0) 0¥ 0=y S0 Y g0
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Priklad 2.1.20.

Limita L= lim (x +y)sin - = 0, pretoze pre vietky z,y€ R — {0} plati
(w33)—(0;0) e
“1<singh <1, —|et+y[<z+y<—|z+yl,

t.j. —lz+yl < —lz+yl-|sin ] < (@ +y)sin g <o +yl-[sin | < |z +yl.
Pre limitu potom na zéklade dosledku 2.1.11.a plati

0=—lim|z+y| <lim (z+y)sin L <lim|z+y[=0, t.j. L=0.m
x—0 z—0 Y T x50

y—0 y—0 y—0

2.1.4 Spojitost funkcie n premennych

Ako sme uz spominali, limita a spojitost funkcie v priestore R™, n € N sa definuju
analogicky ako v R a majt podobné vlastnosti. Kedze R! je Specialny pripad priestoru R"
pre n = 1, vlastnosti platné v R™ musia platit aj v R.

Funkcia y = f(x): R" — R™, n,m€e N je spojita v bode a€ D(f), ak plati:

e Pre vietky {x;},o, C D(f) také, ze lim xy = a, plati lim f(zy) = f(a),

k— o0 k—o0

t. j. ak &, € D(f), {zx}re; — a, potom plati {f(z)}re, — f(a).

Spojitost funkcie f = (f1; fo;...; fm): R* = R™, n,m€ N v bode a € D(f) znamena

spojitost v8etkych zloziek f1, fa,..., fm: R — R v bode a. Bod a nazyvame bodom
spojitosti funkcie f.

Poznamka 2.1.15.

Bod a € D(f) moze byt iba hromadny alebo izolovany.

Ak bod a je izolovany, potom existuje jedind postupnost {zy} -, ={a}—, — a, pre ktori
platt {f(zp) ooy ={f(a)}rey — f(a), t. j. f je spojitd v izolovanom bode a.

7Z definicii limity a spojitosti funkcie v bode vyplyva nasledujica veta.

Veta 2.1.18.
Funkcia f: R — R™, n,m& N, bod a€ D(f) je hromadny bod D(f). Potom plati:

Funkcia f je spojita v bode a. <= lim f(x) = f(a).
T—a

Ak funkcia f: R" — R™, n,m€ N nie je spojita v bode a € D(f), nazyva sa nespojita
v bode a, ktory nazyvame bod nespojitosti funkcie f. Z poznamky 2.1.15 vyplyva, ze
funkcia f moze byt nespojita iba v hromadnom bode D(f). Preto rozsirime pojem bodu
nespojitosti na vsetky vlastné hromadné body D(f). To znamen4, Ze funkcia f: R — R™,
n,me N je nespojitd v bode a € R™, hromadnom bode D(f), ak:

e Existuje {@x}ro; C D(f), {mr}rey — a takd, ze {f(xk)} ey 7 f(a),
t. j. ak lim x; = a, ale lim f(x;) # f(a) alebo lim f(xj) neexistuje.
k—o0 k—o0 k—o0

Ak existuje konetna lim f(x) # f(a), potom sa bod a nazyva'® bodom neodstrani-
T—a

tel'nej nespojitosti. Inak sa nazyva bodom neodstranitel'nej nespojitosti.

16Stagi polozit f(a) = lim f(«x) a nespojitost v bode a sa odstrani.
T—a
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Limita a spojitost funkcie st lokalne zélezitosti v nejakom okoli O(a). Pri spojitosti je
potrebné, aby a € D(f). Pri limite musi byt bod a hromadnym bodom D(f).

Spojité funkcie v R™, n € N maju podobné vlastnosti ako spojité funkcie jednej pre-
mennej (vid napr. [6]). Ekvivalentna definiciu spojitosti vyjadruje nasledujica veta.

Ak uvazime poznamku 2.1.9, vSetky nasledujtce tvrdenia ostant v platnosti, ak na-
miesto okoli O(a), O(f(a)) pouzijeme intervaly I(a), I(f(a)).

Veta 2.1.19.
Funkcia f: R™ — R™, n,me& N, je spojita v bode a€ D(f).

<= e Pre kazdé okolie O(f(a)) existuje okolie O(a) takeé,
ze pre vietky x € O(a) N D(f) plati f(x) € O(f(b)).

Ak oznac¢ime polomery okoli e, §, méZzeme tvrdenie vety symbolicky pisat v tvare
VO.(f(a))30s(a)VxeD(f): x€0s(a) = [f(x)€0:(f(a)).
— —— —_—

Ve>0 35>0 |z —all, <9d If(z) — fla)ll,, <e

Priklad 2.1.21.
Funkcia f(z;y) = —5-%5: R? — R je spojita v kazdom bode a€ D(f) = R — {(0;0)}.

x24y2
Jediny problematicky bod je (0;0) ¢ D(f), ktory je bodom neodstranitelnej nespojitosti,
pretoZe neexistuje  lim %5 (pr. 2.1.18). m

()= (0;0) **FY°

Veta 2.1.20.
a) Funkcie f,g: R — R™, n,m & N s spojité v bode a€ D(f), ¢islo c€ R.
= Funkcie f + g, ¢f si spojité v bode a.

b) Funkcie f,g: R"® — R, n€ N su spojité v bode a€ D(f).
= Funkcie |f|, fg a pre g(a) # 0 aj funkcie 71], 5 st spojité v bode a.
Veta 2.1.21 (Spojitost zloZenej funkcie).
Funkcie f: R" — R™, g: R™ — R', n,m,l€N, H(f) C D(g),
Funkcia f je spojita v bode a€ D(f), funkcia g je spojita v bode b = f(a)€ D(g).

= ZloZena funkcia F' = g(f) je spojita v bode a.

Veta 2.1.22 (O zovreti).
Funkcie f,g,h: R* — R, neN,acM = D(f) N D(g) N D(g).
Okolie O(a) je take, ze pre vietky € O(a) N M plati h(x) < f(x) < g(x).
f(a) = g(a) = h(a), funkcie g, h st spojité v bode a.
—> Funkcia f je spojita v bode a.

Predpoklad f(a) = g(a) = h(a) je dolezity, bez neho nemdzeme vetu pouzit. Ak nie
je splneny, potom funkcia f v bode a nemusi byt spojita.

Funkcia f: R™ — R™, n,m € N je spojitd na mnoZine A C D(f), ak je spojita
v kazdom bode a € A. Ak je spojita na celom svojom D(f), potom ju nazyvame spojita.

Je zrejmé, Ze ak je funkcia f spojita na nejakej mnozine A, potom je spojita na kazdej
podmnozine B C A.
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Veta 2.1.23.
Funkcia f: R — R™, n,mé& N je spojitd v bode a€ D(f).

= a) Existuje okolie O(a) také, ze f je ohrani¢ena na O(a).

b) Existuje interval I(a) taky, Ze f je ohranic¢ené na I(a).

Tvrdenia vety predstavuju lokdlnu ohrani¢enost v bode a spojitej funkcie v bode a.
T. j. pre vietky x€O(a) N D(f), resp. x€(a) N D(f) plati || f(x)|,, < a, kde a > 0.

Zo spojitosti funkcie f na ohranifenej mnozine A C D(f) eSte nevyplyva jej ohranice-
nost na tejto mnozine. Mnozina musi byt uzavreta (veta 2.1.25). Napriklad funkcia

frz=pp, (wy)e R? —{(0;0)}
je spojita na ohrani¢enej mnozine A = (0;2)x(0; 2), ale nie je na A ohrani¢ena (obr. 2.1.14).

Veta 2.1.24.
Funkcia f: R" — R, n€ N je spojitd v bode a € D(f). Potom plati:

a) f(a) < 0. = Existuje O(a) také, ze pre vietky £ € O(a) N D(f) plati f(x) < 0.
b) f(a) > 0. = Existuje O(a) takeé, ze pre vietky x €O (a) N D(f) plati f(x) > 0.
Veta 2.1.25.
Funkcia f: R™ — R™, n,m& N je spojita, mnozina A C D(f) je uzavreta a ohranicena.
= Obraz f(A) je uzavretd a ohrani¢ena mnozina.

Ak je spojita funkcia f: A — f(A), kde A C R™, f(A) C R™, n,m& N prosté, potom
k nej existuje inverzna funkcia f=1: f(A) — A, ktora je tieZ spojita.

Priklad 2.1.22.

Uvazujme funkciu f(z;y) = (z + y;2 — y): R? — R? a mnozinu A = (0;1) x (0;1).

Funkcia f je spojitd a mnoZina A je uzavreta a ohrani¢ena. Potom je mnoZina f(A) tiez

uzavreta a ohranicena (veta 2.1.25). Skutocne to plati, pretoze f(A) = (0;2) x (—1;1).

Funkcia f: A — f(A) je spojita a bijektivna. Pre inverzni funkciu f=1: f(A) — A plati:
f@y) = (@ +yz—y) = (wo). = [THuo)=(2;9).

Z rovnic x +y = u, * —y = v vyjadrime nezname z a y. Po s¢itani a od¢itani rovnic plati

21:(I+y)+(asy)u+v.} = g =4 y= v
y=(r+y)—(z—-y)=u—wv = [THuwv) = (455 450): f(4) = A

Platnost overime jednoducho dosadenim. Pre vietky (z;y) € A, resp. (u;v) € f(A) plati:

FHf(@y) = ety —y) = (PR SRR = (a3 y).

U ws0)) = fF2 50 = (42 4 250 2 = 250) = (o).
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Veta 2.1.26.
Funkcia f: R™ — R™, n,me& N je spojita, A C D(f) je suvisla mnozina.

= Obraz f(A) je stvisla mnozina.

Na zéver tejto Casti uvedieme rozsirenie Weierstrasseho vety (mal: veta 3.3.10) pre
n-rozmerné funkcie.

Veta 2.1.27.
Funkcia f: R — R, n€ N je spojita na oblasti A C R"™ (otvorené a suvisla mnozina).
Body a,be A st T'ubovolné.

= Funkcia f nadobuda vSetky hodnoty z intervalu s koncovymi bodmi f(a) a f(b).

Obr. 2.1.16:
Veta 2.1.27

Obr. 2.1.15:
Veta 2.1.26

Obr. 2.1.14:
Veta 2.1.23

2.2 Derivacia a diferencial funkcie n premennych

2.2.1 Diferencovatel'nost funkcie viacerych premennych

Pojem derivacie funkcie dvoch a viacerych premennych je trochu zlozitejsi ako pojem
derivacie funkcie jednej premennej. Derivacia funkcie f: R — R v bode a € D(f) geomet-
ricky predstavuje smernicu doty¢nice ku grafu funkcie f v tomto bode a.

Pri derivacii funkcie f: R? — R v bode a = (a;;az) € D(f) hovorime o dotykovej rovine
ku grafu funkcie f v bode (a1;a2) a potrebujeme dve dotykové priamky a ich smernice.

Pri derivacii funkcie f: R* — R v bode a = (ai;az;a3) € D(f) uz potrebujeme tri
dotykové priamky a ich smernice atd. Tieto funkcie mozeme derivovat v danom bode
v smere [ubovolného vektora patriaceho do D(f).

Specialne, derivécie v smere suradnicovych osi, nazyvame parcialne derivacie. Treba si
vSak uvedomit, Ze existencia v8etkych parcidlnych derivacii v danom bode eSte nezarucuje
derivécie v ostatnych smeroch. To znamena, Ze funkcia nemusi mat v tomto bode derivéaciu,
dokonca ani nemusi byt spojité v tomto bode.
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Uvazujme funkciu f: A — R™, kde A C R" je oblast (otvorena a stvisla mnozina),
n,meN, bod a = (a1;az;...;a,) €A alubovolny vektor h = (hy; ha;...;h,) € R™ taky,
7e a + h € A. Funkcia f sa nazyva diferencovatelna v bode a, ak existuje linearne
zobrazenie A(h): R™ — R™ reprezentované realnou maticou D typu m x n také, ze

o f@th)f@ AR _ o fath)—f(a)-hD” _
A = 1, = O (2:5)

Matica D sa nazyva derivacia funkcie f v bode a a znadi sa f/(a), t. j. D = f/(a).

Linearna funkcia A(h) = hDT = Dh” reprezentovana maticou D = f'(a) sa, nazyva
diferencial!” funkcie f v bode a a oznacuje sa df(a,h), t. j. df(a,h) = hD
Ak pouzijeme substituciu @ = a + h€ A, potom pre h — 0,, plati
x—a=h, x—a, df(a,z—a)= (x —a)D".
Limitu (2.5) moZeme pisat v tvare
lim fleth)=f(@=hD" _ 1 f@-f@)-(e-a)D" _q (2.6)
h>0,, A, z—a lz—all,,

Ak je funkcia f diferencovatelna v kazdom bode a € B, kde B C A, potom sa f nazyva
diferencovatel'na na mnozine B. Ak je f diferencovatelna v kazdom bode a € D(f),
nazyva sa diferencovatel'na.

Veta 2.2.1.
Funkcia f: R — R™, n,m&N ma v bode a € D(f) najviac jednu derivaciu f'(a) = D.
Dokaz.

Nech A C D(f) je oblast taka, ze a € A a nech existuje f'(a).
Dokazeme sporom. Nech existujfl dve matice D, D> typu m x n také, ze Dy # Dy a plati

f(ath)—f(a)~hDT _ f(ath)—f(a)~hD] _
T, T, m-

lim
h—0,

lim

h—0,

Z vety 2.1.8 vyplyva, Ze v nejakom okoli O(0,,) st ohrani¢ené argumenty predchadzajtcich
limit. Je zrejmé, 7e v tomto okoli st ohranicené aj funkcie f(a + h), hD?, hDI. Potom

maji zmysel nasledujice limity a plati

lim L@th=f@ _ jipy RDL gy fleth)ofe) gy, kDS (2.7)
h—0, IR, h—0, HhH " hSo, IRl h—o, I7l ’
Ak odcitame obe rovnosti, dostaneme
. hDT_-nDT . - T
0,, = lim — lim — lim P21 —hD: _ iy R(Di=D2) gy ke (2.8)
h—o0, HhH h—0, HhH hﬁon IR, h—o, 7l hﬁo HhH

Rozdiel C' = (¢ij)mxn = D1 — D32 # 0,,x5 je nenulova matica, oznac¢me jej j-ty riadok

_ . . . C P T _
cj = (cj15¢j2;---5¢in), j = 1,2,...,m. Potom plati he; = hicji + hacja + - + hncjn,
T
C11 C12 ' Cin C11 €21 " Cm1
T 7 . C21 C22 "+ C2p 7. . C12 €22 **+ Cm2
hC™ = (hushas..sha) | 70 70 0 7 = (hashesosha) | 7 70T
Cm1 Cm2 " Cmn Cin C2n "' Cmn

- (hlcll + h2012 +--+ hncln; cee h’lcml + h20m2 +-F hncmn)a

17Takto definovany diferencial sa zvykne nazyvat totalny, silny, resp. Fréchetov diferencial.
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t.j. hRCT = h(cT;ch;...;cl) = (helshel;. . s hel)). Pre vztah (2.8) potom plati
:0;...;0)=0,, = hC” (hefshess...shey,)
(0;0;...;0) =0, = hng TR = hhiﬁ T
= lim (hclT  heg hey, ) ( lim of . lim ; lim cp )
T hSo,\ Rl Hh” ..... HhH h—0, Hth h—0, ”h”n " hSo0, HhH,L

Posledné limity st nulové, t. j. aj pre kazdy smer musia byt nulové. Pre h =+ 0,,, zvolme
smer h — 0, v tvzaure18 th — 0,,t€(0;1), t. j t — 0", Potom pre j = 1,2,...,m plati

the] the het hel het
0= lim ++ = lim = lim i

= lim o t. j. =
h*)() HhH t*)()Jr Hfh‘H t~>0+ t- HhH t~>0+ Hh’Hn Hth J Hth
Posledné rovnosti st mozné iba ak g =c¢cy = =¢p =0,,t j C = 0px, (spor).
Potom plati Dy = D, a existuje iba jedna derivacia f/(a). m
Veta 2.2.2.

Mnozina A C R"™, m,n€ N je oblast, funkcia f: A — R™ je diferencovatelna v bode a € A.
—> Funkcia f je spojita v bode a.

Dékaz.

Funkcia f je diferencovatelna v bode a, potom plati®

. fla+h)—f(a)—=hDT _ A : ey npTT —
hlggn Tl =0, tj. hhj{)ln [f(a+h)— f(a)—hD"] =0,

Ak ozna¢ime « = a + h, * — a, potom (veta 2.1.18) dostaneme tvrdenie vety

lim f(@) = lim fla+h)= lim [f(a)+hD"] = f(a) + 0, = f(a). m

Priklad 2.2.1.
Vypoéitajte f'(a), df(a, h) funkcie f(z1;22) = 23 + 23: R? — R v bode a€ R?.

Riesenie.
Bod a = (ai;as) € R? je lubovolny. Nech h = (hy; he) € R? je Tubovolné, potom plati
fla+h)— f(a) = flar + hi;az + ha) — f(a1;a2)
= [(a1 + m)* + (a1 + h2)?] — [af + @3] = [(a1 + h1)? — ai] + [(az + h2)? — d3]
= (2a1 + h1)h1 + (2as + ho)hy = h? + h3 + 2a1hy + 2ashs.
Ozna¢me D = (dy;ds), potom hDT = (h1; ho)(dy;d2)T = dihy + dahy a plati
flat+h)—f(a)=hD" _ hi+h3+2a1hi+2azhs—dihi—dshs _ hg +h2 i (2a1=d1)h1+(2a3=d3)hs
Al NG 2Rz
Kedze ||h|| = \/h? + h3 — 0 pre h — 0 = (0;0), plati

. fla+h)—f(a)=hDT _ . ( 2 2 (2a1*d1)h1+(2a2*d2)h2) —(0-
fimn, TR = dm (VA4 ks + NG = (6;0).

< (20,1 — dl)hl + (2(12 — dg)hg = O, t. J dy = 2(11, dy = 2as.

To znamena, Ze funkcia f je diferencovatelna v kazdom bode a = (a1;as) € R? a plati

f'(a) = D = (2a1;2a3), df(a,h)=hD” = Dh" = f'(a)h” = 2a1h1 + 2a3h;. m

18K bodu 0,, sa priblizujeme po tsecke so zadiatkom h a koncovym bodom 0,,.
19Kedze je limita zlomku nulova, musi byt aj limita jeho &itatela nulova.
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2.2.2 Parcialne derivacie funkcie n premennych

UvaZzujme funkciu f: A — R™, kde A C R" je oblast, n,me N a bod a€ A.

Derivacia f v bode a predstavuje konstantni maticu typu m xn. Jej vypocet na zaklade
definicie (priklad 2.2.1) je volba nevhodna a vi¢Sinou prakticky nemozna. Derivaciu f’(a)
mozeme jednoducho vypocéitat pomocou jej tzv. parcialnych derivacii.

Funkcia f ma v bode a parcialnu derivaciu j-tej zlozky, j = 1,2,...,m podla
i-tej premennej (podla z;),i=1,2,...,n, ak existuje koneéné (vlastna) limita?’
ofj(a) _ li filars-.ai1saittaipi;.gan)—f(@15..50i-13043Qi415---30n)
oz, t
i t—0
_ Subst. z; = a; +t — lim filai;.5ai 152430040150 500) = fi(a1;...5ai-1;0i30i41;...;0n)
t—0, =z —a; T;—a; Ti—a; .

Hodnota funkcie f; sa meni iba v zavislosti od i-tej premennej, od ostatnych premen-

nych je nezavisla. Pre i = 1,2,...,n, j =1,2,..., m definujeme jednorozmerné funkcie
g”(l’l) = f(al; P ¢ VI I/ 7 F T IO an) : R— R.
Potom pre i =1,2,...,n, j = 1,2,...,m plati aff( ) = dgg—m(a) = g;;(a:).
Funkcia f ma parcialnu derivaciu j-tej zlozky7 =1,2,...,m podla i-tej premennej,
i=1,2,...,n na mnozine B C A, ak pre kazdé a€ B ex1stu3e af”(a)

Veta 2.2.3.
Mnozina A C R™ je oblast, n,m € N, funkcia f: A — R™ je diferencovatelna v bode a € A,
pricom derivacia f'(a) = D = (d;j)mxn-

= Existuju vetky parcialne derivacie aJ;’fla) =dj,1=1,2,...,n,7=1,2,...,m
Dokaz.
Oznacme j-ty riadok matice D symbolom d; = (dj; djz idin), j=1,2,...,m.
Potom hD” = h(d];d};...;cl) = (hdl; th ..... hdm) a vztah (2.5) mozeme vyjadrit

f(at+h)—f(a)~hDT
Tall,

0,, = lim
m h—0,

(f1(ath);f2(ath);..;fm(a+h)—(fi(a);f2(a);..;fm(a))—(hd] ;hd] ;.. dﬂ)
h—0, Al

To znamend (vid dokaz vety 2.2.1), Ze plati

filath)—f;i(a)—hd]

. P J S
hlgl(}n TRl =0 prej=12,....m
Ak v tomto vztahu pre j = 1,2,...,m zvolime za h postupne pre i = 1,2,...,n smery

t; =(0;...;0;¢0;...;0) — 0, (na i-tom mieste je t€ R, t — 0), dostaneme
]I, = V2 = |t], t,,;djT =(0;...50;t;0;...;0) - (dj1;. . .5 djis .. 5dgn) T = tdj,.

Pre vietky i = 1,2,...,n, 7 =1,2,...,m potom plati

. fila+t)—f;(a)—t;d] . fila+t)—fi(a)—tid]
= lim z L = lim |< : 2
0=, [, i T,

20V zlozke f; sa menfi iba i-ta premennd a; +t — a;, resp. x; — a;.
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- | filar;..; i a1 jan)—fi(a15..5a0i—13a550541;..5a, ) —tdj;
— lim filais..ai—15ai+tiaiyr; pi j
t—0 t
- filai;..;ai+t;. 5an)—fi(ai;...;a:;...;an) | | 9fi(a)
%H}é t o d]"’ o dr; dﬂ )

t. j. W dji = 0 a aj tvrdenie vety (’f7( ) — i

7 predchadzajicej vety vyplyva, Ze ak je funkcia f: A - R™ A C R*, n,m € N

diferencovatel'na v bode a € A, t. j. ak existuje f'(a), potom existuji vietky afj(a)
i=1,2,...,n,j=1,2,...,m a tvoria maticu f’(a), ktort nazyvame Jacobiho matlca
O0fi(a) 9fi(a) . . 9fi(a)
oxq Oxo Tn
8%, (a) O0f2(a) Of2(a) . Of2(a)
’a:D—( Ja’) — oz Oxa Oxnp
f() ozi ) vn

oxq Oxo Oy

Poznamka 2.2.1.

Opacné turdenie vety 2.2.3 pre n€ N, n > 2 neplali.

Ezistencia vsetkych parcidlnych derivdcii a’?ifa) v bode a € D(f) nezarucéuje existenciu
derivdcie f'(a) a nezaruéuje ani spojitost f v bode a (priklad 2.2.5).

e Opacné turdenie plati iba pre n = 1, t. j. pre funkcie f: R — R, kde existuje iba jedna
parcidlna derivdcia identickd s derivdiciou f'(a). V tomto pripade, ak existuje koneénd
derivdacia f'(a), potom je f v bode a spojitd (mal: veta 4.1.1).

e Spojitost funkcie f v bode a pre n > 1 zarucuje existencia derivdcie f'(a) (nie iba
existencia matice derivdcie), t. j. diferencovatelnost funkcie f v bode a (veta 2.2.2).

V niektorych $pecidlnych pripadoch sa moze Jacobiho matica zjednodusit.

e Funkcia f: R—> R, t. j.on=m=1,x= () =z, a=(a) =a, h=(h) =h.

Matica derivacie f’(a) sa redukuje na jeden prvok. Dostavame derivaciu realnej funkcie
jednej premennej, ako ju pozname doposial (mal: 4.1 Derivacia realnej funkcie). Plati

fla)= () = 20 = 40 — p(a), df(a,h) = h(ZL2) = f(a)h = df(a, h).
e Funkcia f: R—> R™, t. j.n=1, meN, m > 2,
f:(f1§f2§~-~§fm)7 w:(x):x, a:(a):a, h=(h)=h

Matica derivacie f’(a) sa redukuje na stipcovy vektor s m zlozkami, ktory sa nazyva
dotykovy vektor funkcie f v bode a. Funkcia f geometricky predstavuje krivku pa-

rametrizovand rovnicami y; = f1(x), y2 = fa(), ..., Ym = fm(z), € A. Plati
dfi(a a
2\ (A fi)
9fa( dfa(
plap— | H | | R | B |
Afm(a m(a
dptar |\ttt |\ g o)

af(a,h) = hf' (@) = (25 2B hs. s 25O ) = (fi(@)hs fyla)hs .5 fhu(a)h).
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e Funkcia f: R*" > R, t. j.neN,n>2, m=1,
x = (z1;22;...;Tn)y, @ = (a1;a2;...;an)y, b= (h1;ho;...;hy)

Matica derivacie f’(a) sa redukuje na riadkovy vektor s n zlozkami, ktory sa nazyva
gradient funkcie f v bode a a oznacuje grad f(a). Plati

o 2] 2]
f'(@) = grad f(a) = (3l 2L, s 2,

df(a,h) = h-grad f(a)T = grad f(a)-hT = Lga(f)m + ng) ho+ -+ ‘ﬁﬁ:) .

Na obr. 2.2.17 vpravo st zndzornené parcialne derivacie funkcie f: R? — R. Geomet-
ricky vyjadruju smernice, t. j. tangensy uhlov a3 a ag dotykovych priamok t; a to ku
grafu funkcie f v bode a = (a1;a2) so svojimi kolmymi priemetmi p; a ps do stradnicovej
roviny x1xs. Priemety p; a ps st rovnobezné so sturadnicovymi osami x; a z5. Priamky ¢
a to jednoznacne uréuju dotykovi rovinu ku grafu funkcie f v bode a (vid poznamka 2.2.2
a priklad 2.2.4).

Y| flar +1)

flar+1t) = fla)

0 / a) ay +t
q1

R EeeE) £1

Obr. 2.2.18:
Priklad 2.2.3

Obr. 2.2.17: Geometricka interpretacia derivacie
funkcii f: R — R (vlavo) a f: R? — R (vpravo)

Ked zafixujeme premenni x5 na hodnotu as dostaneme realnu funkciu f(x1): R — R
jednej realnej premennej. Jej grafom je (rovinna) krivka, ktora vznikne prierezom podvod-
ného grafu rovinou urenou priamkami d; a p; (rovinou rovnobeZznou so siradnicovou
rovinou z1y obsahujicou doty¢nicu d). Analogicky moZzeme fixovat premennt 27 na hod-
notu a;. Potom dostaneme realnu funkciu f(z3): R — R, ktorej graf vznikne prierezom
povodného grafu rovinou uréenou priamkami ds a py (rovinou rovnobeZnou s rovinou oy
obsahujicou doty¢nicu ds).
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e Funkcia f: R" - R", t. . n=meN, n > 2,
f=fufas 5 fm)s ® = (T13025. .5 20), @ = (a1302;...5an), b= (Ri;ho;. .5 hy)

Derivacia f’(a) je Stvorcova matica®! typu n x n, jej determinant det f’(a) sa nazyva
Jakobian. Plat{

O0fi(a) Ofi(a) . Bfl(a)

oxq Oz
0fa(a) Of2(a) . sz(a)
flay=1 2 T
Ofn(a) Ofn(a) Ofn(a)
lea 81’: amna 3f1 a)h + 8f1 a)h 4ot aglz(a)hn

3f2(a)h +3f2(a)h NI +5f2(a)h

df(a,h) = hf'(a)" =

0@l 0@y 4oy 2@y

Priklad 2.2.2.
Pre funkciu f(z;y) = 2¥: (0;00) x R — R plati

grad f(z;y) = ['(w:y) = (P52 250 ) = (yav 0¥ na),
f(151) = (@-151 In1) = (1;0),  f'(1;0) = (0-19751%-In1) = (0;0).
Pre funkeiu f(z;y) = (fu(2;9); f2(239)) = (2%;9%): (0;00)* — R? plati

of1(zsy) Ofi(wsy) -1
@y =1 ,.2" oy | (v @l [ y) = LOY m
! af2a(§§y) 8f2a(§§y) myx_l yz lny ’ ’ 10

Poznamka 2.2.2.
Uvazujme redlnu funkciu jednej redlnej premennej y = f(x1): R — R a bod ay € D(f).

Dotycnica t1 ku grafu funkcie f v bode a1 md rovnicu (obr. 2.2.17 vlavo)

ti: y— fla) =df(ar,z1 —a1) = f'(a1) - (21 —a1) = tgou - (x1 — ar),
kde (1; f'(a1)) = (1;tg 1) je smerovy vektor dotycnice t1. Normdlovy vektor k dotyénici ty
md tvar (f'(a1); —1) = (tgaq; —1). Normdla n, t. j. kolmica ku dotycnici t1 v bode doty-

ku (ay; f(a1)) md parametrické vyjadrenie

n: 1 =a1+ f'(a1)t, y=fla1)—t, tER,
resp. rovnicu n: y— f(a1) = —% ~(z1 —ay) pre f'(a1) # 0.

Poznamka 2.2.3.
Uvazujme funkciu dvoch premenngjch y = f(x1;22): R?* — R a bod a = (a1;as) € D(f).

2INjekedy sa ako Jacobiho matica nazyva f’(a) iba v tomto pripade n x n.
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Dotykovd rovina T ku grafu f v bode a md rovnicu (obr. 2.2.17 vpravo)
. _ _ T _ (9f(a), 0f(a) Ty —al
r = fla) =df(ax —a) = f(a) (& - )T = (e ) (70,
= dgi? (w1 —ay) + dgfc‘;) (x2 —a2) =tgoy - (1 —a1) +tgas - (x2 — az).

Normdalovy vektor dotykovej roviny T md tvar (%{i‘:);%;—l) = (tgay;tgag; —1).

Priamka n prechddzajica dotykovgm bodom (a; f(a)) kolmd na rovinu T sa nazgva nor-
mdla ku grafu funkcie f v bode (a; f(a)) a md parametricky tvar

9 o
n: 1 =a + gi‘:)t, gi;l)t., y= flaj;az) —t, tER.

To = a2 +

Ak y = f(x1;29;...52,): R® — R, n€ N, potom dotykovi mnoZinu 7 v bode a € D(f)
nazgvame dotykovd nadrovina ku grafu f v bode a = (ai;az;...;a,) a md tvar

7:y— fla) =df(a,x —a) = f'(a) (x — a)T = %‘i?)(m —a1)+--+ dggga)(a:n — Q).

Priklad 2.2.3. ,
Uvazujme funkciu f(t) = (z;y;2) = (22 (2mt) , 2t cos (zﬂ);t): (0;00) — R3.

™ s

Funkcia f predstavuje priestorovi krivku v R?, jej grafom je pirdla (obr. 2.2.18) zac¢ina-
juca v bode (0;0;0). Prakticky je krivka definovana parametricky rovnicami

f: fL'(t) _ 2t sin (27t) y(t) _ 2tCOSﬂ—(27‘rt)’ Z(t) _ t, ¢ Z 0.

s b

Pre derivaciu funkcie f, t. j. dotykovy vektor v bode t € (0; 00) plati

aragtt) x'(t) 2 sinﬂ(_?mf) + 4rt co: (2mt) 2 sin7£2wt) + 4t cos (2’/Tt)
f/(t) — B%Ett) _ y’(t) — | 2cos(2nt)  4mtsin (27t) — | 2cos(2nt) 4t sin (27Tt)
3—3(:) Z'(t) 1 1

Derivacia f/(to)T = (z'(to); 9 (to); 2'(to)) = (z'(t0); % (to); 1) v bode t( € (0; o0) predstavuje
smerovy vektor dotykovej priamky d ku grafu funkcie f v tomto bode f(¢). Parametricky
tvar doty¢nice d (obr. 2.2.18) je

d: dy(t) = z(to) +2'(to) -, dy(t) = y(to) +y'(to) - t, d:(t) = 2(to) +t, teR
Napriklad pre to = 2 dostaneme f(2) = (z;y;2) = (0; 2;2), f/(2) = (8; 2;1) a doty¢nicu
d: dp(t)=0+8t=8t, d,(t)=2+2 =22 g (t)=2+t, tcR.m

T

Priklad 2.2.4.
Pre funkciu y = f(x1;72) = 2 + 23: R? — R (pr. 2.2.1) v bode a = (a1; as) € R? plati

U@ — 20y, UO) — 20, grad f(a) = ['(a) = (ZL2; 2D = (20:;2a3),
df(a,, h) = hf’(a,)T = (hl; hg)'(2a1; 2a2)T = 2a1hy + 2ashs.

Dotykovi rovinu 7 (obr. 2.2.19) ku grafu funkcie f v bode a tvoria doty¢nice t; a to. Ich
kolmé priemety do sturadnicovej roviny z;xo St rovnobezné s osami xy a xo. Priamky ¢y
a pp zvieraji uhol a; a priamky to a ps uhol as, pricom tga; = 2a1, tgas = 2a2. B
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Priklad 2.2.5.

1 =0,
Uvazujme funkciu f: R? — R definovana vztahom f(z) = f(x;y) = { pre vy

2 pre zy # 0.
Uvazujme bod a = (0;0). Derivacia f’(a) neexistuje, aj ked obe parcidlne derivacie funk-
cie f v bode a existuja a st konecné.

Riesenie.

Pre parcialne derivacie plati

0f(a) _ 0f(0;0) _ yi 0 f(@:0)—f(0:0) _ qi o 1—1 _ 00 _ _
g = P = iy PR =l 15—l 2 =l 0 =0,

9f(a) — 9f(0;0) — lim £(059)—f(0;0) — lim 1-1 _ lim 0 _ im0 =0
dy dy y—0 y—0 y—0 Y y—=0Y  y—0 '

Funkcia f nie je spojitda v bodoch (¢;0), (0;t), t € R, t. j. ani v bode a a neexistuje ani
limita funkcie f v tychto bodoch (obr. 2.2.20).
Predpokladajme, Ze existuje f’(a). Ak derivacia existuje, potom (veta 2.2.3) musi platit

J'(a) = J'(0:0) = D = (%52 25} = (0:0).

Pre derivaciu f/(a) podla definicie, t. j. podla vztahu (2.6) plati

— i f@=fla)=(z=a)-DT _ 4. fay) = £(0:0) = ((5y)—(0;0))-(0:0)" __ s f(azy)—0-0
0= Lm Te—al, = lim CDECE = ey
y—0 y—0
BT f(z5y) _ Smer z =y —0 _ f(z;z) 1 2 2 _
7mhin0\/z2+y2 {wy#O, f(w;y)=2] xhinva?ﬂﬂ? il—% 202 07 %
y—0 x—0

Dostali sme spor. To znamena, Ze derivacia f/(0;0) neexistuje. m

Obr. 2.2.21:
Priklad 2.2.6

Obr. 2.2.20:
Priklad 2.2.5

Obr. 2.2.19:
Priklad 2.2.4

Priklad 2.2.6.
Funkcia f(z;y) = 2% R? — R je spojita na celom svojom definicnom obore D(f) = R?.
Pre derivaciu funkcie f v bode & = (x;y) € D(f) plati

x: T 3 < 3
grad f(w) = f'(@) = ['(wsy) = (2500, L5 ) — (2205, 220 ) — (0;3y2).
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Parcialna derivacia W = 0 je pre vietky body x € D(f) rovnaka.

Pre v8etky body a1 = (a12;ay), az = (a2,;ay) € D(f), ktoré maja rovnaka y-ova strad-
nicu, plati f(a1) = f(a2), f'(a1) = f'(a2). V bodoch a1, as st doty¢nice t1, = to, = t,
identické a dotycnice t1y, t2, TOVnObEZNE.

To znamena, Ze dotykova rovina 7 v bodoch aq, as je rovnaka (obr. 2.2.21). m

Priklad 2.2.7.

Funkcia (z;y) = ¥(p; ) = (pcos ¢; psing): (0;00) x R — R? z prikladu 2.1.3 uréuje pre-
vod stradnic bodov euklidovskej roviny z polarneho systému do kartezianskeho systému.
Funkcia ¥ je spojita a diferencovatelna v kazdom bode (p; p) € D(¥) = (0; 00) X R. Plati

8mép;so) 3m(8p;<p) cos @ —psin

e ) — © P —

Vlpip) = (WWP) W) o (Singa pcoscp)'
) ap

Pre Jakobian plati det U/ (p; ) = pcos® o + psin® ¢ = p. To znamena, 7e pre p > 0, t. j.

pre vetky body (p; ) €(0;00) x R je matica ¥'(p; ¢) reguarna. m

Priklad 2.2.8.
Uréte dotykovii rovinu 7 ku grafu funkcie f: z = f(z;y) = 1,52% — 42, (z;y) € R? s doty-
kovym bodom a € D(f) tak, aby bola rovnobezna s rovinou p: 6z + 4y + 2z — 12 = 0.
Riesenie. ,
Pre vietky (z;y) € R? plati z = f(z;y) = 3= — o2, 2/ = f'(z;y) = (3z; —2y).
Dotykova rovina 7 ku grafu f v bode a = (ay;a,) mé rovnicu (poznamka 2.2.3)
C oL 9f(a). 8f(a)\ (T —az) _ 3a3 _ o . r—a
T: Z—f(a)+ (T;’T;)(y—a:) = 5 *ay+(3axa*2ay)‘(y_az)
3a§

_ 2 _ 3a2 2
= 5 —a; +3ax(z — az) — 2ay(y — ay) = 3a,x — 2a,y — 5= +a;.
Ak odstranime zlomky a presunieme vSetky premenné na jednu stranu, dostaneme
7: —6a,x + dayy + 2z + 3a2 — 2a2 = 0. (2.9)

Roviny 7 a p si rovnobezné, ak ich rovnice maju rovnaké koeficienty pri prislusnych
premennych (tieto koeficienty tvoria norméalové vektory) a rozne absolutne ¢leny. Rovinu 7
sme upravili tak, aby mala pri premennej z rovnaka premennu ako rovina p. Potom su
tieto roviny rovnobezné, ak maji rovnaké aj ostatné koeficienty, t. j. ak —6a, = 6, 4a, = 4.
Potom a, = —1, ay = 1, 3a2 — 2a2 = 1 (obr. 2.2.22) a rovina 7: 6z + 4y + 2z + 1 = 0.
Iné riesenie.

Roviny 7 a p st rovnobezné, ak st ich normalové vektory linearne zavislé. Normélovy
vektor roviny p ma tvar?? (6;4;2), resp. (3;2;1). Normalovy vektor roviny 7 mé tvar

df(a). 0f(a
(7’(;; J; oL );—1) = (3aq; —2ay; —1).

Aby boli normalové vektory linearne zavislé, musi existovat t € R, t # 0 tak, aby

(Bag; —2a,;—1) =t(3;2;1) = (3t;2t;t), t.]. 3a, = 3t, —2a, =2t, =1 =1.
22Normalovym vektorom je tieZ kazdy nasobok skalarom t(6;4;2) = (6t;4t;2t), tER, t # 0.
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Potom t = —1, —2a, = =2, 3a, = =3, t. j. a, = -1, ay =1, a = (—1;1), f(a) =0,5.

Dotykova rovina ma potom rovnicu 7: 3a,r — 2a,y — 2 +c= -3 — 2y —z +c = 0.

Este musime urcit c€ R tak, aby bod (a; f(a)) = (—1;1;0,5) lezal v rovine 7. Musi platit
0=-3(-1)—-21-054¢=3-2-0,54+¢=0,5+¢, t.jc=-0,5.

Dotykova rovina mé potom tvar 7: =3z —2y—2—0,5 =0, resp. 7: 6x+4y+22+1=0.m

,’/,'r
\ /7
\a

Whed] '
“%&%\g’i’%”"
0 L

S

Obr. 2.2.22: Obr. 2.2.23: Dotykova rovina 7
Dotykova rovina 7 i kolm4 na dantd rovinu p
(priklad 2.2.8) (priklad 2.2.9)

Priklad 2.2.9.
Uréte dotykovii rovinu 7 ku grafu funkcie f: z = f(z;y) = 1,52% — 42, (z;y) € R? s doty-
kovym bodom a € D(f) tak, aby bola kolma na rovinu p: 6z + 4y + 2z — 12 = 0.

Riesenie.
V priklade 2.2.8 sme hladali rovnobeznu rovinu, teraz hladame kolmu rovinu na p.
Normalovy vektor roviny p ma tvar?? (6;4;2), resp. m, = (3;2;1). Normélovy vektor

dotykovej roviny 7 v bode @ ma tvar

df(a). 0f(a
n, = <—JC;ED ). J;(y );—1) = (3az; —2ay; —1).

Roviny p a 7 a teda aj ich normalové vektory m, a m,; maji byt na seba kolmé. Takych
moZnosti je nekone¢ne vela (obr. 2.2.23 vlavo). Vsetky ., ktoré lezia v rovine p st kolmé
na n, a moézu byt normalovym vektorom dotykovej roviny 7 (obr. 2.2.23 v strede).
Vektory n,, m, st na seba kolmé, ak je ich skalarny sucin nulovy?

(np.n.) = ((3;2;1), (3az; —2a,;—1)) = 9a, —4a, —1=0, t.j. a, = 2%==1

Ak oznacime a, = t, potom a, = % a plati

— — 2 9t—1)2 _57¢2 _
a=(H25), fla)= f(t;250) = 8 - OV ot

us

23Kolmé vektory m, a m, zvieraji uhol p = 5 aplati (np,n:) =[5 - ||lyll3 - cos 5 = 0.
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Dotykovych rovin 7 je nekoneéne vela a ich body dotyku (a;ay; f(a)) s grafom funkcie f
tvoria priestorovi krivku d (obr. 2.2.23 vpravo) parametricky definovant vztahmi
d: a(t)=t, y(t)= 2L, z() = B=0TE1 0 e R
Ku konkrétnemu te R, t. j. a = (t; %) na zéklade vztahu (2.9) patri dotykova rovina
7: 0= —6a,x + dayy + 2z 4 3a2 — 242 = —6tx + 491y + 22 4 32 — 2(2L)?
= 6tz + (9t — 1)y + 2z + 3t2 — w, pricom n, = (—6t;9t—1;2). m

Veta 2.2.4 (Lagrangeova).
Funkcia f: R® — R, n€ N je diferencovatelna na oblasti A C D(f),
body a = (aj;as;...;a,),b = (b1;ba;...;b,) € A.
= Pre kazdé i =1,2,...,n existuje ¢; = (aq;...;a;-1;¢i; 0415 ..;b,) € A tak,
ze |le; —all, < ||b—al,, |lc; — b, < |b—al, a plati

f(b) = f(a) = Z:Z D0 —a;) = 220 (b —ay) + -+ M) (b, —a,).  (2.10)

Oz T
Dokaz.
Na zaklade vety 2.2.2 je funkcia f spojita na mnozine A.
Prei=1,2,...,n ozna¢me m; = min{a;, b;}, M; = max {a;,b;} a uvazujme funkcie

gi(x) = flar;...;a;-1525bi415 ... 5bp) 0 (my; M) — R.

Plati f(b) = gl(b1)7 f(a') - gn(an) a navyée g1(a7) = gi-‘rl(bi-‘rl)a 1= 1a 27 ceey N — 1.
e Akpreie{1,2,...,n} plati a; = b;, potom (m;; M;) = {a;} je jednoprvkova mnozina.
Ak polozime ¢; = a; = b;, potom

9i(bi) = gi(a;) = flar;...;ai—15¢5 05415 .5 bn) = fci).

Ked7e |¢; — a;| = 0, |b; — ¢;| = 0 a bod ¢; mé ostatné suradnice totozné s a alebo b, platia
aj nerovnosti ||¢; — al|,, < ||[b—al|,, [|[b— ¢, < ||b—al,-
8f(c )

Derivacia existuje podla predpokladov vety, takze plati

0=gi(bi) — gila;) = bi — i, t.j. g;(bi) — gila;) = 25 (b; — ay).

e Ak pre 1 € {1,2,...,n} plati a; # b;, potom st splnené predpoklady Lagrangeovej
vety o strednej hodnote (mal: veta 4.3.3). Funkcia g; je spojita na (m;; M;) a pre vietky
body x € (m;; M;) existuje derivéacia g.(x). Potom existuje ¢; € (m;; M;) také, ze plati

gi(ci) = “’J%Z:(‘“), t. . gi(bi) — gi(ai) = gi(ci)(bi — ai).

Dalej plati lei — a;| < |b; — ai, |b; — ¢i| < |bi — a;|. PretoZze bod ¢; ma zostavajice surad-
nice totozné s a alebo b, plati aj ||c; —al|,, < [|[b—al,, [|[b—cl,, < |b—al,.
Kedze g;(¢;) = fla1;...;a;-1;¢i;bi11; -3 bn) = f(e¢;), potom plati

9;(61) = L](;S;i), t. j. 9i(bs) — gi(a;) = g;(ci) (b —a;) = agic,,i) - (bi — ay).
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Ak to zhrnieme, potom plati

fb) = f(a) =g1(b1) — gn(a,) = [gl(th) = g2(b2), g2(az) = g3(bs), ..., gn-1(an-1) zgn(bn)]
(a1)] + [g2(b2) — g2(a2)] + -+ + [gn(bn) — gn(an)]
= af(cl)(bl 7(11)4» af( )(bg 7(12)4’ +M(bn*an)- u

Oxp,

Poznamka 2.2.4.

Veta je zovseobecnenim zndmej a casto pouZivanej Lagrangeovej vety o strednej hodnote
(mal: veta 4.3.3). My ju uwvddzame ako dosledok 2.2.4..

V prazi si zndme este Rolleho a Cauchyho vetly o strednej hodnote (mal: vety 4.3.2, 4.5.4).

7 dokazu vety je zrejmé, ze predpoklady vety moZzeme zjednodugit a vetu formulovat
analogicky ako v jednorozmernom pripade pre parcialne derivacie.

Désledok 2.2.4.a.
Funkcia f: R™ — R, n€ N je spojita a mé parcidlne derivacie podla vSetkych premennych
v kazdom bode oblasti A C D(f), body a = (ai;as;...;a,),b = (b1;ba;...;b,) € A.

= Existuju ¢; € (m;; M;), i = 1,2,...,n také, Ze plati vztah (2.10), t. ]

F(6) = fla) = 3 e (b, — a;) = 2D by — a)) 4 oo+ 2led (b, — )

i=1

T
=(b—a)- (%gff); offea); af(cn)> _ (6f<cl) 0f(es). af(c,») (b—a)T.

Oy, Ory ' Oxo EE Oy,

Dosledok 2.2.4.b (Lagrangeova veta o strednej hodnote).
Funkcia f: R — R je spojita na (a;b), pre vetky x € (a;b) existuje (aj nevlastna) f/(z).

= Existuje c€(a;b) také, ze f'(c) = f<b) Z(a), t. j.

Dosledok 2.2.4.c (Lagrangeova veta v R?).
Funkcia f: R? — R je diferencovatelna na oblasti A C D(f), a = (ai;a2),b = (b1;b2) € A.

= Existuju?* ¢ € (my; My), ca € (ma; My) take, Ze

F(b) — f(a) = 2L12) (b — qy) + 2ica) (b, — ),

24 Ako v dokaze vety 2.2.4 oznadenie m; = min {a;,b;}, M; = max {a;,b;},i=1,2,3.
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Dosledok 2.2.4.d (Lagrangeova veta v R?).
f: R? = R je diferencovatelna na oblasti A C D(f), a = (a1;as2;a3),b = (by; ba; b3) € A.
= Existuju®* c; € (my; My), co € (ma; Ms), c3 € (m3; M3) takeé, ze

f(b) = f(a) = M(bl —a1) + M(@ —ay) + M(bg — as).

Oxq Oxo Oz

Uvazujme funkciu f: R — R, n € N diferencovatelnta na oblasti A C D(f) a body
a = (ar;az;...;a,),b=(b1;ba;...;b,) € A.

Ak vo vztahu (2.10) nahradime v8etky body ¢;, i = 1,2,...,n bodom a, potom mozeme
funkciu f v nejakom okoli O(a) aproximovat nasledovne

f(x) — f(a) = __1%79(;)(331' —a;) = aafT(?)(xl —a1) 4+ %fT(:)(xn —ay).

To znamena, Ze pre x € O(a) plati
f(x) ~ fla) + agi‘:) (t1—a1)+- -+ 3(;1:) (tn —ay) = f(a) +df(a,z—a). (2.11)
Ak oznacime rozdiel medzi Tavou a pravou stranou
w(z) = f(z) - fla) —df(a,x —a) = f(z) - f(a) - (z —a) - f'(a)",
potom zo vztahu (2.6) pre funkciu w(x) vyplyva
lim — lim {@=f@)=(z—a)f' (@) _

z—a llz—all, r—a z—al,

w(=)

Pre (absolitnu) zmenu funkcie f od bodu a po bod x plati
Af(a,z —a) = f(z) - f(a) = (x - a) f'(a)" +w(z) =df(a,z — a) + w().
Funkciu w(x) nazyvame zvySok zmeny funkcie [ od bodu a po bod x a predstavuje
chybu pri nahradeni Af(a,x — a) diferencidlom df(a,z — a).

Ak f(a) # 0, potom pomer absolatnej zmeny Af(a,x — a) a funkénej hodnoty f(a)
nazyvame relativna zmena funkcie f. Plati

Af(a,x—a)~df(a,x—a)=(z—a) f(a),

_ Aflaz-a) . df(ax—a) _ (@—a)f(a)"
if(a, @ —a) = =5y~ “fay = @)

Ak pouzijeme substiticiu € = a + h€O(a), potom dostaneme h = x — a, h€0(0,,),
df(a,h) =h-f'(a)T a h — 0, pre x — a. Pre zmenu f od a po bod a + h plati

Af(a,h) = f(a+h)— f(a)=h- f'(a)T +w(h) =df(a,h) + w(h). (2.12)
Funkciu f aproximujeme v bode a + h, h€0(0,) v tvare
fla+h)~ f(a) +df(a,h) = f(a) + hf' (@), kde lim s =o0. (2.13)

Pre absolitnu zmenu a relativnu zmenu funkcie f platia vztahy
Af(a,h df(a,h h-f'(a)T
Af(ah) = df(a,h) = hf'(a)", 6f(ah) = Sett ~ SRR = BEES
Predchadzajuce vztahy zodpovedaji pripadu funkcie jednej premennej (mal: Veta 4.2.2
o najlepsej lokilnej linedrnej aproximacii pomocou diferencialu) a maja lokalny charak-
ter, t. j. maju zmysel iba v nejakom blizkom okoli O(a), resp. O(0,,).
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Poznamka 2.2.5.

V sicasnej dobe lahko dostupnej vijpoctovej techniky uz nemaji vztahy (2.11), resp. (2.13)
taky vyznam pri aproximovani ¢iselnych virazov ako kedysi. Ale stdle magi velky vijznam
pri zjednoduSovani mmnohigjch vztahov v technickijch, ekonomickych, fyzikdlnych a ingjch
odvetviach. ZloZitejsie nelinedrne tulohy sa nahradia jednoduchsimi linedrnymi, ktoré si
samozrejme menej presné, ale daju sa vypocitat a chyba vipoctu je pripustnd.

Priklad 2.2.10.
Priblizne vypocitajte hodnoty: a) 0,97%02) b) /1,983 + 4,052 + 4,922.

Riesenie.
a) Ozna¢me f(z;y) = 2¥: (0;00)x R — R (vid pr. 2.2.2), potom f’(z;y) = (yx¥~ 129 Inz).
Oznaéme a = (az;a,) = (1;2), potom f(a) =12 =1, f'(a) = (2-127112 - In1) = (2;0).
Ak polozime x = (z;y) = (0,97;2,02), potom

flx)=0,97%2 =z —a=(0,97-1;2,02—2) = (—0,03;0,02).
Pre odhad hodnoty 0,97%%2 pomocou vztahu (2.11) potom plati

0,970 = f(z) ~ f(a) + df(a, — a) = f(a) + ['(a) - (x — a)T
=1+ (2;0)-(-0,03;0,02)" =1 —0,06 + 0 = 0,94.
Aby sme mohli pouzit postup, postaci, aby bola f definovana v O(a) takom, Ze x € O(a).
Presna hodnota vytazu na Sest desatinnych miest je 0,97%9% = 0,940 327.

b) Ozna¢me f(x) = f(z1;32;23) = /2§ + 23 + 23 = (23 + 23 +23)*: R* > R.
Pre derivaciu funkcie f v bode € R? plati

1 1

f'@) = (32303 + a3 +2B)~%; Zoa(ad + 23 + 03) ¥ g (ad + F +23)7F)

:( 3:E1 To T3 >:<3$1.?E2.?E3)

2\/x3+w2+x3 \/x3+x2+x3 \/a:3+:v2+a;3 2f(x) f(x)’ f(z) )°

Ak oznacime a = (2;4;5), h = (-0,02;0,05; —0,08), potom a + h = (1,98;4,05;4,92).

Dalej f(a) = V23 + i +52=17f ( ) = (% 2:5) a pre odhad odmocniny plati
V1,985 +4,05% + 4,922 = f(a+ h) ~ f(a )+df(a h) = f(a) + h-f'(a)"

— 74 (—0,02;0,05; —0,08)- (7 % %) 0,03-12 + 0,0754 _ 0,078-5 _ 48%56.

Zlomok @ ~ 6,937 143 a presna hodnota na Sest desatinnych miest je 6,954 947. m

Predpokladajme, ze vztah y = f(x1;22;...;2,) vyjadruje zavislost nejakej veli¢iny y
od veli¢in x1, xs,...,x, € R a ze sme kazdu z veli¢in x;, ¢+ = 1,2,...,n namerali s absolut-
nou chybou Axz;, ktora je v porovnani s z; malé.

Ak oznadime x = (z1;22;...;2,), Az = (Azy; Axg;. .. ; Az, ), potom moZeme abso-
latnu chybu Ay = Af(x, Azx) vyjadrit ako diferencial df (z, Ax).

Ak okolie O(x) je také, Zze ¢ + Az € O(x), t. j. Az € O(0,), potom pre absolatnu
chybu Ay a relativnu chybu ¢, pre Az € O(0,) plati

Ay = f(x+Az) - f(z) ~ df(@.Az) = Az-f/(@)T, 5, =22 ~ SeL@)]
Relativna chyba 4, sa Casto vyjadruje v percentach v tvare §,-100 %.
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Priklad 2.2.11.

AK4 je chyba pre objem gule, ak sme jej polomer r namerali s absolutnou chybou Ar?
Riesenie.

Absolutna chyba merania je Ar a relativna chyba merania je 6, = %.

Pre objem gule pre r > 0 plati V(r) = % = %’Tr?’, V'(r) = 4?”-37“2 = 4mr2.

Pre absolitnu chybu AV a relativnu chybu dy plati

AV = Ar-V'(r) = Ar-dnr? = 4mrAr, 6y = ?V ~ 4’1:2T3AT = %T =36,.. 1
3

Priklad 2.2.12.

V sklarskom podniku Drevoplech vyrabaji pohare v tvare valca s vnutornym polomerom
podstavy 3 cm a vyskou 10 cm. Kontrolnymi meraniami sa zistilo, ze pri vyrobe dosahuje
relativna chyba vysky poharov 1,1 % a relativna chyba polomeru podstav 1,5%. Aka je
absolitna a relativna chyba objemu pohéarov?

Riesenze.

Ak oznac¢ime r = 3 cm polomer podstavy a v = 10 cm vysku valca, potom pre objem valca
plati V(r;v) = mr?v = 90w ecm?®, V' (r;v) = (2rrv; 7r?) = (60r cm?; 97 cm?).

Pre relativne a absolutne chyby polomeru 6,., Ar a vysky §,, Av plati:

1006, =1,5%. = Ar =4, =18 ¢ j Ap=210r — L8 oy — &8 oy — 0,045 cm.

r 100° 100
_ Av _ s _ 1,1 . _ o Lir _ 1,000 11
1000, = 1,1%. = &Y =0, = 135, t-J. Av= 355 = g5~ M = 755 cm = 0,11 cm.

Pre absolatnu chybu AV a relativhu chybu dy objemu potom plati:
AV = (Ar; Av) - V'(r;v)T = (0,045 cm; 0,11 cm) - (60 cm?; 97 cm?)

= 2. 77 cm® + 0,997 cm® = 3,697 cm3, by = &Y = 237 = 0,041.

Absolttna chyba objemu je 3,697 cm?® a relativna chyba objemu je 4,1% m

Poznamka 2.2.6.
Objem vyrdbaného pohdra by mal byt V =V (3;10) = 907 em?.
Ak wvaZime chyby vyroby, potom pre polomer r a viysku v pohdrov plati

r~3+£0,015-3cm =3+0,045cm, v~10+£0,011-10cm =10£0,11cm.
Najmensi objem Vinin = 2,9552 - 9,897 em? ~ 86,359 727w cm? dostaneme pre
Tmin = 3 — 0,045 em = 2,955¢cm,  vgiy = 10 — 0,11 ¢em = 9,89 cm.
Najvicsi objem Vinax = 3,0452 - 10,117 em? ~ 93,740 1737 cm? dostaneme pre
Tmax = 9 + 0,045 cm = 3,045 ¢cm,  Umax = 10+ 0,11 cm = 10,11 cm.

Pre relativne chyby objemov Viin a Vinax potom plati

_ V—Viin _ 3,640273 __ _ Vimax—V __ 3,740173 __ =
Wi = i = 2555 & 0,040447, by, = oy = 255 &~ 0,041 557,

¢o zodpovedd vysledkom predchddzajiceho prikladu §, = 0,041.
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Spojitost funkcie f: R* — R™, n,mé&€ N v danom bode a € D(f) nezarucuje jej diferen-
covatelnost v tomto bode (vid veta 2.2.2). Neplati to ani pre realne funkcie, napr. funkcia
y = |z|: R — R je spojita v bode 0, ale nema derivaciu v tomto bode. Diferencovatelnost
funkcie zaru¢uje napriklad spojitost parcidlnych derivacii podla vSetkych premennych.

Poznamka 2.2.7.
Kuvoli prehladnosti nasledujice turdenia formulujeme pre redlne funkcie f: R® — R, n€N.
Pri vektorovych funkciach f = (f1; fa;...; fm): R® — R™, n,m € N aplikujeme dané

turdenia samostatne na kazZdi zloZku fj: R — R, j = 1,2,...,m.

Veta 2.2.5.

Mnozina A C R™, n€ N je oblast, bod a€ A.

Funkcia f: A — R ma v bode a spojité vietky parcidlne derivacie agi:f:)’ 1=1,2,...,n.

= Funkcia f je diferencovatelné v bode a.
Dékaz.
Ukézeme, ze existuje limita
L — lim f(@)—f(a)—(z—a)DT _ 0. kde D — (af(a), df(a) . .8f(a)).

[[x—all, Oxy ' Oxg """ Oxp

r—a
Parcidlne derivacie su spojité v bode a, t. j. existuji v nejakom okoli O(a) C A.
Pre kazdé @ € O(a) st splnené podmienky Lagrangeovej vety 2.2.4 (vid poznamka 2.2.4).
Potom existuju ¢; €O(a), ||¢; —a,, < ||z —al|,,i=1,2,...,n také, ze plati (2.10), t. j.

fl@) ~ f(a) = (x—a) - C7, pricom € = (4fe0; offea), . Offe))

Potom pre argument limity L plati

f(@)—f(a)=(z—a)-D" _ (z—a)-C"—(x—a)-D" _ (z—a)(C"-D") _ (#—a)(C-D)"
[z=all, [z—all, [e—all, [z—all,

Pre limitu L plati

T
0< L] = | lim @=@C-D)| _ | @=alC-D)T| _ 1, [lemalC-D)T]
- r—a Hm_a“n Tr—a Hm_a‘”n Tr—a ”m_a”n
af ) of 2 8f(en) 8f(a)
<l [CFSR ) aman) + (552802 (ra—aa) 4t (S22 - HR) (@0 —an)
r—a [z—all,
9f(e1) 9f(a) 9f(eg) 9f(a) 9f(en) _ 0f(a)
< lim e P | o 4 [ 2552 S | s o | 24 - | wn—an
= zoa [z—all,
= [Pre vietky i = 1,2,...,n plati |z; —a;| < ||z — al|,, a navySe pre  — a plati ¢; — a‘]

[ - ope

+...+‘%c:>_m

Ox,, :|

=0+0+---+0=0.

r—a Oz Oxq

< lim “aﬂcn _ o1

Posledna rovnost vyplyva zo spojitosti parcialnych derivacii a z konstrukcie bodov ¢;.
To znamena, 7e 0 = |L| = L (veta 2.1.12) a tvrdenie vety je dokazané. m

Poznamka 2.2.8.

Spojitost vSetkijch parcidalnych derivdcii funkcie f v bode a vo vete2.2.5 je iba postacujica
podmienka diferencovatelnosti funkcie f v bode a, ale nie nutnd. Napriklad funkcia f
definovand predpisom f(x;y) = (22 + y?) sinﬁ pre (z;y) € R — {(0;0)} a f(0;0) =0
nespliia predpoklady tejto vety (pr. 2.2.18, obr. 2.2.24), ale je diferencovatelnd v bode (0;0).
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Funkcia f: R — R, n € N sa nazyva hladkd v bode a ¢ D(f), ak ma v nejakom

okoli O(a) spojité vsetky parcidlne derivacie gg(f) =1,2,...
Funkcia f: R — R, n€ N sa nazyva hladka ak je hladka v kazdom bode a € D(f).
Z definicie vyplyva, ze definiénym oborom hladkej funkcie musi byt otvorenéa mnozina.

Désledok 2.2.5.a.
Funkcia f: R — R, n€ N je hladkd v bode a€ D(f).

—> Funkcia [ je diferencovatelna v bode a.

Doésledok 2.2.5.b.
Funkcia f: R™ — R, n€ N je hladkd. = Funkcia f je diferencovatelna.

(2% +y?) - sin ﬁ pre (x;y) # (0;0),

0 pre (z;y) = (0;0).
Funkcia f je definovana a spojitd v kazdom bode & € D(f) = R? (obrazok 2.2.24).
Jediny problematicky bod je & = (0;0), v ktorom plati (désledok 2.1.11.b)

Priklad 2.2.13.
Uvazujme funkciu f(x) = f(z;y) = {

i (2 +0) s = [ 6020 3 S 1] <0 = £(00),

(;9)—(0;0)
Pre vietky & = (z;y) € D(f), = # (0;0) plati®®
d . , P .
];(;) = 22-sin zziyz - a:22+£y2 -CcoS xziyz, {9(;) = 2y-sin m2iy2 - xzzny -cos mhlry?'

Tieto parcialne derivacie su spojité v bode x. To znamen4, ze v kazdom bode x # (0;0)
je funkcia f diferencovatelna (veta 2.2.5).
Pre bod « = (0;0) plati

2 o1 in
£(0;0 0+£0)— £(0;0 . thsin 50 Thssing <1
gm ) — hmw:hm%_hm(t -sin 1): lithtO :07
t—0 t—0 t—0 t—0
2 o 1
21(0:0) _ Jyyy FOOFDF0:0) _ pypyy D032 70
dy t—0 ¢ t—0 t

Parcialne derivacie v bode (0;0) spojité nie st, pretoze (veta 2.1.18) plati

L,= i @y 4 900 7 o @y) 4 — 91(0:0)
(@) (00) O 7 gr 0 T o) O 7 %

Ly, Ly neexistuju, pretoze pre {(0; %)}koo . — (0;0) a pre {(3; }k , — (0;0) plati

L 1 9 . 1 9. 1 - —1 <sin o <1 B

x = m;o( .0.smo+k2 00+1 Coso+,%2>7{ 71k<m12§1}70,
Ly—klgrgo (205111 50 —2-0- 1+0 -Cos k%lJrO) =0.

A pre {( Ve )}k L ) a pre {(O; —%)}kzl — (0;0) plati

L,= lim (2-—2—sin +— —2. L. L _.cos 2 =
T p s V2kr 5i-+0 V2kr 5i-+0 Fi-+40

= Jim (/2 sin 2k — 2-/2km-cos 2kr ) = 2.0~ 2:00-1 = 0 — 00 = ~ox,

k—o0

x

sin 2km = 0, cos2km =1

=i = o =2, keN}
2k7r

25 90 1 _ 0 2 2\—17 — 2 2\—2 — —2 9 1 _ —2
%[gﬁ_‘_yﬂ = %[(m +y?) ] =(-1-(a*+y9) 2 20 = (x2+yz2)27 a*y[zz_,'_yz] = ($2+yy2)2-
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f— 1 . 1 . 1 1 —_— . . 1 . 1 —_ —
Ly—khﬁrgo(Q\/2]7Tsmo+ﬁ 2%0+ﬁcoso+ﬁ>— 00.
V bode 0 = (0;0) neplatia predpoklady vety 2.2.5. Funkcia f ale v bode 0 je diferencova-
telna, t. j. f/(0) = (af(o 0. afé?/;o)) = (0;0), pretoze existuje limita a plati2®

ox
lim L@tR=f© =R f/©OT _ 0 L(haihy) = f(00) — (haihy)-(0:0)"
h—0 1A, (haihy)>(00) Vi2+n?
(h2+h )-sin RZRZ —0-0
. +h . .
= lim = lim VhE+ hi - SN g
(haihy)—(0:0) Vh24h? (haihy)—(0:0) vthy
= [wm;h{fiﬂ(o;o) VhI 12 :0‘—1 < sin g < 1] =0.m

Prﬂfla.ld 2.2.14.. “1_ - - sin (332 yz) pre (z3y) # (0;0),
Uvazujme funkciu f(z) = f(z;y) = ¢ &Y
1 pre (z;y) = (0;0).

Funkcia f je definované a spojita v kazdom bode & € D(f) = R? (obrézok 2.2.25).
Jediny problematicky bod je & = (0;0), v ktorom plati (dosledok 2.1.11.b)

Subst. t=a2+34>>0
m(;7+y) ubs ¢ty = hm smt - 1= f(070)
(z3y)—(0;0) T2V x—=0,y—=0, t—=0 0

Pre vSetky « = (z;y) € D(f),  # (0;0) plati
of(x) _ 2a- (22 +y?)-cos (2 4+y?)—2z-sin (2 +y?) — 9. (22 4y?)-cos (¢®+y?)—sin (z%+y?)

8.’,8 (x2+y2)2 ($2+y2)2 b
of(®) _ 2y-(z°+y?)-cos (z+y°)—2y-sin (v +y*) _ ,(r2+y )-cos (z*+y*) —sin (z°+y )
g9y (z2+y?)? 2y (x2+y?)?

Tieto parcialne derivécie st spojité v bode x # (0;0).
Pre bod « = (0;0) plati (pri vypocte limity pouzijeme L’Hospitalovo pravidlo)

sin t2 .
OI00) _ iy LOLEOZ(O00) _ Jjpyy 22 L i st [Lng]
O t—0 t—0 t—0 t 0

2 s 2
= lim 2t<costt2 =2t _ 2 lim cost—1 __ [L’H%] _ 2 lim 72ti1nt — % 72i0-0 — 07
t—0 t—0 3150
sin ¢2
af(0;0 0;0+4¢ 0;0 - . int2—t2
fé ) = Jim £ +) FO0) — iy 2 = lim L= — 0.
Y t—0 t—0 t—0

Parcialne derivacie %, 8{9(;) st aj v bode (0;0) spojité (veta 2.1.18), pretoze
_ ; of (z3y) _ 9£(0;0)
= lim Y —-0= oy

(@)= (0;0) %Y Y

L, = li f(wy) _ g — 0100  p
T wwa(00) 0 gu

To znamend (veta 2.2.5), Ze funkcia f je diferencovatelna v kazdom bode x € D(f).
UkéZeme, ze L, =0, L, = 0. Najprv vypocitame limitu

lim (22 4y?)-cos (x®+y?)—sin (z%+y?) _ [Subsh t=a2+y>>0
(x59)—(0;0) (x2+y?)?2 z—0,y—>0, t—0
_ 1 t-cost—sint __ 10| — 13 st—t-sint—cost __ 1.1 : _ 1 _
_tlgr(l)coTs_[LHE]_}%%__é.}%SIHt__EO_O.
Pre limity L, L, potom plati
L= lim 2z- lim @H)eos@n)sine®t*) _ o
@) —(0:0) (@)= (0:0) (@ +s")
L. — li 9 - li (x+y)cos(m+y)sm(m+y)_0 0=0.m
Y (r;y)lﬁm(o;o) Y (w;y)lgio;ﬂ) (@*+y%)?
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z prikladu 2.2.13 %2 z prikladu 2.2.14

Veta 2.2.6.
Mnozina A C R™, n€ N je oblast.
Funkcia f: A — R ma na A ohrani¢ené vSetky parcialne derivacie agg(::)? 1=1,2,...,n.

= Funkcia f je spojitd na mnozine A.

Dokaz.

Nech a € A je Tubovolny bod a okolie O(a) je také, ze O(a) C A.

Podl'a predpokladov existuje a > 0 takeé, ze ’%i?) | < aprevietkyx€O0(a),i=1,2,...,n.
Potom (veta 2.2.4) pre kazdé € O(a) existujia ¢;€0(a), i = 1,2,...,n také, Ze plati

£(@) - fla)| = | & 2~ a)

=1
S Z «Q |x’b - ai| S Z O[”:B - a”n = nan - G’Hn

=1 =1

i — ai

7 toho vyplyva spojitost funkcie f v bode a a aj na mnozine A, pretoZe plati:

0 < lim |(z) ~ f(a)| < lm nallz —al|, =na-0=0.
— lim |f(z) - f(@)| = lm [f(z) - f(a)] = 0. = lim f(z) = [(a). ®
Veta 2.2.7.
Mnozina A C R™, n€ N je oblast, bod a€ A.
Funkcia f: A — R ma v bode a spojité vietky parcidlne derivacie 855:’), 1=1,2,...,n.

—> Funkcia f je spojita v bode a.

Dékaz.
Ak st v danom bode a € D(f) spojité vSetky parcidlne derivéicie, potom musia byt v ne-
jakom okoli ohrani¢ené (veta 2.1.23). Potom (veta 2.2.6) je funkcia f spojitd v bode a.

Tvrdenie vyplyva aj z vety 2.2.5 (diferencovatelnost) a nasledne z vety 2.2.2 (spojitost). m

26Vid definicia diferencovatelnosti v bode a vztah (2.6).
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Poznamka 2.2.9.
Funkcia [ z prikladu 2.2.5 (obr. 2.2.20) nie je v rozpore s turdeniami viet 2.2.5 a 2.2.6.
Funkcia f je spojitd na R?> — {(t;0),(0;t),t€ R}, t. j. okrem siradnicoviich osi x a y.

e V bodoch (t;0), t # 0 existuje L;O) =0, ale neexistuje df(f 0

e V bodoch (0;t), t # 0 existuje M =0, ale neexistuje df(gg it)

e V bode (0;0) existuji obe % = w =0, ktoré siu samozrejme ohranicené.
Y

Ale neezistuge okolie O(0;0), kde by v kaZdom bode existovali obe parcidlne derivdcie naraz.

Priklad 2.2.15. wy(z2—y?) re (x3y) % (0:0)
Uvazujme funkciu f: R? — R definovant f(z) = f(z;y) = { 22 P 4 T

0 pre (z;y) = (0;0).
Ukéazeme, ze f je diferencovatelna v bode a = (0;0).

Riesenie.
Je zrejmé, ze funkcia f je spojita a diferencovatelna v kazdom bode x # a (obr. 2.2.26).
Pre vSetky x = (z;y) # (0;0) = a plati

<1

-z
= 2oy =

i } — 1S5 <1 — —fay| < G sty gy
-~ W iy O.
Funkcia f je spojitd v bode a = (0;0), pretoZe plati
27 2 . . .
0=—lim [zy| < mhgla%yé’) < lim fzy| =0, ¢ ). lim f(z) = 0= f(a).

Pre parcialne derivacie funkcie f v bode a = (0;0) plati

5)(;(“) — lim f(ﬂﬁo) (0 0) _ {im 9=0 _ 0, Bf(a) — lim £@¥)— g(o 9 — Jim 2=0 — ¢
x x—0 z—0 ¥ 9y y—0 Y- y—0 Y
Pre parcialne derivacie funkcie f v bode x # a plati
of(@) _ (B2’y—y’)-(2®+¢°)—(a®y—zy®)-(2240) _ 3a*y—a®y®+32y° —y° —22ty+22%y°
Ox - (x24y?2)? ¥ +222y2 +yt
4 2 2,2 2 2 4
_ aly+aa?yt oy oyt 20y gt eyt gt —yt) (1_|_ yv. 2y )
- I4+2‘T2y2+y4 - $4+2$2y2+y y ($2+y2)2 (22+y2)2 )
of (@) _ (2®=3wy®)- (2’ 4+y*)—(a®y—2y®)-(042y) _ 2° 32y 423y’ —3ay? —22%y? + 209"
8y - (I2+y2)2 - I4+2:L’2y2+y4
. w574z3y271y4 _ z(z4+212y2+y4—6$2y2—y4—y4) — (1 _ 3~2w2y2 o 2y4 )
zT+222y% +y1 wT+222y% +y1 (z2+y2)?  (22+4y?)?

Tieto parciilne derivacie si spojité v kazdom bode x # a. UkaZeme ich spojitost v bode a.
Pre odhady vyrazov v zatvorkach pre vsetky x # a plati

2y* 2y* 2yt
0= wip >2§<o+y2>2—74—2-
:>{ 1_1+0—2<1+(w2+y2)2—(QCQH) <141-0=2.

3-22°
—4=1-3-2<1- 220 - A <14+0-0=

2x? y 21:2y2 _
0< ¥ +222y2 +y < 0+222y2+0 — 1

)
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Pre odhady parcialnych derivacii 8%(;)7 a,;(;) z toho vyplyva

o] o
—lyl < 2 <2y, —dfaf < 2= <y,

Pre limity parcidlnych derivacii v bode a potom plati

BT s Of(z3y) ; _ s Of(xy) o 9£(050)
=-1 < lim “E5Y% < lim 2 |y| = 0. lim === = (0 = =2,
0= lvl < Jim 5™ < Jim2lyl = 0. = lim 7507 =0="22
y—0 y—0
_ : s 0f(z3y) ; _ iy Of(my) . 0£(0;0)
0= - Jimy el < Jim S5 < el = 0. =l S =0 = HEE
y—0 y—0

To znamen4 (veta 2.1.18), Ze st parcialne derivéacie 61,;?), DJ;(;) spojité v bode a = (0;0)

a na zaklade vety 2.2.5 je funkcia f diferencovatelna v bode a = (0;0). m

= ' Obr. 2.2.28:
(vIavo) a v smere g5 = (0;1) (vpravo) @& Derivicia v smere u

2.2.3 Derivacia v smere vektora

Zovseobecnime uvahy, ktoré nas viedli k parcidlnym derivaciam. Pri konstrukcii par-
cidlnej derivacie funkcie v danom bode podla i-tej zlozky sme fixovali vSetky premenné
okrem i-tej. Prakticky sme sa pohybovali iba v smere stiradnicovej osi x;.

Uvazujme realnu funkciu f: A — R definovand na oblasti A C R, n € N a bod?’
a = (a1;as;...;a,) € A. Pre bazické vektory ; = (0;...;0;1;0;...;0), i =1,2,...,n (na
i-tom mieste je jednotka) pre ¢t € R plati

(a1;...50i-1;0; + t;ai41; .. .50n) =a+(0;...;0;¢,0;...;0) = a + te;
df(a)

a pre parcialne derivacie =5~ , i = 1,2,...,n na zaklade definicie plati
353(:) — lim f(al§-~§ai—1;ai“l’t?aiﬁ»l?'n?ani*f(al§-~§ai71;ai§ai+l§'~~§an) — lim f(a+tsz)ff(a).
i t—0 t—0
Nech w = (uy;ug;...;u,) € R"™ je lubovolny vektor, potom (smerovou) derivaciou

funkcie f v bode a€ D(f) podl'a vektora u nazyvame (pokial existuje) limitu
_ lim Llattu)—f(a)
fu(a) = lim Hettria)

27Oblast je otvorena a stvisla mno#ina, to znamena, ze bod a je vnatorny.
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Z definicie je zrejmé, ze derivacia podla vektora f, (a) je zavisla aj od velkosti vektora w.
Pre dva linearne zavislé vektory w,v € R", t. j. u = cv, kde c€ R, ¢ # 0, plati

f!(a) = lim flattv)—f(a) _ iy, flattew)=f(a@) _ |;y, clf(atctu)—f(a)]
t—0 t t—0 t 150 ct
__ [Subst. h=ct] _ . fla+hu)—f(a) _ . fla+tu)—f(a)
- [Ho, /Ho] = C}}E{)f = clim ==—=—"2 = cfl (a). (2.14)

Specidlne, ak u € R™, ||lul|, = 1, potom smerovi deriviciu funkcie f podla vektora u
nazyvame derivaciou funkcie f v bode a v smere vektora u a oznacujeme
9f(a) (attu)—f(a)
7 .

= lim £
ou t—0

Poznamka 2.2.10.

Podmienka ||ul|,, = 1 znamend, Ze vektor w md jednotkovi (normovani) velkost a je velmi
dolezitd pri dalSom pouZiti derivdcie v smere (vrdtane urcovania dotykovej roviny). Hod-
noty derivdcii v roznych smeroch v danom bode mdézZeme potom porovndvat.

Ak vektor w € R"™ nemd jednotkovi velkost, moZeme ho jednoducho normovat podelenim
jeho velkostou ||ul|,, a dostaneme jednotkovy vektor w/||ul,,.

Poznamka 2.2.11.
Pre redlne funkcie jednej premennej f: R — R derivdcia v smere vektora prakticky vijznam

nemd, iba formdlny. Existuji iba dva smery u = +1, v = —u = —1 a plati
fula) = fiy(a) = lim HEED=IE — f(a), - fi(a) = 11(a) = —fi(a) = —f(a),
) TN _ i fle=1t)—fla) - fla—t)—f(a)
7€$p. fv(a‘) - ffl(a“) - }E}% t }E}% —t
_ [ Subst. h=~t] __ . flath)—f(a) . flatt)—f(a) _ ¢
= [55 500 | = — Jim et = — fi e = —p(a).

Geometricky vyznam smerovej derivacie podla, resp. v smere vektora je podobny ako
pri parcidlnych derivaciach. Ilustrujeme ho na funkcii f: R? — R v bode a = (a1; az).

Na obr. 2.2.27 je znazornené derivécia funkcie f v bode a v smere vektora e; = (1;0),
t. j. parcidlna derivéacia podla x1. Jej hodnota zodpoveda smernici doty¢nice ¢1, to znamena
hodnote tg ay (vid poznamka 2.2.2).

Na obr. 2.2.28 je derivacia f v bode a v smere jednotkového vektora u = (u1; us), kde
|ull, = v/u} +u3 = 1. Jej hodnota je tga a predstavuje smernicu dotykovej priamky ¢,
ktorej kolmy priemet na rovinu z;xo prechddza bodom a a je rovnobezny s vektorom wu.
T. j. a je uhol, ktory zviera doty¢nica t so svojim kolmym priemetom p do roviny zjxs.

Priklad 2.2.16.
Funkcia f(z) = f(z;y;2) = z+y*+2% R® — R je diferencovatelna v kazdom bode svojho
defini¢ného oboru a = (ay;ay;a.) € R3.

Nech w = (ug;uy;u,) € R, potom a + tu = (a, + tug; ay, + tuy;a, + tu,) a plati

of(a) — lim fla+tu)—f(a) — lim (“m+tuz)+(”’y+t“y)2+(az+tuz)3_(ax+a§+"§)
u t—0 t t—0 t
— lim (anrtuw7aw)+(a§+2tayuy+t2u§7a§)+(ai+3ta§uz+3t2a2u§+t3u27(13)
t—0 t
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tug+(2tayuy +t7ul )+ (3talu +3t%a  ul +t7ul)
¢

= lim

t—0
. t(ur+2a,u +3a§u2 +t u +3a2u +t3 3
iy M2yt 4 )
t—0 .

= Uy + 2a,u, + 3a§uz.

Takyto vypocet je vo v8eobecnosti neprakticky avacéSinou velmi pracny. Vyhodnejsi je
vypocet podla vzorca (2.15) odvodeného v nasledujticom texte:

ag( =u- f(a)T = (ug;uy;us) - (1;2a,;3a2)T = uy + 2a,uy + 3a2u,. m

Vypocet smerovej derivacie podla, resp. v smere daného vektora mozeme previest na
derivaciu realnej funkcie jednej realnej premennej.

Uvazujme funkciu f: A — R, kde A C R", n€ N je oblast, bod a = (a1;as;. ..
a vektor u € R™. Ozna¢me funkciu

jap) €A

o(t) = f(a+tu): R— R.
Defini¢ny obor D(®) = {t,a +tuc A} C R, pricom bod 0 € D(®) je vntitorny.?8
Pre t = 0 plati ®(0) = f(a+0-u) = f(a) a navyse pre vietky ¢t € D(®), ¢ # 0 plati

2®)—2(0) _ f(a+tu) f(a) B0 — T ‘I’(t) ®0) _ f(a+tu) fla) _ o
5 t. j. ®(0) = thn% _— tlgl(l) = fl.(a).

Ak je funkcia f diferencovatelna v bode a, t. j. existuje
f'(a) = grad f(a) = (el 20 2le)),
potom pre zmenu funkcie f od bodu a po bod a + tu plati vztah (2.12)
Af(a,tu) = fla+tu) — f(a) =tu- f'(a)T + w(tu) = tu - grad(a)? + w(tu),

pri¢om pre zvysSok w plati

0= lim <0 _ Jjy @Ow) _ 3, wltu) - lim @)
tu—o0, Nul, — ;5o Ttull, — ;5 [T, = Tell, "5 R
— 0= lim 20 — jjpy 0w
t=o 50t

Pre smerovt derivaciu f],(a) podla, resp. v smere vektora u potom plati

f'zlt(a) — lim f(a,+t'u,) fla) _ — lim tu-f'(a ) tw(tu) _ %IH(l) [U‘f/(a)T+ w(tu) —u f ( )
—

t—0 t—0

t.j. fl(a) =u-grad f(a)" = 8535?)111 + 4 ag;:)un = grad f(a) -u”. (2.15)

Poznamka 2.2.12.

Funkcia ®(t) = f(a+tu) = f(g(t)), D(®) C R je zloZend funkcia, pricom vnitornd zloZka
jex =g(t) =a+tu: R — R" a vonkajsia zlozka je f(x): A— R, A C R™.

MoézZeme ju derivovat podla vety 2.2.12 z nasledugiicej casti. Potom plati

¥(t) = [fg@)]) = F'@) - g'(t) = @) - (a+tu) = f'a+tu)-uT
— fu(a) = ®'(0) = f(a+0u)-ul = f(a)-ul =u-f'(a)” = df(a,u).

28Bod a je vnatorny bod mnoziny A (otvorenej a suvislej), potom aj 0 je vntutorny bod D(®).
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Kedze plati f,(a) = ®'(0) a ®'(0) je oby¢ajnou derivaciou realnej funkcie redlnej
premennej v bode 0, platia pre smerova derivaciu rovnaké pravidla ako pre derivaciu
redlnej funkcie realnej premennej.

Veta 2.2.8.
Funkcie f,g9: A — R st diferencovatelné v bode a = (aj;as;...;a,) € A, kde A C R",
neN je oblast, vektor w = (u1;us;...;u,)€R™ je lubovolny. Potom plati:

(f £ 9)ula) = fula) £ g,(a),  (f9)ula)=f.(a) g(a)+ f(a)-g,(a)
Ak navyse g(a) # 0, potom plati (%);(a) fula): g(‘;) (lf)(a) 9u(a)
Dokaz.
Ak oznacime ®(t) = f(a+tu): R — R, ¥(t) = g(a + tu): R — R, potom plati:
(f £9)ula) = (2 £ V)(0) = &'(0) £ ¥'(0) = fi(a) £ gy (a),
(f9)ula) = (2¥)'(0) = @'(0)-¥(0) + ©(0)-¥'(0) = fi(a)-g(a) + f(a)-g,(a),
(

(f/9)u(a) = (B/)(0) = Y QYUY AONO) _ Lul@sla)7f@10(@) pr g(a) 0. m

Veta 2.2.9.
Funkcia f: A — R je diferencovatelna v bode a = (ay;az;...;a,) €A, kde A C R*, neN
je oblast, vektory w = (ug;ug;...;uy),v = (v1;02;...;0,) € R™, &slo c€ R. Potom plati
fo, (@) =0,  fl(a)=(cu) f(@)" =c-fi(a), fuin(a)= fi(a)+ fi(a)
Navyse pre vektory e; = (1;0;...;0), e2 = (0;1;...;0), ..., &, = (0;0;...;1) plati
L) =5 file) = w TP e e un G
Dokaz.

Tvrdenia vyplyvaju priamo z definicie. Druhé tvrdenie vyplyva tiez zo vztahu (2.14).

T
fo.(@) = 0, f'(a)T = (0;0;...50) - (2L Ofte,  2p(e)) " g,

dzy 0 Oxs
w(a) = (cu) f(@) =cu-fa)f =c:[u-f'(a)] =c f(a)
wiv(@) = (u+v)- fl@) =u- f'(a)" +v- f(a)' = fi(a) + fi(a).
Prei=1,2,...,n plati
fi(a)=¢;- f'(@)T = (0;...;0;1;05...50) - (8“‘1);...; e af(“))T = 2@

Oz z; 0xy, i
Vektory €1, €9, ..., €, tvoria bazu linearneho priestoru R a uw€ R"™ sa d& zapisat ako ich
linedrna kombinacia, t. j. w = (u1;ug;...;uy) = u1€1 + u2€s + -+ - + up€,. Potom plati:

fu( ) - U1€1+uz€2+ +u,Len(a) = (1L1€1 + uggg + -+ - + uneﬂ) : f/(a')T
= werf(@)7 + uzeaf (@) + - unenf(@)7 = ur BB 4wy @ 4y, Y@

Posledné tvrdenie samozrejme vyplyva aj priamo zo vztahu (2.15). m
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Nech f: A — R, pricom A C R™, n€ N je oblast, a = (a1;as;...;a,)€ A. Nech vektor
u = (u1;ug;...;un) € R™, |lul|,, =1 je jednotkovy, t. j. ||ul|, =1av,i=1,2,...,nst
uhly, ktoré zviera vektor u so sturadnicovymi osami z; (obr. 2.2.29). Potom plati

w = (u1;u2;...;Up) = (COSY1;CO87Ya;...;C08Yy), t.j. u;=cosvy;, i=1,2,...,n.
Pre derivaciu funkcie f v bode a v smere vektora u potom plati
) d ) ) )
it = fula) = w o e unSf = S cosyy e S cos

pri¢om posledny vztah predstavuje skalarny sacin vektorov f’(a) a w znamy z analytickej
geometrie a ¢ je uhol (obr. 2.2.29), ktory zvieraju vektory f’(a) a u. Kedze |lul/, = 1,
potom pre derivaciu v smere dostavame

o
19— f'@)ll, - llull,, - cose = ||f'(@)]], - cos .

Kedze f'(a) je pre dané a konstanta, posledny vyraz je maximélny pre cos p = 1, t. j.
pre ¢ = 0 a minimalny pre cos p = —1, t. j. pre ¢ = 7. To znamen4, ak sa vektory f'(a)
a u kolinearne (rovnobezné).

Derivacia funkcie f v bode a v smere je najvicsia v smere derivacie f'(a) = grad f(a),
t. j. v smere gradientu a najmensia v opacnom smere. TakZe f'(a) je vektor, ktory udava
smer najvacsieho rastu (najviicsej kladnej zmeny) funkcie f v bode a a —f'(a) je
vektor, ktory udava smer najviacsieho poklesu funkcie f v bode a.

) 2 T3

u u !
af'(a) 7(a) u y f (a)
as 3 as - \
u Uy u us o
h‘,ﬁ\ B f'(a) |as (@) az
[ [CRET) Uy [ — 1 u a
o] w k> w
B i n
a2y Ay axl oy A u
Uz Uz
17X %) f'(a) |os'(a)
Ja1
Ura; a1 U7 a1 T ay ag Ty
T Uy T
RG] M b ! !

Obr. 2.2.29: Skalarny sucin (f'(a),u) = || f'(a)l|,,-||u,,-cos ¢
v priestore R? (vlavo) a v priestore R? (vpravo)

2.2.4 Vypocet derivacii

Pri realnych funkciach jednej premennej sme dokézali derivovat sucet, sucin a podiel
niekol'kych funkcii. Analogické pravidla existuju aj pre realne funkcie s viacerymi premen-
nymi, t. j. pre funkcie R" — R, n€ N. KedZe ani existencia v8etkych parcialnych derivacii
vo vSeobecnosti nezarucuje diferencovatelnost uvedenych funkcii (poznamka 2.2.1), bu-
deme predpokladat diferencovatelnost zucastnenych funkcii.

Pri operaciach s derivaciami a diferencidlmi funkcii f, g: R — R, n€ N je potrebné si
uvedomit, ze f(a), g(a), df(a, h), dg(a, h) st realne ¢isla a vyrazy f'(a), ¢’(a) predstavuja
n-rozmerné vektory.
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Najprv uvedieme jednu z najdélezitejsich nerovnosti v matematike, ktora budeme po-
trebovat. Je znama ako Cauchy-Schwarzova, niekedy sa tieZ nazyva Bunakovského
a Casto sa pouziva v roznych oblastiach matematiky, fyziky i technickej praxe.

Veta 2.2.10 (Cauchy-Schwarzova nerovnost).

V je linearny priestor so skalarnym stacinom (-, -) a normou |||, vektory «, 5€V.
= (a,8)* < (,@)-(8,8), t.] (. B)] < /(a,0) - \/(B,B) = ||| - IB]]
Dékaz.

e Pre 8 = 0 platf nerovnost trivialne, pretoze (a,0)? =0, (a,a) - (0,0) = (a,a) -0 = 0.

\ “ _ (aB) _ (aB) ati
e Pre  # 0 oznatme k = B = (B9 Potom plati

0< la—kB|* = (a—kB,a—kB) = (a,a — kB) — (kB,a — kB3)

= (a, @) = (a,kB) — (kB,a) + (kB, k) = (e, a) — k(a, B) — k(B, @) + k*(8, B)

(@B (@B (Baa)(aB) | (B (BB) _ (@B (@)
) @a T e = (@) CRONEE

= (a,q)
Pri poslednej tiprave sme vyuzili symetriu skalarneho stcétu («, ) = (8, «). Z toho vyplyva

0< (@,a) (,0) = (@, 8) - (@, B), t.]. (@, 8)° < (a,@) (8,5).m

Dosledok 2.2.10.a (Cauchy-Schwarzova nerovnost v R™).
Vektory @ = (z1;22;. .. 520), Yy = (y1;Y2; - - ;Yn) ER™, nEN.

= |oy”| < |z, - lyl,,.
n n n 2 n n
< \/E\/g resp. {Zl’y] < Y-y v
=1 1=1 1=1 1=1 1=1
Doékaz.

. n
tge | Do Ty
i=1
Ak ozna¢ime ¢ uhol, ktory zvieraju vektory « a y, potom plati

zy"| = (. y)| = llzll,, - [lyll,, - [cos o] < [|]l,, - 1yl
2 2 2
= |zy"| <], - lyll,, resp. (zy”)” < |ll,” llyl,” =

Veta 2.2.11.
A C R"™ néeN je oblast, ¢islo c€ R, funkcie f,g: A — R su diferencovatelné v bode a € A.

— Funkcie cf, f 4+ g, fg su diferencovatelné v bode a€ A a plati:

(cf)(a) =cf'(a), d(cf)(a, h) = cdf(a,h),
(f+9)(a) = f'(a) £ g (a), d(f £ g)(a,h) = df(a, h) +dg(a, h),
(f9)'(a) = f'(a)-g(a) + f(a)-g'(a), d(fg)(a,h)=df(a,h)g(a)+ f(a)-dg(a,h).

Ak navySe g(a) # 0, potom je v bode a € A diferencovatelna funkcia f/g a plati:

/ ! . — -9 (a a,h)-g(a)— -d Jh
(5) (a) = f'(a) g(t;)z(({)(a)g( )7 d(g)(a) _ df(a, )g(g)Q(j)(a) g(a,h)
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Dokaz.
Funkcie f, g st podl'a predpokladov diferencovatelné v bode a, t. j. existuju derivacie f/(a),
¢'(a) a diferencialy df(a,h) = h- f'(a)T, dg(a,h) = h - ¢’(a)”, pricom plati

lim flat+h)—f(a)—h-f'(a)” -0 lim gla+h)—g(a)—h-g'(a)" _ -0
i T, i Al :

Oznaéme zvygkové funkcie z Gitatel'ov?? wy, wg. Potom plati:

wi(h) = fla+h) - f(a) —h-f(@)T: R" = R, lim <P =,

nto AT,
n . wg(h) _
wy(h) = g(a+h) —g(a) — h-g'(a)": R* = R, i nh(nn) =0

e Prvy par tvrdeni pre funkciu cf plati trividlne, pretoze

(cf)(a+h) = (cf)a) —c-h-f'(a)" =c[fla+h)— fla) = b f'(a)'] = cws(h),

i CD@th) (@ ch @ _ o ew ) _ e
s TA1, = T, e m T, = 0=0

To znamena (veta 2.2.1), ze (cf) (a) = c-f'(a), d(cf)(a,h) = c-h-f'(a)T = c-df(a, h).
e Pre sucet a rozdiel funkcii f + g plati analogicky

(f £ 9)(a+h)—(f£g)(a) = [h-f'(a)" £h-g'(a)"] =ws(h) = wy(h),

lim (f£0)(ath)—(f+g)(a)~[h-f"(a)"£hg'(a)T] _ lim @t (W)wy(h)
hoo, TRT,, hoo, TRl

t.j. (f£g)'(a) = f'(a)£4'(a), d(f £ g)(a, h) = hf'(a)" £hg'(a)" = df(a, h)=dg(a, h).

e Pre sucin funkcii fg plati

=040=0,

(f9)(a+h)—(fg)(a) —h-[f'(a)"-g(a) + f(a)-g'(a)”]
= [f(a) + hf'(a)" +ws(h)]-[g(a) + hg'(a)T + wy(h)]
—f(a)g(a) — g(a)hf'(a)" — f(a)hg'(a)”

= f(a)g(a) + f(a)hg'(a)" + f(a)wy(h) + g(a)hf'(a)" + hf'(a)"-hg'(a)"
+wg(R)hf'(a)” + gla)wy(h) +ws(h)hg'(a)" +wy(h)wy(h)
~f(a)g(a) — g(a)hf'(a)" — f(a)hg' (a)"
= f(a)wy(h) + hf'(a)" -hg'(a)" + wy(h)hf'(a)"
+g(a)ws(h) + wi(h)hg' (a)T + ws(h)wy(h)
= f(a)wy(h) + ga)wy(h) + [hf'(a@)" +wi(h)] - [hg'(a)" + wy(h)] = w(h).

Kvoli prehladnosti sme posledny vyraz oznacili w(h). Je zrejmé, Ze w(h): R™ — R.
Funkcie f, g, f’, ¢ st v bode a konecné, t. j. existuje a > 0 také, ze plati

lfla) <o, lgla)l <o, [f'(a)ll, <a, lg(a)l, <o
Na zaklade Cauchy-Schwarzovej nerovnosti (dosledok 2.2.10.a) plati

[hf'(@)"| < ]|, If'(@)l,. [hg'(@)"] <R, llg'(@)]],
29Vid vztahy (2.12) a (2.13).
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Najprv ohrani¢ime Vyraz w(h)/||k|, . Plati

0< ‘wm) _ lw(n)| _ |f(@)wy(h)+g(a)ws(h)+[hf (@) +w;(h)] - [hg' (@) +wy (h)]|
= | TR, TAll,
< 1@y (m)| + \g(a)wf(h)l +[|hs (@) |+ Jwp ()] - [[ha’ (@) | + ey ()]
S TAl,
< Sl slo(@] -l [Hhun-||f’<a>lln+lw<h)”\] -”[thn-H9’<a>||n+lw9<h>ll
— h
alwg () +alwsR)] | [@lhll,+Hws R - [elhl,+lw, (h)]]
= TA, + TR AT, Ikl
_lwg(R) L lws(h) Jwy ()| |wg
= OThL TR T {‘” TA, } [‘” Mh”
Pre limitu potom plati
0<| lim M| = iy [e®
h—0, h—0, [IR]l,,

- ()], Jwy(h)] jwor ] [ log)l],
= (ola + ol + o gl [a + leafl [y, )
—a-04a-0+[a+0]-[a+0]-0=0.
Z toho vyplyva, ze plati

0= lim ©®B) _ iy U9a+th) =)@ =k (@) g(a)+f(a)-g'(a)"]
o, TR~ 1o, TT,,

To znamené, Ze platia tvrdenia vety pre derivaciu sucinu funkcii fg.

w

e Tvrdenie pre podiel funkcii dokdzeme pomocou sucinu. Najprv dokdzeme vzorce

(1) (@) =-%2, d(1)(a,h) = -2, (2.16)

g g%(a)’ g°(a)

Pre funkciu * platl

1 1 1 1 _ g(a)—g(a+h)
(5)(‘”"') — (3)(@) = a7 ~ 5w = Harsain)

g(a)—[g(a)+h-g'(a)” twg(R)] _ hg' (@ wy(h)
g(a)-g(a+h) " g(a)-g(ath)  g(a)-g(ath)
’ T ’ T
Limita lim h'”gh(”a) existuje a je kone¢na,?® oznaéme lim h"lgh(‘r) = 5. Potom plati
h—0, n h—0,
") o' (@)T wg(h) a7
lim (F)(ath)~(5)(a)—h- [—-‘795(;)] — lim ’g(zﬁ.q((a)Jrh) q<a>‘2<'l+h)+h52a§
h—0, Ik, h—0, R,
1 _ 1 heg'(@)” 1 L wy(h) 1 .h~g/<a>T)
= (— e SR — seraem T + ey MR
1.1 1.
= 5@ %~ g 0t gap s =0

To znamend, Ze platia vztahy (2.16). Pre podiel % = f% t. j. sucin f-l, potom plati
! !/
(f+3)'(@) = (@) gy + f(@) (})'(a) = f'(@) sy — fla) frgy = Tt

d(f-3) (a)(a.h) = df (a.h) gy + f(a) d(F) (a, h) = HHERAGT TR o

30Vztah (2.7) z dékazu vety 2.2.1.
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Priklad 2.2.17.
Uvazujme funkcie f,¢: R? — R definované vztahmi

f®) = f(z;y) = 2> +9%, g(®) = g(z;y) = 2 — y°.
Funkcie f, g st diferencovatelné v kazdom bode & = (x;y) € R? a plati:
fll®) = (2*+9°) = (25;2y),  ¢'(x) = (2* —y?) = (22;-2y),
(f+9) (@) = [(@®+1) + (@* —y?)] = (22%) = (42;0),
2 _

(z)
(f9)'(x) = [(z*> + %) (2% — )] = (@* — y*) = (423 —49%),
( ) (x) (Z2+y2)/ = (21(»8 —y?)—(z%+y? )2z 2y (2 —y?) — (z2+y*)-(— 2y))

(x2—y?)? (2 —y?)?

2
@2—y2)2> ($2_yy2)2 = (zz_lyz)g '(—43331 ;456‘ y) pre x #y.
Ak pouzijeme vetu 2.2.11, potom plati:
(f +9)(®) = f'(x)+d'(x) = (22;2y) + (227 —2y) = (42;0),

(f9)'(x) = f'(®)-g(z) + f(z)g'(x) = (22;2y) (2? — y®) + (2? + ) (225 —2y)
= (223 — 22y?; 222y — 2y3) + (223 + 22y —22%y — 2¢°) = (4a®; —4y?),

£y _ fl@)g(@)—f(=)-g'(x) _ (22;2y)-(z>—y®) = (22 +y°) - (22;—2y)
(g) (z) g%(x) ( 2= 2)2
3 . & 2, 2
_ (22°—2ay*20%y— 27,(/$)2_(y2:r) +2xy?—22%y—2y°) _ (féﬂf_;‘;zy) pre z £ y. m

Ak pocitame parcialne derivécie zloZenej funkcie viacerych premennych, prakticky deri-
vujeme zloZeni realnu funkciu jednej premennej. Jednotlivé zlozky derivujeme samostatne
a ostatné premenné povazujeme za konsStantné.

Pri rieSeni redlnych problémov sa ¢asto vyskytuja implicitné rovnice, v ktorych vy-
stupuju vektorové funkcie a mnohokrat imlicitne a v derivovanom tvare. Vztahy, ktoré
vyplyvaji z nasledujtcej vety, maju velky vyznam pri rieSeni takychto rovnic, pri ich
transforméciach na jednoduchsie a lahsie riesitelné tvary. Vetu uvadzame bez dokazu,
myslienka dokazu je podobna ako pri vete 2.2.11 (vid napr. [8]).

Veta 2.2.12 (O derivovani zloZenej funkcie).
Funkcia w = f(x): A — R™ je diferencovatelna v bode a = (a1;as;...;a,) € A, funkcia
y = g(u): B — R! je diferencovatelna v bode f(a) = b = (b1;b;...;by) € B, pricom
mnoZina A C R" je oblast, mnozina B C R™ je otvorend, f(A) C B, n,m,l€N.
— Zlozen4 funkcia F' = g(f): A — R' je diferencovatelna v bode a a plati
/

F'(a) = [g(f)] (a) = ¢'(f(a))-f'(a) = ¢'(b)-f'(a).
gpeciélne prei=1,2,...,n,5=1,2,...,[ plati

OFi(a) _ 99;(b) Ofi(a) | . agj(b) Df(;"(a Z agj (b)  9fila)
T; U

Ox; Ouy ox; ox;


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
https://frcatel.fri.uniza.sk/~beerb

2.2 Derivacia a diferencial funkcie n premennych 205

Derivovanie zloZenej funkcie F' = g(f): R" — R! formélne predstavuje nasobenie matic
g (b) a f'(a). Kedze f: R® — R™, g: R™ — R!, potom

F'(a) = (‘@—ﬁ)m g'(b) = (aga’%lff))lxm’ f'la) = (8Q£7))mm'

Derivaciu F'(a) = ¢'(b) - f'(a) mdzeme pomocou matic prepisat

OFi(a) OF(a) OFi(a) 991 (b) 9g1(b) | Dg1(b) 9fi(a) 0f1(a) . 0fi(a)
0wy Oz Oxm Ouq Ous  Oum o0z dz5 Ozm
OF>(a) OFz(a) = 0Fs(a) 0g2(b) 9g2(b) . Og2(b) 0f2(a) 9f2(a) . Of2(a)
dz1 dzs  Ozm — Ouy  Ous A . Oz, Oz O%n 7
O0F(a) OF(a) OF,(a) 991(b) 991 (b) . 9gi(b) Ofm(a) 0fm(a) . Ofm(a)
Oz dz2  Ozm Our  Ouz Oupm, Oz Oxo Oz,
(a , _(9495(b) , _(9f(a)
Fl(a):(agjw(i ))an g (b)_( :;Jul )l><m f (a)_( aJT’i )mxn
. (9F(a) _ (29,(b) 8f1(a) 09;(b) 0 fm(a) _ (N~ 995(b) 0fr(a)
i (R), - (B s ) (£ g
k=1 Xn

Poznamka 2.2.13.

Diferencovatelnosti funkcie f v bode a a funkcie g v bode b mozZeme nahradit silnejsimi
predpokladmi — spojitostou vsSetkijch ich parcidlnych derivdcii v danyjch bodoch.

Potom na zdklade vety 2.2.5 je funkcia f diferencovatelnd v bode a, funkcia g je diferenco-
vatelnd v bode b a mozZeme pouZit vetu 2.2.12. Zo spojitosti vSetkych parcidlnych derivdcii
vyplyva v nejakych okoliach O(a), resp. O(b) ohranicenost funkcii f a g (veta 2.1.23) a tieZ
spojitost funkcii f a g (veta 2.2.6) a potom aj spojitost zloZenej funkcie F' (veta 2.1.21).

Priklad 2.2.18.

Uvazujme funkciu f(z;y) = (fi(z;v); fo(z;9)) = (In (2% + y?); arctg (22 + 1)): R? — R%

Funkcie fi(z;y) = In (22 + 4?), fao(z;y) = arctg (22 + 1): R? — R st zloZzené a plati
flay) =vi(pi(@iy), kde gu(t) =In(t): R—> R, @i(zy) =2" +y*: R > R,
fo(z;y) = Ya(pa(z;y)), kde o(t) = arctg(t): R — R, @o(x;y) =22 +1: R? — R.

Funkcie f1, fo mozeme derivovat podla predchadzajicej vety:

o] T o] T;
Fly) = ¥(ea(m:y) - @h(asy) = by - (2eem), 2oy

= i (252y) = (Fs i),
Opa(z;y) . Opa(zit
Fi(w9) = Whloa(a0) - chlsy) = et - (s Dentry

— 1 . _ 2 .
= 14 (@2+1)? - (22;0) = (x4+2i2+2’0)'
Je to nepraktické, preto funkciu f derivujeme priamo

0f1(=3y) Of1(x3y) dln (z4+y?) dln (x*+y?) 2z 2y
f’(l" ) _ ox Oy o o dy o 224y 22442 .
Y= Ofa(x;y) Of2(zy) | — | darctg (x241) darctg (x24+1) | — | __ 2z 0 .

ox oy oz dy 1+(z?+1)?
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Nezévislé premenné funkcii sa v priestoroch R? a R? zvyknii oznacovat symbolmi z, y,
resp. x,y, z. Parcialne derivécie funkcii f(z;y): R? — R, resp. f(x;y;2): R® — R v bode
a€D(f) sa ¢asto (hlavne vo fyzike a praxi) oznacuji

fz(a)— Bz ,fy( ): 6y 7fz( ):8{3(;).

Tieto oznadenia su prehladnejsie, preto ich v nasledujiicom texte budeme preferovat.

Poznamka 2.2.14.
Niekedy sa parcidlne derivdcie oznacuji aj symbolmi f,(a), f,(a), resp. fl(a).

Priklad 2.2.19.
Nech g(t): R — R je diferencovatelna funkcia v R, oznaé¢me F(z;y) = g(z?+y?): R? — R.

Funkcia f(z;y) = 22 + % R? — R je diferencovatelna v R%. Potom tieZ zlozena funk-
cia F' = g(f) je diferencovatelna v R? a pre vietky (z;y) € R? plati

f@iy) = (folziy); fy(zy) = (22;2y),
F'(ziy) = (Fa(wiy) Fy(eiy) = [9(f(@)] =g (2 + %) - ' (z1p)
=g'(@* +y%) - 22;2y) = (209" (2° + *); 2y-9'(2? + y?)).
e Specialne pre g(t) = Int: (0;00) — R plati
F(z;y) =In (22 +1): R2— {(0;0)} = R, g'(t) = [Int]" =1,
91(12 +y2) = ﬁa F/(x§y) = inyQ (22;2y) = ($2+y2a mf—fy )

Rovnaky vysledok dostaneme aj priamym derivovanim [In (2% + yQ)]/ = (meg”yQ7 ﬁ) ]

Priklad 2.2.20.
Nech f(z;y): R?> — R je diferencovatelna funkcia v R2.

Uvazujme transforméciu premennych (a;3) = g(u; v) uréent diferencovatelnymi funkciami

z=a(uv), y=Buv): R* - R, t.j. (z1y) = g(w;v) = (a(u;v); B(u;v)): R* — R
Funkcia f mé v novych premennych vyjadrenie F = f(g), t. j.

F(u;v) = f(g(u;v)) = f(a(u;v); B(u;v)): R* = R.

Pre derivaciu funkcie F plati

Fl(usv) = (Fu(usv); Fy(u; )) Lf (g(uyv))} = f’(a(u, v); B(usv)) - g’ (u; v)

e ()
(fx( (u30)) -0 (1;0) + fy (o > Blusv
( < v); Bu;

Pu
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Kvoli prehladnosti prepiSeme uvedené vztahy bez premennych

P = (Fu;Fv) = [f(g)]l =f-9= (fxvfy) ( ) = (fxau+fy5u§fxav +fy5v)~

Qy
Bu By
e Specidlne, ak F(u;v) = f(z;y) = f(u? + v%;u2 — 0v?): R2 — R, potom plati3!

2 2
F' = (Fu; Fy) = (fe5 fy) - <QZ 22) = (2ufw +2ufy; 20 fy — QUfy).

e Pri prevode do polarnych siradnic (priklady 2.1.3, 2.2.7) © = pcos g, y = psin p,
t.j. (z1y) = Upip) = (alps); Blpi @) = (peosp; psing): (0;00) x R — R?
pre derivaciu funkcie F'(p; p) = f(U(p;¢)) = f(pcosp; psing): (0;00) X R — R plati
F'(pig) = (Fpi Fp) = (fui fy) - V' = (fi fy) - (‘“” %)

Bp B
cos p —psiny . .
= (fu; fy) - (singa pcosgo) = (fxcosgo—}—fysm(p; —pfxsmgo—i—pfycosgo).
e Specialne pre funkciu f(z;y) = ffz, (;9) € R%, z # y ma platit pcosy # psinp. To

znamend (p; @) €(0;00) X R, ¢ # & + km, ke Z,

. _ . : __ pcosp+psing __ cosp+sinp
F(p’ QO) - f(pCOS(p,pSlIl(p) T pcosp—psing  cosp—sing’

f/($§y) = (iig)/: (fw(way)hfll(xay)) = (x_(ii%—;y)v £_(Zit(;)—:y)) = (zfy)z '(_y§$(7)a

f/(\I/( . )) _ 2(—psin p;p cos ) _ 2(—psin p;p cos ) _ 2(— sin p;cos @)
P ¥ p?(cos p—sin p)? p2(cos? p—2 cos p sin p+sin? p) p(1—sin2¢) *

Pre derivaciu F' potom plati F' = (F,; F,) = (fz; fy)- ¥/, t. j.

1o _ . . Cos —PSin@ _ 2(—sin pjcos @) Cos _PSir“P
Filpig) = (f23 fy) (singp p Cos gp) p(1—sin2¢) <sin<p p COS <p>
— 2 . 2 2 _ 2 . _ . 2
— p(I—sin2p) (O7pSln %+ pcos QD) — p(I—sin2p) (0’p) - (0’ 1fsin2gp>'

Priamy vypocet je najjednoduchsi:

1o _ (cosp+sinp\ _ . (= sin p+-cos p)-(cos p—sin ¢)—(cos p+sin p)-(— sin ¢ —cos p)

E (p7 (‘D) - (COS apfsinap) - (07 (cos p—sin ¢)? )

(O' (—2sin ¢ cos p+cos? p+sin? @) —(—2 cos ¢ sin p—sin? p—cos> Lp)) _ (O 2 ) -
’ cos? p—2cos @ sin p+sin? ¢ ? 1—sin2¢p /"

2.2.5 Diferencovatel'nost a parcialne derivacie vyssich radov
Derivaciu, diferencial i parcidlne derivacie, ktoré sme zaviedli v predchadzajucich ¢as-
tiach, tiez nazyvame prvého radu. Ak funkcie derivujeme d'alej, potom ich nazyvame ana-
logicky ako pri realnej funkeii jednej premennej (mal: 4.2.3 Derivacia a diferencial vyssich
radov) derivacia, diferenciél, parcidlne derivacie druhého, tretieho, resp. vysich radov.

31Funkcie z = a(u;v) = u? +v2, y = B(u;v) = u? — v? st diferencovatelné v R2.
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Kvoli prehladnosti budeme uvazovat realne funkcie f: R™ — R, n€ N. Pri vektorovych
funkciach f = (f1; fo;...; fm): B® — R™, n,m € N aplikujeme nasledujtice definicie

a tvrdenia na kazdua zlozku fi,..., f,, samostatne.

Uvazujme funkciu y = f(x): A - R, kde A C R™, n€ N je oblast. Nech A; C A je
oblast taka, Ze pre vSetky a € A; existuju parcialne derivacie f (a) ,i1=1,2,...,n. Potom
67211: Al — R
je funkcia a (pokial existuje) moZeme vypocitat v bode a € A; jej parcidlnu derivaciu

podla j-tej premennej, j€{1,2,...,n}, ktort onacujeme
8 (9f(a)) _ 8*f(a) 62f(a) 82f(a) _
%( Oz, ) T Oz 0z resp. Ox;0x; ~ pre i = ]

a nazyvame druha parcialna derivacia (druhého radu) funkcie f podla i-tej a j-tej
premennej, resp. podl'a z; a z;. Ak i # j, potom ju nazyvame zmie3ana.
ZmieSané parcialne derivacie podla z; a x; sa nazyvaji zamenitelné, ak plati rovnost
fa) _ 9°f(a)
Ox;0x; — Oxj0x; "
Takymto spésobom mozeme pokradovat a definovat pre funkciu f parcidlne derivacie
ostatnych (vyssich) radov. Ak k€ N, k # 1 a existuju parcilne derivacie radu k—1 podla

premennych x;,, Tiy, ..., Ti,_,, Kde i1,92,...,9,—1 €{1,2,...,n}, potom (pokial existuje)
o) "' f(a) _ *f(a) I
ka (azilamh...azik71 - 6zilazi2...61ik713mk pre ka’ Zk“ E {1’ 27 e ’n}

sa nazyva k-ta parcidlna derivacia (radu k) funkcie f podla z;,, 2, ..., 2, ,, T, .

Ak st aspon dve z premennych podla ktorych derivujeme rozne, parcidlna derivacia
sa nazyva zmieSana. Ak pri danej k-tej parcidlnej derivacii zmenime poradie premen-
nych, podla ktorych derivujeme a pri T'ubovolnej zmene tohto poradia dostaneme rovnaka
hodnotu, potom tieto parcialne derivacie nazyvame zamenitel'né.

Poznamka 2.2.15.

Musime si uvedomit, Ze mazimdalny pocet parcidalnych derivdcii funkcie f: R™ — R rastie
geometricky s radom derivdcie. Prujch parcidlnych derivdcii moZe existovat n, druhgjch n?
a parcidlnych derivdcii radu k€ N moZe existoval n*, pokial existujii vietky.

Parcialne derivacie vyssich radov funkcii f(z;y): R> — R, resp. f(z;y;2): R® — R
v bode a € D(f) mozeme tiez oznacovat>?
22 o) 9? o?
fzz(a) = 81;(20,)7 fzy( )— Bafay ) fym( ): agéz)v fyz(a) = 35(;2)7
o a3 2 o
fymz(a) = aygiig)za fyzz(a) = aygigi = ay],;(sz ) fma::r(a) 3);(3?')7 ceee
Priklad 2.2.21.

a) Funkcia f(z) = f(z1;22) = (f1(21;22); f2(w1;22)) = (23 + 23; 23 — 23): R? — R%
Pre vietky & = (x1;15) € R? existuji vetky parcialne derivécie vietkych radov a plati

(=) _ 9, of (=) _ 225

azg;%m) — 9, Ph(x) _ 9Pfi(m) _ 0, azflgw) —9,

0:171 1, 812 ) 8{131822 0:62811
Ofa(x) _ Ofa(z) *fa(x) P fa(x) _ *falx) _ 2? O fa(x)
dll 2x17 6:82 - 2x27 Bm’;’ - 27 6{1:16.’/62 - 8%26@’1 - O’ 612 2

32 Analogicky tieZ oznadenia v zmysle poznamky 2.2.14: f1,(a), fi,(a), ..., fii (a) = éi)yz( )y e
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KedZe v8etky parcidlne derivacie druhého radu st konStanty, vSetky ostatné parcidlne
derivécie tretieho a vyssich radov st nulové.

Ph(x) _ fi(m) _ Pfix) . fi(m)  h=) P fi(m) -0
Ow‘;’ - amfawg T 011012011 - é)z‘ll - 8x?0z2 - - aa:‘i’ - -
Pfa(x) _ fa(m) _ Pfalx) __ fa(m)  falm) _  _ 0fa(m) 0
Ow:f - ('):rfawg T 011012011 - c'?:xv‘l1 - 89:?0:& - - Ba:‘;’ - -

b) Funkcia f(z) = f(z;y) = arctg R%? — {(2;0),z€ R} — R.
Pre kazdé x = (z;y) € R?, y # 0 existuji vietky parcidlne derivacie vietkych radov a plati

1 Y —1 =

v ¥ _ . - S
fo(x) = 1+(y%)2 = = pEEwER fy(x) = 1_,_(%)2 =i = Zty2)
2 2
_ 0y _ “omy _ @)y’ oy
Jea() = @422 (@1y2)2° fzy(x) T T @d? T @B
_ =@y’ —(=z)2e 2Py’ _0—(=2)2y _ _ 2ay
fyz(x) = (@Z+y2)? = @y fyy(x) = @y T @yo)

¢) Funkcia f(z) = f(x;y) = 2° + 2%y°> + y: R> - R.
Pre kazdé x = (z;y) € R? existuju vietky parcidlne derivacie vietkych radov a plati
f2ks|: fo(x) = 322 + 2292, fy(x) = 222y + 1.
" 4ks|:  fou(x) =62 + 29, Jay(®) = fya(z) = 4oy, Ty () = 222
f/” [8 kb] fwmm(w) = bz, fwzy(m) = fmyw(x) = fyzw(w) = 4y,
Joyy(®) = fyay(®) = fyya(@) = 4z, fyyy(x) =0.m

V predchéadzajticom priklade sa zmieSané parcialne derivacie podl'a rovnakych premen-
nych rovnali, ale ako ukazuju nasledujice priklady, nemusi to byt vzdy pravda.

Priklad 2.2.22.

T e |x| > ,
Funkcia f: R? — R je definovana (obr. 2.2.30) vztahom f(z;y) = { y pre el =y

0 prez| <yl
Pre parcialne derivécie prvého radu funkcie f v bode (0;0) plati

£2(0;0) = 2100 _ iy JEODZSO0) _ i £0-00 _ 1y 0 —

)

t—0 t—0 - t—0
) — 9f(0:0) _ qs o f(058)—f(050) _ q: 0 0:¢4—=0-0 _ i, O
F(050) = G = Jimy JOEZFOR  fig 230 < iy § = .

Aby sme mohli vypoditat parcidlne derivacie druhého radu f v bode (0;0) potrebujeme
uréit fr(x;0), fy(z;0) pre  # 0 a f(0;y), f,(0;y) pre y # 0. Je zrejmé, Ze pri ich vypocte
mozeme volit body (¢;y) tak, aby platilo |t| < |y| (obr. 2.2.30 v strede) a body (z;t) tak,
aby platilo |t| > |y| (obr. 2.2.30 vpravo). Pre a # 0, resp. y # 0 plati

x t—0 t—0 -

fo(2;0) = 3fé$§0) — lim f($+t;?zgf($§0) — |iy (&tt)0—20 _

Af(0y) _ s )= f(0y) _ 1s =0 _ 7J; —
Fo(0y) = PEE2 = lim FOELZFO9 — Tim 95 = lim § =0,
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) — Of(z0) s fmst)—f(250) s t—z0 _ 1 t_
fy(xvo)_Ty_}% t—0 _}E,%:Et 0 —}g’%%—x’

o) — 9fOy) g fOy+)—f(Oy) 50 0=0 50 0
fy(05y) = =%, %g% t—0 }g% t=0 }g% ¢ =0
Pre parcialne derivacie druhého radu funkcie f v bode (0;0) potom plati

L) = P00 _ o (970:0)) _ ) FEEP-EE 00 g0
fou(050) = Tz~ = 5 (T ) = i —Fp P = lim 35 = lim =0,
L) = 100 _ o (9700) _ i HEEP - 0-0 g0
Foy(050) = Sz, = 3y ("o ) = I —F g = lim =g = lim 7 =0,
9f(£:0)  9£(0;0)
Fua(0;0) = 2400 _ 0 (O7O0)) _ g 0w~ o _ fim =0 = |
Y\t Oyox ox oy 50 t—0 o t=0 ’
9f(0;t) _ 9£(0;0)
0) = 2000 _ 9 (9F(0:0) _ iy T8~ ow iy 920 — ]y O —
Fu(0:0) = =52~ = g5 ( 7oy ) = I ———5—— = lim =5 = lim 3 = 0.

To znamena, 7e sa druhé zmieSané parcialne derivacie v bode (0;0) nerovnaji. m

]
El

y=z Y

(0; y+t)
11(ty) 1
(0:9) @)

—1 1 =il ° 1(@+1:0)
(:0) *

[ > 1yl

y=-x y=-x

BCE

Obr. 2.2.30: Funkcia f: R2 — R
z prikladu 2.2.22

Uvazujme funkciu f: R? — R definovant f(z;y) = ¢ 2°Fv* pre (z;y) # (0;0),
0 pre (z;y) = (0;0).

Prvé parcialne derivacie funkcie f sme vypocitali v priklade 2.2.15. Pre x # 0, y # 0 plati
ot 2203 —4° 25 —4a39? —pt
F2(0:0) =0, f,(0;0) =0, fulz;y) = i, fylzy) = “apmet
5 .5
fe(2;0) = % =0, fy(.T;O) = % =z, [(0;y) = yzi =Y, fy(();y) = y*04 =0.

Pre parcialne derivacie druhého radu v bode 0 = (0;0) plati

Priklad 2.2.23. { :L’y(z2fy2)

. Ju(t:0)—f2(0) _ 1: 0-0 _ . Jo(05)—f2(0) _ 1: —t—=0 _ __
fT’I‘(O) = %g% t—0 - }g% t—0 0, ny(O) - %g% t—0 - }g% -0 1,

— lim LeBEOD=F(0) _ g5, 120 — Tim 2O =F,(0) _ 454, 0=0 _
fya(0) = lim 27252 = lim =5 = 1, f,, (0) = lim 22255202 = lim =5 = 0.

Pre parcialne derivacie druhého radu v bode = (x;y) # (0;0) plati

_ _ (42®y+8ay®)- (2 +y°)° — (e y+4a®y® —y°) 22 +y°) 20
Fua(®@) = (fu)a() = ety
_ (4xPy+82y°%)- (22 +y?) —da(aty+4ayP —y®) 12295 —423yP
= (Z+y2)3 = T @Ity?)d
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Foo(@) = (fa)y (@) = EH20° 50 G249 Gy aa®y® —3") 2249 2

CEEETL
_ (z* +122%y°% —59*) - (2® +o?) — 4y (e y+422y° —y°) _ 20 49xty® —9x%y* —y8
(@21 92)3 (@2ty2)? )
Jyo(@) = (fy)z(x) = (5904—129023;2—y4)'(w2+y2()22—(w:)zhzyz—wy4)~2($2+y2)~2$
Te+y
_ (5x4—12aczy2—y4)~((z22+y22))—34ac(z5—4m3y2—my4) _ 1;6+9z(4y;7921;23y47y6
2ty 24y ’
fyy(@) = (fy)y(z) = (—SZBy—4$y3)-(w2+y2)z—2(w52—)4}1;1:31/2—$y4)~2(a:2+y2)~2y
xe+y
_ (8rfy—day®) (2 4+y?) —dy(a® —da®y? —ayt) _ de®yP 1200y g
= @ y?)° = TG

Veta 2.2.13.

Funkcia f: A — R, kde A C R", n€N je oblast, indexy i,j€{1,2,...,n}, i # j.

Parcialne derivacie %, % su diferencovatelné v bode a = (aj;as;...;a,) € A.
©:0 Ox;

. . R o - R . 9% f(a) _ 9*f(a)
= Druhé parcialne derivacie podla x; a x; si zamenitelné, t. j. w0z, = 07,03
Dokaz.

Funkcie g g - % st diferencovatelné v bode a, t. j. st definované v nejakom okoli O(a) C A
i J

a existuji (veta 2.2.3) druhé parcialne derivécie gif a(?, gif é‘;) .

10T jOT;
V nasledujucich uvahach sa budia vo funkeii f a dalsich uvazovanych funkciach menit iba
hodnoty i-tych a j-tych zloziek, pri¢om hodnoty ostatnych zloziek budta zodpovedat bodu

a € A a nebudi sa menit. Kvoli prehladnosti ozna¢me funkciu®?

g(xixg) = flar; .. 52552555 an)

= flar;...;0i—1505 G415 . 50515 T55 Q5415 - -5 )t O(as;a5) = R.

9%g(aiza;) 9g(aiza;) .
9z:;0x; '  Ox;0x; a plati:

Je zrejmé, 7e existuji aj parcidlne derivécie

9g(aj;aj+t) dg(ajiay)

d%glaiza;) o (9g(a)) _ lim EED e
Oxz;0z; ~ Ox; \ Oz, )
af(alz...;a.'_l;aﬁ»t;a>+1;.,.:ar,) af(a)

~ lim T o _ o (0f@) _ P
- t—0 t - ij OwL - 6118Ij7

5 9g(a;+tia;)  Og(az;ay)

0%g(as;a;) 9 [(Og(a)) _ lim CED ~ T o,

OxjOx; — Ox; ox - 50 t

Of(arisai_1ia;+tia;413ian)  9f(a) 5

lim G D (af(a)> _ 9°f(a)
t—0 t Ox; 6:6_7» 61_78mi'

Pre pevné t€ R a premenné x € O(a;), resp. € O(a;) oznaéme
pi(x) = g(w;a; +t) —g(zia;), v€0(a), ¢;(x) =gla; +t;x) — g(ai;x), €O0(ay).
Pre te R, t # 0 také, aby (a; + t;a; +t) € O(a;; a;), uvazujme funkciu
G(t) = glai +t;a; +t) — gla; + t;a;) — glai;a; +t) + g(ai; a;)
= pi(ai +1) — i(a;) = @jla; +1) — @;(a;).

33Kedze sa menia iba premenné z; a x;, postadi nam okolie O(a;; a;), t. j. (z:;7;) €O0(as; a;y).
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Pre derivacie funkcif ¢;, ¢; plati

1o Og(msaj+t)  Og(xsay) _ Of(ars.ws..sa+t5a,)  Of(ar;.&;..5055.50n)

Plx) = Qolartt) _ dutza) = - ecityinitn) |y Ofay),
/ _ 9g(aittiz)  dglaizz) _ df(ar;..;aitt;. @5 5an)  Of(ai5..5a45..5%5..5a0)

QO](J)) - Oxj - Ox - ox - Ox ’ J)EO(G]').

Funkcia ¢; spliia na intervale I; s hranicami a;, a; + t predpoklady Lagrangeovej vety
o strednej hodnote (dosledok 2.2.4.b). Potom existuje®* a; + 0;,t € I;, 0; € (0;1) tak, Ze

G(t) = gi(ai + 1) — wi(a;) = pi(a; +0;t) - (ai +t —a;) =t - @i(a; + 0:t).

Pre limitu funkcie G(t)/t? v bode 0 plati

: t . i(aitt)—@i(a; o toi(ait0it . "(a;+0;t
lim G(2> — lim s4>,(¢l,+t)2 eiai) _ im %(aj ) _ iy Pilaitbit)
t—0 t—0 t—0 t—0
/( ) ag(a‘i;ujﬁ)i@g(ai:aj) 62f( )
= lim 282 — Jim — 2% for  — o),
t—0 t—0 : OO

Analogicky funkcia ¢; spliia predpoklady Lagrangeovej vety o strednej hodnote na inter-
vale I s hranicami aj, a; +t a existuje a; + 0;t€l;, 0;€(0;1) tak, ze

G(t) = @jla; +t) — pjla;) = ¢jla; +0t) - (a; +t —a;) =t @j(a; +0;).
Pre limitu funkcie G(t)/t? v bode 0 analogicky plati

= lim

wjlaj+t)—p;(a;)
& t—0

.Gt . t-p’(a;+0;t . pli(aj+0;t
fh_% % _ tlg% w — i Palaatfit)
’ 9g9(aj+tia;)  Og(azsa,)

! -
e pi(ag) EET, o _ 9%f(a)
= liny Z2 = limy ; = 5
N2 ¢ 2
To znamena, ze 222 — lim i;) = /(@) 5 veta je dokézana. m
? 0. i@acj t—0 t aa;jaa;i

Désledok 2.2.13.a.
Funkcia f: A — R, kde A C R"™, n € N je oblast, vSetky parcidlne derivicie prvého
radu dan’ 1 =1,2,...,n su diferencovatelné v bode a = (ay;az;...;a,)€A.

f(a) _ & f(a)

= Pre Tubovolné i,j€{1,2,...,n} plati 57 = 5~
0w 0w;

(st zamenitelné).

K tomu, aby boli druhé parciilne derivicie zamenitelné postaci ich spojitost v danom
bode. Spojitost funkcie sa vicginou overuje jednoduchsie, ako diferencovatelnost. LenZe
pri praktickych problémoch nés zaujimaja hlavne problematické body a body nespojitosti
indikuja problémy.

Veta 2.2.14 (Schwarzova).
Funkcia®® f: A — R, kde A C R", n€ N je oblast, indexy i,j€{1,2,...,n}, i # j.

2 2
Druhé parcidlne derivacie gmfégz, %g? s spojité v bode a = (ay;as;...;a,)€A.

= Druhé parcidlne derivacie podla z; a z; s zamenitelné, t. j O*fa) _ 9°f(a)
p p i &Ly 0 V) Bmi0w; = Bw0m

34Usetka spajajica body a; a a; +t ma rovnicu y = a; +z(a; +t—a;) = a; +xt, € (0;1). To znamena,
ze bod a; + 6;t, 0; € (0;1) leZi na tsecke medzi bodmi a; a a; + t.

35 Karl Hermann Amandus Schwarz [1843—1921] — nemecky matematik, znamy predovietkym vdaka
svojim pracam z oblasti komplexnej analyzy.
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Dokaz.
Dokaz je podobny dokazu predchadzajicej vety 2.2.13 (zaciatok dokazu je identicky).
Pouzijeme rovnaké pomocné funkcie g, G, ¢;, ¢; ako pri uvedenom dokaze:

9(ziszy) = flars.. 52552555 an)
= fla1;. . Q13 X Qig1s .25 Q—15 D53 G g5 - . -5 G ) s O(ag5a5) — R.

2 2
7 definicie funkcie g vyplyva, Ze %, afgw existuju, su spojité v bode a a plati
0w 0,

9g(aj;aj+t) -~ 9g(aj;aj)

*fla) _ 9%g(aizay) _ li GER D,
Bwiazj - 81161] - tlr% I
- 2 2 9g(a;+tia;)  Og(a;iay)
0% f(a) _ 0°g(aisa;) _ lim Pa; 0w,
Oz;0xz; —  Oz;0x; 414

Dalej z toho vyplyva, Ze existuju v nejakom okoli O(a;; aj) a plati

*glaituizaj+u;) _ 9°glaiiay)

62g(ai+u,i;aj+ujv) o 82g(ai;aj)
al‘iamj 81’101] - :

axj (’)Cbl 31]' 811

i lim
(uq;03)—(0;0) (ui3vi)—(050)
Pre pevné t€ R a premenné z € O(a;), resp. x €O(a;) oznaéme

pi(z) = g(w;a; + 1) — g(x;05), 2€0(ai), ¢;(x) = g(ai +t;x) — glai; ), 2€0(ay).
Pre te R, t # 0 také, aby (a; + t;a; +t) € O(a;; a;), uvazujme funkciu
G(t) = gla; +t;aj +t) — gla; +t;a;) — glas; a; +t) + g(ai; aj)
= pila; + 1) — pi(ai) = p;j(a; +1) — @;(a;).
Pre derivacie funkcii ¢;, ¢; plati

9g(w;a; 9g(=;a; 9g(aitt; 9g(a;
ol (z) = Q(Z;ZH)_ gt(;w?])’ re0(a), ¢)j(z)= g(((l?;;tz)_ gézjz), ze0(a;).

Funkcia ¢; spliia na intervale I; s hranicami a;, a; + t predpoklady Lagrangeovej vety
o strednej hodnote (dosledok 2.2.4.b). Potom existuje®® a; + 6;t € I;, 6, € (0;1) tak, ze

G(t) = pila; +t) — pi(a;) = @i(a; + 0;t) - (a; +t — a;)

2] i+0ita;+t o i+0it;a;
=t glla; +0;t) =t |22 ity ) _ 99(a o a])} .
. -t 2 . Lt
Ozna¢me funkciu 9 (x) = %ﬂ;‘m), z€0(a;). Potom ¢(z) = %gz;t,x)’ ze0(a;).

Na intervale s hranicami a;, a;+1 spliia funkcia 1; predpoklady Lagrangeovej vety o stred-
nej hodnote a existuje ¥; € (0;1) tak, Ze plati

Via; +1) —¥i(a;) = ¥i(a; +9;t) - (a; +t —a;) =t-Pj(a; +9,t).

L. 829(ai+0,it;aj+z9jt) _ 0g(ai+0;t;aj+t)  Og(ai+bitia;) _ G(t)
ariamj - Ox; ox; - t

Pre limitu funkcie G(¢)/t?> v bode 0 potom plati

. . 2g(a;4+0it;a;4+9,t =0;t =0 .
lim 76'(;) = lim L9lactbitia;+0,t) [ul - ] = lim
up =Vt — 0

%g(aituisa;+u;) _ 0°f(a) 21
t—0 t—0 O0z;i0z; (2.17)

6116»@ o leaxj .

- Vg —0
36Usecka spajajica body a; a a; +t ma rovnicu y = a; +z(a; +t —a;) = a; +xt, x €(0; 1). To znamena,
ze bod a; + 0;t, 0; € (0;1) leZi na tsecke medzi bodmi a; a a; + t.
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Analogicky funkcia ¢; spliia predpoklady Lagrangeovej vety o strednej hodnote na inter-
vale I s hranicami aj, a; + t. Potom existuje a; + 6;t€l;, 0; € (0;1) tak, ze

G(t) = pjla; +1) — pjla;) = i(a; + 0;t) - (a; +t — ay)
—¢. QOlv(aj + GJt) —¢. |:8g(a,i+t;aj+9jt) - dg(a;;a;+60;t)
J .

O:rj Bzz:j

n2 . .
, 2€0(a;), potom i (x) = W, x€0(a;).

Funkcia ¢; spliia predpoklady Lagrangeovej vety o strednej hodnote na intervale s hrani-
cami a;, a; + t. Potom existuje 9; € (0;1) tak, Ze plati

02g(ai+19it;aj+0jt) _ Og(a;i+ta;+0;t)  Odg(aiza;j+0;t)  G(t)
81_7‘3I7; - 3@7‘ 81_7 - t "

Ak oznac¢ime () = W
J

— -

Pre limitu funkcie G(t)/t? v bode 0 potom analogicky plati

= lim
U; —0
Vi —0

lim €& — lim
=0 t° t—0 x;0w;

82g(ai+19it;aj+01t) _ [u1=19it—>0]

?g(aituisa;+u;) _ 0°f(a)
UQIth%O (2'18)

BIJ' ox; - 3:6_]' oxz; *

Zo vztahov (2.17) a (2.18) vyplyva tvrdenie vety

0f(a) G) _ 9*f(a) g
8.LL6J,] t—0 t2 o 6LJ8.L1.

Poznamka 2.2.16.
Podmienka i # j vo vetdach 2.2.13 a 2.2.14 je prakticky zbytocnd. Pre i = j platia tvrdenia
0’f(a) _ 0%fla) _ O f(a)

Ow;0x; ~— OwjO0x; —  Ox?

oboch wviet trividlne, pretoZe

Obe tieto vety mdzeme pomocou matematickej indukcie rozsirit na zmieSané parcidlne
derivacie 'ubovolného radu ke N, k > 2.

Désledok 2.2.14.a.
Funkcia f: A — R, kde A C R", n€ N je oblast, parcialne derivacie stupna ke N, k > 2

ok ok
8.16”8:16712...8.1/% ’ ijlasz...amjk
st spojité v bode a = (a1;as;. .. ;a,) € A, pricom iy, ia, ..., €{1,2,...,n} st Tubovolné
indexy a j1, j2, . .., jr je ich Tubovolna permutécia.’
) . TP ok f _ o f
—> Uvedené parcialne derivicie su zamenitelné, t. j. B, Oas, - Or, — Oay, O, 0w,

Dosledok 2.2.14.b.
Funkcia f: A — R, kde A C R™, n € N je oblast, vSetky parcidlne derivacie funkcie f
stupnia k€ N, k > 2 st spojité v bode a = (a1;as;...;a,) € A.
= VSetky parcialne derivacie f v bode a podl'a rovnakych premennych az do radu k
(vratane) st zamenitelné, pricom parcialne derivacie do radu k — 1 (vratane) st
zamenitelné v nejakom okoli O(a).

37Skupiny indexov 1,42, ...,%, a j1,72,-..,j% obsahuji rovnaké prirodzené &sla 1,2,...,n, ktoré sa
moZu opakovat, ale mozu byt zoradené v inom poradi. St preusporiadané.
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Poznamka 2.2.17.

Zamenitelnost parcidlnych derivdcii prakticky znamend, Ze nezdleZi na poradi premennijch,
podla ktorych derivujeme. Parcidlnych derivdcii funkcie f R™ — R stupria k€ N v danom
bode je n*. Ak si zamenitelné, potom sa ich pocet’® redukuje na cislo (”ﬂ‘f*l).

Nech f: A - R, A C R", n€ N je oblast, k € N. Hovorime, Ze funkcia f je k-krat
diferencovatel'na (diferencovatelna k-teho radu) v bode a = (aj;a9;...;a,) € A,
ak su vSetky jej parcidlne derivécie radu k—1 diferencovatelné v bode a.

Ak je funkcia f diferencovatelna k-teho radu v kazdom bode a € B, kde B C A, potom
sa nazyva diferencovatel'na k-teho radu na mnoZine B.

Poznamka 2.2.18.

Ak je f: A — R diferencovatelnd k-teho radu v bode a € A, potom su vsetky parcidlne
derivdcie nizich raidov diferencovatelné v nejakom okoli O(a) C A a podla vety 2.2.13
st zamenitelné vietky zmiesané parcidlne derivdcie do rddu k, ktoré sa ligia iba poradim
deriwovania.

S pojmom diferencovatelnost (prvého radu) sme definovali aj diferencial a derivéiciu
funkcie. Prva derivacia f’ funkcie f: R™ — R™ je matica typu m X n zloZené z prvych
parcialnych derivacii.

Logickym rozsirenim je vyjadrenie f” (pokial existuje) pomocou parcialnych derivacii
druhého radu. Druhych parcialnych derivacif je mn?, pri¢om kazda zo zloZiek fi, fa,..., fm
mé n? druhych parcialnych derivacii. Takto by sme mohli pokracovat po I'ubovolni deri-
vaciu radu k€ N, kde pocet parcialnych derivacii radu k je mnk.

Preto sa obmedzime (ako sme deklarovali v avode tejto ¢asti) na funkcie f: R" — R
a uvahy a tvrdenia v pripade vektorovej funkcie aplikujeme na kazda zlozku samostatne.

Nech f: A — R, A C R", n€ N je oblast. Ak je f v bode a € A diferencovatelna,
potom jej (prva) derivacia (gradient) v bode @ méa tvar n-rozmerného vektora

(@) = grad f(a) = (af(a). of(a). . Bf(a))'

Oxy ' Oxg S Oxp

Ak je f v bode a € A diferencovatelna druhého radu, potom druha derivaciu funk-
cie f v bode a definujeme ako $tvorcova maticu typu n x n

’f(a) 2°f(a) . 2*f(a)

Ox? Ox10xo 0x10x,
. Pfla) 2*fa) . . 0%f(a)
" _ (97 f(a) _ Oxo0x1 Ox2 x0T,
f"(a) = ( 52752 = 2
Ox;0x

& f(a) 0%f(a) 8f(a)

02,01 O0Tndzo oxn

Matica f”(a) je symetrickd podla hlavnej diagonaly, pretoZe zmieSané parcidlne derivacie

st zamenitelné (poznamka 2.2.18), t. j. gifa(';) = gifg;) pre i,7€{1,2,...,n}, i # 7,
i ki J i

Poznamka 2.2.19.
Ak ezistuji vsetky parcidlne derivdcie druhého rdadu funkcie f v bode a € A, ale niektoré
z prisluchajicich dvojic nie si zamenitelné, potom ich tieZ moZeme zapisat v tvare matice.

38Kombinacie s opakovanim k-tej triedy z n prvkov.
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Tdto matica nebude symetrickd podla hlavnej diagondly a nebude reprezentovat derivd-
ciu f"(a), pretoZe funkcia f nebude diferencovatelnd druhého radu.®

Priklad 2.2.24.
Uvazujme zlozent funkciu F(u;v) = f(a(u;v); B(u;0)): R? — R z prikladu 2.2.20.

Predpokladajme, Ze funkcia f(x;y): R? — R je diferencovatelna druhého radu v R? a vnii-
torné zlozky x = a(u;v), y = B(u;v): R? — R st tiez diferencovatelné druhého radu v R2.
Ak pouZijeme rovnaké oznacenie (z;y) = g(u;v) = (a(u;v); B(u;v)): R? — R?, potom
F(u;v) = f(g(u;v)) a pre prvi derivaciu F’ (vid priklad 2.2.20) plati*®

Oy Qy

Druh4 derivacia F” = (F,; F,)’ obsahuje derivacie funkcii F,, F),, ktoré st opét zlozené
funkcie, pricom f(z;y), fy(z;y): R* — R majt vnitorné zlozky = = a(u;v), y = B(u;v).
Funkcie av,, o, Bu, By st funkcie dvoch premennych (u;v) € R?. Potom plati

(au)/ = (auu; O‘u'u)a (O[U)/ = (avu;avv)a (ﬂu)/ = (ﬂuua Buv)a (Bv)/ = (/Bvu; /8’[)1})'

Funkcie F, = faoy + fyBu, Fo = foow + fyBy derivujeme ako stcet a stcin funkcii. Plati

(Fu)/ = (Fuu; Fuv) = (fa:au + fyﬂu)/ = (fm)/au + fr(auy =+ (fy)/ﬂu + fy(ﬂu)/

Ay Qy Qo Oy

= (oui foy) (Bu By) ot ) + (o ) - <ﬁu m) Ty (B B,
(Fv)l = (Fvu;Fvv) = (fwav + fy/Bv)/ = (fw)/av + fw(av)/ + (fy)lﬁv + fy(ﬁv)l

Ay Oy Ay Qg

= (faca:yfzy) (ﬁu 5v> +fw(avu;avv) + (fyzafyy) : (ﬁu ﬁv) +fy(ﬁvu§ﬁvv)-

Z diferencovatelnosti druhého radu (veta 2.2.13) vyplyva zamenitelnost zmiesanych par-
cidlnych derivacii foy = fyz, Quv = Qvus Buv = Bou- Po jednoduchych tpravach dostaneme

P (i) = (R ). oo
Fuu = fra(aw)® + 2 foyouBu + fuy(Bu)® + frtuu + fyBuu
Fuy = frauaw + foy(auBy + auBu) + fyyBubo + foouw + fyBuv = Fou,
Foo = foa(w)? + 2feyonBo + Fuy(Bo)® + fotws + fyBov-

e Specidlne pre F(u;v) = f(z;y) = f(u® +v*;u® — v?): R? — R plati

F' = (Fu;Fv) = (fa:7f1/) ) (gz ;Z) = (2ufa: + Qufy;2vf:c - 2Ufy)-

2

Pre derivacie funkcii z = a(u;v) = u? + v%, y = B(u;v) = u? — v? plati

z: o = (g ay) = (U2 +02) = (2u;20), y: B = (Bu;Bo) = (U2 —v?2) = (2u; —2v).

39Keby bola, potom by mala zamenitelné vietky prislusné parcialne derivacie druhého radu.
40Kvoli prehladnosti uvadzame nasledujtce vztahy bez premennych u, v.
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Funkcie ay = By = 2u, @y = —fu = 20 st opit funkeie premennych (u;v) a plati
= s (2u) = (222,209 — (2,0), oy, = B0 (20) = (222280) = (0:2).
7 toho vyplyva
(Fu)' = (Fuui Fuw) = [20(Fe + £,))" = () (fo + f) + 20 () + 20 (£,
= (20) - (fo + £,) + 20 (far i) ( ! 2“) 2u (fyai Fyn)- (2“ gjj) 7
(Fo) = (Fous Foo) = [20(fs = )] = (20)' - (fa = fy) + 20+ (f2) =20+ (£,
52 (o= £,) 420+ (i o) - (2 _35) ~ 20 (fyai fyn)- @Z _;Z) .

Po roznasobeni a jednoduchych apravach (fy, = fy. st zamenitelné) dostaneme

Fuu = 40> (fox + 2fay + fyy) +2(fo + fy)s  Fuv = 400(foe — fyy) = Fou,
Fyy = 4U2(fm + Qfxy + fyy) + 2(foc + fy)

e Speciélne pre prevod f(x;9): R? — R do polarnych stradnic (pr. 2.1.3, pr. 2.2.7), t. j
pre funkciu F(p; ) = f (¥(p;¢)) = f ((pcosg; psing)): (0;00) x R — R plati

Fl(pi9) = (Fi Fy) = (fai fy) - W' = (Fi £y) - (Zﬁ’ﬁ:ﬁ ‘55;‘;@
= (focosp+ fysing; —fupsing + fypcosp).
Funkcie F,, F, st opift zlozené funkcie. Potom plati
(Fp) = (Fpp; Fpp) = [fmcosgo—i—fysimpy
= (faai foy) ¥ cos @ + f2(0; —sin @) + (fyas fuy) V' sing + £, (0; cos ),
(Fp) = (Fop; Fpp) = [ = fopsing + fypcose]’
= —(faw; foy )W psing — fo(sing; pcos ) + (fya; fuy) W' posp + fy(cos p; —psing).
Po roznasobeni a jednoduchych apravach (fy, = fy. st zamenitelné) dostaneme
= frz €082 @ + [y sin2p + fiy sin? ¢, (2.19)
Fpp = *(fyy faz)psin2p + foypcos2p — fosing + f, cosp = Fyp,
o = frap?sin® @ — foyp®sin 20 + fy,p? cos® o — fupcos — fypsing.

e Uvazujme funkciu f(z;y) = i—ff]: R? — R a jej vyjadrenie v polarnych stradniciach,
t.j. Fp; ) = %: (0;00) x R — R, ¢ # § +km, k€ Z. Pre derivicie funkcie f plati

f =2y —2sin ¢ _ —2y)2(xz—y) _ 4y 4sin
x

T (@—y)? T plcosp—singp)?’ T (w y)* T (@=y)® T p2(cosp—sing)3’
foy = —2(w—y)®—(=2y)2(z—y)(=1) _ —2(z—y)—4y _ —2(z+y) _ —2(sinp+tcos¢)
ry (z—y)* (z—y)3 (z—y)3 p?(cos p—sin ¢)3’
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f o 20 2 cos ¢ f _ 0—2x2(z—y)(—-1) _ 4z __ 4 cos

Y7 (z—y)?  plcosp—sing)?’ vy (z—y)* T (z—y)® T p*(cosp—sing)3?
f _ 2@—y)?—222(xz—y) _ 2(x—y)—4x _ —2(z+y) _ —2(sinp+cosp)

ve = =L = TEy® = G-9)° — Plesp-smg)

Potom pre prva deriviciu funkcie F' plati
(. — . _ . U — —2sinp . 2 cos @ . COSs @ —psin<p
F (p7 SD) - (Fpa FQO) - (fza fy) \Il - (p(COS ©p—sin Lp)Q’ p(cos«pfsin @)2) (singo pCOS g0>
. cos @ —psin
W%smgp;cosgp)( v-r SD)

sinp pcosyp
2

= plcosp—simgp)? (—sin g cos g + cos psin p; psin® ¢ + pcos? p)

— 2 . — . 2
— p(cos p—sin )2 (O’p) =(0; (coscp—sinzp)2>'

Ak dosadime do vzorcov (2.19), potom pre druhé parcidlne derivacie funkcie F' plati

Fpp = fmc COSzSﬁ + fxy sin2<p + fyy Sin290

_ 4singpcos? o + —2(sin p+cos ¢)-2sin @ cos + 4cospsin®p 0
— p?(cos p—sinp)3 p?(cos p—sin )3 p2(cosp—sinp)3 —

— _ 1 : .
Fop = Fpp = 5(fyy — fox)psin2¢ + foypcos2p — fpsinp + f, cos o
_ 4cosp-2psinpcosyp  4sinp-2psin g cos @ + —2(sin p+cos @) p(cos? p—sin
— 2p2(cos p—sinp)3 2p2(cos p—sin ¢)3 p2(cos p—sin )3
—2sin psin g 2cospcosp
+ z =0,

" p(cos p—sin @)2 p(cos p—sin p)
— 2 in2 2 o 2 .2 5 “3
Fop = foup™sin® g — foyp®sin2¢ + fy,p° cos™ p — fupcose — fypsing
_ 4singp?sin® _ —2(sin p+cos Lp)-2p2 sin p cos ¢ + 4 cos pp? cos® @
p2(cos p—sin )3 p?(cos p—sin )3 p2(cos p—sin )3
—2sin p cos p 2cos ppsinp __ 4(sin p+cos @)

" p(cos p—sin @)2 p(cosp—sinp)? — (cosp—sinp)3”

)

Priamy vypocet je najjednoduchsi a najprehladnejsi (vid pr. 2.2.20):
/
— . _ +si —(0- 2
P = (F/”FS") - (22:57:2:‘;) - (0’ (COSLP*Sintp)Q).

e _ 92(cosp—sing) "2 —2.2(—sinp—cosp) __ 4(sin p4-cos )
Kedze F‘F@ - Op - (cos p—sin ¢)3 T (cosp—sin )3

F,) F,, F 0 0
F”:<(p >:<pp W)Z 4(sin p+cos . m
(FLP)/ F<PP F<P<P 0 (c(os gogisin Lpfg
Priklad 2.2.25.

Nech z = f(z;y): A — R je dvakrat diferencovatelna funkcia na oblasti A C R? taka, ze
pre nejaké (x;y) € A splha Laplaceovu diferencialnu rovnicu

potom plati

2 T 2 x;
Faa(@;y) + fyy(xiy) =0, t. . G 4 20w —q,

Pre prevod stradnic z kartezidnskeho do polarneho tvaru plati x = pcos g, y = psin¢.
Funkcia f ma v polarnych suradniciach tvar F(p; ) = f(pcosp; psing). Zo vztahu (2.19)
z prikladu 2.2.24 vyplyva

Fpp = fuu €05> 9+ fay sin 20 + fy, sin® ¢,
Fop = feep?sin® o — foyp?sin2p + f,,p% cos? p — fopcosp — fypsinep.
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Ked prvi rovnost vynasobime p? a pripoé¢itame k druhej, dostaneme
PP Fpp + Fpp = frap? cos® o + froyp?sin2p + fy,p? sin? ¢
+ faap? sin® © — foyp? sin2¢ + fy,p? cos®  — fapcosp — fypsing
= faep® + fyyp® = p(focosp + fysing) = (foe + fyy)p* — pF, = 0 — pF, = —pF),.
Z toho vyplyva vyjadrenie Laplaceovej rovnice v polarnych sturadniciach.

P?Fop(pi @) + Fop(pip) + pEy(p;0) = 0. m

Nech funkcia f: A — R je k-krat diferencovatelna v bode a = (a1;aq;...;a,) €A, kde
A C R", neN je oblast, k€ N. To znamené, %e vSetky prisluchajice zmieSané parcidlne
derivacie funkcie f v bode a az do radu k st zamenitelné.

Nech h = (hy;he;...;h,) € R™ je lubovolny vektor taky, Ze plati a + h€ A. Ozna¢me
« = a+h, h = x — a. Diferencidlom k-teho radu (k-tym diferencidlom) funkcie f
v bode a nazyvame formu k-teho stupiia (homogénny polynoém k-teho stupiia) v tvare

resp. d*f(a,z —a) = [E?—f(:tl —a1)+--+ axn( an)]k f(a).

Predchadzajuce zapisy su formalne a naznac¢uji pouzitie polynomickej vety. Formalne

1 of . af Ine d fla)
vyrazy umocnime, ale namiesto sicinov 7= vytvorime parcilne derivacie 61 o
T J

k — k! . akf(a) . ... hn
d f(aa h) _il +§Zn _ kil!"'in! Omil...axi,ﬂ” hl hn )
0<i1,...,in <k
resp. dkf(avmfa) = Z - 2 f(a). ’(xl 7031)11 "'(xn*an)zn'

ipleig ! i1 in
4 Fin =k o Owy 0wyl
0<id1,...,in <k

Specialne pre k = 0 definujeme diferencial 0-teho radu (0-ty diferencial) funkcie f
v bode a vztahom d°f(a,h) = f(a), resp. d’f(a,x — a) = f(a).

Diferenciél (prvého radu) d' f(a, h) = df(a, h) predstavuje lineArnu formu a na zéklade
definicie diferencovatelnosti a definicie parcialnych derivacii prvého radu funkcie f plati

df(a,h) = f'(a)-h" = grad f(a)-h"

= (%gled; 20, OO (s hi )T = 2y o gy g Ol

Diferenciél druhého radu d?f(a,h) predstavuje kvadratickti formu s maticou f”(a)
a ma velky vyznam hlavne pri hladani extrémov funkcie f. MoZeme ho vyjadrit v tvare

f(a,h) =h-f"(a)h" [o°j(a) 0*fl@)  8°f(a)

Ox? Ox10x2 Ox10x,
*fla) 9*f(a) .. . 9*f(a)
= (h1; hoj...;hy)- | 97290 812 922020 | (hy3hoy. .. hy)T

*fla) 9°f(a) 9*f(a)
Oz, 011 3%3@ oxn

2 2 2 2
- aaf;%“)h%JngI{éa)h hy +2az BD by + o+ 25219 b by, + 65;%%3.
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Diferenciél tretieho radu d*f(a,h) predstavuje formu tretieho stupiia a po pouZiti
polynomickej vety ho mézeme pisat v tvare

@ f(a,h) = LR + 3L p2hy 1+ 35 L@ p3 + 30 L p2pg 4. 4 TS

Poznamka 2.2.20.
Polynomickd (multinomickd) veta je rozsirenim zndmej binomickej vety

(w1 + @) =3 oy ah= ¥ fgatey
1=0 i1 +i2 =k
0<i1,is <k

z k-tej mocniny dvoch séitancov na k-tu mocninu n séitancov, kde k,n€ N. Plati

(ll+12++xn)k: Z L(ETJJZQZIIJ;{I

] ) i1 ligl iy, !
i1+ in =k
0< i, .. in <k

Priklad 2.2.26.
Nech je funkcia f: R?> — R trikrat diferencovatelna v bode a = (ay;ay).

Ak oznacime x = (x;y), potom plati:

(@~ a) = @)z @) = () @) (30
= fol@)-(x — az) + fyla)-(y - ay),
Efla,x - a) = (z - a)-"(a)-(z — a)” e
= (7 - taiy - o) (fZ(«% flfi’(Z))'(;Zi)

= foo(@)-(z — )2 + 2fuy(@)- (@ — ar)-(y — a,) + fyy(@)-(y — a,)?,

@ fla,w—a) = 3 () 5518 (o @)y )
T = feea(@) (2 — 00) 4 3funy (@) (x — a0y — ay)
+3fryy(a)'(x —ag)-(y — ay)2 + fyyy(a)(y - ay)3~ u

Priklad 2.2.27.
Funkcia f(z) = f(z;y) = 23 + 2y*: R? — R je trikrat diferencovatelna v R?.

Pre vietky & = (x;y) € R? plati:

fl(®) = (B2* +y*22y),  fulz) =32 +4y?,  fy(z) = 2zy,

f//(w) = (gz ;g)’ fm:r(w) = 6z, fxy(w) = fyx(w) =2y, fyy(w) =2z,

fzyy( ) yzy( x) = fyyz(w)zz, Fyyu(@) = 0.
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Napriklad pre 0 = (0;0), (1;2) a pre Tubovolné a = (a;a,) € R? plati:

f'(az; ay) = (3a2 + a2; 2a,a,),  f'(0;0) = (0;0),  f'(1;2) = (7;4),

Pasa) = (o). roo=(g0). raa=(g;).

Pre prvy, druhy a treti diferencial f v bodoch a = (az;ay), 0 = (0;0) a (1;2) plati:
df(a,@ — a) = (32 + a2)- (¢ — a,) + 20,0, (y — a,),
df(0,xz)=0, df ((1;2),:1} — (1;2)) =T(x—-1)4+4(y—2) =Tx +4y — 9,
d*fla,z — a) = 6a,(z — az)* + 2-2ay(x — a;)-(y — ay) + 2a,(y — ay)?,
d?f(0,2) =0, d*f((1;2),z— (1;2)) =6(x — 1) +8(z — 1)-(y — 2) +2(y — 2)?,
dBfla,z—a)=6(x—a,;)®+32(x—a) (y—ay)?,
d®f(0,x) = 62° + 6xy?, d*f ((1;2),z - (1;2)) =6(z—1)*+6(x—1)-(y—2)°. m

Priklad 2.2.28.
Uvazujme funkciu f(x) = f(z;y) = arctg 7 R? —{(z;0),z€ R} — R z prikladu 2.2.21 b).

Pre vietky & = (z;y) € R?, y # 0 existuji prva a druha derivacia funkcie f a plati

—2xy - y2>

- _1 : — 1
(@) = e (ys =), f(x) = [ (mg —y? 2wy

Pre prvy a druhy diferencial funkcie f v bode a = (ay;ay,) € R%, a, # 0 plati:

df(a,z —a) = agi}ra% [ay(x —ay) — az(y — ay)] = azg;zgy7
—2agay (z—as)?+2(a} —a))(z—as)(y—ay)+2acay (y—ay)*
d2f(a'7 T — a’) = (a2 +a2)? Y Y .
Napriklad pre a = (1;1), e = (0; 1) plati:
—92(x—1)2 _1)2 12 (2—1)2
df(@z—a)=25" dflaz—a)= 2200 G @)

df(es,x —€3) =, d®f(eg,®x —€3) = —2x(y—1). m

Priklad 2.2.29.
Nech je funkcia f(x) = f(z;y;2): R® — R trikrat diferencovatelnd v bode a € D(f),
a = (agz;ay;a;) anech h = (hy; hy; hy) je také, ze a + heO(a) C D(f). Potom plati:

df(a,h) = f'(a)-h" = fo(a)hs + fy(a)hy + fy(a)h.,
d%f(a,h) = h-f"(a)-h" = f..(a)h? + fyy(@)h + f..(a)h?
+2foy(@)hghy + 2fr.(a)hyh, + 2f,.(@)hyh.,



222 beerb@frcatel.fri.uniza.sk & https://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

Bf(a,h) = foza(@)h + fyyy(@)hi + frzz(a)h3 + 3 fowy(@)h2hy + 3fraz(a)h2h.
+3fxyy(a)hmh§ + 3fr..(a)hh? + 3fyyz(a)h§hz +3fyz2 (a)hyhz + 6 foyz(a)hyhyh.
e Specialne pre (trikrat diferencovatelnt) funkciu f(z;y; z) = 3 + 2y22: R® — R plati:
fo =322 +y?z, fy=2wyz, f.=ay?
fow = 62, fyy =212, f..=0, foy=2yz fo.=y> [ =22y,
Jrze =6, fyyy =0, [fe22=0, fouy =0, fazz =0,
Joyy =22, faez =0, fyye =20, fyzo =0, foy: =2y.
Pre diferencialy f do tretieho radu v bode a = (as;ay;a.), h = (hy; hy; h.) plati:
df(a,h) = (3a2 + agaz)hm + 2agaya.hy + CLxCLZhZ,
d*f(a, h) = 6a,h2 + daya.hyh, + 2a§hzhz + 2amazh3 + dagayhyh.,
d?f(a, h) = 6h3 + 6a.h,h? + 12a,hyhyh. + 6a.h2h..
Napriklad pre €1 = (1;0;0), e2 = (0;1;0), e3 = (0;0; 1), 0 = (0;0;0), @ = (1;1;1) plati
df(e1,h) = 3hy, df(e2,h) =0, df(es, h) =0,
df(0,h) =0, df(a,h) =4h, + 2h, + h.,
d?f(e1,h) = 6n2, d*®f(e2, h) = 2h h., d*>f(es,h) =0,
d2f(0,h) =0, d2f(a,h) = 6h2 + 4h,hy + 2h,h. + 202 + dhyh.,
d3f(e1,h) = 6h3 + 6h2h., d3f(ez, h) = 6h3 + 12h,hyh., df(es,h) = 6h3 + 6h,h2,
d3f(0,h) =0, d*f(a,h) = 6h3 + Ghmhg + 12hzhyh, + 6h§h2. ]

Priklad 2.2.30.
Funkcia f(x;y;2) = €72 R3 — R je k-krat diferencovatelna v R® pre kazdé k€ N.
Pre vietky « = (z;y; z) € R? plati

fla)=ertviz =erever, OLEL = OfE = OB = em el e* = f(x).

X

To znamena, Ze s vSetky parcidlne derivacie kazdého rddu podla premennych v I'ubovol-
nom poradi v bode & € R? rovnaké a pre vietky i,j,l€N, i+ j + [ = k plati
f(a) _ azké‘);(]qul — eaz+ay+az — eax eay eaz .

Pre k-ty diferencial funkcie f v bode a = (ay;ay;az), b = (hy; hy; h) plati

dflah)= T gt L = S - f(a)-hihgh

iGN DxtOyI 02 g

i+j+l=k i+j+l=k
0<4,j1<k 0<i,j1<k
| P17 k
= f(a)l+ %jl k“’;i“.h;h;hlz = f(a)-(hg + hy + h) = et=tavta= (b, + b, +h,)".
1+ =k
0<ij1<k

Speciélne pre 0 = (0;0;0) plati f(0) = e®t0+t0 =1, d¥f(0,h) = (ho + hy + hz)k. [
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2.2.6 Taylorov polyném

Z tedrie realnych funkcif jednej realnej premennej vieme, Ze najlepsia aproximécia danej
k-krat (k€ N) diferencovatelnej funkcie f: R — R v nejakom okoli O(a), a € D(f) poly-
némom stupiia k je pomocou Taylorovho polynému rovnakého stupiia (poznamka 2.2.21,
mal: 4.3.3 Taylorov polyném), ktory je jednoznatne uréeny. Tuto skuto¢nost zovseobec-
nime pre realne funkcie viacerych realnych premennych.

Poznamka 2.2.21.
Nech je funkcia f: R — R definovand v nejakom okoli O(a) bodu a € D(f) a nech existuji

konecné derivdcie f'(a), f"(a), ..., f*)(a), kde k€ N. Potom funkciu (polynom stupria k)
Ti(z) = 3° L@ G0 _ p(g) 4 Lartaa) | 4 I a0
= 1! ) !

Z d'f(a.a=a) :f.(a)+w+ L a0 e 0(a)

nazjvame Taylorov polynom stupmia k€ N funkcie f so stredom v bode a.
Specidlne pre a =0 sa nazyva Maclaurinov polynom stupna k funkcie f a md tvar

X "0) -z R (0).2F ke 0y.a ko a0z
Ty(z) = f£(0) + Lz . L2Qm 5~ FEOf 55 d02) e (0).
=0 =0
Rozdiel Ry, (z) = f(x) —Tk(z), 2€0(a) sa nazyjva zvysok Taylorovho polyndmu, vyjadruje
chybu aprozimdcie funkcie f pomocou Ty, v bodoch x€O(a) a spliia vztah
Ro(z) _ 130, £@)=Th(z) _
M Gmar = 0 e =0 (2:20)
Zvysok R, (x) mozeme vyjadrit v roznych tvaroch (mal: veta 4.3.7 Taylorova). Najcéastejsie
sa pouZivaji Lagrangeov tvar L,(z) a Cauchyho tvar C,(z)

(n+1) (n+1)
Lo(@) = Lg(P (@ — 20)™, Cu(a) = S S — wo) (2 - )7,

kde & = 2o + 0(x — x), 0€(0;1), t. j. bod £ leZi na usecke spdjajicej body x, a. Vztah
ko v o).at
f(x) = Ti(2) + Ri(w) = Y 02 4 Ry(a), 2€0(a) (2.21)

=0

sa nazyva Taylorov vzorec (stuptia k funkcie f v strede a).

Nech a = (a1;a2;...;a,) € R", n€ N, k€ N, funkcia f: R" — R je diferencovatelna
doradu k+1v nejakom okoli O(a). Potom funkciu
1 k
T (x) = Z M fla) + M 4ot W’ zcO(a)
i=0 5
nazyvame Taylorov polyném stupna k funkcie f so stredom v bode a. Specialne
pre a = 0, = (0;0;...;0) ho nazyvame Maclaurinov polyném a mé tvar

k i 1 2 k
Ti(z) = Z:OM(?—'M) = f(0,) + ¢ f(f!mm) + 4 fg’!mm) 4t Wv zcO0(0,).

Rozdiel f(x) — Ti(z) = Ri(xz), x € O(a) nazyvame zvySok Taylorovho polynému
a vyjadruje chybu aproximécie funkcie f pomocou T} v bodoch x. Vztah
ko
f(@) = Ti(@) + Ri(x) = 3 %7 + Ry(x), z€0(a)
=0

nazyvame Taylorov vzorec (stupiia k funkcie f v strede a).
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Veta 2.2.15 (Taylorova).
Funkcia f: R™ — R je diferencovatelna do radu k + 1 (vratane) v nejakom okoli O(a)
bodu a = (ay;a9;...;a,)€D(f), kde n€N, k€N.

= f(x) =Ti(x) + Ri(x) = Zk: M + Ri(x) pre vietky x€O(a),

i=0
. dk+l 7]
pricom Ry(x) = —LEGETA=2, 0€ (0:1) a A g Rfl(lu)k =0
Dokaz.
Nech v = (v1;v2;...5v,) €O0(a) je Tubovolny bod. Uvazujme zuZenie funkcie f na tusecku

spajajiucu body a a v, t. j. funkciu jednej premennej ®: (0;1) — R dant predpisom
O(t) = f(a +t(v — a)) = f(a1 +t(v1 —ar);as + t(ve — az);. .. an + t(v, — an)).

Funkcia ®(t) = f(g(t)) je zlozena s vnutornou zlozkou ¢(t) = a + t(v — a): (0;1) — R"
a vonkajsou zlozkou f(x): O(a) — R. Pre jej derivaciu plati (vid poznamka 2.2.12)

'(t) = [f(g(t))]/ = f'(x)-g'(t) = f'(x) (a+ t(v— a))'
=fla+t(v—a))-(v—-—a)l =df(a+tlv—a)v-—a)

Derivacia ®'(t) je opét zlozena funkcia s vnatornou zlozkou g(t) = a+t(v—a) a vonkajsou
zlozkou f'(z)-(v —a)T = (v —a)-f'(z)T: O(a) — R. Pre jej deriviciu, t. j. ®”(¢) plati

(1) = [(v—a)-f(@)] g (1) = [(v —a)- f"(a+t(v - a))] (v - a)T

= 782f(ag£gv7a)) (1}1 - CL1)2 + 2782]0(5;%(:;&)) (’Ul - al)(’Ug — a2)
! 2 _ 2 _
+ t + 2%(07171 - anfl)(vn - an) + M%té’ua))(vn - an)2

=d?f(a+t(v—a),v—a).

Takto pokracujeme d'alej a derivujeme funkciu ®(t) az po rad k+ 1. Druha derivacia ®”(¢)
je opét zlozena funkcia s vnutornou zlozkou ¢(t) = a + t(v — a) a vonkajSou zlozkou
(v—a) f"(a+tlv—a))n-(v—a)’: O(a) = R. Pre tretiu deriviciu analogicky plati
"(t) = d*f(a+t(v — a),v — a), pre stvrta ®"(t) = d*f(a + t(v — a),v — a), atd.
KedZe v je Tubovolné, moézeme pouzit x. Potom plati

o(t) = f(a+t(x —a)), te(0;1), 2(0)= f(a), @(1)= f(z)
Ak to zhrnieme, potom pre i = 0,1,2,...  k, k+1 plati
() =dif(a+t(x—a),z—a), te(0;1), &= (z1;22;...;2,) €O0(a).

Specialne pre t = 0 dostaneme & (0) = d’f(a, z — a).
Rozvinme funkciu @: (0; 1) — R do Taylorovho vzorca (2.21) z poznamky 2.2.21 stupiia k
so stredom v bode 0 so zvyskom v Lagrangevom tvare. Pre Véetky te <0' 1) plati

d'(0)- 3 (0).-tF @(k-%—l) pht1 () 0)- q><k+1) L
®(t) = (0) + T 4. 4 TP 4 O fz ol el asy
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kde £ =04 6(t — 0) = 6t, 0€(0;1) a @+ (¢) = d**! f(a + Ot(x — a),z — a).
Specialne pre t = 1 plati £ = 0-1 = 0 a nésledne dostaneme tvrdenie vety
ko) (1) (g ko g B k41 Ot(m— B
f(x)=®(1) = Zo e u(O) + <I>(k+1)(!) — Zo f(al_,!w a)  d f(a+(ki(f)I a)z—a)
1= 7=

Diferencovatelnost funkcie f radu k + 1 v okoli O(a) znamena, Ze sa v O(a) diferencova-
telné a samozrejme aj spojité (veta 2.2.15) vSetky parcidlne derivécie radu k. To znamena
dalej, Ze existujia a st v O(a) konené, t. j. ohranicené, vSetky parcidlne derivacie radu k+1.

Potom existuje a > 0 takeé, ze pre v8etky i1,14a,...,0+1€{1,2,...,n}, x€O(a) plati
akﬁ+1f(m)
0xiy OTiy...0TR 41 <a.

Je zrejmé, Ze pre vietky x €O(a) plati |z; — a;| < ||l — a|,,. Bod a + 0(x — a), 6€(0;1)
lezi na usecke s hranicami a, x, t. . tiez plati a + 0(x — a) €O(a).
Pre odhad zvysku Ry (x) potom plati

d* 1 f(a+0(z—a),x—a)

0< |Rk<w)| = (E+1)1
k+1)! 9" f(at0(m— i in
= Z (kil)! : Z'(lg...ii! : aﬁ:”a;zn ! '($1 - (ll) P (xn - (ln)

i i, =k 41
0< it .yin <k+1

1 | fatbz—a)) |, i in
Si1+-~-+2i:n:k+1i1!minl Drit. o lz1 — a1l |, — an|
0< ity eyin <k+1
< > Loz —al,” |z —al,™
i 4 i = k41
0<i1,...,in <k+1
k+1 k+1
= > alz —all,""" = an**z —al,".
i i = kA1
0< ity oyin <k+1

Posledna rovnost vyplyva zo skutocnosti, Ze pocet vetkych parcialnych derivacii danej
funkcie radu k + 1 je n*+1 (poznamka 2.2.17). Kedze stuéin an®+1 je konecné é&islo, plati

0< lim @ < 1y ank“llw—w = lim an**!||x — a||, = an®+1.0=0.
T xz—a |m—a||n T xz—a Hm—aHn T—a n
7 toho vyplyva posledné tvrdenie vety lim Lw)k = lim M =0.m
z—a llz—all, z—a llz—al,

Zvysok Ry(x) v tvare z predchadzajicej vety sa nazyva Lagrangeov tvar zvysku.

Taylorovu vetu 2.2.15 mozeme formulovat so silnej$imi predpokladmi — spojitostou
v8etkych parcialnych derivacii stupiia k + 1 v bode a, z ktorej vyplyva (veta 2.2.5) dife-
rencovatelnost radu k + 1 funkcie f v bode a.

Dosledok 2.2.15.a (Taylorova veta).
Funkcia f: A — R, kde A C R™, n€ N je oblast, f ma v bode a = (a1;a2;...;a,) €A
spojité vsetky parcidlne derivicie radu k+1, k€ N.

ko i
— f(x) = Th(x) + Re(x) = >, $e2=a) 4 R (2) pre vietky z€ A,

i
=0

_ dk+1f(Ct-l-Q(fE—a)750—‘7'>7 96(0§ 1) a lim Lﬂc)k =0.

ricom R (x
p k() &+ oog lz—al,,
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Na zéaklade druhej ¢asti dokazu vety pre limitnu vlastnost zvySku moéZzeme predpoklady
vety zjednodusit. Ak nepotrebujeme vyjadrit zvySok v nejakom tvare, potom na vyjad-
renie Talyrovho vzorca s limitnou vlastnostou zvysku stadi diferencovatelnost funkcie f
radu k [8].

Désledok 2.2.15.b.
Funkcia f: A — R, kde A C R™, n€ N je oblast, f ma v bode a = (ay;as;...;a,) €A
spojité vSetky parcidlne derivacie radu k€ N.

— fl@)= 3 @) | R () bro victky @€ A, pricom lim —FEL g
. = = k pre vsetky x € A, pricom l1m F =0

=0 " z—a llz—all,

Priklad 2.2.31.
Uréte Taylorov polyném stupiia 2 so stredom (2;2) funkcie

fay) =goegmm=E-1)"@H-1)" R >R
Riesenie.
Funkcia f je definovana a spojitd v kazdom bode (z;y) € R? okrem bodov leziacich na
priamkich = 1 a y = 1 (obr. 2.2.31 vlavo), t. j. D(f) = R? — {(z;y) € R*,x # 1,y # 1}.
Vsetky prvé a druhé parcialne derivécie si spojité v kazdom bode (x;y) € D(f) a plati

F@y) = (fo(zy); fy(zy) = (—(@ -2y -1 —(@-1)"(y —1)7?),
by — (@) foy(@y) _ (2= D3 y—-1)7" (x—-1)2(y—1)72
fwiy) = (fyx(x;y) fyy(:v;y)> B ( (z-1D)y-1D22x-1)"" (y— 1)3> '

Potom f(2;2) =1, fw(2;2) = -1, fy(2;2) = -1, fmz(2;2) =2 fwy(2;2) = fyx(2§2) =1
fyy(2;2) = 2 a Taylorov polyném stupiia 2 so stredom (2;2) funkcie f ma tvar

To(z;y) = f(2;2) + dlf((2;2)7(ﬁ;y)—(2;2)) + (izf((2;2),gof;y)—(2;2))

= f(2:2) + fm(2:2)(r—2);r!fy(2;2)(y—2) + fm(2;2)(w—2)2+2fmy(2;2)(2r—2)(y—2)+fw(2:2)(11—2)2

|
=1+ f<wf2>1f<yf2) + 2<w72)2+2<m72;(y72)+2(y72>2

=2-22+@x-2)y—-2)+(y—2°2 -z —y+5.
Aproximécia funkcie f pomocou polynému 75 (obr. 2.2.31 vpravo) je lokdlna zélezitost
v nejakom (blizkom) okoli O(2;2). Ak oznatime £ = (£,;&,) = (2;2) + 0((z;y) — (2;2))
pre 0 € (0;1), t. j. & =2+ 0(x — 2), § = 2+ 0(y — 2), potom pre chybu aproximécie
v bode (x;y) € 0(2;2) plati
S F(& () = (25 Sraes z3y) —(2;2)), (w3) — (25
|Ro(z;y)| = |d f&( g{) (2,2))| _ ‘d S((252)+6(( 0)31(2 2)),(z3y)—(2 2))‘

— ‘ Jeaa (fw?fy)(w72)3+3fwwy (‘Ew?‘f’y)(3772)2(?/*2)4’34701'1/&1(51?Ey)($*2)(y*2)2+fyyy(€w§€y)(y*2)3
6

< \fmx(ﬁw;ﬁg)l-lmf2|3 + Ifmy(ﬁw;ﬁy)lélw*2|2'\9*2\

+ |fryy(§r»§y)‘ '2‘55_2‘ . Iy_2|2 + ‘fyyy(frvfg)‘ . ‘y_2|3 .

Derivovanim druhych parcidlnych derivacii dostaneme

) = 4 1 __=6
frwal@sy) = =6(z =)™y - 1)7" = =511y

. P— _6 = 6
| foua(&a:6)| = | oo D@2 | = FHe—ar el
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foay(@3y) = faya(23y) = fyao(zsy) = =2(2 = )73y = 1)7? = =yt

. _ -2 _ 2
|f1wy(§17 fy)‘ - ’ (2+9(m—2)—1)3(2+0(y—2)—1)2 ’ - |1+9(:c—2)\3 ' |1+9(y_2)|2 )
foyy(@39) = fyay(@1y) = fyya(zy) = —2(z — D72y -1 = W’
. _ —2 _ 2
|fzyy(§x7 é‘y)‘ - ’ (24’9(1*2)*1)2(24’0(9*2)*1)3 ’ - |1+9(1_2)|2 _ |1+9(y_2)|3 )
Fyyy(@3y) = =6(z = 1) "My = 1) = =507
. _ -6 _ 6
|fyyy(fz’§y)| - ’(2+9(:c—2)—1)(2+0(y—2)—1)4| T 1+0(z—2)| - [1+6(y—2)]*"

Predpokladajme, 7e (x;%) € O.(2;2), kde pre polomer plati*' 0 < ¢ < 1. Potom plati
lx—2|<e, |ly—2|<e

atiez flr —2| <fe<e, fly—2/ <be<e t.j—e<Olz—2<e —e<fly—2| <e.

Z toho vyplyva 1 +0(z —2) >1—-e>0,14+0(y—2) >1—¢ >0, t.j.

1 1 1

< 1-¢2 [1+60(y—2)| < 1—e”

1
TF0(z—2)]

Pre chybu aproximécie v bode (z;y) € 0.(2;2), kde 0 < € < 1, potom plati

|lz—2/? lz—2|2 - |y—2]
|1 Be (@ 9)| < (i w2 T - 2 T1+(y=2)
n lz—2| - [y—2[> + ly—2[*
\1+9(T 2)\2 [1+6(y— 2)\3 [14+6(z—2)] - |1+0(y 2)|*"

__4e8
= 5)4 - t = 5)3 = t Toe (1 >t oo = oo

Napriklad pre € = 0,5 je garantovand chyba R (2;y) < 4(')05?) = 5tz = 16, ale pre £ = 0,1
je garantovana chyba Ra(x;y) < 400; ~ 0,006 774.

Specidlne pre (z;y) = (2,43;2,25) plati |(z;y) — (2;2)] = 1/0,43% 4 0,252 ~ 0,498 < 0,5,
f(@3y) = 15375 ~ 0,559441. Pre aproximaciu pomocou T plati

To(z;y) = 0,432 4+ 0,43 - 0,25 + 0,252 — 2,43 — 2,25 + 5 = 0,674 900.

Skuto¢na chyba je priblizne |0,559441 — 0,674 900] = 0,115459, ¢o je veelku pripustné.

Specialne pre (z;y) = (2,07;2,06) plati |(z;y) — (2;2)] = 4/0,07240,062 ~ 0,092 < 0,1,
fx;y) = m ~ (0,881 679. Pre aproximéciu pomocou 75 plati

Ty(z;y) = 1,072 4+ 1,07 - 1,06 + 1,062 — 2,07 — 2,06 + 5 = 0,882 700.

Skuto¢na chyba je priblizne [0,881 679 — 0,882 700 = 0,001 021. m

41Polomer ¢ > 1 nema zmysel volit, pretoze v okoli buda body, kde funkcia f nie je definovana.



228 beerb@frcatel.fri.uniza.sk & https://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb





mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
https://frcatel.fri.uniza.sk/~beerb
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb/ma2-obr/obra31lw-1.html
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb/ma2-obr/obra31rw-1.html

Vysledky cvicéeni

1 Integral realnej funkcie

1.1.2. 2+22/2—1/6+cprexe(—o0;—1),x —23/3+cprexe(—1;1), x —22/2+1/6 +c pre x € (1;0).
1.1.4. f(2z)/2+c. 1.1.5. 2\/z+ ¢, x€(0;00). 1.1.6. = + c pre z € (—00;0), €* —1 + ¢ pre z € (0; 00).
1.1.7. a) arctg[(z +2)/V2]/V2+¢c, z€ER, b) arctg (z +2)+¢c,zER, c) c—1/(x +2) +¢c, zER— {2},
d) Injz+1|/2 —In|z+3|/2+ ¢, € R — {-3,-1}, e) In|z+2—2|/vV/8 — In|z + 2+ v2|/V8 + ¢,
2ER—{—24+ 2}, f) arctg[(z + 1)/v2]/V2+c,2€R, g) —In|z — 1|/4+1In|z — 3|/8+In |z + 1|/8+c, x €
R—{+£1,3},h) —In|z — 1|/4+In |z — 2|/5+In |z + 3|/20+c, x € R—{1,2, —3},i) In|z — 1|/6+In |z + 2|/3—
Injz+1|/24+ ¢, v € R—{£1,-2}, j) —In|z —1|/3+In|z —2|/4 + In|z+2|/12 + ¢, z € R — {1,+2},
k) In|z —2|—In|z — 1|-1/(x—1)+c,z€ R—{1,2}, ) In |z + 2| —In|z + 1|+1/(z+1)+c, x € R—{—1, -2},
m)lnjz—1|/9—In|z+2|/9—1/Bx+6)+c,zeR—{1,—2},n) In|z + 2|/9—In|z — 1|/94+1/(3z—3) +¢,
z€R—{1,-2},0) In|z + 1|—In[2? + x + 1]/2+arctg [(2z + 1)/V3]/V3+c,z€ R—{~1},p) In |z — 1|/2—
In[z? —z +2]/4 — arctg [(2z — 1)/V7]/vV28 + ¢, = € R — {1}, q) In|z —2[/3 — In[z? —2+1]/6 —
arctg [(2z — 1)/V3]/V3+ ¢, z€R— {2}, r) In|z + 1|/3 — In[2? — = + 1]/6 + arctg [(2z — 1)/v/3]/V/3 + ¢,
z € R—{-1}, s) Inlz—1| — Injz| + 1/z + ¢, € R — {0,1}, t) —1/[4(z® + 2z + 3)?] + ¢,
z € R, u) —(z + 4)/[8(z® + 4z + 6)?] — 3(z + 2)/[32(2? + 4z + 6)] — 3arctg[(z +2)/v2]/32 + ¢,
z € R, v) —(z + 3)/[4(2? + 4z + 5)?] — 3(z + 2)/[8(2% + 4z + 5)] — 3arctg(x +2)/8 + ¢, = € R,
w) (z+1)/[4(z? +42+3)%]—3(z+2)/[8(x% +42+3)]+31In|z + 3| /16 —31In |z + 1|/16+c, € R—{—1, -3},
x) z/[8(x? + 4z +2)%] - 3(x+2)/[32(2? + 4z +2)] +31n |z + 2 — v/2|/V8192 —31n |z + 2 — /2|//8192+¢,
rE€R—{-2++2}. 1.1.8. a) —1/x+1/(32%) — 1/(52°) — arctgz + ¢, z € R — {0}, b) 1/[4(z — 2)*] +
2/[3(2 — 2] + 1/[2(2—2)°) ¢, w€ R— {2}, €) —1/[Az— 1) +1/[(z— )] —3/[2(z— 1)2]+1/(z — 1) ¢,
r€R—{1},d) 1/[2(x+2)?]—6/(z+2) —151n |z + 2| +20(z +2) — 15(x +2)2 /2 +2(x+2)3 — (z+2)* /4 +c,
z€R— {-2}, e) 81/[2(x — 2)?] +108/(x — 2) — 5dIn |z — 2| — 12(x — 2) — (z — 2)2/2 + ¢, x € R — {2},
£) —1/[201 + 22 + oz € R g) —1/M(1+ 222 + ¢z € R, h) —1/[6(0 + 2% + o, = € R,
i) In(z+2+Va?+42c+6) +¢, ¢ € R, j) Inflz+2+Va2+4x+6| + ¢, € (—o0;—3) U (—1;00),
k) Injz+2+ V22 +4z — 3| +¢, € (—00; =2 —VT) U (=2 +T7;00), 1) In(z+1+V22 +22+3) +c,
r € R, m) arcsin[(z—2)/V10] + ¢, = € (2—+/10;2++/10), resp. —arccos|(z —2)/v/10] + ¢,
x € (2 —/10;2 + v/10), resp. 2arctg [(v10 — V6 — 22 + 4z)/(z — 2)] + ¢, = € (2 — V10;2 +/10) — {2},
resp. —arctg [V6 — 22 +4x/(x —2)] + ¢, = € (2—+/10;2++10) — {2}, n) arcsin[(z — 2)/V2] + ¢,
z € (2—+2;24+2), resp. 2arctg[(V2— V3 — a2 +4x)/(x —2)] + ¢, © € (2—V2;2+V2) — {2},
resp. — arccos [(x — 2)/V2] + ¢, © € (2 —+/2;24+/2), resp. —arctg[v/—22 + 4z —2/(x —2)] + ¢, = €
(2 —/2;2++/2)—{2}, 0) #, p) arcsin [(x — 2)/3] +c¢, € (—1;5), resp. — arccos [(z — 2)/3] +c¢, € (—1;5),
resp. 2arctg [(3 — Vb — 22 +4x)/(z — 2)] + ¢, x €(—1;5) — {2}, resp. —arctg [V5 — a2 + 4z /(z — 2)] + ¢,
z € (=1;5) — {2}, q) arcsin[(z +2)/v2] + ¢, © € (=2 — /2; =2+ /2), resp. — arccos [(x + 2)/V2] + ¢,
2€ (=2 —V2; =2 +/2), resp. 2arctg [(V2 — vV—22 —dx — 2)/(x + 2)|+c, 2 € (=2 — V/2; —2 + V2)— {2},
resp. —arctg[V—22 —4x —2/(x+2)] + ¢, T € (—2—\/§;—2+\/§) — {-2}, r) arcsin(z+2) + ¢,
z € (—3;—1), resp. —arccos (v + 2) + ¢, z€(—3; —1), resp. 2arctg [(1 — V-2 —4z —3)/(z+2)] + ¢, z €
(—=3; —1)—{—2}, resp. — arctg [vV—22 — 4z — 3/(x + 2)]+¢, z € (=3; —1)—{—2}, s) In |/2 + 3z — v/8|/V/8—
In|v2+3z+V8|/V8 + ¢, * € (=2/3;00) — {2}, t) In|v/3z—2-2|/2 — In|v/3z —2+2]/2 + ¢,
x € (2/3;00) — {2}, u) In|v/—1 — 3z —v2|/v/2 — In|/—1 — 3z +v2|/V2 + ¢, x € (—o0; —1/3) — {—1},
v) 2arctgy/1—2z 4+ ¢, # € (—o0;1/2), w) 2arctg[v/—1—2z/V3]/V3 + ¢, = € (—o0;—1/2),
x) arctg [v/2 + 3z/2] + ¢, x € (=2/3;00). 1.1.9. a) |z —1|(z —1)7/8 + ¢,z €R, b) |z —1|(z — 1)% + ¢,
z€R,c) (x+2)Va2+4r+6/2+Injz+2+ V22 +4x+6]+c, € R, d) (z + 2)Vz2 +4z+3/2 —
Injz+ 2+ Va2 +42+6[/2 + ¢, z € (—o0;—3) U (—1;00), e) (z — 2)vV6 — a2 +4x/2 + 5v(z) + ¢, kde
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v(z) = arcsin [(z — 2)/v/10], z € (2 — V10;2 4+ V/10), resp. v(z) = 2arctg [(v/10 — V6 — 22 + 4z) /(z — 2)],
z € (2—+10;2++10) — {2}, resp. v(z) = —arccos[(z—2)/v/10], = € (2 —+10;2++/10), resp.
v(z) = —arctg [V6 — 22 + 4z /(z — 2)], z€ (2 — V10;2 4+ V10) — {2}, ) —7In |z + 2 + Va2 + 42 — 3|/2 +
(x +2)vVaZ +4x —3/2 + ¢, © € (—00; =2 — VT) U (=2 +VT;00), g) (= — 2)VAdz — 22 —2/2 + v(zx) + ¢,
kde v(x) = arcsin [(z — 2)/Vv2], £ € (2 — V/2;2 4+ V/2), resp. v(z) = 2arctg [(V2 — V3 — 22 + 4z)/(z — 2)],

z € (2—v2;2++v2) — {2}, resp. v(z) = —arccos[(x—2)/v2], * € (2—+/2;2++/2), resp.
v(z) = —arctg [Viz — 22 — 2/(x — 2)], 2€ (2 — V2,2 +v2)— {2}, h) (z—2)V5 — 22 + 4z /2+9v(x)/2+c,
kde v(x) = arcsin[(x —2)/3], « € (—1;5), resp. v(z) = —arccos|(z—2)/3], x € (—1;5), resp.

v(z) = 2arctg [(3 — Vb — 22 + 4x) /(x — 2)], € (—1;5)— {2}, resp. v(z) = — arctg [V — 22 + 4z /(x — 2)],
z € (=1;5) — {2}, i) In(z+1+Ve2+20+3) + (z + DvVaZ+42+3/2 + ¢, = € R, j) 7,
k) 6z —1-3Yz—1+2V/2—1-3¥(x—-1)2/2+6/(z—-1)5/5-6In(1+ ¢z —1) + ¢, = € (1;00),
1) (z+2) V=22 — 4z — 2/2+v(x)+c, kde v(x) = arcsin [(x + 2)/v/2], £ € (=2 — V/2; =2 +1/2), resp. v(z) =
—arccos [(z +2)/V2], x € (=2 —/2; -2+ V2), resp. v(z) = 2arctg[(vV2 —V—a2 — 4z — 2)/(x + 2)],
€ (=2 —V2; =2+ v2) = {=2}, resp. v(z) = —arctg [VV—22 — 4z — 2/(x + 2)], zE€ (=2 — V2; =2+ V2) —
{-2}, m) —96¥z —1—-24¢z—1 -8/ —1-3/(z—1)2 —6$/(x —1)5/5 - 192In(Vz —1—-2) +c,
z € (1;00), n) (z + 2)vV—22 —4x —3/2 + v(z)/2 + ¢, kde v(z) = arcsin(z+2), z € (—3;-1),
resp. v(z) = 2arctg[(1 — V—22 — 4z — 3)/(z + 2)], © € (—3; —1) — {—2}, resp. v(z) = — arccos (z + 2),
z€(—3;—1),resp. v(z) = —arctg [V—22 — 4z — 3/(z +2)],z€(—3; —1)—{-2},0) —6 Yz — -3¢z — 1—
2vr —1-3/(z—1)2/2 -6/ (x—1)%/5 —6In(Yz —1—1) + ¢, = € (1;00), p) 100 %/z — 40 Wz +
20 VaB —10 ¥/z+4 ¥ —20/(14 2Yx)—1201In (1 + 2¥Z)+c, 2€(0;00), q) —In (2vaZ + o + 1 + = + 2)+c,
z € R— {0}, r) arctg[(z — 3)/(2vVaZ —z — 1)] + ¢, € (—00;1/2 — v/5/2) U (1/2 + V/5/2;00). 1.1.10.
a) 2arctg/z/(1 —xz) + ¢, z € (0;1), b) 2¢/2+ 3z + v/8In|v2+ 3z — V8| — V8In |2 + 3z + V8| + ¢,
xz € (—2/3;00) — {2}, ) 2v/—1 — 2z — 2/3arctg [/—1 — 22/V3] + ¢, © € (—o0; —1/2), d) 2v/2+ 3z —
darctg [vV2+3z/2] + ¢, € (=2/3;00), e) 2y/1—2x — 2arctgy/1—2z + ¢, ¢ € (—o0;1/2),
f) z/(z+1)/z — In|/(z+1)/z—1]/2 + In|\/(z+1)/z+1]/2 + ¢, = € (—o0;—1) U (0;00),
g) (z + 2)\/(z+1)/(x+2) + In[\/(z+1)/(z+2)—1]/2 — In|\/(z+1)/(x+2)+1]/2 + ¢, = €
(—00;—2) U (—1;00), h) V1+22 + ¢, z € R, i) (z + Dy/z/(z+1) + In|\/z/(z+1)—1|/2 —
In |/ 1) + 1]/2+¢, € (—00; ~1)U{0;00), §) —VT = 22e, 2 € (~151), k) (a-+1)y/( + D@ + D
In|\/(zx+2)/(x+1)—1|/2 + In|\/(z+2)/(z+1)+1|/2 + ¢, z € (—o0;—2) U (=1;00), 1) (z +
Dy/(xz—1)/(z+1)+In|\/(—1)/(x+1)—1] —In|\/(z—1)/(x+ 1)+ 1| + ¢, € (—o0; —1) U (1;00),
m) 3(z—4){/(z+1)2/5+¢, z€(—1;00), n) —2y/Z+x+2In (1 + /) +¢, z€(0;00), 0) 5+ 4/ —x —
41n (14 /Z) +¢, £€(0;00), p) 5—dy/T—z—41In |/ — 1|+¢, 2€(0;00) —{1}, @) —6 /T +2\/Z—6 V2D /5+
627 )T+ 6arctg ¥z +c, x€(0;00), r) 2v/3arctg [(28z — 1)/v3]—2In (1 + ¥Z)+In (1 — ¥z + ¥7) +c,
2€(0;00),8) 2vVa2 + x+c, £ € (—00; —1)U(0; 00), t) (222 —4)V1 + 23/9+¢, x€(—1;00), u) Va2 — 1/z+c,
z€(—o00;—1)U(1;00), v) In[vVzF + 1 + 2] /4 —In[Vz? + 1 — x]/4 — arctg [Vt +1/x]/2+ ¢, € R — {0},
w) In|z+ vVa? —1)/4 — Injz — Va? —1|/4 — arctg[Vat —1/z]/2 + ¢, © € (—o0;—1) U (1;00),
x) In|V1 = 2% + a2 V4 — 4% + 22|V32—In|V1 — 2% — 2 V1 — 2% 4 22|V/32—arctg [ V4 — 4o /z + 1]/v/8—
arctg [V4 — 4zt /. —1]/vV8 + ¢, x € (=1;1) — {0}, y) 2/(23 +1)3/9 — 2v/23 +1/3 + ¢, & € (—1;00).
1.1.11. a) —sin?2z - cos2x/6 — cos2x/3 + ¢, * € R, resp. cos>2x/6 — cos2x/2 + ¢, v € R,
b) 32/8 — cos3x - sin3z/8 — cos 3z - sin® 32/12 + ¢, x € R, c) cos? 3z - sin3z/9 4 2sin3z/9 + ¢, € R,
resp. sin3z/3 — sin®32/9 + ¢, x € R, d) 32/8 + 3sin2x - cos2z/16 + sin2z - cos®2z/8 + ¢, z € R,
e) —sinh4z - cosh4z/8 — 2/2 + ¢, € R, resp. sinh8x/16 — x/2 + ¢ resp. €37 /32 — 2/2 — e 8% /32 + ¢,
x € R, f) sinh? 2z - cosh2x/6 — cosh2x/3 + ¢, © € R, resp. cosh®2x/6 — cosh2x/2 + ¢, € R, resp.
=eb% /48 —3e2* /16 —3e 727 /16 +e 5% /484 ¢, x€ R, g) 3z/8 — 3sinh z - cosh /8 +sinh® z - cosh z/4 + ¢,
z € R, resp. e*® /64 — e®* /8 4 32/8 + e 2% /8 — e 4 /64 4 ¢, x € R, h) xcoshxz — sinhz + c,
z € R, i) (22 + 2)coshz — 2zsinhx + ¢, = € R, j) (2% + 62)coshz — (322 + 6)sinhz + ¢, = € R,
k) sinh 3z - cosh 3x/6 + /2 + ¢, x € R, resp. sinh 6x/12+2/2+ ¢, x € R, resp. €5 /24 4+ x/2 — e~ 6% /24 + ¢,
x € R, 1) sinhz - cosh?z/3 + 2sinhz/3 + ¢, © € R, resp. sinh®z/3 + sinhz 4+ ¢, € R, resp.
e3? /24 +3e” /8 —3e™7 /8 —e ™37 /24t ¢, € R, m) 3z /8 + 3sinh 2z - cosh 22/16 +sinh 2z - cosh® 2z/8 + ¢,
x € R, resp. €37 /128 + e¢*® /16 + 32/8 — ™4 /16 — 787 /128 + ¢, € R, n) zsinhx — coshzx + c,
z € R, o) (22 + 2)sinhx — 2zcoshz + ¢, « € R, p) (2% + 6x)sinhx — (322 + 6)coshz + ¢, = € R.
1.1.12. a) V1 — 22 + zarcsinz + ¢, x € (—1;1), b) xv1 — 22/4 + (222 — 1) arcsinz/4 + ¢, x € (—1;1),
c) (22 4+ 2)v1—22/9 + 23 arcsinz/3 + ¢, © € (—1;1), d) —v1 —22 + zarccosz + ¢, © € (—1;1),
e) —xv1—22/4 + (222 — 1)arccosz/4 + ¢, = € (—1;1), £) —(22 + 2)v/1 —22/9 + 23 arccosz/3 + «,
r€(—1;1), g) —x/2+arctga/2+2? arctgx/2+c, t€ R, h) —x2/6+23 arctga/3+1In (22 +1)/6+¢, xER,
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i) x/4—23/12 — arctgz /4 + x* arctgx /4 + ¢, tER, j) —zvarctgx + (22 + 1) arctg? z/2 +1In (22 + 1)/2 +c,
z € R, k) zarccotgz + In(22+1)/2 + ¢, = € R, 1) /2 + 2% arccotgz/2 — arctgz/2 + ¢, = € R,
m) z2/6 + 23 arccotgz/3 — In (22 +1)/6 + ¢, t € R, n) —x/4 + 23 /12 + z* arccotg z/4 + arctg x/4 + c,
rE€R, 0) zarccotg x+ (x2+1) arccotg? x/2+1n (22 + 1)/2+c, € R, p) zarcsin/(z + 1) /z++/—2 — L+¢,
z € (—o0; —1), q) zarcsin \/x/(z + 1)—+/z+arctg /T+c, x € (0; 00), resp. (z+1) arcsin \/z/(z + 1)—/z+c,
z € (0;00), r) zarcsiny/(z+1)/(x+2) — Vz+1 + 2arctgy/z+1 + ¢, ¢ € (—1;00), resp.
(z + 2)arcsin/(z +1)/(z +2) =V + 1 + ¢, € (—1;00), 8) warcsin/(z +2)/(x +1) + V-2 — 2 +
arctgy/—r —2 + ¢, * € (—o0;—2), resp. (z + l)arcsin\/(z+2)/(x+1) + V—2—-2 + ¢, = €
(—o0;—2), t) warcsiny/(z —1)/(x+1) — V22 —2 + arctg\/(x—1)/2 + ¢, * € (l;00), resp.
(x4 Varcsiny/(z —1)/(z + 1) — v/2(x — 1) + ¢, € (1;00), u) zarccos/(z + 1)/z —/~r—1+¢c,z€
(—o0; —1), v) zarccos y/z/(x + 1) ++/x —arctg /T +c, z € (0; ), resp. (z+ 1) arccos \/z/(z + 1) ++/z+c,
z € (0;00), W) zarccos/(z+2)/(x+1) — /-2 —2 — arctgy/—2—2 + ¢, = € (—o00;—2), resp.
(x + 1)arccos/(z +2)/(x+1) — V—2—2 + ¢, * € (—00;—2), x) warccos\/(z —1)/(z+1) +
V2(z —1) — arctg \/(z — 1)/2 + ¢, € (1;00), resp. (z + 1)arccos/(z —1)/(z +1) + /2(x = 1) + ¢,
z € (1;00). 1.1.18. a) In®xz/5+ ¢, 2 € (0;00), b) In22%/8 + ¢, z € R — {0}, ¢) 2eVZ +¢, z € (0;00),
d) In(1+e®) +c, 2 € R, e —(26/2 + 324/2 + 322 + 3)e % +c, x € R, f) —(22 + 1)e=2" /2 + ¢,
x €R, g) In|\/22 +4—2|/In4 — In|\/2% +4+2|/Ind + ¢, € R, h) In|\/2% +3 —3|/v/3/In2 —
In |/2% +3+\/§|/\/§/1n2 +c, z€R, i) In|v2T+2— \/§|/\/§/ln2 —In|v2% + 2+ \/§|/\/§/ln2 + ¢,
z€R,j)x/4—In(2* +4)/In16+c, z€R, k) 2/3—In(2* +3)/In8+c,2€R, 1) 2/2—1n (2¥ +2)/Ind+c,
z € R, m) 2arctgy/2* —1/In2 + ¢, z € (0;00), n) arctgv/2?=2—-1/In2 + ¢, * € (2;00),
0) 2arctg /2% /3 — 1/v/3/In2+c¢, z € (Inz 3;00), p) In|2% — 1|/ In2—z+¢, € R—{0}, q) In [2% — 4|In 16—
z/4+c, € R—{2}, r) In|2* —3|In8 —z/3+¢, x € R — {2}. 1.1.14. a) —1/(tgz+1)+c¢, x€R —
{—m/4+kr,m/2 + kr, k€ Z}, b) —2arctg [(5tg (3x/2) — 2)/V21]/V/189+c, x€ R—{n/3 + 2kn /3, k€ Z},
c)In|tgx + 2 —3|/V12—In|tgz + 2 + V3|/V124c, s € R—{—7/12 + kr, 7 /12 + km, /2 + kn, k€ Z},
d) —In|3tg(z/2) —4— VTV + In|3tg(x/2) —4+V7|/VT + ¢, ¢ € R — {r+42kmkeZ} —
{z:sinx =3/4},e) 1/2/tgx+c, x€ R—{kn/2,ke Z}, f) arctg [tgz/3]/3+¢c, € R—{7/2 + km, k€ Z},
g) —In|tg(z/2) —V3|/vV3 + In|tg(z/2) +V3|/V3 + ¢, © € R — {£2n/3+ 2km,m+ 2km,kEZ},
h) arctg [tg (32/2)/V3]/V27T + ¢, * € R — {n/3+2kn/3,k€Z}, i) —In|l —2cos2z|/4 + ¢, = €
R — {+n/6+ km,k€Z}, j) —In(4—3sinz)/3 + ¢, € R, k) —In(2—sin3z)/3 + ¢, z € R,
1) —In(4—3cos2z)/6 + ¢, z € R, m) —arcsinz/z + In|z| — In(2 +2V1 —22?) + ¢, z € (—1;1) — {0},
n) —arccosz/r — Inlz] + In(2+2V1—22) + ¢, z € (—1;1) — {0}, 0) z — V1 —x2arcsinz + c,

€ (-1;1), p) 21—z + 2y/zarcsiny/z + ¢, z € (0;1), q) —z — V1 —z?arccosz + ¢, z € (—1;1),
r) —21—x + 2y/xarccos\/z + ¢, = € (0;1), s) [z + (22 — 1)arctgx]/4/(z®> + 1) + ¢, z € R,
t) —(z2 + 1)arctgz/4/(z®> — 1) + Injz —1|/8 — Injz+1|/8 + ¢, = € R — {£1}, u) —arctgz/z +
Inz?/2 —In(z2+1)/2 +¢, 2 € R — {0}, v) arctg?x/2 + ¢, € R, w) —arccotg?x/2 + ¢, © € R,
x) —arccotgz/z —Ina?/2+1n (22 +1)/2+ ¢, t€ R—{0}. 1.1.15. a) In|arcsinz| + ¢, z€(—1;1) — {0},
b) —In|arccosz| + ¢, = € (—1;1), ¢) 2y/zarctg\/x — In(z+ 1) + ¢, z € (0;00), d) 2y/x arccotg /T +
In(z+1) + ¢ z€(0;00), € arctg (2tgz)/2 + ¢, x € R — {n/2+ kn, k€ Z}, f) —arctg (2cotgz)/2 + c,
z € R—{kn,k€Z}, g) 2/3z —2 + 2In|/32 —2—2| — 2In|[\/3z -2+ 2| + ¢, = € (2/3;00) — {2},
h) 2v/=1-3z + vV2In|vV/—1 -3z — V2| — V2In|vV—1-3z+V2| + ¢, = € (—o0;—1/3) — {-1},
i) In?arctgz/2 + ¢, * € (0;00), j) —In(cos?z ++V1+cosz?) + ¢, z € R, k) 2/(2+Inx)3/3 + ¢,
x € (e72;00), 1) arcsinlnz + ¢, z € (1/e;e), m) In|z| — In|2 — 23 + 2v/1 — 23 + 26|/3 + ¢, 2 € R — {0},
n) In|z| —In|2+ 23 + 21+ 23 +26|/3 4+ ¢, x€ R — {0}, 0) In (1 — 2vx — 22) /4 + arctg [Vx — 22 /x] —
z/2 —Vz —22/2 4+ ¢, x € (0;1), p) z — 22/2 + 3In|2x — 1 — 222 — z|/8 + (5 — 22)V2Z —z/4 + ¢,
z € (—00;0) U (1;00), @) = + ¥/Bz+4 — {/Br+4)2/2 —In(1+ I3z +4) + ¢, o € (—4/3;00),
r) 2V1i+z—22 + Injz| — n[2+z+2V1i+z—22 + ¢ = € (1/2—-+5/2;1/2++/5/2) — {0},
s) 6arctg /(1 —2)/(1+2) —4y/(Q—2)/Q+2z) —V1I—22 + ¢, v € (=1;1), t) 4/(1+2)/1—z) —
6arctg /(1 +z)/1—x) + Vi—2Z + ¢, z € (-1;1). 1.1.16. a) |z —1|"(x — 1)/S + ¢, © € R,
b) [z—1%=x —1)/9 +¢, 2 € R, ¢) —sgnze |Zl4¢, 2 € R — {0}, d) sgnzel®l+¢, 2 € R — {0},
e) —z2/4+2’Inz/2 + ¢, x € (0;00), f) —x3/9 + 23 Inz/3 + ¢, z € (0;00), g) —x*/16 + z*lnz/4 + ¢,
z € (0;00), h) —2%/25 + 2%Inz/5 + ¢, * € (0;00), i) 7(z + DIn(z+1) — Tz + ¢, z € (—1;00),
j) 22%/27 — 223 Inz/9 + 23 In% /3 + ¢, z € (0;00), k) /32 — 2t lnz/8 + z*In%2/4 + ¢, = € (0;0),
1) 22°/125 — 225 Inz/25 + z°In%z/5 + ¢, = € (0;00), m) 2(2z — 3)In (2z — 3) — 4z + ¢, z € R — {3/2},
n) zln (22 4+ 1)—2z+2 arctg z+c, z € R, 0) (2V25 —1022+40Vz3 —1202+240,/7—240) eVZ +¢, z € (0; 00),
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p) (2z — 4y/x + 4)eVZ ¢, x € (0;00), q) 9/ (2z — 3)10/20 + ¢, z € (3/2;00), r) =7 /(3 — 22)8/16 + ¢,
x € (—00;3/2), 8) —(z3 + 322 + 62 + 5)e T +c, x € R, t) x — e T arcsine® — In (1 + 1 — e2%) + ¢,
z€(—00;0), u) e*tg (z/2)+c,te R—{m+2km, k€ Z}, v) e*(sinc+1)/cosx, te R—{r/2 + kr, ke Z},
w) e®(sinz — 1)/cosz, © € R — {n/2+km,k€Z}, x) —e Tarctge® — In(e”2* +1)/2 + ¢, = € R.
1.1.17. a) — (222 — 3)cos2x/4 + xsin2z/2 + ¢, z € R, b) (322 — 6)sinz — (23 — 62 — 1)cosx + c,
z€R, c) (322 —6)cosx + (23 — 62 — 1)sinz + ¢, x € R, d) zcos2x/2 + (222 — 3)sin2z/4 + ¢, = € R,
e) —(922+9zx+7) cos 3x/27+ (2z+ 1) sin3x/9+¢, € R, f) (2x+1) cos 3x/9+ (922 + 9z +7) sin 3x /27 +c,
r€R, g) In|tg22|/2+¢c, x € R— {kr/2,k€Z}, h) 3(z +2)*In|z +1]/2 — 3(z + 1)*/8 — 2(z + 1)3 —
9z + 1)2/2 — 6(x + 1) — 3lnjz+1|/24+ ¢, 2 € R — {-1}, i) (222 — 2z — 1)e®>* /4 + ¢, = € R,
N (@=—1°2In(z+1)—(x+1)°/5+5(x+1)"/2 - 40(x +1)3/3+40(x + 1)2 —80(x + 1) + 32In(z + 1) +¢,
z€(—1;00), k) —/(1—2e%)3/3+¢, 2€(~00;—1n2),1) (3 —1)In(1 —2)/6 —23/18 —22/12 — /6 + ¢,
2 € (—o0;—1), m) 2(z+1)8In |z — 2|/3— (2 —2)5/9—12(x—2)3/5—45(x—2)*/2—120(z — 2) — 405(z — 2)?
—972(x — 2) — 4861In |z — 2| + ¢, r€ R — {2}, n) (922 + 3z +8)e3® /2T + ¢, € R, 0) 2/(1 +e%)3/3 + ¢,
TER.

1.2.1. Napr. Dy = {0,1/k,2/k,...,(k—1)/k,1} pre k € N, resp. D;, = {0,2/k,3/k,...,(k—1)/k,1}
pre k€ N, resp. Dy, = {0,2/k,4/k,...,2|(k—1)/2]| /k,1} pre k€ N. 1.2.2. a) Sp =2—1/2/n, Sy =
24 1/2/n, St = 2 pre n€ N, Sp = 18/10, Sz = 22/10, S7 = 2 pre n = 10, Sp = 38,20, Sg = 42/20,
Sr =2 pre n =20, Sp = 198/100, Sy = 202/100, Sy = 1/2 pre n = 100, b) Sp = 4/3 — 2/n — 4/3/n2,
Sg =4/3+2/n —4/3/n?, ST = 4/3+2/3/n? pre n€ N péarne, Sp = 28/25, S = 38/25, St = 67/50
pre n = 10, Sp = 123/100, Sy = 143/100, S = 267/200 pre n = 20, Sp = 3283/2500, Sy = 3383/2500,
St = 6667/5000 pre n = 100, ¢) Sp = 3/2—1/2/n, Sy = 3/2+1/2/n, St = 3/2 pre n€ N, Sp = 29/20,
Si = 31/20, S = 1/2 pre n = 10, Sp = 59/40, Sg = 61/40, S; = 1/2 pre n = 20, Sp = 299,200,
Sy = 301/200, S = 1/2 pre n = 100, d) Sp = 2/3 — 1/2/n — 1/6/n?, Sy = 2/3 + 1/2/n — 1/6/n?,
St =2/3+1/12/n? pre n€ N, Sp = 123/200, Sg = 143/200, ST = 267/400 pre n = 10, Sp = 513/800,
Sy = 553/800, ST = 1067/1600 pre n = 20, Sp = 13233/20000, Sy = 13433/20000, ST = 26667/40000
pre n = 100, €) Sp =1/2—1/2/n, Sy =1/2+1/2/n, Sp = 1/2 pre n€ N, Sp = 9/20, Sy = 11/20,
Sr =1/2 pre n = 10, Sp = 19/40, Sy = 21/40, Sy = 1/2 pre n = 20, Sp = 99/200, Sy = 101,200,
St =1/2pren =100, f) Sp =2/3—1/2/n—1/6/n2, Sy =2/3+1/2/n—1/6/n2, S =2/3+1/12/n?
pre n € N, Sp = 123/200, Sy = 143/200, Sy = 267/400 pre n = 10, Sp = 513/800, Sy = 553/800,
St = 1067/1600 pre n = 20, Sp = 13233/20000, Sy = 13433/20000, ST = 26667/40000 pre n = 100.
1.2.3. 0,718 771403 pre n = 10 pre 'avé hranice, 0, 705 803 382 pre n = 20 pre 'avé hranice, 0, 692 835 360
pre n = 10 pre stredy, 0,693 069 098 pre n = 20 pre stredy, 0,668 771403 pre n = 10 pre pravé hranice,
0,680803 382 pre n = 20 pre pravé hranice intervalov. 1.2.4. a) lavy, b) pravy, c¢) rovnaké, d) lavy,
e) pravy, f) pravy, g) Tavy, h) lavy, i) Tavy. 1.2.5. a) In2, b) 1/2, ¢) «/4, d) 1/(a + 1), €) 2/7,
f) 2(v/8 —1)/3. 1.2.6. a) Inz, z > 0, b) —cosz/z, x > 0, ¢) sinz/x, x > 0. 1.2.7. a) —6, sustiticiu
mozno pouzit, spravny vysledok —6, b) 0, v bode 7/2 mé funkcia ¢ = tg(z) singularitu vplyvom funkcie
a vyjdu rovnaké hranice integrovania, spravny vysledok 7/v/2, ¢) arctg2, v bode 0 ma funkcia t = 1/x
singularitu vplyvom funkcie, spravny vysledok arctg(1/2). 1.2.8. a) 10; b) 5/2; ¢) 0; d) 1 — 2/e;
e) 7/4; f) In3/2 — In2/2; g) 1/6; h) arctg3 — arctg?2; i) V15 — v/3; j) 1 — /3/2; k) V2 —1; 1) 0;
m) 6 —2arctg3; n) 4In2+3; 0) V27w/2+8; p) In2/7 4+ 7—1n9; q) 2m; 1) m; 8) 7/2+1; t) 7/34+3/2;
u) 4/In3+43/1n4+10/1n6; v) 0; w) —10; x) (n?2—n)/2.1.2.9. a) 1,b) 2/e,c) 2—2/e,d) e /4+1/4,
e)3/2,f) 1/2,g) 2—7/4,h) 2—7/4,1) 1,j) 2,k) 0,1) =2, m) 1,n) 0,0) 0, p) 0,q) 1, r) 27/3—/3/2,s) =,
t) m,u) T, v) 7, w) 0,x) 0. 1.2.10. a) 0,b) 0 pre m # n, w prem =mn, c) 0 pre m # n, w prem = n, d) 0,
e)Oprem #n,mprem =n,f) Oprem #n, m prem =n.1.2.11. a) I, = (n—1)I,,_2/n,n=2,3,4,...,
Io =7, Iy =2, t. j. I, = 7n!/2%/(n/2)!/(n/2)! pre n parne, I, = 2-2""1[(n — 1)/2]![(n — 1)/2]!/n! pre
n neparne, resp. Io, = w(2k)!/22F/k/K!, Iopyq = 2 - 22FEE/(2k + 1), k€N, Jp = (n — 1)Jn_2/n,
n=23,4,...,Io =27, I =0, t.j. I, =0 pre n neparne, I, = 2mn!/2"/(n/2)!/(n/2)! pre n parne,
resp. Io, = 2m(2k)!/22F/K\/K), Top11 = 0, k€N, b) I, = (n — V)Ip_2/n, n = 2,3,4,..., Iy = 7,
I =0, t. j. I, = 0 pre n neparne, I, = 7n!/2"/(n/2)!/(n/2)! pre n péarne, resp. Iop = w(2k)!/22F /Kl /K,
Iog41 =0, k€N, I, = (n—1)Ih—2/n, n =2,3,4,..., Ip = 2w, [ = 0, t. j. I, = 0 pre n nepérne,
I, = 2mn!/2"/(n/2)!/(n/2)! pre n parne, resp. Iop = 2m(2k)!/22F/k!/k!, Ispyq = 0, kK € N. 1.2.12.
a) 1/6, b) 1/2+ 1/In2, ¢) 2/7, d) 0, e) 1/2, f) 0. 1.2.13. a) 3, b) 3, ¢c) #, d) %, e) oo, f) —1/4,
g) In4 — 3/4, h) In4 — 1, i) oo, j) —=, k) ©/2, 1) 37/8, m) 1/2, n) 0, o) n/4, p) /27 —In2/3,
qQ) 7 r) oo, 8) B t) co. 1.2.15. I, = nl,—1 pren € N, Ip = 1, t. j. I, = n! pre n € N U {0}.
1.2.16. a) oo, b) —m, ¢) 0, d) oo, e) 7, f) —o0, g) 0, h) 3. 1.2.17. a) oo, b) 7//8, ¢) 7, d) 7,
e) 3,f) 3, g) 3,h) 3,i) 3,j) oo, k) 3,1) 3, m) 0, n) 3, 0) —o0, p) 3. 1.2.18. a) —, b) — o0,
c) — 00, d) —, €) —, f) —, g) — o0, h) — co. 1.2.19. a) 7r2, b) wab. 1.2.20. av/2. 1.2.21.
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a) 1/6, b) 41n (3 —v/5) —4In (3 +v5) + 65, ¢) 1/3, d) 1/2, e) 72, f) 32v/6/3, g) V893/6, h) 343/6,
i) (V893 —605)/12, resp. (V893 +605)/12, j) 34/3, resp. 275/6. 1.2.22. a) 3—e¢, b) 14/ e —5, resp. 2¢ —5,
c) 3e—8.1.2.23. a) |1/(m+1)—1/(n+1)|,b) Im/(m+1) —n/(n+1)|, ¢) |/m/(m+1)—1/(n+ 1),
d) m/(m+1)—1/(n+1)], e) |n/(n+1)=1/(m+1)|, f) [n/(n+1)—1/(m+1)|. 1.2.24. a) 1/12,
b) 43/12. 1.2.25. 6, 2, 48. 1.2.26. 9arcsin (v14/6 — 1/3) + (V28 — V8)V V56 +9 — V14 — 1/2 ~
8,408981979. 1.2.27. 4m — 31/7/2 — 4arcsin (3v/7/8) + 9arcsin\/7/4 = 9,320477896. 1.2.28. 7 pre
n =1, 37/8 pre n = 3, 157/128 pre n = 5, 35m/1024 pre n = 7, 3157/32768 pre n = 9. 1.2.29. 1/2
pre n = 2, 1/6 pre n = 4, 1/20 pre n = 6, 1/70 pre n = 8. 1.2.30. 37. 1.2.31. a) 8/15, c) n>/60.
1.2.32. a) 373, b) 97/4, ) 197/2, d) 197/2 + 12. 1.2.33. a) 277/8, b) 97/48, ¢) 197/28, d) 277 /168,
e) 277/88, f) 37/28. 1.2.34. a. 1.2.35. a) 47r3/3, b) 4mwabc/3, ¢) 7r?h/3, d) ©(R? + Rr + r?)v/3.
1.2.36. a) 2w, resp. v/5127/5, b) 37/10, resp. 37/10, c) 2m/15, resp. 7/6, d) 57\/8/3, resp. /4,
e) 4w /5, resp. /6, f) 167/35, resp. 167/35, g) 10mIn? 10 — 2071010 + 207, resp. 1007 In10 — 50,
h) 7n2/12, resp. 2m — 73/6, i) ©2/6, resp. 4m — 73/3. 1.2.37. V, = 27/(2 —p) pre p < 2, Vp = 0
pre p > 2. 1.2.38. V, = n/(2p — 1) pre p > 1/2, V, = oo pre p < 1/2. 1.2.39. a) 7/12, resp.
87 /35, b) 572, resp. 673, ¢) 67° + 272, resp. 167> + 874 /3 — 4873 — 72, d) 12n% — 4172 /2, resp. 6477 —
47675 + 143773, 1.2.40. a) 320a37/3, b) 167%/3 — 3272, ¢) 87/3. 1.2.41. a) 27r, b) 7r + 2r. 1.2.42.
a) In (v/5 +2)/4+2v/5/4, b) In (V401 + 20/4+5v/401, ¢) In (v4a2 + 1 + 2a)/4+av4a? +1/2,d) V5/2+
In(9+4v5)/8, €) 1 — 2+ /(1+e2) +In(1++v2) — In(1++1+e2), f) v/2197/27 — 8/27. 1.2.43.
a) In(2++5)/4 ++/5/2, b) In (24 V5) + 25, ¢) 8(10/10 — 1)/27 d) (2222 — 8)/27, e) =, f) .
1.2.44. 6a.1.2.45. a) aln (27 4+ V472 +1)/2+mav47r2 +1,b) aln (8 + v65) —aln (2 + v5) +av5/2 —
av/65/8, ¢) v2a(e*™ —1), d) 8a. 1.2.46. a) 472, b) 372, c) wr2 +mrvr2 + 02, d) 7R% +7r? + n(R+
V(R —7)2 +v2. 1.2.47. a) In(2++/5)/4 +V5/2, b) 10/10/27 — 7/27, ¢) 2rln (1 + V/2) + 2V/27.
1.2.48. a) (3737 — 1)w/216, b) V8r(e™ —2)/5, ¢) 8n(v/2 — 1)/3, d) v/8n(2e™ +1)/5. 1.2.49. 67/5.
1.2.50. a) w, b) 47(8 — /2)/5, c) 72/2, d) 24V/27/5, ) w(7 4+ 2)/V/2, f) V2r.
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