Kapitola 1

Integral realnej funkcie






Kapitola 2

Funkcie n realnych premennych

2.1 Realne a vektorové funkcie

S pojmom vektor sme sa stretli uz na zakladnej skole, ked sme v rovine alebo v pries-
tore spajali dva body. Vo v8eobecnosti vektormi mozu byt rozne objekty (usporiadané
n-tice, matice, funkcie alebo aj realne ¢isla). Spolu so svojimi vlastnostami tvoria vekto-
rovy priestor [11, 20, 34]. Vektorovy priestor sa tiez niekedy nazyva linearny priestor,
jeho prvky sa nazyvaju vektory. Prvky pola, t. j. komutativneho telesa, nad ktorym je
definovany, sa nazyvaju skalare. Vo vSeobecnosti mozeme vektorovy priestor definovat
nad Tubovolnym polom. My sa obmedzime na pole (R, +,-), t. j. mnoZzinu vSetkych real-
nych ¢isel R s operaciami séitania + a nasobenia -. Vektory, ktorymi sa budeme zaoberat,
budua usporiadané n-tice redlnych é&isel, t. j. prvky Euklidoveho priestoru R™, kde ne N.

Najprv si zopakujeme zékladné vlastnosti. Uvazujme neprazdnu mnozinu V' prvkov
(vektorov), na ktorej je definovana binarna opericia s¢itanie’ @: V x V. — V taka, Ze
dvojica (V,®) tvori komutativnu grupu. To znamené:

e Pre vietky a, 8,7€V plati a @ (8 @ v) = (a® ) & v (asociativny zakon).

e Existuje 0€V (neutralny prvok) taky, ze pre vSetky a€V plati a @0 =0d o = a.
e Ku kazdému a €V existuje jediné § (symetriza¢ny prvok) tak, ze a®f = S a = 0.
Symetrizacny prvok sa tieZ nazyva inverzny, resp. opatny a oznacuje sa [ = Sa.

e Pre vietky a, €V plati a @ f = 8 @ o (komutativny zdkon).

Nech vonkajsia operacia? ®: R x V — V je taka, ze pre vietky c¢,d€ R, o, €V plati:
ecO(doa)=(c-d)oa. ecO(ad®f)=(coOa)®(c®pb).
e(ct+d)oa=(coOa)®(doa). elOa=a.

Potom (V,®,®), t. j. mnozinu V' s binarnou operaciou & a vonkajSou operaciou ©,

nazyvame vektorovym (linearnym) priestorom nad telesom R.

Funkecia (-, -): V XV — R sa nazyva skalarny suéin linearneho priestoru V' a linearny
priestor sa nazyva so skalarnym stc¢inom, ak:

e Pre vietky a, €V plati (o, 8) = (8, ) (symetrickost).
e Pre vietky a, B€V, c€ R plati (c® a, B) = ¢ («, 8) (homogénnost).

LAk s¢itame dva vektory, dostaneme opéft vektor.
2 Ak vynasobime &islo (skalar) a vektor, dostaneme vektor.
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e Pre vietky «, 8,7€V plati (o @ 8,7) = (a,7) + (8,7) (aditivnost).
e Pre vietky a # 0 plati (o, @) > 0 (kladna definitnost).

Funkcia ||-||: V' — R sa nazyva norma linearneho priestoru V' a linearny priestor sa
nazyva normovany, ak:

e Pre vietky a€V plati

al| > 0, pricom ||| = 0 plati prave vtedy, ak o = 0.
e Pre vietky a €V, ce R plati ||[c © af = || |||
e Pre vietky «, 3€V plati trojuholnikova nerovnost ||a @ 8| < ||| + ||3]]-

Funkcia p: V x V — R sa nazyva metrika linedrneho priestoru V' a lineadrny priestor
sa nazyva metricky, ak:

e Pre vietky a, €V plati o(c, 8) > 0, pricom o(«, 3) = 0 plati iba pre a = .
e Pre vietky a, B€V plati o(a, 8) = 0(8, ) (symetrickost).
e Pre vietky a, 8,7€V plati trojuholnikova nerovnost o(a, 8) < o(a, ) + o(v, B).

Ak (+,+): V x V — R je skalarnym st¢inom linearneho priestoru V', potom funkcia
Il V. — R definovana vztahom ||«|| = /(a,a) je normou tohto linearneho priestoru.
Hovorime, Ze skalarny stcin indukuje normu priestoru.

Funkcia ¢o: V- x V. — R definovana vztahom p(o,8) = ||a © S| je metrikou tohto
linedrneho priestoru. Hovorime, Zze norma indukuje metriku priestoru.

V danom linedrnom priestore V' moZe byt definovanych viacero skalarnych sactov,
noriem, ¢ metrik (vid poznamka 2.1.2). Ak hovorime o metrickom priestore, normovanom
priestore, resp. o priestore so skalarnym si¢inom, musime uvazovat priestor V' s konkrétnou
metrikou, normou, resp. skalarnym sicinom.

Pomocou skalarneho su¢inu mézeme vybudovat v priestore R™, n€ N geometriu s po-
uzitim vzdialenosti a uhlov, ako sme zvyknuti v rovine, resp. v priestore. Skalarny sacin
dvoch vektorov reprezentuje uhol (jeho kosinus), t. j. odchylku prvkov (vektorov). Metrika
vyjadruje vzdialenost prvkov a norma vyjadruje velkost (dlzku) prvku.

2.1.1 Euklidov priestor R"

Mnozina R = RX R X --- x R={x = (z1;22;...;2y),21,22,..., 2, € R}, n€ N sa
sklada z usporiadanych n-tic redlnych ¢&isel. Pre vSetky skalare c€ R a pre vSetky vektory
T, YER", = (x1;22;...;Zn), Y = (Y1;Y2; - - . ; Yn) st definované (bindrna) operacia sucet

x + y usporiadanych n-tic (vektorov) a (vonkajsia) operédcia ¢ - x sadin redlneho &isla
(skalara) a usporiadanej n-tice (vektora) po zlozkach predpismi

T+y = (215225 5%0) + (Y15Y25 - 5Yn) = (T2 + Y1572 + Y255 Tn + Yn),
cx=c-x = ¢ (x1;T;...;2,) = (cx1;CT0;. .. CTy).

Pre lubovolné n € N je priestor (R"™,+,-) linedrny (vektorovy) s neutralnym (nulo-
vym) prvkom 0,, = (0;0;...;0). Pre svoje metrické vlastnosti sa nazyva Euklidov, resp.
euklidovsky (n-rozmerny) priestor. Namiesto (R", +,-) budeme stru¢ne pisat R™.

Jeho kanonickn (zdkladn, prirodzent) bazu tvoria vektory

e1=(1;0;...;0), e2 =(0;1;...;0), ..., €, =(0;0;...;1),

t. j. vektory €; = (0;...;0;1;0;...;0), 4 =1,2,...,n (na i-tom mieste je jednotka).
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Pre n = 1 dostaneme tiez linedrny priestor. Je nim mnozina vSetkych realnych ¢isel R.
Vektor & = (x) € R budeme zapisovat stru¢ne bez zatvoriek, t. j. z.

Nech z,y € R", n€ N, ¢ = (z1;22;...;Zn), ¥ = (Y1;Y2;...;Yn). Skalarny suaéin
prvkov (vektorov) x, y definujeme vztahom (y” je transponovany vektor k )

n
(,y) =2y’ =21y +Toyo + -+ Ty = O TV
=1

Velkost (dizku) prvku (vektora)  definujeme pomocou normy indukovanej tymto
skalarnym sucinom, ktora nazyvame euklidovska norma, vztahom

2], = V(@ @) = Vea = /at + a5+ +af =/ L af.
i=1

Vzdialenost prvkov (vektorov) x, y definujeme pomocou metriky indukovanej euk-
lidovskou normou, ktort nazyvame euklidovska metrika, vztahom

0@ y) = llz—yll, = /@ w2 T @ P+ @ g =) 2 (- )

i=1
KedZze plati ||z||,, = ||z — 0,]],,, potom velkost (dl7ka) vektora v priestore R™ znamena
sucasne vzdialenost vektorov x a 0,,.

Poznamka 2.1.1.

Euklidovskd metrika a norma reprezentuji vzdialenost a velkost, ako ju pozndme z analy-
tickej geometrie v priestoroch R, R?, R® a zovieobectiujii pre R™, n€ N.

Pren=1, t. j. pre ¢isla x = x, y =y na priamke R plati

lzll, = Va2 = [z, oz, y) = [z -y, = [z —y|.
Pren =2, t. j. pre vektory = (x1;22), y = (y1;y2) v rovine R? plati
lzlly = Vat + 23, o(@,y) = [l —yll, = V(21 —y1)? + (x2 — 42)2.
Pren =3, t. j. pre vektory © = (x1;72;23), ¥ = (y1;y2;y3) v priestore R® plati
lzlly = Vot +23 + 23, o(@,y) = llz —ylly = /(21 — y1)? + (22 — y2)? + (25 — y3)*.

Skaldarny sucin (x,y) = |||, - ||y, - cos ¢ vyjadruje uhol p, ktory zvieraji x ay. Specidlne

_ T1Y1+T2y2 _ _ T1Y1+Tay2+x3Ys3 _
cosp=——L 22 pren =2, cosp = ‘ , pren = 3.
Vaitady/ui+e3 Vattadtedy/ui+ui+u3

Poznamka 2.1.2.
Euklidovskd norma v priestore R, n€ N je Specidlnym pripadom p-normy pre p = 2.
Uvedend p-norma, p > 1 je pre € = (x1;22;...;2,) € R™ definovand predpisom

e, = v/lza ] + a2l + -+ o]

V priestore R" sa este pouZivaji maximovd (kubickd) norma |-||,, a suctovd (okta-
edrickd) norma ||-||, (vsetky uvedené normy si ekvivalentné)

lzll,,, = max {|za], |zal, .. Jzal},  lll, = |2a] + w2l + - + |2a] .
V priestore R su vSetky wvedené normy |-||,,, |||l

oo s Il navzdjom ekvivalentné.
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Nasledujice definicie v n-rozmernom priestore R", n€ N su identické ako na mnozine
redlnych ¢isel R (mal: 2.2 Topologické a metrické vlastnosti realnych ¢isel).

Nech a = (aj;as2;...;a,) € R™, n€ N. Okolim (§-okolim) Os(a) bodu a s polome-
rom § > 0 nazyvame mnozinu (obr. 2.1.1)

Os(a) ={z€R", o(x,a) = || -y, <d}.
Ak z okolia vylu¢ime bod a, dostaneme prstencové okolie bodu a s polomerom § > 0
Ps(a) = Os(a) —{a} = {x€R",0 < o(x,a) = |z — yl|, <d}.

V pripade, Ze nie je velkost polomeru é > 0 podstatna, hovorime o okoli, resp. o prsten-
covom okoli bodu a a ozna¢ujeme struc¢ne O(a), resp. P(a).

Yy ————
/" \\\
’ O(a) N
O(a) ’ \
[ ——] ’ \
> 1 )
5 . § &/"
. | a, 11 1
a—90 a a+d 1 !
\ !
\ /
\ /o
N Qg P
< -
~e - -

(b
Obr. 2.1.1: J-okolie Os(a) bodu a = a€ R,
bodu a = (a,;a,) € R? a bodu a = (a,;a,;a.) € R?

Uvazujme mnozinu A C R" a bod a€ R", kde ne N.

a € A sa nazyva vnutorny bod mnoziny A, ak existuje okolie O(a) C A. Mnozinu
vSetkych vnatornych bodov A nazyvame vnitro mnoziny A a oznacujeme int A.

a € R" sa nazyva vonkaj$i bod mnoziny A, ak je vnutornym bodom jej doplnku
A’ = R™ — A. Mnozinu vietkych vonkajsich bodov A nazyvame vonkajsok mnoziny A
a oznacujeme ext A.

a € R" sa nazyva hraniény bod mnoziny A, ak nie je ani vnitornym a ani vonkaj$im
bodom mnoziny A. To znamena, Ze v kazdom jeho okoli leZi aspon jeden bod patriaci do A
a aspon jeden bod patriaci do R™ — A. Mnozinu v8etkych hrani¢nych bodov A nazyvame
hranica mnoziny A a oznacujeme JA.

a € R" sa nazyva hromadny bod mnoziny A, ak v kazdom jeho okoli O(a) lezi aspon
jeden bod z mnoziny A rozny od a, t. j. (O(a) — {a}) N A # 0. Zjednotenie A s mnoZinou
vietkych jej hromadnych bodov nazyvame uzaver mnoziny A a oznacujeme A.

ac< A, ktory nie je hromadnym bodom A sa nazyva izolovany bod mnoziny A.

Poznamka 2.1.3.
Ak A C R™, n€ N, potom si mnoZiny int A, 0A a ext A po dvoch disjunktné a ich zjed-
notenie tvori cely priestor R™, t. j. int AUJAUext A = R".
Pre doplnok A’ = R™ — A plati 0A = 0A’, int A =ext A’, ext A =int A’.
Mnozina A C R™, kde n€ N, sa nazyva:
e uzavreta, ak A = A (obsahuje vietky svoje hromadné body).
e otvorena, ak A = int A (kazdy jej bod je vnutorny).
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Obr. 2.1.2: Priklady nestvislych mnozin A, B,C
a stuvislych mnozin D, E v R?

e ohranicena, ak existuje o > 0 tak, ze |||

n < a pre vietky x € A.

e nestivisla (obr. 2.1.2), ak existujt otvorené mnoziny A;, Ay C R™, A1NAs = 0 také,
Jeplati A C AjUAg, ANAL #0, AN Ay # 0.

e stivisla, ak nie je nestuvisla mnozina.

e oblast, ak je otvorena a stvisl4 mnoZina.
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Obr. 2.1.3: Priklady intervalov
v priestore R?

Okrem okoli, dolezitymi mnoZinami pre analyzu viacpremennych funkcii su intervaly.
Intervalom (n-rozmernym intervalom) I v priestore R™, n € N nazjvame mnozinu

I=L xIhx - xI,={x=(z1;20;...;2,)ER", x; €L, pre i =1,2,... ,n},

kde I;, i = 1,2,...,n st jednorozmerné reélne intervaly,® a1, b1, as,ba, ..., an, b, € R* st
také, ze a1 < by, az < by, ..., a, < b,. Priklady intervalov v R? st na obr. 2.1.3.
I je otvoreny interval, ak st vSetky Ciastkové intervaly I;, i = 1,2,...,n otvorené.
I je uzavrety interval, ak su v8etky Ciastkové intervaly I;, i = 1,2,...,n uzavreté.
I sa nazyva nedegenerovany interval, ak pre vietky i = 1,2,...,n plati a; < b;. Ak
pre aspoi jedno i€ {1,2,...,n} plati a; = b;, potom sa I nazyva degenerovany.
I sa nazyva ohraniceny interval, ak su vSetky intervaly I;, i = 1,2, ..., n ohranicené.

Ak je asponi jeden z I; neohrani¢eny, potom sa I nazyva neohraniceny.

Priklad 2.1.1.

Z geometrického hladiska je zaujimavym objektom n-rozmerna kocka (hyperkocka) s roz-
merom n = 1,2,3,.... V tomto ponimani moZeme tusecku povazovat za jednorozmerni
kocku, Stvorec za dvojrozmerni kocku a bod za kocku s rozmerom nula.

Vo vSeobecnosti méa n-rozmerné kocka 2" vrcholov w = (uq; ug;. .. ; uy ), pricom u; € {0,a}
prei=1,2,...,n aa > 0 je dlzka jej hrany. Hyperkocka mé 2n stien a kazdu stenu tvori

3L = (aisbi), I = (ai; bi), Ii = (ai; bi), resp. I; = (a;; b;).
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! Obr. 2.1.4: Hyperkocky s hranoua=1pren=1,2,3
i a ich rozklad na jednotlivé steny (priklad 2.1.1)

(n—1)-rozmerna kocka, t. j. kocka rozmeru o jednotku nizsicho (obr. 2.1.4). Tieto steny
tvoria n protilahlych parov, ktoré sa lisia iba v jednej, a to i-stradnici (i = 1,2,...,n).
Body prvej steny z paru maju tuto sturadnicu u; = 0 a body protilahlej steny maju tuto
stiradnicu u; = a. To znamena, Ze tieto steny st od seba vzdialené o hodnotu a.
Najvzdialenejsie vrcholy sa protilahlé vrcholy, ktoré maja saradnice w = (ug;ug;. .. ;uy,)
av = (v5;v9;...;0,) = (@ —ur;a — uz;...;a — up), kde uy,us, ..., u, €{0,a}. Spojnice
vrcholov u a v tvoria najdlhsie uhlopriecky v kocke a plati u; = a, v; = 0, resp. u; = 0,
v; = a a tiez u; + v; = a, u; — v; = |a|. Takychto uhlopriecok?® je 2"~ ! a ich dizka je

lu—2vl, =+ —v1)2+ -+ (up — )2 = Va2 + - +a% = Vna? = y/na.

Na obrazkoch 2.1.4 a 2.1.5 st znazornené n-rozmerné kocky pre n = 1, 2, 3, 4. Kvoli nazor-
nosti polozime a = 1 a stradnice vrcholov budeme pisat bez zatvoriek a bez oddelovacich
znakov. Symbol u postupne nahradzame hodnotami 0 a 1.

e V priestore R* = R (priamka) tvori jednorozmernt kocku tisecka s vrcholmi 0 a 1, ktoré
st zaroven aj stenami. Uhlopriecky neexistuju.

e V priestore R? (rovina) tvori dvojrozmernii kocku &tvorec s vrcholmi 00, 10, 01 a 11.
Kocka ma $tyri steny (asecky) Ou-1u, u0-ul a dve uhlopriecky 00-11, 10-01.

e V priestore R? m4 kocka osem vrcholov 000, 100, 110, 010, 001, 101, 111 a 011, Sest stien
(8tvorce) 00u-10u-110-01u, 0u0-100-101-0u1, L00-u10-u11-u01 a Styri telesové uhlopriecky
000-111, 001-110, 010-101, 100-011.

e V priestore R* m4 teserakt (Stvorrozmern4 kocka) estnést vrcholov 0000, 1000, ..., 1111,
osem stien (trojrozmerné kocky) 000u-100u---011u, 00u0-10u0---01u1, 0u00-1u00---0ull,
0000-u100---u011 a taktiez osem telesovych uhlopriec¢ok 0000-1111, 1000-0111, 0100-1011,
0010-1101, 0001-1110, 1100-0011, 1010-0101, 1001-0110. m

4Kazda zlozka u;, i = 1,2,...,n vrcholu u moze nadobudat iba dve hodnoty 0 alebo a. Vrcholov u
a taktiez dvojic uwv je potom 2". KedZe uhlopriecky uv a vu su identické, ich pocet je poloviény 27~ 1.
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1001
=) B
B Obr. 2.1.5: 4-rozmerna hyperkocka

(teserakt)

2.1.2 Funkcie v priestore R"

V tejto Casti sa budeme venovat funkcidm, kde defini¢ny obor a aj obor hodnot st
viacrozmerné Euklidove priestory. Pojem funkcia, t. j. zobrazenie dvoch mnozin,® rozsiruje
pojem relacie a jeho definicia je identickd pre Iubovolné mnoziny (vid napr. [6, 49]).

Zobrazenie (funkciu) z mnoziny A # () (definiény obor, mnoZina vzorov) do mno-
ziny B # ) (obor hodndt, mnoZina obrazov, mnoZina funkénych hodno6t) nazyvame kazda
relaciu f C A x B taka, Ze pre kazdé x € A existuje najviac jedno y € B také, ze (z;y) € f
a oznacujeme f: A — B, resp. y = f(x).

Ak defini¢ny obor A C R™, n€ N a obor hodnét B C R™, me N, potom f: A — B
nazyvame n-rozmerna funkcia, resp. funkcia n premennych, oznacenie y = f(x).

Vzor x € A predstavuje vektor © = (x1;z2;...;2,) s n prvkami a obraz y € B predsta-
vuje vektor y = (y1;Y2;. - - ;¥Ym) S m prvkami. To znamen4, Z%e predpis y = f(x) reprezen-
tuje rovnost dvoch m-rozmernych vektorov

Y= (Y1592 -5ym) a f(x) = (fi(@); f2(); .. -5 fn()),

t. j. pre vietky j = 1,2,...,m musi platit y; = f;(x) = f;(z1;22;...;2,). Funkciu f
moZeme zapisat ako rovnost stlpcovych vektorov

Y fi(z) filzisza;.. i)
yT = y2 _ f2($) _ fo(@ismo;. .5 20) = f(z)T.
Ym fm(w) fm(x1§x2§~-~§mn)

Pre m = 1 sa f nazyva realna funkcia n premennych, resp. n-rozmerna realna
funkcia a obrazom je jednorozmerny vektor y = (y) = y € R. Funkciu zapisujeme

y=f(x) = (fr(@); fo(); . ..; fin()).

Speciélne pre m = n = 1 sa funkcia f nazyva realna funkcia (jednej) realnej
premennej a venovali sme sa jej v predchadzajicej ¢asti Matematicka analyza 1.

5Pojmy funkcia a zobrazenie znamenaji to isté, iba pre ¢iselné mnoziny sa preferuje nazov funkcia.
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Pre m > 1 sa f nazyva (m-zlozkova) vektorova funkcia n premennych, resp.
m~zlozkova n-rozmerna vektorova funkcia.

Pre funkcie f,g: R® — R™, n,m€ N a realne ¢isla c€ R definujeme stcet dvoch funkcii
f £ g€ R™ asucin skalara a vektora cf € R™ po zlozkach nasledovne

(f £9)(x) = f(x) £ g(x) = (fi(x) £ g1(x); fa(x) £ ga(x); .. .; fm(®) £ gim(T)),
(cf)(x) = cf(=) = (cfi(®);cfa(@);. s chm()).

Priklad 2.1.2.
Reélne funkcie st napriklad®

y=fi(z)= fi(z1;20;03) =21 +22: B3 = R, y= fo(x;y) =2y: R = R,
y=f3(x) = fa(w;22) =23 + 23 -2: R2 > R, y= fa(z;y) =2: R> - R.

Vektorové funkcie st napriklad

Yy = (Yy1;592) = fs(®) = fs(x1;220) = (21 + w2521 — 22): R* — R?,
y = (y1:92:93) = fo(z) = (z;2%2°): R— R*. m

Body = = (x;%y) Euklidovej roviny R? najcastejsie vyjadrujeme v kartezianskom sys-
téme suradnic (obr. 2.1.6 vlavo), kde st stradnice totozné so zlozkami, t. j. = (z;y).

V polarnom siradnicovom systéme ma bod & = (z;y) stradnice © = (p; ¢), kde p > 0
vyjadruje jeho vzdialenost od pociatku (pélu) 0 a ¢ € R je orientovany uhol, ktory zviera
polarna poloos s polpriamkou 0z spéajajucou pociatok s bodom @ (obr. 2.1.6 v strede).

Stradnice bodu v polarnych stiradniciach (na rozdiel od kartezianskych stradnic) nie
st ur¢ené jednoznacne. Ak ma bod @ polarne saradnice © = (p; ), potom maé tiez polarne
stradnice ¢ = (¢ + 2km; p) pre kazdé k€ Z.

Niekedy sa pozaduje, aby orientovany uhol ¢ patril do nejakého konkrétneho intervalu
s dlzkou 27, napr. ¢ € (0;27) alebo ¢ € (—m;7) pre vyhodu symetrie okolo polarnej osi.
V tychto pripadoch maji vietky body Euklidovej roviny R? okrem poéiatku 0 jednoznacne
uréené polarne sdradnice.

Priklad 2.1.3.

Ak (p; ) st polarne stradnice bodu = € R?, potom & = (x;y) = (pcos ¢; psinp) st jeho
kartezianske suradnice. TakZe prevod sturadnic z polarneho do kartezianskeho systému
urcuje vektorova funkcia

(z3y) = U(p; ) = (pcosp; psing): (0;00) x R — R2.

Ak (x;7) st kartezidnske stradnice bodu x € R?, potom s prevodom do polarnych siradnic
je to trochu zlozZitejsie. Funkcia ¥ nie je prosta a neexistuje k nej inverzna funkcia.

Pre vektorovt funkciu (p;¢) = ®(z;y): R? — {0} — (0;00) x (0;27) pre prevod z karte-
zianskych do polarnych stradnic plati

sinp = %, p= /1% + 92

6V rovine R2, resp. v priestore R® obvykle oznatujeme premenné a stradnicové osi z,y, resp. z,y, z.
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Z tvah vylacime bod 0 = (0;0), pretoze nevieme jednoznacéne uréit jeho polarne suradnice.
Dalej budeme pozadovat ¢ € (0; 27). Funkciu ® vyjadrime v kazdom kvadrante roviny R?

zvlast. Ak oznaéime uhol 7 = arcsin %, potom 7€ (—5; %) a plati (obr. 2.1.6 vpravo):
I:2>0,y>0, 0=, (p; ) = (z;y) = (/a2 + y?; arcsin wi_yg),

II: <0,y >0, p=m—7, (p;¢)=P(x;y) = (\/m;ﬂ' — arcsin w;’+y2),
L2 <0,y <0, p=mt7  (p¢)=(w;y) = (Va2 +y% 7 + arcsin —L—),
IV:iz>0,y<0,o=21r—7, (p¢)=P(z;y) = (Va2 + y? 27 — arcsin x,y+y2).

Ak budeme pozadovat ¢ € (—m;7), potom pre ¢ plati:
II: ¢ = & — arcsin \/a:gTy?’ I: o = arcsin \/9%1,2’
III: ¢ = —7 + arcsin a:ngyz’ IV: ¢ = — arcsin w?ﬂﬂ.
! B Dm0 (/J” hi&f?;i) S JT (i) Y tsmn) = (i) s

(

p2im —T2)
T2

5
I
=)

x3 = (237y3) (p3;m+ 73 @y =(psips)

Ya

. . N
(24591) = @4 (z1591) (pa; 2m — 74) (a5 p1) = @4
11 v 11 v

&)
Obr. 2.1.6: Kartezidnsky a polarny

Nech f: A — R, kde A# 0, AC R", ne N je reilna funkcia. MnoZzinu
{(@; f(@),xe A} = {(my), @ = (21;22;...;20) €Ay = f(x)} C R
nazyvame graf funkcie f, resp. nadplocha funkcie f v R"*!. Mnozinu
H.={xeA, f(x)=c}, kdeceR

nazyvame hladina funkcie f prisltichajiica &islu c. V Euklidovej rovine R? sa hladina
nazyva vrstevnica prislichajuca ¢slu c¢. Vrstevnice na geografickych mapéch oznacuji
miesta s rovnakou nadmorskou vyskou.

Priklad 2.1.4.

Uvazujme funkciu f: R? — R dant predpisom z = 21/4 — 22 — y2 (obr. 2.1.7).

Defini¢ny obor D(f) = {(z;y) € R%,4 — 22 — y?> > 0} = {(x;y) € R%, 2% + y* < 4} je kruh
so stredom v bode (0;0) a polomerom 2. Obor hodnot H(f) = (0;4).
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Obr. 2.1.7: Graf a vrstevnice funkcie

z=2y/4—22 —y2: R? - R (priklad 2.1.4)

Grafom funkcie f je (povrch polovice rota¢ného elipsoidu pre z > 0) mnoZina

{(:L';y;z), 224+ y? <4, 2=2/4—22 fy2}.

Pre ¢ ¢ H(f) = (0;4) vrstevnice H. neexistuji, t. j. plati H. = (). Pre c€(0;4) plati

2

=TT e G md-D o e Py = 1S

Potom H, = {(x;y; c),x? +y? = %}, c € (0;4) je kruznica rovnobeznéa s rovinou xy
s polomerom 7”[62_02 a stredom (0;0; ¢). Specialne Hy = {(0;0;4)} je bod. m

Nech y = f(z): R* = R™, y = g(x): R™ — R!, n,m,l€ N st také, ze H(f) C D(g).
Funkcia y = F(x): R" — R! definovana pre vietky & € D(f) vztahom F(z) = g[f(x)] sa
nazyva zloZzena funkcia f a g. Funkcia f sa nazyva vnutorna (zlozka) a funkcia g sa
nazyva vonkajsia (zlozka).

Priklad 2.1.5.
Pre funkcie f(x) = f(x1;72) = 21 + 222: R? — R, g(z) = (2%;2%): R — R? plati

9(f): R* = R?, g[f(@)] = g(@1 + 2z2) = ((21 + 222)?%; (21 + 222)%).
flo:R—=R,  flg(x)] = f(a*2°) = 2® + 22°. m

Priklad 2.1.6.
Uvazujme funkciu f(x;y): R? — R™, m€ N s dvomi premennymi x, y v kartezianskych
stradniciach. Prevod funkcie f do polarnych siradnic pomocou funkcie (priklad 2.1.3)

(z;y) = W(p;p) = (pcos p; psinp): (0;00) x R — R?

predstavuje zlozent funkciu F(p; ) = f[¥(p; )] = f(pcosp; psinp): R? — R™. m



////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// (C) 2012, Michail Vidiassov, John C. Bowman, Alexander Grahn
//
// asylabels.js
//
// version 20120912
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// 3D JavaScript to be used with media9.sty (option `add3Djscript') for
// Asymptote generated PRC files
//
// adds billboard behaviour to text labels in Asymptote PRC files so that
// they always face the camera under 3D rotation.
//
//
// This work may be distributed and/or modified under the
// conditions of the LaTeX Project Public License.
// 
// The latest version of this license is in
//   http://mirrors.ctan.org/macros/latex/base/lppl.txt
// 
// This work has the LPPL maintenance status `maintained'.
// 
// The Current Maintainer of this work is A. Grahn.
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////

var bbnodes=new Array(); // billboard meshes
var bbtrans=new Array(); // billboard transforms

function fulltransform(mesh) 
{ 
  var t=new Matrix4x4(mesh.transform); 
  if(mesh.parent.name != "") { 
    var parentTransform=fulltransform(mesh.parent); 
    t.multiplyInPlace(parentTransform); 
    return t; 
  } else
    return t; 
} 

// find all text labels in the scene and determine pivoting points
var nodes=scene.nodes;
var nodescount=nodes.count;
var third=1.0/3.0;
for(var i=0; i < nodescount; i++) {
  var node=nodes.getByIndex(i); 
  var name=node.name;
  var end=name.lastIndexOf(".")-1;
  if(end > 0) {
    if(name.charAt(end) == "\001") {
      var start=name.lastIndexOf("-")+1;
      if(end > start) {
        node.name=name.substr(0,start-1);
        var nodeMatrix=fulltransform(node.parent);
        var c=nodeMatrix.translation; // position
        var d=Math.pow(Math.abs(nodeMatrix.determinant),third); // scale
        bbnodes.push(node);
        bbtrans.push(Matrix4x4().scale(d,d,d).translate(c).multiply(nodeMatrix.inverse));
      }
    }
  }
}

var camera=scene.cameras.getByIndex(0); 
var zero=new Vector3(0,0,0);
var bbcount=bbnodes.length;

// event handler to maintain camera-facing text labels
billboardHandler=new RenderEventHandler();
billboardHandler.onEvent=function(event)
{
  var T=new Matrix4x4();
  T.setView(zero,camera.position.subtract(camera.targetPosition),
            camera.up.subtract(camera.position));

  for(var j=0; j < bbcount; j++)
    bbnodes[j].transform.set(T.multiply(bbtrans[j]));
  runtime.refresh(); 
}
runtime.addEventHandler(billboardHandler);

runtime.refresh();



////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// (C) 2012, Alexander Grahn
//
// 3Dspintool.js
//
// version 20120301
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// 3D JavaScript to be used with media9.sty (option `add3Djscript')
//
// enables the Spin tool (also accessible via 3D toolbar or context menu)
// upon activation of the 3D scene; the scene then rotates around the upright
// axis while dragging with the mouse
//
// This work may be distributed and/or modified under the
// conditions of the LaTeX Project Public License.
// 
// The latest version of this license is in
//   http://mirrors.ctan.org/macros/latex/base/lppl.txt
// 
// This work has the LPPL maintenance status `maintained'.
// 
// The Current Maintainer of this work is A. Grahn.
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////

runtime.setCurrentTool(runtime.TOOL_NAME_SPIN);
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Funkcia f: A — R™, kde A # ), A C R*, n,m € N, sa nazyva linearna,” ak pre
vBetky u = (ug;uz;...;un), © = (V1;02;...;0,), u,VER"™, c€R plati
flu+v)=flu)+ f(v), flcu)=-cf(v). (2.1)
Poznamka 2.1.4.
Linedrna funkcia f:y = kx+q, t€ R, kde k,q€ R, nie je v zmysle predchddzajicej definicie
pre q # 0 linedrna (aj ked sa tak nazgva). Linedrna je iba pre ¢ =0, t. j. f:y = k.
Neplati ani jedna z podmienok (2.1). Pre u,v€ R, cER, ¢ # 1 totiZ plati:
flu+v) =k(u+v)+q = ku+kv+g, fleu) = k(eu) + g = cku + q,
fu)+ f(v) = ku+ q+ kv +q = ku+ kv + 2q, cf(u) = c(ku+ q) = cku + cq.

Priklad 2.1.7.
Funkcia f(z) = f(z1;72;23) = (21 + 2521 — 79 — x3): R — R? je linedrna.
Pre vietky u = (u1;ug;u3), v = (vi;v2;v3) € R, c€ R plati
flut+v) = flur +viyus + v23uz + v3)
= ((Ul + 1) + (uz 4+ v2); (uy +v1) — (uz2 +v2) — (uz + 113))
= (u1 +ugsur —uz —uz) + (v +v2501 —va —v3) = f(u) + f(v),
flew) = f(euy;cug;cus) = (cuy + cug;cuy — cug — cug)

= (c(uy +uz);c(ur —ug — uz)) = c(ug + ug;uy — ug — ug) = cf ().
Priestor R? je linedrny a ma kanonickt bazu e; = (1;0;0), e2 = (0;1;0), e3 = (0;0;1).
Obrazy f(e1), f(e2), f(e3) vytvoria maticu typu 2 x 3, ktort oznacime F":

fle1) = f(1;0;0) = (1; 1), fler) L1
fle2) = f(0;1;0) = (1;-1), t.j. F=|f(e2) | =(1-1
fles) = £(0;0;1) = (0; -1), f(es) 0-1
Pre funkciu f potom plati
1 1
xF = (z1;09;23) | 1 —1 | = (21 4 20321 — T3 — 23) = f().
0-1

Vyhodnejsie je povazovat @, f(x) za stipcové vektory a oznacit D = F . Potom plati

T
1 1 0 T+
T _ _ 1 2 _ T
Dz = (1 -1 —1) 2= (xl — T —x3> = f@)"
T3
To znamena, ze sme linedrnu funkciu f vyjadrili pomocou matic D alebo F. m

Nech D = (d;j)mxn je matica realnych &isel d;; € R typu m x n, kde m,ne N. Potom
funkcia f: R™ — R™ dané predpisom

dyy dig -+ dig z1 diizi + digxo + -+ dipxn,
f@)T = Do = | Tt e |2 | i it
dml dm2 e dmn Tn dmlxl +dm2x2+" +dmnxn

Ak f: A — A, kde A C R™ je linearny priestor, potom sa f ¢asto nazyva linearna transformaécia.
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dir do1 -+ dma
t. . f@) = D" = (w;0;. . 5wn) | 22T
dln d2ndm’ﬂ

= (dizi +disza + - + dinn; .- 5 dm1Z1 + dm22o + - - + diny)

je linedrna (sta¢i jednoduché dosadenie, vid napr. [11, 35]).
Priklad 2.1.7 moéZeme zovSeobecnit na I'ubovolnt linedrnu funkciu f: R™ — R™, kde
m,n€ N. Ak predchadzajice ivahy zhrnieme, potom plati:

e Kazda redlna matica D typu m X n reprezentuje linearnu funkciu f: R™ — R™.

e Ku kazdej linearnej funkcii f: R™ — R™ existuje realna matica D typu m xn taka, ze
plati f(x) = D™, t.j. f(x)T = Dz”. Maticu D nazgvame matica linearnej funkcie f.

Funkcia f: R — R sa nazyva elementarna (mal: 3.1.2 Elementarne funkcie), ak ju
dokézeme vytvorit z funkcii y = konst., y =z, y =e*, y = Ilnz, y = sinz, y = arcsinz,
y = arctg x pomocou scitania, odcitania, ndsobenia, delenia a skladania funkcii.

Viacrozmerné realne elementarne funkcie f: R — R, n€ N dostaneme analo-

gicky pomocou uvedenych operécii a funkcii pre jednotlivé premenné x1, xs, ..., xy,.
Viacrozmerna vektorova funkcia f: R* — R™, m,n € N je elementarna, ak je
elementérnou funkciou kazda jej zlozka f;: R* — R, j =1,2,...,m.

Priklad 2.1.8.
Nasledujice funkcie su elementarne v R™:

=x+y—e""?4+1: R3 5 R,
=z + 2237, —23: R — R,

(sinxy,sinzy): R2 — R? fo(z,y, 2
=z+1:R® = R, Ja(x1, 0, 23
sinzy-sinze: RZ = R, fo(x1,70,73) =
(z,2%,2%): R — R3, fs(@1, @2, 23

(‘T17 T2
fs(z,y,2
(a:la )

fr(x

xl — 2xox3 — 2363 R® - R,

) =
2)
) =
)=

o e —

23— 219 —22%: R* > R.m

Jednoélenom v R"™ n€ N nazyvame funkciu f: R™ — R definovantu vztahom

fl@®) = flz;29;.. . 52,) = cm]flx;” cooghn
kde koeficient ¢ € R a exponenty ki, ka,...,k, € N U{0}. Sudet k = ky + k2 + -+ + kp,
nazyvame stupen jednoclena.

Ak séitame viacero jednoc¢lenov, dostaneme mnohoélen (polyném) v R", pricom
jeho stupeini je rovny najvéicsiemu zo stupiiov jednotlivych jednoclenov. V priklade 2.1.8
st polynémami funkcie f3, f4, fs a fs, pricom f3 mé stupen 1, polyném f, méa stupen 5
a polynémy fg a fs maju stupen 2.

Polyném f: R™ — R sa nazyva homogénny stupia k, resp. (Castejsi nazov) forma
k-teho stupna (stupia k), ak vSetky jeho jednoc¢leny maja rovnaky stupen k€ N U {0}.

Je zrejmé, Ze pre kazdu formu f: R™ — R kazdého stupna k€ N plati
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Specialne formu prvého stupiia f: R™ — R definovani vztahom

n
f@) =z +crs+ - +entn = Y x = (¢,x) = ca”,
i=1

kde® c1,¢co,...,cn €R, ¢ = (c1;¢0;...;¢,) € R, nazyvame linearna forma v R".
Formu druhého stupha (napr. funkcia fs v priklade 2.1.8) f: R™ — R definovani

_ 2 2
f(®) = criz] + craz1xa + - - + C1pZ1Ty + C21T21 + C2225 + -+ + ConTaty

C e G Ty Cp2nTo F o Can @ = Y D Gy,
i=1j=1
kde ¢;; € R pre i,j € {1,2,...,n}, nazyvame kvadraticka forma v R". Bez ujmy na
vBeobecnosti moézeme predpokladat, Ze pre vetky ¢ # j plati ¢;; = ¢js, pretoze’

Cij+cCji cijt+cji
2 2

CijTi%j + CjiXix; = (Cij + cji)ximj = T;T; + TjT;.

Tieto koeficienty moéZeme usporiadat do symetrickej matice

C11 C12 " Cin

C21 C22 *+ Cop
C=(cijhnxn=| " " . |

Cnl Cn2 " ° Cnn

ktort nazyvame matica kvadratickej formy f(x). Cislo det C nazyvame determinat
kvadratickej formy f(x).
V maticovom tvare mozeme kvadratickd formu f(x), € R zapisat v tvare

C11 C12 - Cin 1
(e Co1 C22 -+ Con x2 | _ T K&
f@) = (@iwo;sm) | 7077 T T = EC = X ) ey (22)
i=1j=1
Cnl Cn2 " Cnn Tn

Ak je matica C diagonélna, t. j. ak pre vSetky i, j€{1,2,...,n}, i # j plati ¢;; = ¢;; =0,
potom hovorime, Ze kvadraticka forma ma diagonalny (kanonicky) tvar. Potom plati

C11 0 --- 0
0 Cog - 0 n
fley=a| = 7 al =3 cur? = cnnad + cad + -+ cunn.
=1
0 0 - cmm

Poznamka 2.1.5.

Kvadraticka forma v R™ je Specidlnym pripadom bilinedrnej formy v R™.

Redlna funkcia f(x,y): R™ x R"™ — R dvoch vektorovjch premennijch @,y € R™ sa nazgjva
bilinedrna forma v priestore R™, ak pre pevné * = u a pre pevné y = v su funkcie
f(u,y), f(z,v) linedrnymi formami v R™. Bilinedrnu formu mozZeme reprezentoval redl-
nou Stvorcovou maticou C = (Cij)an, a pisat v tvare

C11 €12 "+ Cin Y1
2, S n n
- _ T — (e C21 C22 "+ Con Y2 | _ RPN
flx,y) =2zCy" = (z1;22;...;2) = Do D CiTiyj.
i=1j=1
Cnl Cn2 " Cnn Yn

8(c, x) predstavuje skalarny suéin vektorov ¢ a @.
9Prirastok funkcie ¢ijxiT; + ¢j;x;2; sa nezmeni, iba sa symetricky (rovnomerne) rozlozi.
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Ak je matica C symetrickd, potom funkcia f(x,x) = xCxT tvori kvadraticki formu v R".

! Obr. 2.1.8: Kvadratické formy v R?: fi(z1;22) = 22 + 22 (eliptickd), B
fo(x1;m9) = 22 — 23 (hyperbolicka), f3(x1;22) = 27 (parabolickd) &

Kvadraticka forma f(z) = xCz’: R® — R, n€ N zo vztahu (2.2), kde C = (¢ij)nxn
je symetricka redlna matica, sa nazyva:

e kladne definitna, ak pre vetky x € R", x # 0,, plati f(x) > 0.

e zaporne definitna, ak pre vSetky @ € R",  # 0,, plati f(x) < 0.

e kladne semidefinitna, ak pre vietky & € R", = # 0,, plati f(x) > 0.

e zaporne semidefinitna, ak pre vietky @ € R",  # 0,, plati f(x) < 0.

e indefinitna, ak existuju x,y € R" také, ze plati f(x) >0 > f(y).

Kazdi kvadraticka formu f(z) = zCz”: R® — R, n€ N, kde C = (¢;j)nxn je symet-
ricka realna matica, moéZeme vhodnou linedrnou transforméciou

x=opt)=tBT": R" - R", t.j.z" =) = Bt",

kde B je regularna matica!® (t. j. det B # 0), upravit na diagonalny tvar tD¢”.
To znamené, Ze existuje redlna diagonalna matica D typu n X n taka, ze plati

zCzT = f(x) = f(p(t)) = tDt" = di113 + doot3 + -+ - + dpnt?.
Ak to zhrnieme, potom D = BT CB, pretoze plati
flo(t)) = o(t)Cop(t)" =tBT"CBt" = tDt" = dy113 + dpat3 + - - + dpnt?. (2.3)

Transforméacia ¢ nemusi byt uréena jednozna¢ne, ale zachovava zakladné vlastnosti
kvadratickej formy, ¢ize aj definitnost (vety 2.1.2 a 2.1.3). Tieto aj nasledujice avahy patria
do sféry linearnej algebry, preto ich nebudeme dokazovat (vid napr. [3, 13, 20, 35, 45]).

10Matica B nemusi byt uréena jednoznacne.
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Veta 2.1.1. "
Diagonalna kvadratickd forma f(t) = > d;;t?: R* — R, n€N, di1,daa, ..., dpn € R.
i=1

a) [ je kladne definitnad. <= d;; > 0 pre vSetky i = 1,2,...,n.

b) f je zaporne definitna. <= d;; < 0 pre vSetky i = 1,2,...,n.

¢) f je kladne semidefinitnad. <= d;; > 0 pre vSetky i = 1,2,...,n a existuje d;; = 0.
d) f je zaporne semidefinitna. <= d;; < 0 pre vietky i = 1,2,...,n a existuje d;; = 0.
e) f je indefinitna. <= Existuje d;; > 0 a existuje d;; < 0.

Priklad 2.1.9.
Kvadraticka forma

f(x) = f(x1;20;73) = 22 + 20129 + 22123 — 22003 — 203: R - R

je indefinitna, pretoze f(1;0;0) =1 > 0, f(0;0;1) = —2 < 0. Matica formy f méa tvar

1 1 1 1 1 1
C=|1 0-1], t.j flzx)=2zCzT ==z |1 0-1]=".
1-1-2 1-1-2

Upravime f na diagonalny tvar a ukédZeme, Ze aj v tomto tvare je indefinitna.

f(x) = (23 + 2m129 + 22123 + 22073 + 235 + 22) — (22203 + 25 + 23) — 22003 — 223
= (71 + 22 + 73)? — dx93 — 23 — 323 = ®
Vybrali sme vSetky jednocleny obsahujice premennd z; a vyraz sme doplnili na aplny
Stvorec (prva zatvorka). Cleny, ktoré sme doplnili, sme nasledne odpodcitali, aby sa hod-

nota f(«) nezmenila (druha zatvorka). Uvedeny postup aplikujeme postupne na vsetky
premenné o, r3, atd.

® = (x1 + 22 + 23)% — (23 + dwox3 + 42%) + 423 — 323
= (21 + 22 +23)% — (w3 + 2w3)% + 23 =12 — 13 + 13.
Dostali sme tvar f(t) = t2 — t3 + {3, pricom t; = x1 + x5 + x3, t2 = To + 273, t3 = 3.

Forma je indefinitna podla vety 2.1.1, resp. staci uvazit, ze f(1;0;0) = 1, f(0;1;0) = —1.
Pre linearnu transforméciu @ = p(t): R" — R™ prechodu na diagonélny tvar plati

ti1=x1+22+ w3, Ty =1t —ta+ ts, 1 -1 1
to = To + 223, — T2 = to — 2t3, = B=|0 1-2], x= Bt”.
ts = 3. xr3 = ts. 0 0 1

1 0 0\ /1 1 1\ /1-1 1 0 0
fle@)=t[-1 1 of 1 o-1ff0 1-2|tT=¢t[{0-1 0|t'. m
1-2 1/ \1-1-2/\0 0 1 0 0 1
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Existuje ovela viac sposobov ako upravit kvadraticka formu na diagonalny tvar (vid
napr. [13, 45]). Jeden z Castych sposobov vyuZiva vlastné &sla a vlastné vektory ma-
tice kvadratickej formy. My budeme vlastnosti kvadratickych foriem vyuZivat pri uréovani
extrémov funkcii viacerych premennych (?? Extrémy funkcii) a bude nas zaujimat iba
ich definitnost. Nebudeme k tomu potrebovat maticu transformacie na diagonélny tvar.
Postagia nam iba vlastné &isla vySetrovanej kvadratickej formy, ktoré s vizdy realne.'’ Ne-
budeme teda potrebovat ani vlastné vektory k nim prisluchajtce. Pre prevod kvadratickej
formy na jej diagonalny tvar platia nasledujtce tvrdenia.

Veta 2.1.2.
f(z) = xzCxT: R" — R, n€ N je kvadraticka forma, pricom C = (¢;j)nxn je symetricka
redlna matica a 01, d9, ..., 0, € R st jej vlastné ¢isla (vratane nasobnosti).

— Existuje linearna transformacia x = ¢(t) = tB”: R — R",
kde B je realna matica n x n, pre ktori f(o(t)) = 61t + 5at3 + - - + 5,12,

7 predchadzajucej vety a z vety 2.1.1 vyplyva, Ze definitnost kvadratickej formy vieme
jednoducho uré¢it pomocou vlastnych éisel jej matice.

Problém viésinou nastane pri vypocte vlastnych ¢isel (sa to korene realneho polynéomu
stupiia n). Matica transformacie B je vytvorena pomocou vlastnych vektorov matice C.
Pripomenme, Ze ak ma niektoré vlastné ¢islo geometrickii nasobnost (pocet linedrne ne-
zavislych vektorov k nemu patriacich) mensiu ako algebraicka nasobnost (nasobnost ako
korena charakteristického polynému), musime zostavajice vlastné vektory konstruovat po-
mocou retazcov zovSeobecnenych vlastnych vektorov.

Veta 2.1.3 (Sylvestrova veta o zotrva¢nosti kvadratickych foriem).
flx) = xCxT: R* — R, n€ N je kvadraticka forma, C,, ., je symetrickd redlna matica.

— Existuje linearna transformacia x = ¢(t) = tB”: R" — R",
kde B, «, je redlna matica, pre ktoru plati
f(gﬁ(t)) = dllt% + def% + -4 d”nt%, kde di1,doo, ..., dpn E{—l, 0, 1}.

Diagonalny tvar kvadratickej formy vo vete 2.1.3 sa nazyva normalovy. Linearne
transformacie v predchadzajucich vetach nie st uréené jednoznacne, ale zachovavaja za-
kladné vlastnosti kvadratickej formy.

Nasledujice charakteristiky kvadratickej formy st jednoznacné:

e Hodnost A, t. j. hodnost matic C, diag (81,0, ..,6,) a diag (d11,das, ..., dun)-

e Kladny index zotrvac¢nosti k, t. j. pocet kladnych ¢lenov v diagondlnom tvare.
e Zaporny index zotrvac¢nosti [, t. j. pocet zapornych ¢lenov v diagonalnom tvare.
e Pocet nulovych ¢lenov o v diagonalnom tvare.

e Signatuira o, t. j. dvojica (k;1).

Je zrejmé, ze plati h =k +1l, n =k + 1+ 0, o = n — k — l. Z predchadzajucich avah
a z vety 2.1.1 vyplyva nasledujice tvrdenie.

11 Realne symetrické matice maju iba realne vlastné &isla a realne vlastné vektory.
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Veta 2.1.4.

f(x) = xzCx™: R* — R, neN je kvadratickd forma, C,,, je symetricka redlna matica.

a) [ je kladne definitna. < k=mn,l=0=0.

b) f je zaporne definitna. <= l=n, k=0=0.

¢) f je kladne semidefinitna. <= 0<k <n,l=0,0#0.

d) f
)

e) f je indefinitna. <= k> 0,1> 0.

je zaporne semidefinitna. <= 0<[l<n, k=0, 0#0.

Definitnost kvadratickej formy f(x) = xCzT: R® — R, n€ N, kde C je symetricka
realna matica typu nxn, mézeme zistit aj bez toho, aby sme pocitali vlastné ¢isla matice C,
resp. upravovali kvadraticka formu f na diagonalny tvar.

Ozna¢me pre k = 1,2, ..., n subdeterminanty
C11 C12 " Cik C11 C12 - Cin
C21 C22 **+ Cok . C11 C12 C21 C22 -+ Cop
Ak: 5 tJ A1:|C]_1|, AQZ g ey An: .
e e e ee e e e 621022 ... ...
Ck1 Ck2 ** Ckk Cnl Cn2 " ° Cnn

Veta 2.1.5 (Sylvestrovo kritérium).
f(x) = xCzxT: R* — R, n€ N je kvadratickd forma, C,, «, je symetricka realna matica.
Potom plati:

a) [ je kladne definitna. <= Ay > 0 pre vSetky k =1,2,...,n.
b) f je zaporne definitna. <= (—1)*A; > 0 pre vietky k = 1,2,...,n.
¢) f je indefinitna. <= A, # 0 a f nie je kladne a f nie je zaporne definitna.

V inych pripadoch nemdZeme Sylvestrovo kritérium pouzit, pretoZe nevieme rozhodnut,
¢ je kvadratickd forma kladne semidefinitna, zdporne semidefinitna alebo indefinitné.

Poznamka 2.1.6.

Z praktickijch dovodov pri zistovani kladnej definitnosti alebo zdapornej definitnosti kvadra-
tickej formy f(x) = zCx’: R — R, n€ N je vghodné najprv zistovat hodnoty pdarnych
subdeterminantov A, Ay, ..., ktoré by mali byt kladné.

Poznamka 2.1.7.

Ak v kvadratickej forme f(x) = xCxT: R* — R, n€N (v lubovolnom vyjadreni) existuje
aspoti jedno i € {1,2,...,n} také, Ze c;; = 0, potom f(x) nemoze byt definitnd. Moze byt
iba semidefinitnd alebo indefinitnd. Je zrejmé, Ze f(e;) = 0 pre nenulovy vektor €;.

Toto turdenie vyplyva taktiez zo Sylvestrovho kritéria. KedZe vo forme f nezdlezi na poradi
premennijch x1, o, ..., T,, moZeme si ich usporiadat tak aby premennd x; bola prvd. LenzZe
v tomto pripade bude Ay = |c;;| = 0 a podla Sylvestrovho kritéria (veta 2.1.5) nemdZeme
dostat definitnost ani kladni a ani zaporna.

Priklad 2.1.10.
Uvazujme indefinitni kvadraticka formu

f(x) = f(z1;29;73) = 23 + 22179 + 27123 — 27023 — 223 R® - R
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z prikladu 2.1.9. Indefinitnost dokdZeme pomocou Sylvestrovho kritéria.
Riesenie.
Matica kvadratickej formy f ma tvar

1 1 1 1 1 1
C=(1 0-1}, t.jflz)=2CxT =z |1 0-1|=T.
1-1-2 1-1-2

Forma je indefinitna, pretoze plati

Ay =|1=41>0, Ay= ’1 (1]‘ = —1 < 0 (nie je kladne ani zaporne definitna),
111 111 -

As=|1 0-1 =1 0—1:(—1)31-‘2_1‘:—1-(—1+2):—1<0.-
1-1-2|+1xr01 |2 0 -1

Priklad 2.1.11.

Uréte definitnost kvadratickej formy f(x) = 23 — 27129+ 27123 — 22023 + 23 —23: R® — R.
Riesenie.

Sylvestrovo kritérium nemozeme pouzit, pretoze plati

1-1 1 1 -1 1|+1xr02 0 0 O
1-1-1 1 —1 —1|+1xr02 0 0 O

Kvadraticka forma f je indefinitna, staci polozit f(1;0;0) =1 > 0a f(0;0;1) = —1 < 0.
Ak upravime kvadraticka formu f na diagonalny tvar, dostaneme

f(x) = (23 — 2m129 + 22123 — 22003 + 25 + 23) — 223 = (v1 — 22 + 73)% — 223,
t. j. f(t) = t% — 215%7 kde t1 = x1 — 29 + x3, t9 =0, t3 = x3.

V tomto pripade sta¢i polozit napriklad f(1;1;0)=1>0, f(0;1;1) =—-2<0.m

Priklad 2.1.12.
Vysetrite definitnost formy f(z;y) = c1122 + 2c120y + cooy?: R? — R, kde ¢11, ¢12, co2 € R.

Riesenze.
Kvadraticka formu f mézeme vyjadrit v tvare f(x) = x (

C11 C12
x? kde x = (z;y) € R%.
C21 C22

C11 C12

Subdeterminanty s Ay = |e11| = ¢11, Ay =
C21 C22

= C11C22 — cfQ. St dve mozZnosti:

1. Ay =11 # 0, potom f(x) = 1122 + 2c122Y + co2y?, Ao = c11020 — €35
e Ay < 0. = f je indefinitna. [e11 # 0, Ag < 0]
e Ay > 0.
oAy > 0. = f je kladne definitna. [e11 >0, Ag > 0]
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oAy < 0. = f je zaporne definitna. [e11 <0, Ag > 0]

e Ay =0, potom c11¢22 = ¢35 a st dve moZnosti.

o 12 =0, ca2 = 0, potom f(x) = c112°.
= [ je kladne semidefinitna pre c¢;; > 0. [e11 >0, c12 =0, c22 = 0]
—> f je zaporne semidefinitna pre c;; < 0. [c11 <0, c12 =0, co2 = 0]

o c12 # 0, cag # 0, potom st vektory (c11;c12), (c12; c22) linedrne zavislé.
Potom (c11; c12) = q(c12; €22), b. j. c12 = geaa, c11 = qc12 = ¢Pcao, kde g # 0.
Potom f(x) = ¢?ce22? + 2qcawy + co2y® = ca2(¢*a” + 2qwy + y*) = ca2(qx +y)%.
—> [ je kladne semidefinitna pre coo > 0. [c11 > 0, c12 =0, c22 > 0]

—> f je zaporne semidefinitna pre coy < 0. [c11 <0, c12 =0, c22 < 0]

2. Ay = ci1 =0, potom f(x) = 2c122y + c22y?, Ao = —cf, < 0.

e Ay <0, t.j. c12 #0. = f je indefinitna. [e11 =0, c12 # 0, c22 €ER]
e Ay =0, t. j. c1o =0, potom f(x) = caoy? a st tri moznosti.
o oo > 0. = f je kladne semidefinitna. [c11 =0, c12 = 0, co2 > 0]
o o9 < 0. = [ je zdporne semidefinitna. [c11 =0, c12 =0, c22 < 0]

ooy =0. = f(x) =0 pre vietky xt€ R>. m

2.1.3 Limita funkcie n premennych

Limita a spojitost funkcii v priestore R™, n€ N sa definuju analogicky ako v R a maja
podobné vlastnosti (vid [6, 7, 8, 49]). KedZe R je Specialny pripad priestoru R™ pre n = 1,
vlastnosti platné v R™ musia platit aj v R. Najprv si zopakujeme definiciu hromadného
bodu, bez ktorého nemdzeme definovat limitu.

Bod a € (R*)™, n€ N sa nazyva hromadnym bodom mnoziny A C R", A # (), ak
v kazdom jeho okoli O(a) existuje asponl jeden bod b z mnoziny A taky, ze b # a.

Mnozina A C R" sa nazyva uzavreta, ak obsahuje vSetky svoje hromadné body.

Uvazujme funkciu y = f(x): R — R™, kde n,m € N a body a € (R*)", be (R*)™,
t.j.oa=(a;a2;...5a,), a1,a2,...,0, ER* b= (by;ba;...;bm), b1,ba, ... by € R*.

Funkcia f ma v bode a limitu rovna b (limita funkcie f v bode a sa rovna b),
oznafenie lim f(x) = b, ak plati:

r—a
¢ Bod a je hromadnym bodom mnoziny D(f).

e Pre vietky {@x};o; C D(f) — {a} take, ze klim x), = a, plati klim f(zr) = b.
—00 —00

{zi}e, C D(f) — {a} je postupnost'? vektorov x € R", k€ N, kde x € D(f), =) # a.
Po zlozkach ich budeme oznacovat @y = (£1;%2;...;Tn)k, reSP. L = (Tr1;Tk2; ... Thn)-

Poznamka 2.1.8.

Druhd podmienka predstavuje implikiciu ,, Ak {xy}r.; — a, potom {f(zy)}re; — b.“
a must platit pre kaZdi postupnost bodov € D(f), xr # a. To znamend, Ze uvedend
implikdcia musi platit ,pre kaZdy mozny spésob pribliZenia k bodu a“.

12Kedze n reprezentuje dimenziu priestoru R™, museli sme pre ¢leny postupnosti zvolit int premennt k.
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e V pripade limity redlnej funkcie jednej redlnej premennej (mal: 3.2 Limita funkcie) to
st smery zlava a sprava, pripadne ich lubovolné striedanie.

e Pre limitu funkcie dvoch a viaceryjch premenngch to nie je také jednoduché. Sposobov
priblizenia k bodu a existuje nepreberné a nekoneéné mnoZstvo. MozZeme sa pribliZovat po
lubovolnej krivke (nekonecne vela moznosti), napr. po polpriamke (nekonecne vela smerov),
po parabole (nekonecne vela mozZnosti), po $pirdle (nekonecne vela mozZnosti), po hyperbole
(nekonecne vela moznosti) atd. Toto priblizenie nemusi byl po krivke, moze to byt lubovolny
sposob, aky vymyslime. DéleZité je, aby pribliZenie skoncilo v bode a.

Z jednoznacnosti limity postupnosti vyplyva jednoznaénost limity funkcie f v danom
bode a (pokial existuje). Tato limita sa nazyva n-rozmerna (viacrozmerna) limita
a predstavuje m limit realnych n-rozmernych funkcii f;(x): R* - R, j =1,2,...,m.

Pre limitu %1_1% f(x) = b plati

b= (b1iba;...;0m) = mhgaf(m) = “113}1 (fi(z); fa(z); .. 5 frn())
= (i fi(@); . fo(@)s..; lim fru()),

To znamena limitu pre kazda zlozku, t. j. m limit

by = lim fi(x), by = lim fo(x), ..., by = lim f,(x).
Tr—a Tr—a T—a
Vztah  — a, t. j. (x1;22;...52,) — (a1;a2;...;a,) Znamend x; — a1, To — ag, ...,

T, — a, pre kazdu zlozku. Limitu moéZzeme pisat vo viacerych tvaroch, napr.

lim f(x) = lim flzr;ae;. zn) = lim f(zy;20;...52,)
T—a (z15m25..5%n) = (a1;a2;..5an) T1— a1
o —ras
xn._.;an
= lim (filz@2.. . 20); falz e ian)i o fm (@1 225 20)
Tr1—al
To —rag .
on s an = lim (f1(2); f2(2); .. ; fn())-

Ak pre aspon jedno ¢ = 1,2,...,n plati a; = oo, potom hovorime o limite v ne-
vlastnom bode a. Inak hovorime o limite vo vlastnom bode a.

Ak pre aspon jedno j = 1,2,...,m plati b; = oo, potom sa limita nazyva ne-
vlastna limita. V opacnom pripade sa nazyva vlastna limita. To znamené, ze limita
lim f(x) = b je vlastna, ak st vlastné vietky jej zlozky lim f;(x) =0b, j=1,2,...,m.
T—a T—a

Nech a = (aj;az;...;a,) €ER™ neN je koneény bod, € > 0. Otvoreny interval

I.(a)= (a1 — ;a1 +¢€) X (ag —e;aa+€) X -+ X (ay —€;apn +€)

geometricky predstavuje n-rozmernt kocku bez obalu s hranou dlzky 2¢ (vid pr. 2.1.1)
a stredom (t. j. taziskom a priesetnikom telesovych uhloprie¢ok) v bode a. Telesové uhlo-
priecky maji dizku 2y/ne, pretinaji sa v bode a a spajaju dvojice najvzdialenejsich bodov
(protilahlych vrcholov) intervalu I.(a). Kocka mé 2™ vrcholov a 2n stien, pricom kazda
stenu tvori opat kocka, ale s rozmerom n — 1.
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-ﬂﬂ E].
Obr. 2.1.9: Intervaly I.(a) a okolia O.(a), O /.(a)
bodov a€ R™ pre n =1,2,3

Ak ® = (z1;29;...;2,) € I.(a), potom z; € (a; —€;a; +€), t. j. a; —e < x; < a; + €
plati pre kazdé i = 1,2,...,n. Potom —¢ < z; —a; < ¢, t. j. (x; — a;)? < €2 a plati

||fc*a||n:\/($1*a1)2+($2*a2)2+'~+( —ap)? <Vne? = V/ne.

To znamen4, 7e sa interval I.(a) zmesti do okolia bodu a s polomerom +/ng, t. j. plati

Is(a) c O\/ﬁe (a)

Protilahlé steny sa lisia iba v jednej suradnici, ktorej hodnota je a; — e alebo a; + €.
Stien je ich n parov, jeden par pre kazdé i = 1,2, ..., n a vzdialenost medzi nimi je 2. To
znamend, Ze sa medzi ne zmesti okolie O, (a). Potom plati (obr. 2.1.9 pre n = 1,2, 3)

Oc(a) C I.(a). = Oc(a) C I.(a) C O s.(a).

Ak budeme uvazovat interval I ,_(a), potom /n(y/ne) = ne a analogicky plati

O me(a) CI f.(a) COpe(a). = Oc(a) CI.(a) CO gm.(a) CI mz(a) COnla).

Ak to zhrnieme, potom pre kazdé ¢ > 0 plati

Oc(a) C I.(a) C O s.(a), I.(a) C O s.(a) C I sm.(a). (2.4)

Poznamka 2.1.9.

Zo vztahu (2.4) vyplyva, Ze vo vietkych doterajSich i nasledujicich ivahach mézZeme na-
miesto okoli O.(a) pouZivat otvorené intervaly I.(a) a naopak.'®> V zmysle pozndmky pod
Giarou a zjednodusenia ndzvoslovia moézeme € > 0 povaZovat za polomer intervalu I.(a).
Pre n =1, t. j. v priestore R si pojmy Oc(a) a I.(a) rovnaké, plati O.(a) = I.(a).

Poznamka 2.1.10.
Okoliami bodov +00 na redlnej osi R' = R si intervaly (r;o0)
Mnohokrdt je vhodné zvolit r = :I:— € >0, kde pre e — 0 plat?

O (00) = I.(00) = (%;00), resp. Oc(—00) = I.(—00) = (—o0; —1).

€ £

(—o0; 1), kde r€R.

a
L 500, -1 5 —o0, t. 7
13 1>

V tomto zmysle budeme v priestoroch R™ uvaZovat neohranicené intervaly I.(a) a aj oko-
lia O-(a) v nevlastnych bodoch a

L3Interval I.(a) predstavuje okolie bodu a s polomerom ¢ pri pouziti ekvivalentnej maximovej normy
(vid poznamka 2.1.2).
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7Z definicie je zrejmé, Ze limita predstavuje lokdlnu zaleZitost v nejakom okoli bodu a,
pri¢om funkcia v tomto bode nemusi byt definovana. Analogicky ako pri realnych funkciach
f: RY — R', mozeme limitu charakterizovat pomocou okoli (definicia v zmysle Cauchyho).
Uvedené definicia pomocou postupnosti sa nazyva v zmysle Heineho. Tieto definicie st
ekvivalentné a v praxi sa pouzivaju obe. Vyplyva to z vety 2.1.6, ktora uvidzame bez
dokazu. Dokaz je analogicky ako pre limitu realnej funkcie jednej redlnej premenne;j [49].

Veta 2.1.6.

Funkcia f: R" — R™, n,mée N, body ac (R*)", be (R*)™. Potom plati:
lim f(x) =b <= e Bod a je hromadnym bodom mnoziny D(f).
e e Pre kazdé okolie O(b) existuje okolie O(a) také,

ze pre vietky € O(a) N D(f), = # a plati f(x)cO(b).

Ak st body body a € R™, be R™ vlastné a ak oznac¢ime polomery okoli ¢, §, moZzeme
druhé tvrdenie vety na pravej strane symbolicky pisat v tvare

VO (b) 305(a)VxeD(f): #€Os(a),z #a = f(x)€O.(b).
——~— —— —_————— —_—
Ve>0 36 >0 0<|lz—al, <o IIf(x) =b|,, <e€

Limita funkcie f: R™ — R™ ma m zloziek, t. j. m realnych limit lim f;(x) = b; pre
j=1,2,...,m. Predchadzajuce tvrdenie moézeme potom rozpisat e

VO.(b;)A0s5(a)VxeD(f): ®€Os(a),x #a = fj(x)€0:(b;), j=1,2,...,m,
——— —— | —— —_—
Ve>0 36>0 0<|lx—al, <o ®

prifom @: | f;(z) — b;| < e pre vlastnt limitu b; € R a ®: f;(x) < —1 pre nevlastnt limitu
bj = —o0, resp. ®: fj(x) > % pre b; = oo.

V tomto zmysle moZzeme tieto avahy rozsirit aj pre pripad, ked je bod a € (R*)"
nevlastny, t. j. ked je aspon jedna z hodnédt a;, ¢ = 1,2,...,n nevlastna.

Poznamka 2.1.11.
Ak wvdzime pozndmku 2.1.9 a vztah (2.4), predchddzagice tvrdenia ostand v platnosti, ak
namiesto okoli Os(a), O(b) pouZijeme intervaly Is(a), I.(b).

Viacrozmerné limity maju podobné vlastnosti ako limity realnych funkcii jednej realnej
premennej (mal: 3.2 Limita funkcie). Funkcia f: R — R je $pecialny pripad viacrozmernej
funkcie f: R™ — R™ pre m = n = 1, takZe mnoho vlastnosti méZeme zovSeobecnit pre
vektorové funkcie a naopak.

Nasledujica veta sa ¢asto pouZiva pri vypocte limit. ZloZitej§iu funkciu nahradime
jednoduchsou, ktora je na nejakom intervale, resp. okoli zhodna s pévodnou funkciou.
Veta sa vac¢sinou pri vypoc¢te neuvadza, predpoklady sa overuja priebezne pocas vypoctu.

Veta 2.1.7.
Funkcie f,g: R" — R™, n,meN, bod a€ (R*)" je hromadny bod M = D(f) N D(g).
I(a) je otvoreny intervall® taky, Ze pre vietky x€1(a) N M, = # a plati f(x) = g(z).
= Pokial limity existuja, plati lim f(x) = lim g(x).
Tz—a r—a

MInterval I(a) mozeme nahradit okolim O(a) a tvrdenie vety sa nezmeni (poznamka 2.1.9).
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Dokaz.
Nech lim f(@) = be (R*)™
Nech {x;};—, C M — {a} je taka, ze klim x; = a. Potom klim f(xr) = 0.
s deel el
Je zrejmé, Ze existuje ko € N také, ze pre vietky k€ N, k > ko plati x, €I(a).
To znamena, ze € I(a) N M — {a} a teda aj f(x) = g(x)). Potom plati

lim f(x) = lim g(x;) = lim g(x) = b, t.j. lim f(z) = lim g(x) =b. m
k—oo k—oo T—a

r—a r—a

Priklad 2.1.13.

2 2
Uvazujme funkcie f(z1;22) = 21 +22: R? = R a g(x1;20) = %: R? -+ R.

D(f) = R%, D(g) = R?* — {(z; ),z € R}. Pre vietky € D(f) N D(g) = D(g) plati

z—a3 1— 1
g(@) = glar;mp) = L=tz — mowa)@iden) _ gy 4 gy — f(ay;2) = f().

T1—T2 T1—T2

e lim f(x) = lim (z; + 72) = 21 + 72 existuje pre vietky = € (R*)? — {(+o0; Foo)}.
Tr—a r—a
2
. T Ti—T
* el = s

2
2 ma navyse problémovy smer x1 = 2, kde nie je g definované.

Pre vietky & € R? — {(+o0; Foo)} limita existuje a lim g(x) = lim g(z). Potom napr.:
r—a Tr—a

2,2 . _ .
lim S5 = iy @mm)@des) oy (g o) =141=2.
T1—To Tr1—T2
w1—>1 a:1~>1 w1—>1
124)1 xo— 1 IQ‘)l
2 2 . o .
lim =2 = lim (@1=as)(@1+@s) 22)_(?“”2) = lim (21 +22) = 00 + 00 = 0.
xr1 —» 00 1 2 T — 00 1 2 T — 00
o —» OO To —» OO Ty —» OO
2_ 2 . — . . . .
lim 2=72 = lim % = lim (21 +22) = 0o — 00, t.]. neexistuje. m
L1 —> 00 r1—00 T — 00
o — —00 Tog — — OO To — —0O0
Veta 2.1.8.

Funkcia f: R — R™, n,m€N, bod a€(R*)" je hromadny bod D(f).
Existuje vlastna (konecna) lim f(x) =beR™.
Tr—a
— a) Existuje okolie O(a) také, Ze f je ohrani¢ena na O(a) — {a}.
b) Existuje interval I(a) taky, Ze f je ohrani¢ena na I(a) — {a}.

Dékaz.
V zmysle poznamky 2.1.9 st obe tvrdenia ekvivalentné a sta¢i dokazat jedno z nich.
Tvrdenie a) vyplyva priamo z vety 2.1.6.

Nech O(b) je Tubovolné okolie, potom existuje O(a) také, ze pre vietky z€O(a) N D(f),
x # a plati f(x)€O(b). T. j. existuje okolie O(a), v ktorom je f ohranic¢ena. m

Veta 2.1.9.
a) Funkcie f,g: R — R™, n,me& N, bod a€ (R*)" je hromadny bod D(f) N D(g).
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Cislo c€ R. Existuju limity lim f(z) = b, lim g(x) = d, kde b, de (R*)™
r—a r—a
— Pokial maju prislusné vyrazy zmysel a limity existuja, plati:

al:l—r}}z [f(z) £ g(x)] = il_r)r}l f(x) iil_rgg(w) =b+d, whg}z lef(x)] = ¢ lim f(x) = cb.

r—a

b) Funkcie f,g: R" — R, n€N, bod a€(R*)" je hromadny bod D(f) N D(g).
Existuju limity 1i_r>n f(x) =0, 1i_I>H g(x) =d, kde b,d€ R*.

= Pokial maju prislusné vyrazy zmysel a limity existuju, plati:

. . . = l1m f(=x)
lim [f(z)g(x)] = lim f(@)- lim g(z) = bd, lim K& — e = 0

Dokaz.
Vetu dokazeme pre sicet. Ostatné tvrdenia sa dokdzu analogicky.
Nech {z,} —, C D(f) N D(g) — {a} je taka, ze lim x, = a.
n—oo
Potom (definicia) lim f(x,) =b, lim g(x,) = d. Z toho vyplyva tvrdenie vety
n—o0 n—r00
mh_rg [f(m) + g(:c)} = nh_Ego [f(l’n) + g(m,,,)}
= lim f(x,)+ lim g(z,) = lim f(z)+ lim g(z) =b+d. =

Ak niektory z vyrazov b £ d, ¢b, bd, resp. b/d v predchadzajicej vete nema zmysel,
nemusi to znamenat, Ze prislusné limita neexistuje (musime ju vypod&itat inym spoésobom).
Najcastejsie pomoze vhodna uprava vyrazu, ktorym je funkcia definovana. Niekedy to je
vhodny rozklad, inokedy pomoze pripocitanie a odpoéitanie rovnakého vyrazu (pripo¢i-
tame nulu) alebo vynéasobenie Citatela aj menovatela v zlomku rovnakym vyrazom.

Veta 2.1.10.
Funkcia f: R" — R, n€ N, bod a€(R*)" je hromadny bod D(f), li_r)n f(x) =beR*.
x a

— lim |f(@)| = | lim f(2)| = bl

Dokaz.
Dokaz je analogicky ako dokaz predchadzajtcej vety 2.1.9. m

Veta 2.1.11.
Funkcie f,g: R™ — R, n€ N, bod a€(R*)" je hromadny bod M = D(f) N D(g).
Okolie O(a) je take, ze pre vietky x € O(a) N M, x # a plati f(x) < g(x).
= Pokial limity existuju, plati :llgbf(a:) < mhﬂn}lg(w)
Dokaz.
Nech mh_r}r}l f(x) =0, 911311 g(x) = d, pricom b, d € R*. DokadZzeme sporom.
Nech b < d neplati, t. j. b > d. Potom existujtu okolia O(b), O(d) také, ze O(b) N O(d) = ().
Potom pre vietky ue O(b), veO(d) plati u > v a tiez (veta 2.1.6) plati:
e Ku O(b) existuje Oy (a) tak, ze pre vietky € Or(a)ND(f), x # a plati f(x) €O(D).
e Ku O(d) existuje O, (a) tak, ze pre vietky £ € O,(a) N D(g), = # a plati g(x) € O(d).

Potom existuje okolie O*(a) C O(a) N Of(a) N Oy(a) také, ze pre vietky € O*(a) N M
plati nerovnost f(x) > g(x). To je spor s predpokladmi. m
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Ak v predchadzajucej vete f(x) < g(x) nahradime predpokladom f(x) < g(x), tvrde-
nie vety ligl f(x) < li_r)n g(x) sa vo vSeobecnosti nezmen.
T a T a

V pripade nevlastnych limit platia implikécie:

lim f(x) = c0. = lim g(x) = o00. Resp. lim g(z) = —c0. = lim f(x) = —c0.
r—a r—a

Tr—a r—a

Dosledok 2.1.11.a (Veta o zovreti).
Funkcie f,g,h: R* — R, n€ N, bod a€ (R*)" je hromadny bod M = D(f)ND(g)ND(h).
Okolie O(a) je také, ze pre vietky x€O(a) N M, x # a plati h(x) < f(x) < g(x).
Existuja limity glgb h(x) = gllgz g(x) = b, kde be R*.

— Existuje limita lim f(x) =0, t.j. lim h(x) = lim f(z) = lim g(x).

Tr—a r—a Tr—a r—a

Doésledok 2.1.11.b.
Funkcie f,g: R — R, n€ N, bod a€ (R*)" je hromadny bod D(f) N D(g).
Funkcia f je ohrani¢ené v nejakom okoli O(a) — {a}. Existuje (%1_{1}1 g(x) =0.

= Existuje limita ilg}l [f(x)g(x)] = 0.

Okolie O(a) mozeme v predpokladoch vety 2.1.11, jej désledkoch a aj v nasledujucich
vetach nahradit intervalom I(a) a ich tvrdenia sa nezmenia (vid poznamka 2.1.9).

7 vety 2.1.11 vyplyvaju nasledujice vety, ktoré st analogiami viet pre realne funkcie
jednej premennej. Aj ich dokazy st analogické, preto ich neuvadzame [49].

Veta 2.1.12.
Funkcia f: R — R, n€ N, bod a€(R*)" je hromadny bod D(f). Potom plati:

lim f(a)=0. < lim |f(z) =0,

Dosledok 2.1.12.a.
Funkcia f: R — R™, n,me N, bod a€ (R*)" je hromadny bod D(f). Potom plati:

lim f(z) =0, <= lim [|f(@)]l,, = 0], =0.

r—a

Veta 2.1.13.

Funkcia f: R" — R, ne N, bod a€(R*)" je hromadny bod D(f).

Existuje aspofi jedna z limit lim f(z) = oo, lim f(x) = —oo, resp. lim |f(x)| = oc.
rT—a r—a T—a

— Existuje lim ++5 = 0.
z—a /(@)
Veta 2.1.14.
Funkcia f: R® — R, n€ N, bod a€ (R*)" je hromadny bod D(f). Existuje lim f(x) = 0.
Existuje okolie O(a) také, ze pre vietky £ €O(a) N D(f), = # a plati: v
a) f(x) <0. = lim ﬁ = —o0.

r—a

b) f(x) > 0. = lim ++ = occ.

z—a f(@)

Veta 2.1.15.
Funkcie f,g: R® — R, n€ N, bod a€ (R*)" je hromadny bod M = D(f) N D(g).
Existuju limity (moézu byt aj nevlastné) lim f(x) < lim g(x).

T—a T—a

— Existuje okolie O(a) takeé, ze pre vietky x € O(a) N M,  # a plati f(x) < g(x).
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Doésledok 2.1.15.a.
Funkcia f: R" — R, n€ N, bod a€(R*)" je hromadny bod D(f). Potom plati:
a) lim f(x) < 0. = Existuje okolie O(a) takeé,
e 7e pre vietky x€O(a) N D(f),  # a plati f(x) < 0.
b) lim f(x) > 0. = Existuje okolie O(a) take,
e ze pre vietky  €O(a) N D(f), « # a plati f(x) > 0.

Veta 2.1.16 (O limite zloZenej funkcie).
Funkcie f: R* — R™, g: R™ — R', n,m,l€N, H(f) C D(g).
Bod a € (R*)" je hromadny bod D(f), bod be (R*)™ je hromadny bod D(g), bod c€ (R*)".
Existuju limity lim f(x) = b, lim g(u) = c. Plati aspoii jeden z predpokladov a), b).
a) g(b) — e T—a u—b
b) Existuje okolie O(a) také, ze pre vetky x €O(a) N D(f), * # a plati f(x) # b.

= Pre zloZenu funkciu F = g(f) plati 9113}1 F(x) = mhg}l g(f(x)) = iiinb g(u) =c.
Dokaz.
Z predpokladov je zrejmé, zZe a je tiez hromadnym bodom mnoZiny D(F) = D(g(f)).
mlgn;f( x) = b, t. j. pre vietky {z\},—, C D(f) — {a} takeé,

Ze lim xj = a, plati hm flxg) =0.
k—o0

lim g(u) = ¢, t. j. pre vietky {uy},; C D(g) — {b} takeé,
u—b . . . 1e
7e lim wy = b, plati lim g(ui) = c.
k—o0 k—o00
Ak plati a), potom klim F(zy) = klim g(f(xr)) = g(b) =
:—00 —00
Ak plati b), potom pre {xy},, plati {f(zx)},—; C D(g)—{b}. Ak polozime uj, = f(xy),
potom klim g(f(zy)) = klim glug) = ¢, t. . klim F(xy) = hm g(f( ) =c.m
—00 — 00 — 00

Predchadzajuca veta zjednodusuje v mnohych pripadoch vypocet limit. Ak pri vypocte
limity zloZenej funkcie g(f) poloZime u = f(x), potom hovorime, Ze vykonavame sub-
stiticiu v = f(x). Vypocet limity povodnej funkcie f(x) v bode a € (R*)™ prevedieme
na vypocet limity funkcie g(u) v bode be (R*)™. Predpoklad b) je splneny napriklad, ak
je funkcia f v nejakom okoli O(a) prosta a plati :llglz f(x) = f(a).

Poznamka 2.1.12.
Ak plati predpoklad a), potom
lim g(f(x)) = lim g(u) =c=g(b) =g ( lim f(x ))

r—a u—b T—a

Ak pri vgpocte limity [ v bode a pouZijeme substiticiu x = ¢(h) = a + h: R — R",
potom h — 0,, a dostaneme

lim f(z) = lim f(p(h))= lim f(a-+h).

T—a h—0,, h—0,,

Viacrozmerné limity, pokial existujt, mdZeme vypoditat pomocou viacnasobnych limit
(veta 2.1.17). V pripade vektorovych funkcii f(z) = (fi(x); f2(x);...; fm(x)) politame
limitu kazdej zlozky f;(x), j =1,2,...,m zvlast.
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Nech @ = (z1;22;...;z,) € R™, n€ N. Postupne oznaéme
Ty = (T2;T3;...;%n), Tz = (L1;235- .3 Tn)y <« -y
T = (T1;.. 5T 13 %4155 Tn), - By = (T15225 .5 Tp1).

Kazdy z bodov ;€ R~ ', i = 1,2, ..., n ma vynechant i-tu siradnicu. Speciélne T1 = To,
Ty = 1 pre x € R? a Ty = (v2;23), T2 = (v1;23), Tz = (v1;22) pre x € R3.

Veta 2.1.17.
Funkcia f: R" — R, n€ N, bod a€(R*)" je hromadny bod D(f), ligl f(x) =beR*.
x a

Okolie O(a) a1€4{1,2,...,n} su také, Ze pre vietky z€O(a), x # a existuje lim f(x).

T;—ra;
— Existuje lim [ lim f(:c)} = lim lim f(x)= lim f(x)="0.
x;,—a; Lr,i—a; T, —a; Ti—a; r—a
Dokaz.
Okolie O(@;) dostaneme z okolia O(a), ak vynechame i-tu suradnicu.
Ozna¢me g(%;) = lim f(x) pre x€O0(a), = # a.
Ti—a;
lim f(x) = b, t. . pre kazda {z) = (z1;22;...; 20 )k ey C D(f), i # a taka, ze
r—a . L.
Hm (215295 .. 520)k = (a1;a9; .. .5 a,), plati lim f((z1;20;...;2,)k) = b.
k—o0 k—ro0
Pre vSetky i = (#1;...;@i—1;Tig1; . .- ;2n) €0(aq) — {@i} existuje g(T5) = lim f(x),
Ti—>ra;
t. j. ak lim @, = a;, potom lim f(a1;. .. 5215 Tk Tig1s - -5 Tn) = 9(Tq)-
k—o0 k—o0
Nech postupnost {Z;;}r—, C O(@;), Tiy # @; je taka, ze
lim Z;, = lim (z1;...;@—1;%015. ..k = @4, potom lim ¢g(Z7;,) = lim g(x;).
k— oo k— oo k— o0 T;—a;
7 predchadzajiceho vztahu navyse plati
9(@i) = Hm f((@15. .52 ik Tigrs -5 Tn)) = Hm f((z132250 00520 )8)-
k—oc0 k— o0

Ak to zhrnieme, potom z lim ;. = a; vyplyva lim @x; = a a dostavame tvrdenie vety
k—o0 k—o0

= lim | lim f((z1;@a;...; :L’n)k)]
k—oo Lk—oo

lim [ lim f(a:)} = lim g(x) :klim 9(Tir)
s—00

xT;—a; LTi—a; xT;—a;

= klEI;O f(zrs ;.. yan)E) = gng(w) — b m

Predchéadzajica veta naznacuje postup pre vypocet n-rozmernej limity, pokial existuje.
Limitu prevediemu na (n — 1)-rozmerna limitu, na ktord moéZzeme opét aplikovat vetu
a dostaneme (n—2)-rozmerni limitu. Takymto spésobom moZeme postupne n-rozmernt
limitu vyjadrit ako n-nasobni (viacnasobni) limitu

lim f(z)= lim [ lim - [ lim f(m)” = lim lim --- lim f(z),
Tx—a Tiy Qi LTip =4, Tiy, i, Tig Qi Tig iy Ty —> Qi

kde indexy i1,42,...,i, st nejakou permutéciou mnoZiny {1,2,...,n}. To znamena, Ze

existuje n! moZnosti na vyjadrenie. KedZe postupne poc¢itame limity jednej premennej,

niekedy sa n-nasobné limita nazgva postupna (opakovana) limita. Pri praktickom vy-

pocte xli_rg f(x),i=1,2,...,n povazujeme vietky premenné okrem x; za konstanty.
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Poznamka 2.1.13.

Aby sa dala n-rozmernd limita vypocitat pomocou n-ndsobnej limity, musi existoval.
o Ak existuje n-rozmernd limita, potom existuju vSetky n-ndsobné limity a rovnaji sa.
o Ak existuji dve nerovnajice sa n-ndasobné limity, potom n-rozmernd limita neexistuje.
e Viacrozmernd limita nemusi existovat aj v pripade, ked vSetky viacndsobné limity

existuji a rovnaji sa (priklad 2.1.18).

V rovine R? nazyvame dvojrozmerni limitu dvojna a mézeme ju vypoéitat pomocou
dvojnasobnych limit (dve moznosti). Ak f: R*> — R, = (z;y), a = (az;ay), potom
lim f(x) = lim f(z;y) = lim lim f(z;y) = lim lim f(z;y).

r—a T—>ag L0y YAy Y—ray Ty
Y—> 0y
Ak pouZijeme oznalenie f: R? — R, x = (z1;72), a = (a1;az), potom

lim f(x) = lim f(z1;22) = lim lim f(z1;22) = lim  lim f(z1;22).
r—a xT1—aq T1—a] T2—a2 T2—a2 T1—aq
To—az
Trojrozmerni limitu v R? nazyvame trojna. Trojnasobnych limit je 6 a kaZdt moézeme

pouzit na vypodet trojnej limity. Napr. pre f: R®* — R, = (z;y; 2), a = (as; ay; a,) plati
lim f(x)= lim lim lim f(z;y;2z) = lim lim lim f(x;y;z2)
T—a Ty Y—Gy 20 T—Ay 2=z Y0y

coo= lim lim lim f(z;y;2) = lim lim lm f(z;y;2).
2=, T—0g YAy Z—a; Y—ay THay

Priklad 2.1.14.

Dvojnéa limita lim 7;“;? neexistuje, pretoze dvojnasobné limity sa nerovnaju
(z1322)—(0;0) F1TF2
lim  lim 2122 — Jjm 23 — 1, lim lim 222 — Jim g=£2 — —1. m
:v1—>012—>0 T1TT2 221—>0 T1 w2—>011—)0 T1TT2 Iz—)O tz2

Priklad 2.1.15.
el e e . . vV z2+y?
Vypocitajte dvojni limitu (m;yl)lgl(o;o) Tl
Riesenie.
Nezname x,y vystupuji iba vo viizbe z2 + 3% > 0. Ak pouZijeme substittciu ¢t = 22 + 2,
potom ¢t — 07 a limitu moZeme previest na limitu jednej premennej (obr. 2.1.10).

1
t2

i z24y2 Subst. t=22+14%>>0 . NG : 7 0
im Sl = lim o = lim —2— = [vug]
e z—0,y—0, t—=0 t—0+ VI+HI=1 g+ (t41)2 -1
y—0 1,—1 1
. 1472 . t+1)2 .
= lm —2" 2 = lim D2 = lim 1—1—%:\/1—#0%:\/1—1—700:00.-
t—0+ S(t+1)72 t—0+t 2 t—0+

Priklad 2.1.16.

wop s .. . . $3+y3 . x3+y3 . x3+y3
Vypoéitajte limity (obr. 2.1.11): a) Ihinlm, b) xhinom’ c) Ihjnm T
Riesenie. y—1 y—0 y— 00

a) Postupnost {(zx;yx)} 4, je lubovolna taka, ze klim (zk;yx) = (1;1). Potom plati
c— 00

3 3 3 3 3 3 3 3
: Tptye _ 1°41° : : o4y s TptYe _
lim ’54_1;712112*1, t.j. I s = lim S =1
k—oo Tk TYk (z59)—(151) Y k—oo Tk TYk
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Pre dvojnasobné limity v bode (1;1) plati

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
: im LY iy eotlt 1041 Y i LAy 1410
S e T e = = L e e = e = e =
3 3
b) Oznacme f(x;y) = ;izz. Pre vietky (z;y) € R? plati
0 < |f(x;y)| = |2y | = e O e g e R e o I el
= ’ a7 +y? a2 +y2] [22 + 92| = a2 42 = P+ y)? | — 2P+ ]yl

_ ||?
|z + [y]?

4 ;
[* +1yl® = | 2P+ >w? | — =l

2 2 2
lel? + [yl > |2 } < L=

Pre dvojrozmernu limitu funkcie | f(z;y)| v bode (0;0) plati

2 +y2

31

0< lim |5EL| < lim )[|x\+|y\]:0+0:0, 6§ lim |5EL| =0

T (@)= (0:0) | TV T (@)= (050 (@3y)—(0;0)

Z toh aklad ty 2.1.12 Ly li =
ono na mERde e ple (r;y)lﬁm(O;O) TV ()~ (0:0)

3 3 3 3
Lty lim };152 | =0.

¢) Kedze © — 0o, y — 00, mozeme predpokladat x > 0, y > 0.
Ak pouZzijeme substitticiu u = min {x,y} — oo, v = max {x,y} — oo, potom platil®

rSera _oul40? w0® B 40® v v
O<u<z<wv, O0<u<gLy<uw, 12+y2—u2+1}22y2+02— 502 2?—§~
Potom plati
lim i;iyz = lim “ziz2 > lim § = lim § =o0, t.j. lim 2192 =00. 1
T — 00 v u— 00 u— 00 V00 T — 00 v
y— oo v — 00 v — 00 y— o0

Obr. 2.1.11:
i _ 23447
Vel W =
priklad 2.1.15) (priklad 2.1.16) (priklad 2.1.17)

15Bud platiu =z, v =y alebou =y, v =z, t. j. 2 +y? = u? + 02, 23 + y3 = u® + v3.
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Priklad 2.1.17.
Limit .
T ) D00y T

x3+yi neexistuje (obr. 2.1.12), pretoZe neexistuji dvojnasobné limity:

3 3 3 3
. . T . ] . . . . 1 . 1 1
lim lim 4:”4 = lim ﬂigz = lim < neexistuje. lim & = lim = ;= = —o0,
z—0y—0 T TY xz—0 T z—0 T xz—0~ y—0— Y
3 3 3 3 : 1 : 1 1
. . T . 0 . . . 1 _ 1 _ 1
lim lim % = lim 041'7'”2 = lim % neexistuje. 11m+ p 11m+ y —or—oc.m
y—0y—0 T 7Y y—0 Y y—0 Y z—0 y—0
y y y Y Y v
4 1 =0 y 0w v
0 0 1 =0 [%
z 0 z_ y=0 y=0 4 P
=0 [ 0z 0 z—0 0z
+ 0
0 0 y r=0[1
E ‘; =0 0« y
ImimeE =0 mlmeEE 0 M T ) e e =0
Y Yy Y y
Q{/ N \\_40 . N 'Clz
” et =Y
T x T x €T
.\r)“f\‘ s 2
A X, T S
5\\// \\/42-
(r;rlsigl(o;o) = B (1-,—12’3\0;0\ T (2y: J\Tm;o) = g (2 l}\iT(O:U) =0

&)
Obr. 2.1.13: Vypocet limity
(priklad 2.1.18)

(@3y)—(0:0) ©+Y°

Priklad 2.1.18.

L= ( %Hn( )123074-?/1,2 neexistuje, aj ked sa dvojnasobné limity rovnaja (obr. 2.1.13):
x;y)—(0;0 -

. oy [ w0 o § L _

i%g}% g = ilg%) 0T = [—xuo: = 5 =0 pre vietky xeR] = ili%o =0.
. . . 0- : .

lim lim 245 = hmiy:[ oy =0 9 Setk eR]:hm = 0.

y—0—0 z2+y? y—0 02+y? 0Ty pre ey y—0 0=0

Z predchadzajiceho vyplyva iba to, ze ak limita L existuje, potom L = 0.
Ukazeme, Ze limita L neexistuje. Sta¢i najst dva smery s réznymi hodnotami. Plati:

e Pre smer z — 0, y = 0, resp. postupnost {(zx;yx)}rey = {(%,0)}2021 — (0;0) plati:

1

. . . . . 1.0 .
lim =25 =1lim -Z% =lim0=0 lim —%— = lim 0=0.

(z;0)—(0;0) a2 +y? z—0 z?+02 z—0 T kS k12 +0? k—o0

e Pre smer x =0, y — 0, resp. postupnost {(zx;yx)} ey = {(0; %)}:;1 — (0;0) plati:

. . 01 . . 0-1 .
lim S5 =lim 52 =1im0=0 lim k= Jim 0 =0.
() —(0;0) T HY7 50 OPHYT 50 T koo PR koo

P 1. 1
[ T T 1 z? 1 k _ 1 k2 1
im 25 =lim 5% = lim &5 = = lim %%~ = lim & = =.
(w2)—(0,0) ©TYT 20 T 2020 2 pooo 2tz kooo 7z 2
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e Pre smer —z = y — 0, resp. postupnost {(zx;yx) ey = {(+:—%)} ., — (0;0) plati:

k=1
—1
Ty T x'(—:c — 2 _ 1 : % (_%) I K2 __ 1
i —24 = lim =—= lim lim & = —=.
(z;—2)—(0;0) AP T gm0 H T gh0 207 27 koo nztR k—oo 2 2
) 2.1\1®
e Pre smer z = 2y — 0 resp. postupnost {(zx; yr)}oey = {(3;7)},_, — (0;0) plati
2 2.1 2
lim 2 hm = lim 2%, = 2 lim - = lim &% = 2,
(y;2y)—(0;0) 27+y? S04 2+ 2 y—0 5 5’ k—o00 ;;% ;:2 k—o00 12 5
2 , . oo _ L) .
e Pre smer « = y* — 0, resp. postupnost {(zr;yr)}ie, = { s E }k , — (0;0) plati
2
lim — U = lim 44 = lim =0 —9
(2 —(0:0) TV ys0 VYT 0y 7 oL L 1 1
lim 2t~ = lim = =0.m
k—o00 k14+% k—o00 %Jrk 0+00

Poznamka 2.1.14.
Eristuje nekonecne vela smerov (z;y) — (0;0) a postupnosti {(zx; yx) } ey — (0;0) a pre

vsetky moznosti musia byt lim  f(xz;y) = lm f(xp;yx) rovnaké (pozndmka 2.1.8).
(x59)—(0:0) k=00

Smer pribliZzenia vyjadreny explicitnou funkciou, znamend priblizenie k danému bodu po jej
grafe, napr. x = y? — 0 znamend priblizenie k (0;0) po parabole urcenej rovnicou x = y?.

Kazdd z dvojndsobnych limit predstavuje iba jeden zo smerov (obr. 2.1.8):

° hm0 lim f(zx;yk) znamend najprv pribliZenie k osi x a potom po osi x k bodu (0;0),
z—0 y—0

° hn}) hm f(zp;yx) znamend najprv priblizenie k osi y a potom po osi y k bodu (0;0).
y—0z—0

Priklad 2.1.19.
lim 2?—y? lim (z—y)(z+y) __ [Subst. r=z—y
(@)= (0:0) STV (ary) 5 (050) S @=Y) s=aty

xr—0
y—0

r—0
s—=0

= lim Ll zlim - hms—l 0=0.

(7’,3)—>(070) smmr 0 Sln
im z2—y® lim (z—y)(z+y) __ [Subst. r=z—y|lz—a|r—=0
(@)= (asa) P ETY) T (o) S(aa) SR EY) s=rtyly—als—la
= im 5 — lim - lim s =1-2a = 2a pre vsetky a € R.
(r;s)—(0;2a) S™M7" r—0 ST (55, p Y

c) neexistuje, pretoze pre smer y = r — 0 neexistuje limita

lim 2
(w3y)—(050) et 17

o

iz _ 2z 21
(z; II)L(O :0) sin(z?+a2) :lg% f’m(2932) - i% (bm(2z2) z

o by _ 1-L =400 prex — 07,
l-o%z—ooprex—>0_.

2, 2
d) ( %un( ) % neexistuje, pretoze pre smery y =x — 0 a z = 0, y — 0 plati
z;y)—(0;0

2 2 . 2 2
2 —lim & =1 0y

. H 0 _ 1 _

lim %Y
(05)—(0;0) 0¥ 0=y S0 Y g0
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Priklad 2.1.20.

Limita L= lim (x +y)sin - = 0, pretoze pre vietky z,y€ R — {0} plati
(w33)—(0;0) e
“1<singh <1, —|et+y[<z+y<—|z+yl,

t.j. —lz+yl < —lz+yl-|sin ] < (@ +y)sin g <o +yl-[sin | < |z +yl.
Pre limitu potom na zéklade dosledku 2.1.11.a plati

0=—lim|z+y| <lim (z+y)sin L <lim|z+y[=0, t.j. L=0.m
x—0 z—0 Y T x50

y—0 y—0 y—0

2.1.4 Spojitost funkcie n premennych

Ako sme uz spominali, limita a spojitost funkcie v priestore R™, n € N sa definuju
analogicky ako v R a majt podobné vlastnosti. Kedze R! je Specialny pripad priestoru R"
pre n = 1, vlastnosti platné v R™ musia platit aj v R.

Funkcia y = f(x): R" — R™, n,m€e N je spojita v bode a€ D(f), ak plati:

e Pre vietky {x;},o, C D(f) také, ze lim xy = a, plati lim f(zy) = f(a),

k— o0 k—o0

t. j. ak &, € D(f), {zx}re; — a, potom plati {f(z)}re, — f(a).

Spojitost funkcie f = (f1; fo;...; fm): R* = R™, n,m€ N v bode a € D(f) znamena

spojitost v8etkych zloziek f1, fa,..., fm: R — R v bode a. Bod a nazyvame bodom
spojitosti funkcie f.

Poznamka 2.1.15.

Bod a € D(f) moze byt iba hromadny alebo izolovany.

Ak bod a je izolovany, potom existuje jedind postupnost {zy} -, ={a}—, — a, pre ktori
platt {f(zp) ooy ={f(a)}rey — f(a), t. j. f je spojitd v izolovanom bode a.

7Z definicii limity a spojitosti funkcie v bode vyplyva nasledujica veta.

Veta 2.1.18.
Funkcia f: R — R™, n,m& N, bod a€ D(f) je hromadny bod D(f). Potom plati:

Funkcia f je spojita v bode a. <= lim f(x) = f(a).
T—a

Ak funkcia f: R" — R™, n,m€ N nie je spojita v bode a € D(f), nazyva sa nespojita
v bode a, ktory nazyvame bod nespojitosti funkcie f. Z poznamky 2.1.15 vyplyva, ze
funkcia f moze byt nespojita iba v hromadnom bode D(f). Preto rozsirime pojem bodu
nespojitosti na vsetky vlastné hromadné body D(f). To znamen4, Ze funkcia f: R — R™,
n,me N je nespojitd v bode a € R™, hromadnom bode D(f), ak:

e Existuje {@x}ro; C D(f), {mr}rey — a takd, ze {f(xk)} ey 7 f(a),
t. j. ak lim x; = a, ale lim f(x;) # f(a) alebo lim f(xj) neexistuje.
k—o0 k—o0 k—o0

Ak existuje konetna lim f(x) # f(a), potom sa bod a nazyva'® bodom neodstrani-
T—a

tel'nej nespojitosti. Inak sa nazyva bodom neodstranitel'nej nespojitosti.

16Stagi polozit f(a) = lim f(«x) a nespojitost v bode a sa odstrani.
T—a
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Limita a spojitost funkcie st lokalne zélezitosti v nejakom okoli O(a). Pri spojitosti je
potrebné, aby a € D(f). Pri limite musi byt bod a hromadnym bodom D(f).

Spojité funkcie v R™, n € N maju podobné vlastnosti ako spojité funkcie jednej pre-
mennej (vid napr. [6]). Ekvivalentna definiciu spojitosti vyjadruje nasledujica veta.

Ak uvazime poznamku 2.1.9, vSetky nasledujtce tvrdenia ostant v platnosti, ak na-
miesto okoli O(a), O(f(a)) pouzijeme intervaly I(a), I(f(a)).

Veta 2.1.19.
Funkcia f: R™ — R™, n,me& N, je spojita v bode a€ D(f).

<= e Pre kazdé okolie O(f(a)) existuje okolie O(a) takeé,
ze pre vietky x € O(a) N D(f) plati f(x) € O(f(b)).

Ak oznac¢ime polomery okoli e, §, méZzeme tvrdenie vety symbolicky pisat v tvare
VO.(f(a))30s(a)VxeD(f): x€0s(a) = [f(x)€0:(f(a)).
— —— —_—

Ve>0 35>0 |z —all, <9d If(z) — fla)ll,, <e

Priklad 2.1.21.
Funkcia f(z;y) = —5-%5: R? — R je spojita v kazdom bode a€ D(f) = R — {(0;0)}.

x24y2
Jediny problematicky bod je (0;0) ¢ D(f), ktory je bodom neodstranitelnej nespojitosti,
pretoZe neexistuje  lim %5 (pr. 2.1.18). m

()= (0;0) **FY°

Veta 2.1.20.
a) Funkcie f,g: R — R™, n,m & N s spojité v bode a€ D(f), ¢islo c€ R.
= Funkcie f + g, ¢f si spojité v bode a.

b) Funkcie f,g: R"® — R, n€ N su spojité v bode a€ D(f).
= Funkcie |f|, fg a pre g(a) # 0 aj funkcie 71], 5 st spojité v bode a.
Veta 2.1.21 (Spojitost zloZenej funkcie).
Funkcie f: R" — R™, g: R™ — R', n,m,l€N, H(f) C D(g),
Funkcia f je spojita v bode a€ D(f), funkcia g je spojita v bode b = f(a)€ D(g).

= ZloZena funkcia F' = g(f) je spojita v bode a.

Veta 2.1.22 (O zovreti).
Funkcie f,g,h: R* — R, neN,acM = D(f) N D(g) N D(g).
Okolie O(a) je take, ze pre vietky € O(a) N M plati h(x) < f(x) < g(x).
f(a) = g(a) = h(a), funkcie g, h st spojité v bode a.
—> Funkcia f je spojita v bode a.

Predpoklad f(a) = g(a) = h(a) je dolezity, bez neho nemdzeme vetu pouzit. Ak nie
je splneny, potom funkcia f v bode a nemusi byt spojita.

Funkcia f: R™ — R™, n,m € N je spojitd na mnoZine A C D(f), ak je spojita
v kazdom bode a € A. Ak je spojita na celom svojom D(f), potom ju nazyvame spojita.

Je zrejmé, Ze ak je funkcia f spojita na nejakej mnozine A, potom je spojita na kazdej
podmnozine B C A.
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Veta 2.1.23.
Funkcia f: R — R™, n,mé& N je spojitd v bode a€ D(f).

= a) Existuje okolie O(a) také, ze f je ohrani¢ena na O(a).

b) Existuje interval I(a) taky, Ze f je ohranic¢ené na I(a).

Tvrdenia vety predstavuju lokdlnu ohrani¢enost v bode a spojitej funkcie v bode a.
T. j. pre vietky x€O(a) N D(f), resp. x€(a) N D(f) plati || f(x)|,, < a, kde a > 0.

Zo spojitosti funkcie f na ohranifenej mnozine A C D(f) eSte nevyplyva jej ohranice-
nost na tejto mnozine. Mnozina musi byt uzavreta (veta 2.1.25). Napriklad funkcia

frz=pp, (wy)e R? —{(0;0)}
je spojita na ohrani¢enej mnozine A = (0;2)x(0; 2), ale nie je na A ohrani¢ena (obr. 2.1.14).

Veta 2.1.24.
Funkcia f: R" — R, n€ N je spojitd v bode a € D(f). Potom plati:

a) f(a) < 0. = Existuje O(a) také, ze pre vietky £ € O(a) N D(f) plati f(x) < 0.
b) f(a) > 0. = Existuje O(a) takeé, ze pre vietky x €O (a) N D(f) plati f(x) > 0.
Veta 2.1.25.
Funkcia f: R™ — R™, n,m& N je spojita, mnozina A C D(f) je uzavreta a ohranicena.
= Obraz f(A) je uzavretd a ohrani¢ena mnozina.

Ak je spojita funkcia f: A — f(A), kde A C R™, f(A) C R™, n,m& N prosté, potom
k nej existuje inverzna funkcia f=1: f(A) — A, ktora je tieZ spojita.

Priklad 2.1.22.

Uvazujme funkciu f(z;y) = (z + y;2 — y): R? — R? a mnozinu A = (0;1) x (0;1).

Funkcia f je spojitd a mnoZina A je uzavreta a ohrani¢ena. Potom je mnoZina f(A) tiez

uzavreta a ohranicena (veta 2.1.25). Skutocne to plati, pretoze f(A) = (0;2) x (—1;1).

Funkcia f: A — f(A) je spojita a bijektivna. Pre inverzni funkciu f=1: f(A) — A plati:
f@y) = (@ +yz—y) = (wo). = [THuo)=(2;9).

Z rovnic x +y = u, * —y = v vyjadrime nezname z a y. Po s¢itani a od¢itani rovnic plati

21:(I+y)+(asy)u+v.} = g =4 y= v
y=(r+y)—(z—-y)=u—wv = [THuwv) = (455 450): f(4) = A

Platnost overime jednoducho dosadenim. Pre vietky (z;y) € A, resp. (u;v) € f(A) plati:

FHf(@y) = ety —y) = (PR SRR = (a3 y).

U ws0)) = fF2 50 = (42 4 250 2 = 250) = (o).
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Veta 2.1.26.
Funkcia f: R™ — R™, n,me& N je spojita, A C D(f) je suvisla mnozina.

= Obraz f(A) je stvisla mnozina.

Na zéver tejto Casti uvedieme rozsirenie Weierstrasseho vety (mal: veta 3.3.10) pre
n-rozmerné funkcie.

Veta 2.1.27.
Funkcia f: R — R, n€ N je spojita na oblasti A C R"™ (otvorené a suvisla mnozina).
Body a,be A st T'ubovolné.

= Funkcia f nadobuda vSetky hodnoty z intervalu s koncovymi bodmi f(a) a f(b).

Obr. 2.1.16:
Veta 2.1.27

Obr. 2.1.15:
Veta 2.1.26

Obr. 2.1.14:
Veta 2.1.23

2.2 Derivacia a diferencial funkcie n premennych

2.2.1 Diferencovatel'nost funkcie viacerych premennych

Pojem derivacie funkcie dvoch a viacerych premennych je trochu zlozitejsi ako pojem
derivacie funkcie jednej premennej. Derivacia funkcie f: R — R v bode a € D(f) geomet-
ricky predstavuje smernicu doty¢nice ku grafu funkcie f v tomto bode a.

Pri derivacii funkcie f: R? — R v bode a = (a;;az) € D(f) hovorime o dotykovej rovine
ku grafu funkcie f v bode (a1;a2) a potrebujeme dve dotykové priamky a ich smernice.

Pri derivacii funkcie f: R* — R v bode a = (ai;az;a3) € D(f) uz potrebujeme tri
dotykové priamky a ich smernice atd. Tieto funkcie mozeme derivovat v danom bode
v smere [ubovolného vektora patriaceho do D(f).

Specialne, derivécie v smere suradnicovych osi, nazyvame parcialne derivacie. Treba si
vSak uvedomit, Ze existencia v8etkych parcidlnych derivacii v danom bode eSte nezarucuje
derivécie v ostatnych smeroch. To znamena, Ze funkcia nemusi mat v tomto bode derivéaciu,
dokonca ani nemusi byt spojité v tomto bode.
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Uvazujme funkciu f: A — R™, kde A C R" je oblast (otvorena a stvisla mnozina),
n,meN, bod a = (a1;az;...;a,) €A alubovolny vektor h = (hy; ha;...;h,) € R™ taky,
7e a + h € A. Funkcia f sa nazyva diferencovatelna v bode a, ak existuje linearne
zobrazenie A(h): R™ — R™ reprezentované realnou maticou D typu m x n také, ze

o f@th)f@ AR _ o fath)—f(a)-hD” _
A = 1, = O (2:5)

Matica D sa nazyva derivacia funkcie f v bode a a znadi sa f/(a), t. j. D = f/(a).

Linearna funkcia A(h) = hDT = Dh” reprezentovana maticou D = f'(a) sa, nazyva
diferencial!” funkcie f v bode a a oznacuje sa df(a,h), t. j. df(a,h) = hD
Ak pouzijeme substituciu @ = a + h€ A, potom pre h — 0,, plati
x—a=h, x—a, df(a,z—a)= (x —a)D".
Limitu (2.5) moZeme pisat v tvare
lim fleth)=f(@=hD" _ 1 f@-f@)-(e-a)D" _q (2.6)
h>0,, A, z—a lz—all,,

Ak je funkcia f diferencovatelna v kazdom bode a € B, kde B C A, potom sa f nazyva
diferencovatel'na na mnozine B. Ak je f diferencovatelna v kazdom bode a € D(f),
nazyva sa diferencovatel'na.

Veta 2.2.1.
Funkcia f: R — R™, n,m&N ma v bode a € D(f) najviac jednu derivaciu f'(a) = D.
Dokaz.

Nech A C D(f) je oblast taka, ze a € A a nech existuje f'(a).
Dokazeme sporom. Nech existujfl dve matice D, D> typu m x n také, ze Dy # Dy a plati

f(ath)—f(a)~hDT _ f(ath)—f(a)~hD] _
T, T, m-

lim
h—0,

lim

h—0,

Z vety 2.1.8 vyplyva, Ze v nejakom okoli O(0,,) st ohrani¢ené argumenty predchadzajtcich
limit. Je zrejmé, 7e v tomto okoli st ohranicené aj funkcie f(a + h), hD?, hDI. Potom

maji zmysel nasledujice limity a plati

lim L@th=f@ _ jipy RDL gy fleth)ofe) gy, kDS (2.7)
h—0, IR, h—0, HhH " hSo, IRl h—o, I7l ’
Ak odcitame obe rovnosti, dostaneme
. hDT_-nDT . - T
0,, = lim — lim — lim P21 —hD: _ iy R(Di=D2) gy ke (2.8)
h—o0, HhH h—0, HhH hﬁon IR, h—o, 7l hﬁo HhH

Rozdiel C' = (¢ij)mxn = D1 — D32 # 0,,x5 je nenulova matica, oznac¢me jej j-ty riadok

_ . . . C P T _
cj = (cj15¢j2;---5¢in), j = 1,2,...,m. Potom plati he; = hicji + hacja + - + hncjn,
T
C11 C12 ' Cin C11 €21 " Cm1
T 7 . C21 C22 "+ C2p 7. . C12 €22 **+ Cm2
hC™ = (hushas..sha) | 70 70 0 7 = (hashesosha) | 7 70T
Cm1 Cm2 " Cmn Cin C2n "' Cmn

- (hlcll + h2012 +--+ hncln; cee h’lcml + h20m2 +-F hncmn)a

17Takto definovany diferencial sa zvykne nazyvat totalny, silny, resp. Fréchetov diferencial.
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t.j. hRCT = h(cT;ch;...;cl) = (helshel;. . s hel)). Pre vztah (2.8) potom plati
:0;...;0)=0,, = hC” (hefshess...shey,)
(0;0;...;0) =0, = hng TR = hhiﬁ T
= lim (hclT  heg hey, ) ( lim of . lim ; lim cp )
T hSo,\ Rl Hh” ..... HhH h—0, Hth h—0, ”h”n " hSo0, HhH,L

Posledné limity st nulové, t. j. aj pre kazdy smer musia byt nulové. Pre h =+ 0,,, zvolme
smer h — 0, v tvzaure18 th — 0,,t€(0;1), t. j t — 0", Potom pre j = 1,2,...,m plati

the] the het hel het
0= lim ++ = lim = lim i

= lim o t. j. =
h*)() HhH t*)()Jr Hfh‘H t~>0+ t- HhH t~>0+ Hh’Hn Hth J Hth
Posledné rovnosti st mozné iba ak g =c¢cy = =¢p =0,,t j C = 0px, (spor).
Potom plati Dy = D, a existuje iba jedna derivacia f/(a). m
Veta 2.2.2.

Mnozina A C R"™, m,n€ N je oblast, funkcia f: A — R™ je diferencovatelna v bode a € A.
—> Funkcia f je spojita v bode a.

Dékaz.

Funkcia f je diferencovatelna v bode a, potom plati®

. fla+h)—f(a)—=hDT _ A : ey npTT —
hlggn Tl =0, tj. hhj{)ln [f(a+h)— f(a)—hD"] =0,

Ak ozna¢ime « = a + h, * — a, potom (veta 2.1.18) dostaneme tvrdenie vety

lim f(@) = lim fla+h)= lim [f(a)+hD"] = f(a) + 0, = f(a). m

Priklad 2.2.1.
Vypoéitajte f'(a), df(a, h) funkcie f(z1;22) = 23 + 23: R? — R v bode a€ R?.

Riesenie.
Bod a = (ai;as) € R? je lubovolny. Nech h = (hy; he) € R? je Tubovolné, potom plati
fla+h)— f(a) = flar + hi;az + ha) — f(a1;a2)
= [(a1 + m)* + (a1 + h2)?] — [af + @3] = [(a1 + h1)? — ai] + [(az + h2)? — d3]
= (2a1 + h1)h1 + (2as + ho)hy = h? + h3 + 2a1hy + 2ashs.
Ozna¢me D = (dy;ds), potom hDT = (h1; ho)(dy;d2)T = dihy + dahy a plati
flat+h)—f(a)=hD" _ hi+h3+2a1hi+2azhs—dihi—dshs _ hg +h2 i (2a1=d1)h1+(2a3=d3)hs
Al NG 2Rz
Kedze ||h|| = \/h? + h3 — 0 pre h — 0 = (0;0), plati

. fla+h)—f(a)=hDT _ . ( 2 2 (2a1*d1)h1+(2a2*d2)h2) —(0-
fimn, TR = dm (VA4 ks + NG = (6;0).

< (20,1 — dl)hl + (2(12 — dg)hg = O, t. J dy = 2(11, dy = 2as.

To znamena, Ze funkcia f je diferencovatelna v kazdom bode a = (a1;as) € R? a plati

f'(a) = D = (2a1;2a3), df(a,h)=hD” = Dh" = f'(a)h” = 2a1h1 + 2a3h;. m

18K bodu 0,, sa priblizujeme po tsecke so zadiatkom h a koncovym bodom 0,,.
19Kedze je limita zlomku nulova, musi byt aj limita jeho &itatela nulova.
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2.2.2 Parcialne derivacie funkcie n premennych

UvaZzujme funkciu f: A — R™, kde A C R" je oblast, n,me N a bod a€ A.

Derivacia f v bode a predstavuje konstantni maticu typu m xn. Jej vypocet na zaklade
definicie (priklad 2.2.1) je volba nevhodna a vi¢Sinou prakticky nemozna. Derivaciu f’(a)
mozeme jednoducho vypocéitat pomocou jej tzv. parcialnych derivacii.

Funkcia f ma v bode a parcialnu derivaciu j-tej zlozky, j = 1,2,...,m podla
i-tej premennej (podla z;),i=1,2,...,n, ak existuje koneéné (vlastna) limita?’
dfj(a) — lim filar;..sai—vzai+tiaipas..san) = fi(a1;..50i 13003054 15-500)

O; t—0 t
_ [Subst.z;=a;+t] _ filai;.5ai 152430040150 500) = fi(a1;...5ai-1;0i30i41;...;0n)
t—0, =z —a; Ti—a; .

lim
T;—ra;

Hodnota funkcie f; sa meni iba v zavislosti od i-tej premennej, od ostatnych premen-

nych je nezavisla. Pre i = 1,2,...,n, j =1,2,..., m definujeme jednorozmerné funkcie
g”(l’l) = f(al; P ¢ VI I/ 7 F T IO an) : R— R.
Potom pre i =1,2,...,n, j = 1,2,...,m plati aff( ) = dgg—m(a) = g;;(a:).
Funkcia f ma parcialnu derivaciu j-tej zlozky7 =1,2,...,m podla i-tej premennej,
i=1,2,...,n na mnozine B C A, ak pre kazdé a€ B ex1stu3e af”(a)

Veta 2.2.3.
Mnozina A C R™ je oblast, n,m € N, funkcia f: A — R™ je diferencovatelna v bode a € A,
pricom derivacia f'(a) = D = (d;j)mxn-

= Existuju vetky parcialne derivacie aJ;’fla) =dj,1=1,2,...,n,7=1,2,...,m
Dokaz.
Oznacme j-ty riadok matice D symbolom d; = (dj; djz idin), j=1,2,...,m.
Potom hD” = h(d];d};...;cl) = (hdl; th ..... hdm) a vztah (2.5) mozeme vyjadrit

f(at+h)—f(a)~hDT
Tall,

0,, = lim
m h—0,

(f1(ath);f2(ath);..;fm(a+h)—(fi(a);f2(a);..;fm(a))—(hd] ;hd] ;.. dﬂ)
h—0, Al

To znamend (vid dokaz vety 2.2.1), Ze plati

filath)—f;i(a)—hd]

. P J S
hlgl(}n TRl =0 prej=12,....m
Ak v tomto vztahu pre j = 1,2,...,m zvolime za h postupne pre i = 1,2,...,n smery

t; =(0;...;0;¢0;...;0) — 0, (na i-tom mieste je t€ R, t — 0), dostaneme
]I, = V2 = |t], t,,;djT =(0;...50;t;0;...;0) - (dj1;. . .5 djis .. 5dgn) T = tdj,.

Pre vietky i = 1,2,...,n, 7 =1,2,...,m potom plati

. fila+t)—f;(a)—t;d] . fila+t)—fi(a)—tid]
= lim z L = lim |< : 2
0=, [, i T,

20V zlozke f; sa menfi iba i-ta premennd a; +t — a;, resp. x; — a;.
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- | filar;..; i a1 jan)—fi(a15..5ai—13a450541;..50, ) —tdj;
— lim filais..5ai—15ai+tiaiyq; pi j
t—0 t
- filai;..;ai+t;. 5an)—fi(ai;...;a:;...;an) | | 9fi(a)
%H}é t o d]"’ o dr; dﬂ )

t. j. W dji = 0 a aj tvrdenie vety (’f7( ) — i

7 predchadzajicej vety vyplyva, Ze ak je funkcia f: A - R™ A C R*, n,m € N

diferencovatel'na v bode a € A, t. j. ak existuje f'(a), potom existuji vietky afj(a)
i=1,2,...,n,j=1,2,...,m a tvoria maticu f’(a), ktort nazyvame Jacobiho matlca
O0fi(a) 9fi(a) . . 9fi(a)
oxq Oxo Tn
8%, (a) O0f2(a) Of2(a) . Of2(a)
’a:D—( Ja’) — oz Oxa Oxnp
f() ozi ) vn

oxq Oxo Oy

Poznamka 2.2.1.

Opacné turdenie vety 2.2.3 pre n€ N, n > 2 neplali.

Ezistencia vsetkych parcidlnych derivdcii a’?ifa) v bode a € D(f) nezarucéuje existenciu
derivdcie f'(a) a nezaruéuje ani spojitost f v bode a (priklad 2.2.5).

e Opacné turdenie plati iba pre n = 1, t. j. pre funkcie f: R — R, kde existuje iba jedna
parcidlna derivdcia identickd s derivdiciou f'(a). V tomto pripade, ak existuje koneénd
derivdacia f'(a), potom je f v bode a spojitd (mal: veta 4.1.1).

e Spojitost funkcie f v bode a pre n > 1 zarucuje existencia derivdcie f'(a) (nie iba
existencia matice derivdcie), t. j. diferencovatelnost funkcie f v bode a (veta 2.2.2).

V niektorych $pecidlnych pripadoch sa moze Jacobiho matica zjednodusit.

e Funkcia f: R—> R, t. j.on=m=1,x= () =z, a=(a) =a, h=(h) =h.

Matica derivacie f’(a) sa redukuje na jeden prvok. Dostavame derivaciu realnej funkcie
jednej premennej, ako ju pozname doposial (mal: 4.1 Derivacia realnej funkcie). Plati

fla)= () = 20 = 40 — p(a), df(a,h) = h(ZL2) = f(a)h = df(a, h).
e Funkcia f: R—> R™, t. j.n=1, meN, m > 2,
f:(f1§f2§~-~§fm)7 w:(x):x, a:(a):a, h=(h)=h

Matica derivacie f’(a) sa redukuje na stipcovy vektor s m zlozkami, ktory sa nazyva
dotykovy vektor funkcie f v bode a. Funkcia f geometricky predstavuje krivku pa-

rametrizovand rovnicami y; = f1(x), y2 = fa(), ..., Ym = fm(z), € A. Plati
dfi(a a
2\ (A fi)
9fa( dfa(
plap— | H | | R | B |
Afm(a m(a
dptar |\ttt |\ g o)

af(a,h) = hf' (@) = (25 2B hs. s 25O ) = (fi(@)hs fyla)hs .5 fhu(a)h).
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e Funkcia f: R*" > R, t. j.neN,n>2, m=1,
x = (z1;22;...;Tn)y, @ = (a1;a2;...;an)y, b= (h1;ho;...;hy)

Matica derivacie f’(a) sa redukuje na riadkovy vektor s n zlozkami, ktory sa nazyva
gradient funkcie f v bode a a oznacuje grad f(a). Plati

o 2] 2]
f'(@) = grad f(a) = (3l 2L, s 2,

df(a,h) = h-grad f(a)T = grad f(a)-hT = Lga(f)m + ng) ho+ -+ ‘ﬁﬁ:) .

Na obr. 2.2.17 vpravo st zndzornené parcialne derivacie funkcie f: R? — R. Geomet-
ricky vyjadruju smernice, t. j. tangensy uhlov a3 a ag dotykovych priamok t; a to ku
grafu funkcie f v bode a = (a1;a2) so svojimi kolmymi priemetmi p; a ps do stradnicovej
roviny x1xs. Priemety p; a ps st rovnobezné so sturadnicovymi osami x; a z5. Priamky ¢
a to jednoznacne uréuju dotykovi rovinu ku grafu funkcie f v bode a (vid poznamka 2.2.2
a priklad 2.2.4).

Y| flar +1)

flar+1t) = fla)

0 / a) ay +t
q1

R EeeE) £1

Obr. 2.2.18:
Priklad 2.2.3

Obr. 2.2.17: Geometricka interpretacia derivacie
funkcii f: R — R (vlavo) a f: R? — R (vpravo)

Ked zafixujeme premenni x5 na hodnotu as dostaneme realnu funkciu f(x1): R — R
jednej realnej premennej. Jej grafom je (rovinna) krivka, ktora vznikne prierezom podvod-
ného grafu rovinou urenou priamkami d; a p; (rovinou rovnobeZznou so siradnicovou
rovinou z1y obsahujicou doty¢nicu d). Analogicky moZzeme fixovat premennt 27 na hod-
notu a;. Potom dostaneme realnu funkciu f(z3): R — R, ktorej graf vznikne prierezom
povodného grafu rovinou uréenou priamkami ds a py (rovinou rovnobeZnou s rovinou oy
obsahujicou doty¢nicu ds).
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e Funkcia f: R®" - R", t. . n=meN, n > 2,
f= 1 fas 5 fm)s ® = (T13025. .5 20), @ = (a1;a2;...50n), b= (Ri;ho;. .5 hy)

Derivacia f’(a) je Stvorcova matica®! typu n x n, jej determinant det f’(a) sa nazyva
Jakobian. Plat{

O0fi(a) Ofi(a) . Bfl(a)

oxq Oz
0fa(a) Of2(a) . sz(a)
flay=1 7 T
Ofn(a) Ofn(a) Ofn(a)
lea 81’: amna 3f1 a)h + 8f1 a)h 4ot aglz(a)hn

3f2(a)h +3f2(a)h NI +5f2(a)h

df(a,h) = hf'(a)" =

0@l 0@y 4oy 2@y

Priklad 2.2.2.
Pre funkciu f(z;y) = 2¥: (0;00) x R — R plati

grad f(z;y) = ['(w:y) = (P52 250 ) = (yav 0¥ na),
f(151) = (@-151 In1) = (1;0),  f'(1;0) = (0-19751%-In1) = (0;0).
Pre funkeiu f(z;y) = (fu(2;9); f2(239)) = (2%;9%): (0;00)* — R? plati

of1(zsy) Ofi(wsy) -1
@y =1 ,.2" oy | (v @l [ y) = LOY m
! af2a(§§y) 8f2a(§§y) myx_l yz lny ’ ’ 10

Poznamka 2.2.2.
Uvazujme redlnu funkciu jednej redlnej premennej y = f(x1): R — R a bod ay € D(f).

Dotycnica t1 ku grafu funkcie f v bode a1 md rovnicu (obr. 2.2.17 vlavo)

ti: y— fla) =df(ar,z1 —a1) = f'(a1) - (21 —a1) = tgou - (x1 — ar),
kde (1; f'(a1)) = (1;tg 1) je smerovy vektor dotycnice t1. Normdlovy vektor k dotyénici ty
md tvar (f'(a1); —1) = (tgaq; —1). Normdla n, t. j. kolmica ku dotycnici t1 v bode doty-

ku (ay; f(a1)) md parametrické vyjadrenie

n: 1 =a1+ f'(a1)t, y=fla1)—t, tER,
resp. rovnicu n: y— f(a1) = —% ~(z1 —ay) pre f'(a1) # 0.

Poznamka 2.2.3.
Uvazujme funkciu dvoch premenngjch y = f(x1;22): R?* — R a bod a = (a1;as) € D(f).

2INjekedy sa ako Jacobiho matica nazyva f’(a) iba v tomto pripade n x n.



44 beerb@frcatel.fri.uniza.sk & https://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

Dotykovd rovina T ku grafu f v bode a md rovnicu (obr. 2.2.17 vpravo)

vy fla)=df(a,z —a) = f(a) (v a) = (2, @) (11—,

Ty — ay
=D (g —ay) + Y (25— an) =tgar - (21— a1) + tgan - (12— an).

Normdalovy vektor dotykovej roviny T md tvar (%{i‘:);%;—l) = (tgay;tgag; —1).

Priamka n prechddzajica dotykovgm bodom (a; f(a)) kolmd na rovinu T sa nazgva nor-
mdla ku grafu funkcie f v bode (a; f(a)) a md parametricky tvar

9 o
n: 1 =a + gi‘:)t, gi;l)t., y= flaj;az) —t, tER.

To = a2 +

Ak y = f(x1;29;...52,): R® — R, n€ N, potom dotykovi mnoZinu 7 v bode a € D(f)
nazgvame dotykovd nadrovina ku grafu f v bode a = (ai;az;...;a,) a md tvar

7:y— fla) =df(a,x —a) = f'(a) (x — a)T = %‘i?)(m —a1)+--+ dggga)(a:n — Q).

Priklad 2.2.3. ,
Uvazujme funkciu f(t) = (z;y;2) = (22 (2mt) , 2t cos (zﬂ);t): (0;00) — R3.

™ s

Funkcia f predstavuje priestorovi krivku v R?, jej grafom je pirdla (obr. 2.2.18) zac¢ina-
juca v bode (0;0;0). Prakticky je krivka definovana parametricky rovnicami

f: fL'(t) _ 2t sin (27t) y(t) _ 2tCOSﬂ—(27‘rt)’ Z(t) _ t, ¢ Z 0.

s b

Pre derivaciu funkcie f, t. j. dotykovy vektor v bode t € (0; 00) plati

aragtt) x'(t) 2 sinﬂ(_?mf) + 4rt co: (2mt) 2 sin7£2wt) + 4t cos (2’/Tt)
f/(t) — B%Ett) _ y’(t) — | 2cos(2nt)  4mtsin (27t) — | 2cos(2nt) 4t sin (27Tt)
3—3(:) Z'(t) 1 1

Derivacia f/(to)T = (z'(to); 9 (to); 2'(to)) = (z'(t0); % (to); 1) v bode t( € (0; o0) predstavuje
smerovy vektor dotykovej priamky d ku grafu funkcie f v tomto bode f(¢). Parametricky
tvar doty¢nice d (obr. 2.2.18) je

d: dy(t) = z(to) +2'(to) -, dy(t) = y(to) +y'(to) - t, d:(t) = 2(to) +t, teR
Napriklad pre to = 2 dostaneme f(2) = (z;y;2) = (0; 2;2), f/(2) = (8; 2;1) a doty¢nicu
d: dp(t)=0+8t=8t, d,(t)=2+2 =22 g (t)=2+t, tcR.m

T

Priklad 2.2.4.
Pre funkciu y = f(x1;72) = 2 + 23: R? — R (pr. 2.2.1) v bode a = (a1; as) € R? plati

Bé))‘g(ﬁflc) = 21y, agi::) =210, grad f(a) _ f’(a) _ (8f(a). Bf(a)) _ (2a1;2a2),

311 ) 6’:62

df(a,, h) = hf’(a,)T = (hl; hg)'(2a1; 2a2)T = 2a1hy + 2ashs.

Dotykovi rovinu 7 (obr. 2.2.19) ku grafu funkcie f v bode a tvoria doty¢nice t; a to. Ich
kolmé priemety do sturadnicovej roviny z;xo St rovnobezné s osami xy a xo. Priamky ¢y
a pp zvieraji uhol a; a priamky to a ps uhol as, pricom tga; = 2a1, tgas = 2a2. B
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Priklad 2.2.5.

1 =0,
Uvazujme funkciu f: R? — R definovana vztahom f(z) = f(x;y) = { pre vy

2 pre zy # 0.
Uvazujme bod a = (0;0). Derivacia f’(a) neexistuje, aj ked obe parcidlne derivacie funk-
cie f v bode a existuja a st konecné.

Riesenie.

Pre parcialne derivacie plati

0f(a) _ 0f(0;0) _ yi 0 f(@:0)—f(0:0) _ yi o 1—1 _ 100 _ _
g = 2 = iy PR =l 15— g 2 =l 0 =0,

9f(a) — 9f(0;0) — lim £(059)—f(0;0) — lim 1-1 _ lim 0 _ im0 =0
dy dy y—0 y—0 y—0 Y y—=0Y  y—0 '

Funkcia f nie je spojitda v bodoch (¢;0), (0;t), t € R, t. j. ani v bode a a neexistuje ani
limita funkcie f v tychto bodoch (obr. 2.2.20).
Predpokladajme, Ze existuje f’(a). Ak derivacia existuje, potom (veta 2.2.3) musi platit

J'(a) = J'(0:0) = D = (%52 25} = (0:0).

Pre derivaciu f/(a) podla definicie, t. j. podla vztahu (2.6) plati

— i f@=fla)=(z=a)-DT _ 4. fay) = £(0:0) = ((5y)—(0;0))-(0:0)" __ s f(azy)—0-0
0= Lm Te—al, = lim CDECE = ey
y—0 y—0
BT f(z5y) _ Smer z =y —0 _ f(z;z) 1 2 2 _
7mhin0\/z2+y2 {wy#O, f(w;y)=2] xhinva?ﬂﬂ? il—% 202 07 %
y—0 x—0

Dostali sme spor. To znamena, Ze derivacia f/(0;0) neexistuje. m

Obr. 2.2.21:
Priklad 2.2.6

Obr. 2.2.20:
Priklad 2.2.5

Obr. 2.2.19:
Priklad 2.2.4

Priklad 2.2.6.
Funkcia f(z;y) = 2% R? — R je spojita na celom svojom definicnom obore D(f) = R?.
Pre derivaciu funkcie f v bode & = (x;y) € D(f) plati

x: T 3 < 3
grad f(w) = f'(@) = ['(wsy) = (2500, L5 ) — (2205, 220 ) — (0;3y2).
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Parcialna derivacia W = 0 je pre vietky body x € D(f) rovnaka.

Pre v8etky body a1 = (a12;ay), az = (a2,;ay) € D(f), ktoré maja rovnaka y-ova strad-
nicu, plati f(a1) = f(a2), f'(a1) = f'(a2). V bodoch a1, as st doty¢nice t1, = to, = t,
identické a dotycnice t1y, t2, TOVnObEZNE.

To znamena, Ze dotykova rovina 7 v bodoch aq, as je rovnaka (obr. 2.2.21). m

Priklad 2.2.7.

Funkcia (z;y) = ¥(p; ) = (pcos ¢; psing): (0;00) x R — R? z prikladu 2.1.3 uréuje pre-
vod stradnic bodov euklidovskej roviny z polarneho systému do kartezianskeho systému.
Funkcia ¥ je spojita a diferencovatelna v kazdom bode (p; p) € D(¥) = (0; 00) X R. Plati

W w cosp —psing
o, — ¥ o =
W (p;p) = Ay(pip) dylpsp) | — (sinso PCOSV’).

) ap

Pre Jakobian plati det U/ (p; ) = pcos® o + psin® ¢ = p. To znamena, 7e pre p > 0, t. j.
pre vetky body (p; ) €(0;00) x R je matica ¥'(p; ¢) reguarna. m

Priklad 2.2.8.
Uréte dotykovii rovinu 7 ku grafu funkcie f: z = f(z;y) = 1,52% — 42, (z;y) € R? s doty-
kovym bodom a € D(f) tak, aby bola rovnobezna s rovinou p: 6z + 4y + 2z — 12 = 0.
Riesenie. ,
Pre vietky (z;y) € R? plati z = f(z;y) = 3= — o2, 2/ = f'(z;y) = (3z; —2y).
Dotykova rovina 7 ku grafu f v bode a = (ay;a,) mé rovnicu (poznamka 2.2.3)
C oL 9f(a). 8f(a)\ (T —az) _ 3a3 _ o . r—a
T: Z—f(a)+ (T;’T;)(y—a:) = 5 *ay+(3axa*2ay)‘(y_az)
3a§

_ 2 _ 3a2 2
= 5 —a; +3ax(z — az) — 2ay(y — ay) = 3a,x — 2a,y — 5= +a;.
Ak odstranime zlomky a presunieme vSetky premenné na jednu stranu, dostaneme
7: —6a,x + dayy + 2z + 3a2 — 2a2 = 0. (2.9)

Roviny 7 a p si rovnobezné, ak ich rovnice maju rovnaké koeficienty pri prislusnych
premennych (tieto koeficienty tvoria norméalové vektory) a rozne absolutne ¢leny. Rovinu 7
sme upravili tak, aby mala pri premennej z rovnaka premennu ako rovina p. Potom su
tieto roviny rovnobezné, ak maji rovnaké aj ostatné koeficienty, t. j. ak —6a, = 6, 4a, = 4.
Potom a, = —1, ay = 1, 3a2 — 2a2 = 1 (obr. 2.2.22) a rovina 7: 6z + 4y + 2z + 1 = 0.
Iné riesenie.

Roviny 7 a p st rovnobezné, ak st ich normalové vektory linearne zavislé. Normélovy
vektor roviny p ma tvar?? (6;4;2), resp. (3;2;1). Normalovy vektor roviny 7 mé tvar

df(a). 0f(a
(7’(;; J; oL );—1) = (3aq; —2ay; —1).

Aby boli normalové vektory linearne zavislé, musi existovat t € R, t # 0 tak, aby

(Bag; —2a,;—1) =t(3;2;1) = (3t;2t;t), t.]. 3a, = 3t, —2a, =2t, =1 =1.
22Normalovym vektorom je tieZ kazdy nasobok skalarom t(6;4;2) = (6t;4t;2t), tER, t # 0.
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Potom t = —1, —2a, = =2, 3a, = =3, t. j. a, = —1, ay =1, a = (—1;1), f(a) =0,5.

Dotykova rovina ma potom rovnicu 7: 3a,r — 2a,y — 2 +c= -3 — 2y —z +c = 0.

Este musime urcit c€ R tak, aby bod (a; f(a)) = (—1;1;0,5) lezal v rovine 7. Musi platit
0=-3(-1)—-21-054¢=3-2-0,54+¢=0,5+¢, t.jc=-0,5.

Dotykova rovina mé potom tvar 7: =3z —2y —2—0,5 =0, resp. 7: 6x+4y+22+1=0.m

,’/,'r
\ /7
\a

Whed] '
“%&%\g’i’%”"
0 L

S

Obr. 2.2.22: Obr. 2.2.23: Dotykova rovina 7
Dotykova rovina 7 i kolm4 na dantd rovinu p
(priklad 2.2.8) (priklad 2.2.9)

Priklad 2.2.9.
Uréte dotykovii rovinu 7 ku grafu funkcie f: z = f(z;y) = 1,52% — 42, (z;y) € R? s doty-
kovym bodom a € D(f) tak, aby bola kolma na rovinu p: 6z + 4y + 2z — 12 = 0.

Riesenie.
V priklade 2.2.8 sme hladali rovnobeznu rovinu, teraz hladame kolmu rovinu na p.
Normalovy vektor roviny p ma tvar?? (6;4;2), resp. m, = (3;2;1). Normélovy vektor

dotykovej roviny 7 v bode @ ma tvar

df(a). 0f(a
n, = <—JC;ED ). J;(y );—1) = (3az; —2ay; —1).

Roviny p a 7 a teda aj ich normalové vektory m, a m,; maji byt na seba kolmé. Takych
moZnosti je nekone¢ne vela (obr. 2.2.23 vlavo). Vsetky ., ktoré lezia v rovine p st kolmé
na n, a moézu byt normalovym vektorom dotykovej roviny 7 (obr. 2.2.23 v strede).
Vektory n,, m, st na seba kolmé, ak je ich skalarny sucin nulovy?

(np.n.) = ((3;2;1), (3az; —2a,;—1)) = 9a, —4a, —1=0, t.j. a, = 2%==1

Ak oznacime a, = t, potom a, = % a plati

— — 2 9t—1)2 _57¢2 _
a=(H25), fla)= f(t;250) = 8 - OV ot

us

23Kolmé vektory m, a m, zvieraji uhol p = 5 aplati (np,n:) =[5 - ||lyll3 - cos 5 = 0.
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Dotykovych rovin 7 je nekoneéne vela a ich body dotyku (a;ay; f(a)) s grafom funkcie f
tvoria priestorovi krivku d (obr. 2.2.23 vpravo) parametricky definovant vztahmi

d: a(t)=t, y(t)= 2L, z() = B=0TE1 0 e R
Ku konkrétnemu te R, t. j. a = (t; %) na zéklade vztahu (2.9) patri dotykova rovina

7: 0= —6a,x + dayy + 2z + 3a3 — 242 = —6tw + 4251y + 22 + 3¢2 — 2( 212

(9t—1)2
8 ’

= 6tz + (9t — 1)y + 2z + 3t2 — pricom n, = (—6¢;9t—1;2). m

Veta 2.2.4 (Lagrangeova).
Funkcia f: R® — R, n€ N je diferencovatelna na oblasti A C D(f),
body a = (aj;as;...;a,),b = (b1;ba;...;b,) € A.
= Pre kazdé i =1,2,...,n existuje ¢; = (aq;...;a;-1;¢i; 0415 ..;b,) € A tak,
ze |le; —all, < ||b—al,, |lc; — b, < |b—al, a plati

(b —a;) = 2L (b —ay) + -+ 2L (b, — ). (2.10)

xr

F(b) - fla) = 3 e

Dokaz.
Na zaklade vety 2.2.2 je funkcia f spojita na mnozine A.
Prei=1,2,...,n ozna¢me m; = min{a;, b;}, M; = max {a;,b;} a uvazujme funkcie

gi(x) = flar;...;a;-1525bi415 ... 5bp) 0 (my; M) — R.

Plati f(b) = gl(b1)7 f(a') - gn(an) a navyée g1(a7) = gi-‘rl(bi-‘rl)a 1= 1a 27 ceey N — 1.
e Akpreie{1,2,...,n} plati a; = b;, potom (m;; M;) = {a;} je jednoprvkova mnozina.
Ak polozime ¢; = a; = b;, potom

9i(bi) = gi(a;) = flar;...;ai—15¢5 05415 .5 bn) = fci).

Ked7e |¢; — a;| = 0, |b; — ¢;| = 0 a bod ¢; mé ostatné suradnice totozné s a alebo b, platia
aj nerovnosti ||¢; — al|,, < ||[b—al|,, [|[b— ¢, < ||b—al,-
8f(c )

Derivacia existuje podla predpokladov vety, takze plati

0=gi(bi) — gila;) = bi — i, t.j. g;(bi) — gila;) = 25 (b; — ay).

e Ak pre 1 € {1,2,...,n} plati a; # b;, potom st splnené predpoklady Lagrangeovej
vety o strednej hodnote (mal: veta 4.3.3). Funkcia g; je spojita na (m;; M;) a pre vietky
body x € (m;; M;) existuje derivéacia g.(x). Potom existuje ¢; € (m;; M;) také, ze plati

gi(ci) = “’J%Z:(‘“), t. . gi(bi) — gi(ai) = gi(ci)(bi — ai).

Dalej plati lei — a;| < |b; — ai, |b; — ¢i| < |bi — a;|. PretoZze bod ¢; ma zostavajice surad-
nice totozné s a alebo b, plati aj ||c; —al|,, < [|[b—al,, [|[b—cl,, < |b—al,.
Kedze g;(¢;) = fla1;...;a;-1;¢i;bi11; -3 bn) = f(e¢;), potom plati

9;(61) = L](;S;i), t. j. 9i(bs) — gi(a;) = g;(ci) (b —a;) = agic,,i) - (bi — ay).



mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
https://frcatel.fri.uniza.sk/~beerb

2.2 Derivacia a diferencial funkcie n premennych 49

Ak to zhrnieme, potom plati

fb) = f(a) =g1(b1) — gn(a,) = [gl(th) = g2(b2), g2(az) = g3(bs), ..., gn-1(an-1) zgn(bn)]
(a1)] + [g2(b2) — g2(a2)] + -+ + [gn(bn) — gn(an)]
= af(cl)(bl 7(11)4» af( )(bg 7(12)4’ +M(bn*an)- u

Oxp,

Poznamka 2.2.4.

Veta je zovseobecnenim zndmej a casto pouZivanej Lagrangeovej vety o strednej hodnote
(mal: veta 4.3.3). My ju uwvddzame ako dosledok 2.2.4..

V prazi si zndme este Rolleho a Cauchyho vetly o strednej hodnote (mal: vety 4.3.2, 4.5.4).

7 dokazu vety je zrejmé, ze predpoklady vety moZzeme zjednodugit a vetu formulovat
analogicky ako v jednorozmernom pripade pre parcialne derivacie.

Désledok 2.2.4.a.
Funkcia f: R™ — R, n€ N je spojita a mé parcidlne derivacie podla vSetkych premennych
v kazdom bode oblasti A C D(f), body a = (ai;as;...;a,),b = (b1;ba;...;b,) € A.

= Existuju ¢; € (m;; M;), i = 1,2,...,n také, Ze plati vztah (2.10), t. ]

F(6) = fla) = 3 e (b, — a;) = 2D by — a)) 4 oo+ 2led (b, — )

i=1

T
=(b—a)- (%gff); offea); af(cn)> _ (6f<cl) 0f(es). af(c,») (b—a)T.

Oy, Ory ' Oxo EE Oy,

Dosledok 2.2.4.b (Lagrangeova veta o strednej hodnote).
Funkcia f: R — R je spojita na (a;b), pre vetky x € (a;b) existuje (aj nevlastna) f/(z).

= Existuje c€(a;b) také, ze f'(c) = f<b) Z(a), t. j.

Dosledok 2.2.4.c (Lagrangeova veta v R?).
Funkcia f: R? — R je diferencovatelna na oblasti A C D(f), a = (ai;a2),b = (b1;b2) € A.

= Existuju?* ¢ € (my; My), ca € (ma; My) take, Ze

F(b) — f(a) = 2L12) (b — qy) + 2ica) (b, — ),

24 Ako v dokaze vety 2.2.4 oznadenie m; = min {a;,b;}, M; = max {a;,b;},i=1,2,3.
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Dosledok 2.2.4.d (Lagrangeova veta v R?).
f: R? = R je diferencovatelna na oblasti A C D(f), a = (a1;as2;a3),b = (by; ba; b3) € A.
= Existuju®* c; € (my; My), co € (ma; Ms), c3 € (m3; M3) takeé, ze

f(b) = f(a) = M(bl —a1) + M(@ —ay) + M(bg — as).

Oxq Oxo Oz

Uvazujme funkciu f: R — R, n € N diferencovatelnta na oblasti A C D(f) a body
a = (ar;az;...;a,),b=(b1;ba;...;b,) € A.

Ak vo vztahu (2.10) nahradime v8etky body ¢;, i = 1,2,...,n bodom a, potom mozeme
funkciu f v nejakom okoli O(a) aproximovat nasledovne

f(x) — f(a) = __1%79(;)(331' —a;) = aafT(?)(xl —a1) 4+ %fT(:)(xn —ay).

To znamena, Ze pre x € O(a) plati
f(x) ~ fla) + agi‘:) (t1—a1)+- -+ 3(;1:) (tn —ay) = f(a) +df(a,z—a). (2.11)
Ak oznacime rozdiel medzi Tavou a pravou stranou
w(z) = f(z) - fla) —df(a,x —a) = f(z) - f(a) - (z —a) - f'(a)",
potom zo vztahu (2.6) pre funkciu w(x) vyplyva
lim — lim {@=f@)=(z—a)f' (@) _

z—a llz—all, r—a z—al,

w(=)

Pre (absolitnu) zmenu funkcie f od bodu a po bod x plati
Af(a,z —a) = f(z) - f(a) = (x - a) f'(a)" +w(z) =df(a,z — a) + w().
Funkciu w(x) nazyvame zvySok zmeny funkcie [ od bodu a po bod x a predstavuje
chybu pri nahradeni Af(a,x — a) diferencidlom df(a,z — a).

Ak f(a) # 0, potom pomer absolatnej zmeny Af(a,x — a) a funkénej hodnoty f(a)
nazyvame relativna zmena funkcie f. Plati

Af(a,x—a)~df(a,x—a)=(z—a) f(a),

_ Aflaz-a) . df(ax—a) _ (@—a)f(a)"
if(a, @ —a) = =5y~ “fay = @)

Ak pouzijeme substiticiu € = a + h€O(a), potom dostaneme h = x — a, h€0(0,,),
df(a,h) =h-f'(a)T a h — 0, pre x — a. Pre zmenu f od a po bod a + h plati

Af(a,h) = f(a+h)— f(a)=h- f'(a)T +w(h) =df(a,h) + w(h). (2.12)
Funkciu f aproximujeme v bode a + h, h€0(0,) v tvare
fla+h)~ f(a) +df(a,h) = f(a) + hf' (@), kde lim s =o0. (2.13)

Pre absolitnu zmenu a relativnu zmenu funkcie f platia vztahy
Af(a,h df(a,h h-f'(a)T
Af(ah) = df(a,h) = hf'(a)", 6f(ah) = Sett ~ SRR = BEES
Predchadzajuce vztahy zodpovedaji pripadu funkcie jednej premennej (mal: Veta 4.2.2
o najlepsej lokilnej linedrnej aproximacii pomocou diferencialu) a maja lokalny charak-
ter, t. j. maju zmysel iba v nejakom blizkom okoli O(a), resp. O(0,,).
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Poznamka 2.2.5.

V sicasnej dobe lahko dostupnej vijpoctovej techniky uz nemaji vztahy (2.11), resp. (2.13)
taky vyznam pri aproximovani ¢iselnych virazov ako kedysi. Ale stdle magi velky vijznam
pri zjednoduSovani mmnohigjch vztahov v technickijch, ekonomickych, fyzikdlnych a ingjch
odvetviach. ZloZitejsie nelinedrne tulohy sa nahradia jednoduchsimi linedrnymi, ktoré si
samozrejme menej presné, ale daju sa vypocitat a chyba vipoctu je pripustnd.

Priklad 2.2.10.
Priblizne vypocitajte hodnoty: a) 0,97%02) b) /1,983 + 4,052 + 4,922.

Riesenie.
a) Ozna¢me f(z;y) = 2¥: (0;00)x R — R (vid pr. 2.2.2), potom f’(z;y) = (yx¥~ 129 Inz).
Oznaéme a = (az;a,) = (1;2), potom f(a) =12 =1, f'(a) = (2-127112 - In1) = (2;0).
Ak polozime x = (z;y) = (0,97;2,02), potom

flx)=0,97%2 =z —a=(0,97-1;2,02—2) = (—0,03;0,02).
Pre odhad hodnoty 0,97%%2 pomocou vztahu (2.11) potom plati

0,979 = f(z) = f(a) +df(a,z — a) = f(a) + f'(a) - (x — a)"
=1+ (20)-(—0,03;0,02)” =1—0,06+ 0 = 0,94.

Aby sme mohli pouzit postup, postaci, aby bola f definovana v O(a) takom, Ze x € O(a).
Presna hodnota vytazu na Sest desatinnych miest je 0,97%9% = 0,940 327.

b) Ozna¢me f(x) = f(z1;32;23) = /2§ + 23 + 23 = (23 + 23 +23)*: R* > R.
Pre derivaciu funkcie f v bode € R? plati

1 1

f'@) = (32303 + a3 +2B)~%; Zoa(ad + 23 + 03) ¥ g (ad + F +23)7F)

:( 3:E1 To T3 >:<3$1.?E2.?E3)

2\/x3+w2+x3 \/x3+x2+x3 \/a:3+:v2+a;3 2f(x) f(x)’ f(z) )°

Ak oznacime a = (2;4;5), h = (-0,02;0,05; —0,08), potom a + h = (1,98;4,05;4,92).

Dalej f(a) = V23 + i +52=17f ( ) = (% 2:5) a pre odhad odmocniny plati
V1,985 +4,05% + 4,922 = f(a+ h) ~ f(a )+df(a h) = f(a) + h-f'(a)"

— 74 (—0,02;0,05; —0,08)- (7 % %) 0,03-12 + 0,0754 _ 0,078-5 _ 48%56.

Zlomok @ ~ 6,937 143 a presna hodnota na Sest desatinnych miest je 6,954 947. m

Predpokladajme, ze vztah y = f(x1;22;...;2,) vyjadruje zavislost nejakej veli¢iny y
od veli¢in x1, xs,...,x, € R a ze sme kazdu z veli¢in x;, ¢+ = 1,2,...,n namerali s absolut-
nou chybou Axz;, ktora je v porovnani s z; malé.

Ak oznadime x = (z1;22;...;2,), Az = (Azy; Axg;. .. ; Az, ), potom moZeme abso-
latnu chybu Ay = Af(x, Azx) vyjadrit ako diferencial df (z, Ax).

Ak okolie O(x) je také, Zze ¢ + Az € O(x), t. j. Az € O(0,), potom pre absolatnu
chybu Ay a relativnu chybu ¢, pre Az € O(0,) plati

Ay = f(x+Az) - f(z) ~ df(@.Az) = Az-f/(@)T, 5, =22 ~ SeL@)]
Relativna chyba 4, sa Casto vyjadruje v percentach v tvare §,-100 %.
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Priklad 2.2.11.

AK4 je chyba pre objem gule, ak sme jej polomer r namerali s absolutnou chybou Ar?
Riesenie.

Absolutna chyba merania je Ar a relativna chyba merania je 6, = %.

Pre objem gule pre r > 0 plati V(r) = % = %’Tr?’, V'(r) = 4?”-37“2 = 4mr2.

Pre absolitnu chybu AV a relativnu chybu dy plati

AV = Ar-V'(r) = Ar-dnr? = 4mrAr, 6y = ?V ~ 4’1:2T3AT = %T =36,.. 1
3

Priklad 2.2.12.

V sklarskom podniku Drevoplech vyrabaji pohare v tvare valca s vnutornym polomerom
podstavy 3 cm a vyskou 10 cm. Kontrolnymi meraniami sa zistilo, ze pri vyrobe dosahuje
relativna chyba vysky poharov 1,1 % a relativna chyba polomeru podstav 1,5%. Aka je
absolitna a relativna chyba objemu pohéarov?

Riesenze.

Ak oznac¢ime r = 3 cm polomer podstavy a v = 10 cm vysku valca, potom pre objem valca
plati V(r;v) = mr?v = 90w ecm?®, V' (r;v) = (2rrv; 7r?) = (60r cm?; 97 cm?).

Pre relativne a absolutne chyby polomeru 6,., Ar a vysky §,, Av plati:

1006, =1,5%. = Ar =4, =18 ¢ j Ap=210r — L8 oy — &8 oy — 0,045 cm.

r 100° 100
_ Av _ 5 _ 11 : _o1lr 1,110 11
1000, = 1,1%. = &Y =0, = 135, t-J. Av= 355 = g5~ M = 755 cm = 0,11 cm.

Pre absolatnu chybu AV a relativhu chybu dy objemu potom plati:
AV = (Ar; Av) - V'(r;v)T = (0,045 cm; 0,11 cm) - (60 cm?; 97 cm?)

= 2. 77 cm® + 0,997 cm® = 3,697 cm3, by = &Y = 237 = 0,041.

Absolttna chyba objemu je 3,697 cm?® a relativna chyba objemu je 4,1% m

Poznamka 2.2.6.
Objem vyrdbaného pohdra by mal byt V =V (3;10) = 907 em?.
Ak wvaZime chyby vyroby, potom pre polomer r a viysku v pohdrov plati

r~3+£0,015-3cm =3+0,045cm, v~10+£0,011-10cm =10£0,11cm.
Najmensi objem Vinin = 2,9552 - 9,897 em? ~ 86,359 727w cm? dostaneme pre
Tmin = 3 — 0,045 em = 2,955¢cm,  vgiy = 10 — 0,11 ¢em = 9,89 cm.
Najvicsi objem Vinax = 3,0452 - 10,117 em? ~ 93,740 1737 cm? dostaneme pre
Tmax = 9 + 0,045 cm = 3,045 ¢cm,  Umax = 10+ 0,11 cm = 10,11 cm.

Pre relativne chyby objemov Viin a Vinax potom plati

_ V—Viin _ 3,640273 __ _ Vimax—V __ 3,740173 __ =
Wi = i = 2555 & 0,040447, by, = oy = 255 &~ 0,041 557,

¢o zodpovedd vysledkom predchddzajiceho prikladu §, = 0,041.
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Spojitost funkcie f: R* — R™, n,mé&€ N v danom bode a € D(f) nezarucuje jej diferen-
covatelnost v tomto bode (vid veta 2.2.2). Neplati to ani pre realne funkcie, napr. funkcia
y = |z|: R — R je spojita v bode 0, ale nema derivaciu v tomto bode. Diferencovatelnost
funkcie zaru¢uje napriklad spojitost parcidlnych derivacii podla vSetkych premennych.

Poznamka 2.2.7.

Kuvoli prehladnosti nasledujice turdenia formulujeme pre redlne funkcie f: R® — R, n€N.
Pri vektorovych funkciach f = (f1; fa;...; fm): R® — R™, n,m € N aplikujeme dané
turdenia samostatne na kazZdi zloZku fj: R — R, j = 1,2,...,m.

Veta 2.2.5.
Mnozina A C R™, n€ N je oblast, bod a€ A.

Funkcia f: A — R ma v bode a spojité vietky parcidlne derivacie /(@)

J@) i=1,2,...n.

= Funkcia f je diferencovatelné v bode a.
Dékaz.
Ukézeme, ze existuje limita
L — lim f(w)ffl(a)*(:cfa)DT _0, kdeD— (af(a), df(a) . .8f(a)).

Toa |lz—all,, Oxy ' Oxo V"7 Oz

Parcidlne derivacie su spojité v bode a, t. j. existuji v nejakom okoli O(a) C A.
Pre kazdé @ € O(a) st splnené podmienky Lagrangeovej vety 2.2.4 (vid poznamka 2.2.4).
Potom existuju ¢; €O(a), ||¢; —a,, < ||z —al|,,i=1,2,...,n také, ze plati (2.10), t. j.

fl@) ~ f(a) = (x—a) - C7, pricom € = (4fe0; offea), . Offe))

Potom pre argument limity L plati

f(@)—f(a)=(z—a)-D" _ (z—a)-C"—(x—a)-D" _ (z—a)(C"-D") _ (#—a)(C-D)"
[z=all, [z—all, [e—all, [z—all,

Pre limitu L plati

T
0<|L = | tim E=aC-D)| _ pj |@-a)©-D)| _ y, |@a)(C-D)T]
- r—a Hm_a“n Tr—a Hm_a‘”n Tr—a ”m_a”n
af ) of 2 8f(en) 8f(a)
<l [CFSR ) aman) + (552802 (ra—aa) 4t (S22 - HR) (@0 —an)
r—a [z—all,
9f(e1) 9f(a) 9f(eg) 9f(a) Of(en) _ 9f(a)
< lim e P | o 4 [ 2552 S | s o | 24 - | wn—an
= zoa [z—all,
= [Pre vietky i = 1,2,...,n plati |z; —a;| < ||z — al|,, a navySe pre  — a plati ¢; — a‘]

n ‘ df(e2) _ 9f(a)

0:62 8:02

+...+‘%c:>_m

Ox,, :|

=0+0+---+0=0.

r—a 8I1 8{131

< lim “aﬂcn )

Posledna rovnost vyplyva zo spojitosti parcialnych derivacii a z konstrukcie bodov ¢;.
To znamena, 7e 0 = |L| = L (veta 2.1.12) a tvrdenie vety je dokazané. m

Poznamka 2.2.8.

Spojitost vSetkijch parcidalnych derivdcii funkcie f v bode a vo vete2.2.5 je iba postacujica
podmienka diferencovatelnosti funkcie f v bode a, ale nie nutnd. Napriklad funkcia f
definovand predpisom f(x;y) = (22 + y?) sinﬁ pre (z;y) € R — {(0;0)} a f(0;0) =0
nespliia predpoklady tejto vety (pr. 2.2.18, obr. 2.2.24), ale je diferencovatelnd v bode (0;0).
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Funkcia f: R — R, n € N sa nazyva hladkd v bode a ¢ D(f), ak ma v nejakom

okoli O(a) spojité vsetky parcidlne derivacie gg(f) =1,2,...
Funkcia f: R — R, n€ N sa nazyva hladka ak je hladka v kazdom bode a € D(f).
Z definicie vyplyva, ze definiénym oborom hladkej funkcie musi byt otvorenéa mnozina.

Désledok 2.2.5.a.
Funkcia f: R — R, n€ N je hladkd v bode a€ D(f).

—> Funkcia [ je diferencovatelna v bode a.

Doésledok 2.2.5.b.
Funkcia f: R™ — R, n€ N je hladkd. = Funkcia f je diferencovatelna.

(2% +y?) - sin ﬁ pre (x;y) # (0;0),

0 pre (z;y) = (0;0).
Funkcia f je definovana a spojitd v kazdom bode & € D(f) = R? (obrazok 2.2.24).
Jediny problematicky bod je & = (0;0), v ktorom plati (désledok 2.1.11.b)

Priklad 2.2.13.
Uvazujme funkciu f(x) = f(z;y) = {

i (2 +0) s = [ 6020 3 S 1] <0 = £(00),

(;9)—(0;0)
Pre vietky & = (z;y) € D(f), = # (0;0) plati®®
d . , P .
];(;) = 22-sin zziyz - a:22+£y2 -CcoS xziyz, {9(;) = 2y-sin m2iy2 - xzzny -cos mhlry?'

Tieto parcialne derivacie su spojité v bode x. To znamen4, ze v kazdom bode x # (0;0)
je funkcia f diferencovatelna (veta 2.2.5).
Pre bod « = (0;0) plati

2 o1 in
£(0;0 0+£0)— £(0;0 . thsin 50 Thssing <1
gm ) — hmw:hm%_hm(t -sin 1): lithtO :07
t—0 t—0 t—0 t—0
2 o 1
21(0:0) _ Jyyy FOOFDF0:0) _ pypyy D032 70
dy t—0 ¢ t—0 t

Parcialne derivacie v bode (0;0) spojité nie st, pretoze (veta 2.1.18) plati

of (z;y) £0= 0£(050) L,= lim of (z;y) £0= Bfé()O;O).

L, = li - ’ N
im T Ox (zm)—(00) !

(2;y)—(0;0)

Ly, Ly neexistuju, pretoze pre {(0; %)}koo . — (0;0) a pre {(3; }k , — (0;0) plati

L. — i 2.0-si 1 9.0 1 —1<sin-<1 0
= ) = ®Z =
z III;O Sl 0+-1 = 0+ 1 ‘oS O+k% -1< (’OST <1 ’

-
Wl

L

L1 _
y—klgrgo(QOmnl+O 2-0- 1+0005k%+0)—0.

A pre {( Ve )}k L a pre {(O;\/ﬁ)}kzl — (0;0) plati

L,= lim (2-—2—sin +— —2. L. L _.cos 2 =
T p s V2kr 5i-+0 V2kr 5i-+0 Fi-+40

= Jim (/2 sin 2k — 2-/2km-cos 2kr ) = 2.0~ 2:00-1 = 0 — 00 = ~ox,

k—o0

x

sin 2km = 0, cos2km =1

=i = o =2, keN}
2k7r

25 90 1 _ 0 2 2\—17 — 2 2\—2 — —2 9 1 _ —2
%[gﬁ_‘_yﬂ = %[(m +y?) ] =(-1-(a*+y9) 2 20 = (x2+yz2)27 a*y[zz_,'_yz] = ($2+yy2)2-
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f— 1 . 1 . 1 1 —_— . . 1 . 1 —_ —
Ly—khﬁrgo(Q\/2]7Tsmo+ﬁ 2%0+ﬁcoso+ﬁ>— 00.
V bode 0 = (0;0) neplatia predpoklady vety 2.2.5. Funkcia f ale v bode 0 je diferencova-
telna, t. j. f/(0) = (af(o 0. afé?/;o)) = (0;0), pretoze existuje limita a plati2®

ox
lim L@tR=f© =R f/©OT _ 0 L(haihy) = f(00) — (haihy)-(0:0)"
h—0 1A, (haihy)>(00) Vi2+n?
(h2+h )-sin RZRZ —0-0
. +h . .
= lim = lim VhE+ hi - SN g
(haihy)—(0:0) Vh24h? (haihy)—(0:0) vthy
= [wm;h{fiﬂ(o;o) VhI 12 :0‘—1 < sin g < 1] =0.m

Prﬂfla.ld 2.2.14.. “1_ - - sin (332 yz) pre (z3y) # (0;0),
Uvazujme funkciu f(z) = f(z;y) = ¢ &Y
1 pre (z;y) = (0;0).

Funkcia f je definované a spojita v kazdom bode & € D(f) = R? (obrézok 2.2.25).
Jediny problematicky bod je & = (0;0), v ktorom plati (dosledok 2.1.11.b)

Subst. t=a2+34>>0
m(;7+y) ubs ¢ty = hm smt - 1= f(070)
(z3y)—(0;0) T2V x—=0,y—=0, t—=0 0

Pre vSetky « = (z;y) € D(f),  # (0;0) plati
of(x) _ 2a- (22 +y?)-cos (2 4+y?)—2z-sin (2 +y?) — 9. (22 4y?)-cos (¢®+y?)—sin (z%+y?)

8.’,8 (x2+y2)2 ($2+y2)2 b
of(®) _ 2y-(z°+y?)-cos (z+y°)—2y-sin (v +y*) _ ,(r2+y )-cos (z*+y*) —sin (z°+y )
g9y (z2+y?)? 2y (x2+y?)?

Tieto parcialne derivécie st spojité v bode x # (0;0).
Pre bod « = (0;0) plati (pri vypocte limity pouzijeme L’Hospitalovo pravidlo)

sin t2 .
OI00) _ iy LOLEOZ(O00) _ Jjpyy 22 L i st [Lng]
O t—0 t—0 t—0 t 0

2 s 2
= lim 2t<costt2 =2t _ 2 lim cost—1 __ [L’H%] _ 2 lim 72ti1nt — % 72i0-0 — 07
t—0 t—0 3150
sin ¢2
af(0;0 0;0+4¢ 0;0 - . int2—t2
fé ) = Jim £ +) FO0) — iy 2 = lim L= — 0.
Y t—0 t—0 t—0

Parcialne derivacie %, 8{9(;) st aj v bode (0;0) spojité (veta 2.1.18), pretoze
_ ; of (z3y) _ 9£(0;0)
= lim Y —-0= oy

(@)= (0;0) %Y Y

L, = li f(wy) _ g — 0100  p
T wwa(00) 0 gu

To znamend (veta 2.2.5), Ze funkcia f je diferencovatelna v kazdom bode x € D(f).
UkéZeme, ze L, =0, L, = 0. Najprv vypocitame limitu

lim (22 4y?)-cos (x®+y?)—sin (z%+y?) _ [Subsh t=a2+y>>0
(x59)—(0;0) (x2+y?)?2 z—0,y—>0, t—0
_ 1 t-cost—sint __ 10| — 13 st—t-sint—cost __ 1.1 : _ 1 _
_tlgr(l)coTs_[LHE]_}%%__é.}%SIHt__EO_O.
Pre limity L, L, potom plati
L= lim 2z- lim @H)eos@n)sine®t*) _ o
@) —(0:0) (@)= (0:0) (@ +s")
L. — li 9 - li (x+y)cos(m+y)sm(m+y)_0 0=0.m
Y (r;y)lﬁm(o;o) Y (w;y)lgio;ﬂ) (@*+y%)?
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z prikladu 2.2.13 %2 z prikladu 2.2.14

Veta 2.2.6.
Mnozina A C R™, n€ N je oblast.
Funkcia f: A — R ma na A ohrani¢ené vSetky parcialne derivacie agg(::)? 1=1,2,...,n.

= Funkcia f je spojitd na mnozine A.

Dokaz.

Nech a € A je Tubovolny bod a okolie O(a) je také, ze O(a) C A.

Podl'a predpokladov existuje a > 0 takeé, ze ’%i?) | < aprevietkyx€O0(a),i=1,2,...,n.
Potom (veta 2.2.4) pre kazdé € O(a) existujia ¢;€0(a), i = 1,2,...,n také, Ze plati

£(@) - fla)| = | & 2~ a)

=1
S Z «Q |x’b - ai| S Z O[”:B - a”n = nan - G’Hn

=1 =1

i — ai

7 toho vyplyva spojitost funkcie f v bode a a aj na mnozine A, pretoZe plati:

0 < lim |(z) ~ f(a)| < lm nallz —al|, =na-0=0.
— lim |f(z) - f(@)| = lm [f(z) - f(a)] = 0. = lim f(z) = [(a). ®
Veta 2.2.7.
Mnozina A C R™, n€ N je oblast, bod a€ A.
Funkcia f: A — R ma v bode a spojité vietky parcidlne derivacie 855:’), 1=1,2,...,n.

—> Funkcia f je spojita v bode a.

Dékaz.
Ak st v danom bode a € D(f) spojité vSetky parcidlne derivéicie, potom musia byt v ne-
jakom okoli ohrani¢ené (veta 2.1.23). Potom (veta 2.2.6) je funkcia f spojitd v bode a.

Tvrdenie vyplyva aj z vety 2.2.5 (diferencovatelnost) a nasledne z vety 2.2.2 (spojitost). m

26Vid definicia diferencovatelnosti v bode a vztah (2.6).
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Poznamka 2.2.9.
Funkcia [ z prikladu 2.2.5 (obr. 2.2.20) nie je v rozpore s tvrdeniami viet 2.2.5 a 2.2.6.
Funkcia f je spojitd na R?> — {(t;0),(0;t),t€ R}, t. j. okrem siradnicovijich osi x a y.

e V bodoch (t;0), t # 0 existuje L;O) =0, ale neexistuje df(f 0

e V bodoch (0;t), t # 0 existuje M =0, ale neexistuje df(gg it)

e V bode (0;0) existuji obe % = w =0, ktoré siu samozrejme ohranicené.
Y

Ale neezistuge okolie O(0;0), kde by v kaZdom bode existovali obe parcidlne derivdcie naraz.

Priklad 2.2.15. wy(z2—y?) re (x3y) % (0:0)
Uvazujme funkciu f: R? — R definovant f(z) = f(z;y) = { 22 P 4 T

0 pre (z;y) = (0;0).
Ukéazeme, ze f je diferencovatelna v bode a = (0;0).

Riesenie.
Je zrejmé, ze funkcia f je spojita a diferencovatelna v kazdom bode x # a (obr. 2.2.26).
Pre vSetky x = (z;y) # (0;0) = a plati

<1

-z
= 2oy =

i } — 1S5 <1 — —fay| < G sty gy
-~ W iy O.
Funkcia f je spojitd v bode a = (0;0), pretoZe plati
27 2 . . .
0=—lim [zy| < mhgla%yé’) < lim fzy| =0, ¢ ). lim f(z) = 0= f(a).

Pre parcialne derivacie funkcie f v bode a = (0;0) plati

5)(;(“) — lim f(ﬂﬁo) (0 0) _ {im 9=0 _ 0, Bf(a) — lim £@¥)— g(o 9 — Jim 2=0 — ¢
x x—0 z—0 ¥ 9y y—0 Y- y—0 Y
Pre parcialne derivacie funkcie f v bode x # a plati
of(@) _ (B2’y—y’)-(2®+¢°)—(a®y—zy®)-(2240) _ 3a*y—a®y®+32y° —y° —22ty+22%y°
Ox - (x24y?2)? ¥ +222y2 +yt
4 2 2,2 2 2 4
_ aly+aa?yt oy oyt 20y gt eyt gt —yt) (1_|_ yv. 2y )
- I4+2‘T2y2+y4 - $4+2$2y2+y y ($2+y2)2 (22+y2)2 )
of (@) _ (2®=3wy®)- (2’ 4+y*)—(a®y—2y®)-(042y) _ 2° 32y 423y’ —3ay? —22%y? + 209"
8y - (I2+y2)2 - I4+2:L’2y2+y4
. w574z3y271y4 _ z(z4+212y2+y4—6$2y2—y4—y4) — (1 _ 3~2w2y2 o 2y4 )
zT+222y% +y1 wT+222y% +y1 (z2+y2)?  (22+4y?)?

Tieto parciilne derivacie si spojité v kazdom bode x # a. UkaZeme ich spojitost v bode a.
Pre odhady vyrazov v zatvorkach pre vsetky x # a plati

2y* 2y* 2yt
0= wip >2§<o+y2>2—74—2-
:>{ 1_1+0—2<1+(w2+y2)2—(QCQH) <141-0=2.

3-22°
—4=1-3-2<1- 220 - A <14+0-0=

2x? y 21:2y2 _
0< ¥ +222y2 +y < 0+222y2+0 — 1

)
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Pre odhady parcialnych derivacii 8%(;)7 a,;(;) z toho vyplyva

o] o
—lyl < 2 <2y, —dfaf < 2= <y,

Pre limity parcidlnych derivacii v bode a potom plati

BT s Of(z3y) ; _ s Of(xy) o 9£(050)
=-1 < lim “E5Y% < lim 2 |y| = 0. lim === = (0 = =2,
0= lvl < Jim 5™ < Jim2lyl = 0. = lim 7507 =0="22
y—0 y—0
_ : s 0f(z3y) ; _ iy Of(my) . 0£(0;0)
0= - Jimy el < Jim S5 < el = 0. =l S =0 = HEE
y—0 y—0

To znamen4 (veta 2.1.18), Ze st parcialne derivéacie 61,;?), DJ;(;) spojité v bode a = (0;0)

a na zaklade vety 2.2.5 je funkcia f diferencovatelna v bode a = (0;0). m

= ' Obr. 2.2.28:
(vIavo) a v smere g5 = (0;1) (vpravo) @& Derivicia v smere u

2.2.3 Derivacia v smere vektora

Zovseobecnime uvahy, ktoré nas viedli k parcidlnym derivaciam. Pri konstrukcii par-
cidlnej derivacie funkcie v danom bode podla i-tej zlozky sme fixovali vSetky premenné
okrem i-tej. Prakticky sme sa pohybovali iba v smere stiradnicovej osi x;.

Uvazujme realnu funkciu f: A — R definovand na oblasti A C R, n € N a bod?’
a = (a1;as;...;a,) € A. Pre bazické vektory ; = (0;...;0;1;0;...;0), i =1,2,...,n (na
i-tom mieste je jednotka) pre ¢t € R plati

(a1;...50i-1;0; + t;ai41; .. .50n) =a+(0;...;0;¢,0;...;0) = a + te;

of(a)
dx;

a pre parcialne derivacie 1=1,2,...,n na zéklade definicie plati

of(a) _ lim fla1;. 30130+ 6ai 0150 50n) = f(@13.050i 21304300415 50n) lim flatte)—f(a)
Ox; t—0 t t—0 t
Nech w = (uy;ug;...;u,) € R"™ je lubovolny vektor, potom (smerovou) derivaciou

funkcie f v bode a€ D(f) podl'a vektora u nazyvame (pokial existuje) limitu
_ lim Llattu)—f(a)
fu(a) = lim Hettria)

27Oblast je otvorena a stvisla mno#ina, to znamena, ze bod a je vnatorny.
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Z definicie je zrejmé, ze derivacia podla vektora f, (a) je zavisla aj od velkosti vektora w.
Pre dva linearne zavislé vektory w,v € R", t. j. u = cv, kde c€ R, ¢ # 0, plati

f!(a) = lim flattv)—f(a) _ iy, flattew)=f(a@) _ |;y, clf(atctu)—f(a)]
t—0 t t—0 t 150 ct
__ [Subst. h=ct] _ . fla+hu)—f(a) _ . fla+tu)—f(a)
- [Ho, /Ho] = C}}E{)f = clim ==—=—"2 = cfl (a). (2.14)

Specialne, ak we€ R", ||u||,, = 1, potom smerovt derivaciu funkcie f podla vektora u
nazyvame derivaciou funkcie f v bode a v smere vektora u a oznacujeme

01(a) _ Jjp flattu)—f(a)

ou t—0

Poznamka 2.2.10.

Podmienka ||ul|,, = 1 znamend, Ze vektor w md jednotkovi (normovani) velkost a je velmi
dolezitd pri dalSom pouZiti derivdcie v smere (vrdtane urcovania dotykovej roviny). Hod-
noty derivdcii v roznych smeroch v danom bode mdézZeme potom porovndvat.

Ak vektor w € R"™ nemd jednotkovi velkost, moZeme ho jednoducho normovat podelenim
jeho velkostou ||ul|,, a dostaneme jednotkovy vektor w/||ul,,.

Poznamka 2.2.11.
Pre redlne funkcie jednej premennej f: R — R derivdcia v smere vektora prakticky vijznam

nemd, iba formdlny. Existuji iba dva smery u = +1, v = —u = —1 a plati
fula) = fiy(a) = lim HEED=IE — f(a), - fi(a) = 11(a) = —fi(a) = —f(a),
) TN _ i fle=1t)—fla) - fla—t)—f(a)
7€$p. fv(a‘) - ffl(a“) - }E}% t }E}% —t
_ [ Subst. h=~t] __ . flath)—f(a) . flatt)—f(a) _ ¢
= [55 500 | = — Jim et = — fi e = —p(a).

Geometricky vyznam smerovej derivacie podla, resp. v smere vektora je podobny ako
pri parcidlnych derivaciach. Ilustrujeme ho na funkcii f: R? — R v bode a = (a1; az).

Na obr. 2.2.27 je znazornené derivécia funkcie f v bode a v smere vektora e; = (1;0),
t. j. parcidlna derivéacia podla x1. Jej hodnota zodpoveda smernici doty¢nice ¢1, to znamena
hodnote tg ay (vid poznamka 2.2.2).

Na obr. 2.2.28 je derivacia f v bode a v smere jednotkového vektora u = (u1; us), kde
|ull, = v/u} +u3 = 1. Jej hodnota je tga a predstavuje smernicu dotykovej priamky ¢,
ktorej kolmy priemet na rovinu z;xo prechddza bodom a a je rovnobezny s vektorom wu.
T. j. a je uhol, ktory zviera doty¢nica t so svojim kolmym priemetom p do roviny zjxs.

Priklad 2.2.16.
Funkcia f(z) = f(z;y;2) = z+y*+2% R® — R je diferencovatelna v kazdom bode svojho
defini¢ného oboru a = (ay;ay;a.) € R3.

Nech w = (ug;uy;u,) € R, potom a + tu = (a, + tug; ay, + tuy;a, + tu,) a plati

of(a) — lim fla+tu)—f(a) — lim (“m+tuz)+(”’y+t“y)2+(az+tuz)3_(ax+a§+"§)
u t—0 t t—0 t
— lim (anrtuw7aw)+(a§+2tayuy+t2u§7a§)+(ai+3ta§uz+3t2a2u§+t3u27(13)
t—0 t
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tug+(2tayuy +t7ul )+ (3talu +3t%a  ul +t7ul)
¢

= lim

t—0
. t(ur+2a,u +3a§u2 +t u +3a2u +t3 3
iy M2yt 4 )
t—0 .

= Uy + 2a,u, + 3a§uz.

Takyto vypocet je vo v8eobecnosti neprakticky avacéSinou velmi pracny. Vyhodnejsi je
vypocet podla vzorca (2.15) odvodeného v nasledujticom texte:

ag( =u- f(a)T = (ug;uy;us) - (1;2a,;3a2)T = uy + 2a,uy + 3a2u,. m

Vypocet smerovej derivacie podla, resp. v smere daného vektora mozeme previest na
derivaciu realnej funkcie jednej realnej premennej.

Uvazujme funkciu f: A — R, kde A C R", n€ N je oblast, bod a = (a1;as;. ..
a vektor u € R™. Ozna¢me funkciu

jap) €A

o(t) = f(a+tu): R— R.
Defini¢ny obor D(®) = {t,a +tuc A} C R, pricom bod 0 € D(®) je vntitorny.?8
Pre t = 0 plati ®(0) = f(a+0-u) = f(a) a navyse pre vietky ¢t € D(®), ¢ # 0 plati

2®)—2(0) _ f(a+tu) f(a) B0 — T ‘I’(t) ®0) _ f(a+tu) fla) _ o
5 t. j. ®(0) = thn% _— tlgl(l) = fl.(a).

Ak je funkcia f diferencovatelna v bode a, t. j. existuje
f'(a) = grad f(a) = (el 20 2le)),
potom pre zmenu funkcie f od bodu a po bod a + tu plati vztah (2.12)
Af(a,tu) = fla+tu) — f(a) =tu- f'(a)T + w(tu) = tu - grad(a)? + w(tu),

pri¢om pre zvysSok w plati

0= lim <0 _ Jjy @Ow) _ 3, wltu) - lim @)
tu—o0, Nul, — ;5o Ttull, — ;5 [T, = Tell, "5 R
— 0= lim 20 — jjpy 0w
t=o 50t

Pre smerovt derivaciu f],(a) podla, resp. v smere vektora u potom plati

f'zlt(a) — lim f(a,+t'u,) fla) _ — lim tu-f'(a ) tw(tu) _ %IH(l) [U‘f/(a)T+ w(tu) —u f ( )
—

t—0 t—0

t.j. fl(a) =u-grad f(a)" = 8535?)111 + 4 ag;:)un = grad f(a) -u”. (2.15)

Poznamka 2.2.12.

Funkcia ®(t) = f(a+tu) = f(g(t)), D(®) C R je zloZend funkcia, pricom vnitornd zloZka
jex =g(t) =a+tu: R — R" a vonkajsia zlozka je f(x): A— R, A C R™.

MoézZeme ju derivovat podla vety 2.2.12 z nasledugiicej casti. Potom plati

¥(t) = [fg@)]) = F'@) - g'(t) = @) - (a+tu) = f'a+tu)-uT
— fu(a) = ®'(0) = f(a+0u)-ul = f(a)-ul =u-f'(a)” = df(a,u).

28Bod a je vnatorny bod mnoziny A (otvorenej a suvislej), potom aj 0 je vntutorny bod D(®).
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Kedze plati f,(a) = ®'(0) a ®'(0) je oby¢ajnou derivaciou realnej funkcie redlnej
premennej v bode 0, platia pre smerova derivaciu rovnaké pravidla ako pre derivaciu
redlnej funkcie realnej premennej.

Veta 2.2.8.
Funkcie f,g9: A — R st diferencovatelné v bode a = (aj;as;...;a,) € A, kde A C R",
neN je oblast, vektor w = (u1;us;...;u,)€R™ je lubovolny. Potom plati:

(f £ 9)ula) = fula) £ g,(a),  (f9)ula)=f.(a) g(a)+ f(a)-g,(a)
Ak navyse g(a) # 0, potom plati (%);(a) fula): g(‘;) (lf)(a) 9u(a)
Dokaz.
Ak oznacime ®(t) = f(a+tu): R — R, ¥(t) = g(a + tu): R — R, potom plati:
(f £9)ula) = (2 £ V)(0) = &'(0) £ ¥'(0) = fi(a) £ gy (a),
(f9)ula) = (2¥)'(0) = @'(0)-¥(0) + ©(0)-¥'(0) = fi(a)-g(a) + f(a)-g,(a),
(

(f/9)u(a) = (B/)(0) = Y QYUY AONO) _ Lul@sla)7f@10(@) pr g(a) 0. m

Veta 2.2.9.
Funkcia f: A — R je diferencovatelna v bode a = (ay;az;...;a,) €A, kde A C R*, neN
je oblast, vektory w = (ug;ug;...;uy),v = (v1;02;...;0,) € R™, &slo c€ R. Potom plati
fo, (@) =0,  fl(a)=(cu) f(@)" =c-fi(a), fuin(a)= fi(a)+ fi(a)
Navyse pre vektory e; = (1;0;...;0), e2 = (0;1;...;0), ..., &, = (0;0;...;1) plati
L) =5 file) = w TP e e un G
Dokaz.

Tvrdenia vyplyvaju priamo z definicie. Druhé tvrdenie vyplyva tiez zo vztahu (2.14).

T
fo.(@) = 0, f'(a)T = (0;0;...50) - (2L Ofte,  2p(e)) " g,

dzy 0 Oxs
w(a) = (cu) f(@) =cu-fa)f =c:[u-f'(a)] =c f(a)
wiv(@) = (u+v)- fl@) =u- f'(a)" +v- f(a)' = fi(a) + fi(a).
Prei=1,2,...,n plati
fi(a)=¢;- f'(@)T = (0;...;0;1;05...50) - (8“‘1);...; e af(“))T = 2@

Oz z; 0xy, i
Vektory €1, €9, ..., €, tvoria bazu linearneho priestoru R a uw€ R"™ sa d& zapisat ako ich
linedrna kombinacia, t. j. w = (u1;ug;...;uy) = u1€1 + u2€s + -+ - + up€,. Potom plati:

fu( ) - U1€1+uz€2+ +u,Len(a) = (1L1€1 + uggg + -+ - + uneﬂ) : f/(a')T
= werf(@)7 + uzeaf (@) + - unenf(@)7 = ur BB 4wy @ 4y, Y@

Posledné tvrdenie samozrejme vyplyva aj priamo zo vztahu (2.15). m
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Nech f: A — R, pricom A C R™, n€ N je oblast, a = (a1;as;...;a,)€ A. Nech vektor
u = (u1;ug;...;un) € R™, |lul|,, =1 je jednotkovy, t. j. ||ul|, =1av,i=1,2,...,nst
uhly, ktoré zviera vektor u so sturadnicovymi osami z; (obr. 2.2.29). Potom plati

w = (u1;u2;...;Up) = (COSY1;CO87Ya;...;C08Yy), t.j. u;=cosvy;, i=1,2,...,n.
Pre derivaciu funkcie f v bode a v smere vektora u potom plati
) d ) ) )
it = fula) = w o e unSf = S cosyy e S cos

pri¢om posledny vztah predstavuje skalarny sacin vektorov f’(a) a w znamy z analytickej
geometrie a ¢ je uhol (obr. 2.2.29), ktory zvieraju vektory f’(a) a u. Kedze |lul/, = 1,
potom pre derivaciu v smere dostavame

o
19— f'@)ll, - llull,, - cose = ||f'(@)]], - cos .

Kedze f'(a) je pre dané a konstanta, posledny vyraz je maximélny pre cos p = 1, t. j.
pre ¢ = 0 a minimalny pre cos p = —1, t. j. pre ¢ = 7. To znamen4, ak sa vektory f'(a)
a u kolinearne (rovnobezné).

Derivacia funkcie f v bode a v smere je najvicsia v smere derivacie f'(a) = grad f(a),
t. j. v smere gradientu a najmensia v opacnom smere. TakZe f'(a) je vektor, ktory udava
smer najvacsieho rastu (najviicsej kladnej zmeny) funkcie f v bode a a —f'(a) je
vektor, ktory udava smer najviacsieho poklesu funkcie f v bode a.

) 2 T3

u u !
af'(a) 7(a) u y f (a)
as 3 as - \
u Uy u us o
h‘,ﬁ\ B f'(a) |as (@) az
[ [CRET) Uy [ — 1 u a
o] w k> w
B i n
a2y Ay axl oy A u
Uz Uz
17X %) f'(a) |os'(a)
Ja1
Ura; a1 U7 a1 T ay ag Ty
T Uy T
RG] M b ! !

Obr. 2.2.29: Skalarny sucin (f'(a),u) = || f'(a)l|,,-||u,,-cos ¢
v priestore R? (vlavo) a v priestore R? (vpravo)

2.2.4 Vypocet derivacii

Pri realnych funkciach jednej premennej sme dokézali derivovat sucet, sucin a podiel
niekol'kych funkcii. Analogické pravidla existuju aj pre realne funkcie s viacerymi premen-
nymi, t. j. pre funkcie R" — R, n€ N. KedZe ani existencia v8etkych parcialnych derivacii
vo vSeobecnosti nezarucuje diferencovatelnost uvedenych funkcii (poznamka 2.2.1), bu-
deme predpokladat diferencovatelnost zucastnenych funkcii.

Pri operaciach s derivaciami a diferencidlmi funkcii f, g: R — R, n€ N je potrebné si
uvedomit, ze f(a), g(a), df(a, h), dg(a, h) st realne ¢isla a vyrazy f'(a), ¢’(a) predstavuja
n-rozmerné vektory.
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Najprv uvedieme jednu z najdélezitejsich nerovnosti v matematike, ktora budeme po-
trebovat. Je znama ako Cauchy-Schwarzova, niekedy sa tieZ nazyva Bunakovského
a Casto sa pouziva v roznych oblastiach matematiky, fyziky i technickej praxe.

Veta 2.2.10 (Cauchy-Schwarzova nerovnost).

V je linearny priestor so skalarnym stacinom (-, -) a normou |||, vektory «, 5€V.
= (a,8)* < (,@)-(8,8), t.] (. B)] < /(a,0) - \/(B,B) = ||| - IB]]
Dékaz.

e Pre 8 = 0 platf nerovnost trivialne, pretoze (a,0)? =0, (a,a) - (0,0) = (a,a) -0 = 0.

\ “ _ (aB) _ (aB) ati
e Pre  # 0 oznatme k = B = (B9 Potom plati

0< la—kB|* = (a—kB,a—kB) = (a,a — kB) — (kB,a — kB3)

= (a, @) = (a,kB) — (kB,a) + (kB, k) = (e, a) — k(a, B) — k(B, @) + k*(8, B)

(@B (@B (Baa)(aB) | (B (BB) _ (@B (@)
) @a T e = (@) CRONEE

= (a,q)
Pri poslednej tiprave sme vyuzili symetriu skalarneho stcétu («, ) = (8, «). Z toho vyplyva

0< (@,a) (,0) = (@, 8) - (@, B), t.]. (@, 8)° < (a,@) (8,5).m

Dosledok 2.2.10.a (Cauchy-Schwarzova nerovnost v R™).
Vektory @ = (z1;22;. .. 520), Yy = (y1;Y2; - - ;Yn) ER™, nEN.

= |oy”| < |z, - lyl,,.
n n n 2 n n
< \/E\/g resp. {Zl’y] < Y-y v
=1 1=1 1=1 1=1 1=1
Doékaz.

. n
tge | Do Ty
i=1
Ak ozna¢ime ¢ uhol, ktory zvieraju vektory « a y, potom plati

zy"| = (. y)| = llzll,, - [lyll,, - [cos o] < [|]l,, - 1yl
2 2 2
= |zy"| <], - lyll,, resp. (zy”)” < |ll,” llyl,” =

Veta 2.2.11.
A C R"™ néeN je oblast, ¢islo c€ R, funkcie f,g: A — R su diferencovatelné v bode a € A.

— Funkcie cf, f 4+ g, fg su diferencovatelné v bode a€ A a plati:

(cf)(a) =cf'(a), d(cf)(a, h) = cdf(a,h),
(f+9)(a) = f'(a) £ g (a), d(f £ g)(a,h) = df(a, h) +dg(a, h),
(f9)'(a) = f'(a)-g(a) + f(a)-g'(a), d(fg)(a,h)=df(a,h)g(a)+ f(a)-dg(a,h).

Ak navySe g(a) # 0, potom je v bode a € A diferencovatelna funkcia f/g a plati:

/ ! . — -9 (a a,h)-g(a)— -d Jh
(5) (a) = f'(a) g(t;)z(({)(a)g( )7 d(g)(a) _ df(a, )g(g)Q(j)(a) g(a,h)
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Dokaz.
Funkcie f, g st podl'a predpokladov diferencovatelné v bode a, t. j. existuju derivacie f/(a),
¢'(a) a diferencialy df(a,h) = h- f'(a)T, dg(a,h) = h - ¢’(a)”, pricom plati

lim flat+h)—f(a)—h-f'(a)” -0 lim gla+h)—g(a)—h-g'(a)" _ -0
i T, i Al :

Oznaéme zvygkové funkcie z Gitatel'ov?? wy, wg. Potom plati:

wi(h) = fla+h) - f(a) —h-f(@)T: R" = R, lim <P =,

nto AT,
n . wg(h) _
wy(h) = g(a+h) —g(a) — h-g'(a)": R* = R, i nh(nn) =0

e Prvy par tvrdeni pre funkciu cf plati trividlne, pretoze

(cf)(a+h) = (cf)a) —c-h-f'(a)" =c[fla+h)— fla) = b f'(a)'] = cws(h),

i CD@th) (@ ch @ _ o ew ) _ e
s TA1, = T, e m T, = 0=0

To znamena (veta 2.2.1), ze (cf) (a) = c-f'(a), d(cf)(a,h) = c-h-f'(a)T = c-df(a, h).
e Pre sucet a rozdiel funkcii f + g plati analogicky

(f £ 9)(a+h)—(f£g)(a) = [h-f'(a)" £h-g'(a)"] =ws(h) = wy(h),

lim (f£0)(ath)—(f+g)(a)~[h-f"(a)"£hg'(a)T] _ lim @t (W)wy(h)
hoo, TRT,, hoo, TRl

t.j. (f£g)'(a) = f'(a)£4'(a), d(f £ g)(a, h) = hf'(a)" £hg'(a)" = df(a, h)=dg(a, h).

e Pre sucin funkcii fg plati

=040=0,

(f9)(a+h)—(fg)(a) —h-[f'(a)"-g(a) + f(a)-g'(a)”]
= [f(a) + hf'(a)" +ws(h)]-[g(a) + hg'(a)T + wy(h)]
—f(a)g(a) — g(a)hf'(a)" — f(a)hg'(a)”

= f(a)g(a) + f(a)hg'(a)" + f(a)wy(h) + g(a)hf'(a)" + hf'(a)"-hg'(a)"
+wg(R)hf'(a)” + gla)wy(h) +ws(h)hg'(a)" +wy(h)wy(h)
~f(a)g(a) — g(a)hf'(a)" — f(a)hg' (a)"
= f(a)wy(h) + hf'(a)" -hg'(a)" + wy(h)hf'(a)"
+g(a)ws(h) + wi(h)hg' (a)T + ws(h)wy(h)
= f(a)wy(h) + ga)wy(h) + [hf'(a@)" +wi(h)] - [hg'(a)" + wy(h)] = w(h).

Kvoli prehladnosti sme posledny vyraz oznacili w(h). Je zrejmé, Ze w(h): R™ — R.
Funkcie f, g, f’, ¢ st v bode a konecné, t. j. existuje a > 0 také, ze plati

lfla) <o, lgla)l <o, [f'(a)ll, <a, lg(a)l, <o
Na zaklade Cauchy-Schwarzovej nerovnosti (dosledok 2.2.10.a) plati

[hf'(@)"| < ]|, If'(@)l,. [hg'(@)"] <R, llg'(@)]],
29Vid vztahy (2.12) a (2.13).
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Najprv ohrani¢ime Vyraz w(h)/||k|, . Plati

0< ‘wm) _ lw(n)| _ |f(@)wy(h)+g(a)ws(h)+[hf (@) +w;(h)] - [hg' (@) +wy (h)]|
= | TR, TAll,
< 1@y (m)| + \g(a)wf(h)l +[|hs (@) |+ Jwp ()] - [[ha’ (@) | + ey ()]
S TAl,
< Sl slo(@] -l [Hhun-||f’<a>lln+lw<h)”\] -”[thn-H9’<a>||n+lw9<h>ll
— h
alwg () +alwsR)] | [@lhll,+Hws R - [elhl,+lw, (h)]]
= TA, + TR AT, Ikl
_lwg(R) L lws(h) Jwy ()| |wg
= OThL TR T {‘” TA, } [‘” Mh”
Pre limitu potom plati
0<| lim M| = iy [e®
h—0, h—0, [IR]l,,

- ()], Jwy(h)] jwor ] [ log)l],
= (ola + ol + o gl [a + leafl [y, )
—a-04a-0+[a+0]-[a+0]-0=0.
Z toho vyplyva, ze plati

0= lim ©®B) _ iy U9a+th) =)@ =k (@) g(a)+f(a)-g'(a)"]
o, TR~ 1o, TT,,

To znamené, Ze platia tvrdenia vety pre derivaciu sucinu funkcii fg.

w

e Tvrdenie pre podiel funkcii dokdzeme pomocou sucinu. Najprv dokdzeme vzorce

(1) (@) =-%2, d(1)(a,h) = -2, (2.16)

g g%(a)’ g°(a)

Pre funkciu * platl

1 1 1 1 _ g(a)—g(a+h)
(5)(‘”"') — (3)(@) = a7 ~ 5w = Harsain)

g(a)—[g(a)+h-g'(a)” twg(R)] _ hg' (@ wy(h)
g(a)-g(a+h) " g(a)-g(ath)  g(a)-g(ath)
’ T ’ T
Limita lim h'”gh(”a) existuje a je kone¢na,?® oznaéme lim h"lgh(‘r) = 5. Potom plati
h—0, n h—0,
") o' (@)T wg(h) a7
lim (F)(ath)~(5)(a)—h- [—-‘795(;)] — lim ’g(zﬁ.q((a)Jrh) q<a>‘2<'l+h)+h52a§
h—0, Ik, h—0, R,
1 _ 1 heg'(@)” 1 L wy(h) 1 .h~g/<a>T)
= (— e SR — seraem T + ey MR
1.1 1.
= 5@ %~ g 0t gap s =0

To znamend, Ze platia vztahy (2.16). Pre podiel % = f% t. j. sucin f-l, potom plati
! !/
(f+3)'(@) = (@) gy + f(@) (})'(a) = f'(@) sy — fla) frgy = Tt

d(f-3) (a)(a.h) = df (a.h) gy + f(a) d(F) (a, h) = HHERAGT TR o

30Vztah (2.7) z dékazu vety 2.2.1.
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Priklad 2.2.17.
Uvazujme funkcie f,¢: R? — R definované vztahmi

f®) = f(z;y) = 2> +9%, g(®) = g(z;y) = 2 — y°.
Funkcie f, g st diferencovatelné v kazdom bode & = (x;y) € R? a plati:
fll®) = (2*+9°) = (25;2y),  ¢'(x) = (2* —y?) = (22;-2y),
(f+9) (@) = [(@®+1) + (@* —y?)] = (22%) = (42;0),
2 _

(z)
(f9)'(x) = [(z*> + %) (2% — )] = (@* — y*) = (423 —49%),
( ) (x) (Z2+y2)/ = (21(»8 —y?)—(z%+y? )2z 2y (2 —y?) — (z2+y*)-(— 2y))

(x2—y?)? (2 —y?)?

2
@2—y2)2> ($2_yy2)2 = (zz_lyz)g '(—43331 ;456‘ y) pre x #y.
Ak pouzijeme vetu 2.2.11, potom plati:
(f +9)(®) = f'(x)+d'(x) = (22;2y) + (227 —2y) = (42;0),

(f9)'(x) = f'(®)-g(z) + f(z)g'(x) = (22;2y) (2? — y®) + (2? + ) (225 —2y)
= (223 — 22y?; 222y — 2y3) + (223 + 22y —22%y — 2¢°) = (4a®; —4y?),

£y _ fl@)g(@)—f(=)-g'(x) _ (22;2y)-(z>—y®) = (22 +y°) - (22;—2y)
(g) (z) g%(x) ( 2= 2)2
3 . & 2, 2
_ (22°—2ay*20%y— 27,(/$)2_(y2:r) +2xy?—22%y—2y°) _ (féﬂf_;‘;zy) pre z £ y. m

Ak pocitame parcialne derivécie zloZenej funkcie viacerych premennych, prakticky deri-
vujeme zloZeni realnu funkciu jednej premennej. Jednotlivé zlozky derivujeme samostatne
a ostatné premenné povazujeme za konsStantné.

Pri rieSeni redlnych problémov sa ¢asto vyskytuja implicitné rovnice, v ktorych vy-
stupuju vektorové funkcie a mnohokrat imlicitne a v derivovanom tvare. Vztahy, ktoré
vyplyvaji z nasledujtcej vety, maju velky vyznam pri rieSeni takychto rovnic, pri ich
transforméciach na jednoduchsie a lahsie riesitelné tvary. Vetu uvadzame bez dokazu,
myslienka dokazu je podobna ako pri vete 2.2.11 (vid napr. [8]).

Veta 2.2.12 (O derivovani zloZenej funkcie).
Funkcia w = f(x): A — R™ je diferencovatelna v bode a = (a1;as;...;a,) € A, funkcia
y = g(u): B — R! je diferencovatelna v bode f(a) = b = (b1;b;...;by) € B, pricom
mnoZina A C R" je oblast, mnozina B C R™ je otvorend, f(A) C B, n,m,l€N.
— Zlozen4 funkcia F' = g(f): A — R' je diferencovatelna v bode a a plati
/

F'(a) = [g(f)] (a) = ¢'(f(a))-f'(a) = ¢'(b)-f'(a).
gpeciélne prei=1,2,...,n,5=1,2,...,[ plati

OFi(a) _ 99;(b) Ofi(a) | . agj(b) Df(;"(a Z agj (b)  9fila)
T; U

Ox; Ouy ox; ox;
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Derivovanie zloZenej funkcie F' = g(f): R" — R! formélne predstavuje nasobenie matic
g (b) a f'(a). Kedze f: R® — R™, g: R™ — R!, potom

F'(a) = (‘@—ﬁ)m g'(b) = (aga’%lff))lxm’ f'la) = (8Q£7))mm'

Derivaciu F'(a) = ¢'(b) - f'(a) mdzeme pomocou matic prepisat

OFi(a) OF(a) OFi(a) 991 (b) 9g1(b) | Dg1(b) 9fi(a) 0f1(a) . 0fi(a)
0wy Oz Oxm Ouq Ous  Oum o0z dz5 Ozm
OF>(a) OFz(a) = 0Fs(a) 0g2(b) 9g2(b) . Og2(b) 0f2(a) 9f2(a) . Of2(a)
dz1 dzs  Ozm — Ouy  Ous A . Oz, Oz O%n 7
O0F(a) OF(a) OF,(a) 991(b) 991 (b) . 9gi(b) Ofm(a) 0fm(a) . Ofm(a)
Oz dz2  Ozm Our  Ouz Oupm, Oz Oxo Oz,
(a , _(9495(b) , _(9f(a)
Fl(a):(agjw(i ))an g (b)_( :;Jul )l><m f (a)_( aJT’i )mxn
. (9F(a) _ (29,(b) 8f1(a) 09;(b) 0 fm(a) _ (N~ 995(b) 0fr(a)
i (R), - (B s ) (£ g
k=1 Xn

Poznamka 2.2.13.

Diferencovatelnosti funkcie f v bode a a funkcie g v bode b mozZeme nahradit silnejsimi
predpokladmi — spojitostou vsSetkijch ich parcidlnych derivdcii v danyjch bodoch.

Potom na zdklade vety 2.2.5 je funkcia f diferencovatelnd v bode a, funkcia g je diferenco-
vatelnd v bode b a mozZeme pouZit vetu 2.2.12. Zo spojitosti vSetkych parcidlnych derivdcii
vyplyva v nejakych okoliach O(a), resp. O(b) ohranicenost funkcii f a g (veta 2.1.23) a tieZ
spojitost funkcii f a g (veta 2.2.6) a potom aj spojitost zloZenej funkcie F' (veta 2.1.21).

Priklad 2.2.18.

Uvazujme funkciu f(z;y) = (fi(z;v); fo(z;9)) = (In (2% + y?); arctg (22 + 1)): R? — R%

Funkcie fi(z;y) = In (22 + 4?), fao(z;y) = arctg (22 + 1): R? — R st zloZzené a plati
flay) =vi(pi(@iy), kde gu(t) =In(t): R—> R, @i(zy) =2" +y*: R > R,
fo(z;y) = Ya(pa(z;y)), kde o(t) = arctg(t): R — R, @o(x;y) =22 +1: R? — R.

Funkcie f1, fo mozeme derivovat podla predchadzajicej vety:

o] T o] T;
Fly) = ¥(ea(m:y) - @h(asy) = by - (2eem), 2oy

= i (252y) = (Fs i),
Opa(z;y) . Opa(zit
Fi(w9) = Whloa(a0) - chlsy) = et - (s Dentry

— 1 . _ 2 .
= 14 (@2+1)? - (22;0) = (x4+2i2+2’0)'
Je to nepraktické, preto funkciu f derivujeme priamo

0f1(=3y) Of1(x3y) dln (z4+y?) dln (x*+y?) 2z 2y
f’(l" ) _ ox Oy o o dy o 224y 22442 .
Y= Ofa(x;y) Of2(zy) | — | darctg (x241) darctg (x24+1) | — | __ 2z 0 .

ox oy oz dy 1+(z?+1)?
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Nezévislé premenné funkcii sa v priestoroch R? a R? zvyknii oznacovat symbolmi z, y,
resp. x,y, z. Parcialne derivécie funkcii f(z;y): R? — R, resp. f(x;y;2): R® — R v bode
a€D(f) sa ¢asto (hlavne vo fyzike a praxi) oznacuji

fz(a)— Bz ,fy( ): 6y 7fz( ):8{3(;).

Tieto oznadenia su prehladnejsie, preto ich v nasledujiicom texte budeme preferovat.

Poznamka 2.2.14.
Niekedy sa parcidlne derivdcie oznacuji aj symbolmi f,(a), f,(a), resp. fl(a).

Priklad 2.2.19.
Nech g(t): R — R je diferencovatelna funkcia v R, oznaé¢me F(z;y) = g(z?+y?): R? — R.

Funkcia f(z;y) = 22 + % R? — R je diferencovatelna v R%. Potom tieZ zlozena funk-
cia F' = g(f) je diferencovatelna v R? a pre vietky (z;y) € R? plati

f@iy) = (folziy); fy(zy) = (22;2y),
F'(ziy) = (Fa(wiy) Fy(eiy) = [9(f(@)] =g (2 + %) - ' (z1p)
=g'(@* +y%) - 22;2y) = (209" (2° + *); 2y-9'(2? + y?)).
e Specialne pre g(t) = Int: (0;00) — R plati
F(z;y) =In (22 +1): R2— {(0;0)} = R, g'(t) = [Int]" =1,
91(12 +y2) = ﬁa F/(x§y) = inyQ (22;2y) = ($2+y2a mf—fy )

Rovnaky vysledok dostaneme aj priamym derivovanim [In (2% + yQ)]/ = (meg”yQ7 ﬁ) ]

Priklad 2.2.20.
Nech f(z;y): R?> — R je diferencovatelna funkcia v R2.

Uvazujme transforméciu premennych (a;3) = g(u; v) uréent diferencovatelnymi funkciami

z=a(uv), y=Buv): R* - R, t.j. (z1y) = g(w;v) = (a(u;v); B(u;v)): R* — R
Funkcia f mé v novych premennych vyjadrenie F = f(g), t. j.

F(u;v) = f(g(u;v)) = f(a(u;v); B(u;v)): R* = R.

Pre derivaciu funkcie F plati

Fl(usv) = (Fu(usv); Fy(u; )) Lf (g(uyv))} = f’(a(u, v); B(usv)) - g’ (u; v)

e ()
(fx( (u30)) -0 (1;0) + fy (o > Blusv
( < v); Bu;

Pu
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Kvoli prehladnosti prepiSeme uvedené vztahy bez premennych

P = (Fu;Fv) = [f(g)]l =f-9= (fxvfy) ( ) = (fxau+fy5u§fxav +fy5v)~

Qy
Bu By
e Specidlne, ak F(u;v) = f(z;y) = f(u? + v%;u2 — 0v?): R2 — R, potom plati3!

2 2
F' = (Fu; Fy) = (fe5 fy) - <QZ 22) = (2ufw +2ufy; 20 fy — QUfy).

e Pri prevode do polarnych siradnic (priklady 2.1.3, 2.2.7) © = pcos g, y = psin p,
t.j. (z1y) = Upip) = (alps); Blpi @) = (peosp; psing): (0;00) x R — R?
pre derivaciu funkcie F'(p; p) = f(U(p;¢)) = f(pcosp; psing): (0;00) X R — R plati
F'(pig) = (Fpi Fp) = (fui fy) - V' = (fi fy) - (‘“” %)

Bp B
cos p —psiny . .
= (fu; fy) - (singa pcosgo) = (fxcosgo—}—fysm(p; —pfxsmgo—i—pfycosgo).
e Specialne pre funkciu f(z;y) = ffz, (;9) € R%, z # y ma platit pcosy # psinp. To

znamend (p; @) €(0;00) X R, ¢ # & + km, ke Z,

. _ . : __ pcosp+psing __ cosp+sinp
F(p’ QO) - f(pCOS(p,pSlIl(p) T pcosp—psing  cosp—sing’

f/($§y) = (iig)/: (fw(way)hfll(xay)) = (x_(ii%—;y)v £_(Zit(;)—:y)) = (zfy)z '(_y§$(7)a

f/(\I/( . )) _ 2(—psin p;p cos ) _ 2(—psin p;p cos ) _ 2(— sin p;cos @)
P ¥ p?(cos p—sin p)? p2(cos? p—2 cos p sin p+sin? p) p(1—sin2¢) *

Pre derivaciu F' potom plati F' = (F,; F,) = (fz; fy)- ¥/, t. j.

1o _ . . Cos —PSin@ _ 2(—sin pjcos @) Cos _PSir“P
Filpig) = (f23 fy) (singp p Cos gp) p(1—sin2¢) <sin<p p COS <p>
— 2 . 2 2 _ 2 . _ . 2
— p(I—sin2p) (O7pSln %+ pcos QD) — p(I—sin2p) (0’p) - (0’ 1fsin2gp>'

Priamy vypocet je najjednoduchsi:

1o _ (cosp+sinp\ _ . (= sin p+-cos p)-(cos p—sin ¢)—(cos p+sin p)-(— sin ¢ —cos p)

E (p7 (‘D) - (COS apfsinap) - (07 (cos p—sin ¢)? )

(O' (—2sin ¢ cos p+cos? p+sin? @) —(—2 cos ¢ sin p—sin? p—cos> Lp)) _ (O 2 ) -
’ cos? p—2cos @ sin p+sin? ¢ ? 1—sin2¢p /"

2.2.5 Diferencovatel'nost a parcialne derivacie vyssich radov
Derivaciu, diferencial i parcidlne derivacie, ktoré sme zaviedli v predchadzajucich ¢as-
tiach, tiez nazyvame prvého radu. Ak funkcie derivujeme d'alej, potom ich nazyvame ana-
logicky ako pri realnej funkeii jednej premennej (mal: 4.2.3 Derivacia a diferencial vyssich
radov) derivacia, diferenciél, parcidlne derivacie druhého, tretieho, resp. vysich radov.

31Funkcie z = a(u;v) = u? +v2, y = B(u;v) = u? — v? st diferencovatelné v R2.
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Kvoli prehladnosti budeme uvazovat realne funkcie f: R™ — R, n€ N. Pri vektorovych
funkciach f = (f1; fo;...; fm): B® — R™, n,m € N aplikujeme nasledujtice definicie

a tvrdenia na kazdua zlozku fi,..., f,, samostatne.

Uvazujme funkciu y = f(x): A - R, kde A C R™, n€ N je oblast. Nech A; C A je
oblast taka, Ze pre vSetky a € A; existuju parcialne derivacie f (a) ,i1=1,2,...,n. Potom
67211: Al — R
je funkcia a (pokial existuje) moZeme vypocitat v bode a € A; jej parcidlnu derivaciu

podla j-tej premennej, j€{1,2,...,n}, ktort onacujeme
8 (9f(a)) _ 8*f(a) 62f(a) 82f(a) _
%( Oz, ) T Oz 0z resp. Ox;0x; ~ pre i = ]

a nazyvame druha parcialna derivacia (druhého radu) funkcie f podla i-tej a j-tej
premennej, resp. podl'a z; a z;. Ak i # j, potom ju nazyvame zmie3ana.
ZmieSané parcialne derivacie podla z; a x; sa nazyvaji zamenitelné, ak plati rovnost
fa) _ 9°f(a)
Ox;0x; — Oxj0x; "
Takymto spésobom mozeme pokradovat a definovat pre funkciu f parcidlne derivacie
ostatnych (vyssich) radov. Ak k€ N, k # 1 a existuju parcilne derivacie radu k—1 podla

premennych x;,, Tiy, ..., Ti,_,, Kde i1,92,...,9,—1 €{1,2,...,n}, potom (pokial existuje)
o) "' f(a) _ *f(a) I
ka (azilamh...azik71 - 6zilazi2...61ik713mk pre ka’ Zk“ E {1’ 27 e ’n}

sa nazyva k-ta parcidlna derivacia (radu k) funkcie f podla z;,, 2, ..., 2, ,, T, .

Ak st aspon dve z premennych podla ktorych derivujeme rozne, parcidlna derivacia
sa nazyva zmieSana. Ak pri danej k-tej parcidlnej derivacii zmenime poradie premen-
nych, podla ktorych derivujeme a pri T'ubovolnej zmene tohto poradia dostaneme rovnaka
hodnotu, potom tieto parcialne derivacie nazyvame zamenitel'né.

Poznamka 2.2.15.

Musime si uvedomit, Ze mazimdalny pocet parcidalnych derivdcii funkcie f: R™ — R rastie
geometricky s radom derivdcie. Prujch parcidlnych derivdcii moZe existovat n, druhgjch n?
a parcidlnych derivdcii radu k€ N moZe existoval n*, pokial existujii vietky.

Parcialne derivacie vyssich radov funkcii f(z;y): R> — R, resp. f(z;y;2): R® — R
v bode a € D(f) mozeme tiez oznacovat>?
22 o) 9? o?
fzz(a) = 81;(20,)7 fzy( )— Bafay ) fym( ): agéz)v fyz(a) = 35(;2)7
o a3 2 o
fymz(a) = aygiig)za fyzz(a) = aygigi = ay],;(sz ) fma::r(a) 3);(3?')7 ceee
Priklad 2.2.21.

a) Funkcia f(z) = f(z1;22) = (f1(21;22); f2(w1;22)) = (23 + 23; 23 — 23): R? — R%
Pre vietky & = (x1;15) € R? existuji vetky parcialne derivécie vietkych radov a plati

(=) _ 9, of (=) _ 225

azg;%m) — 9, Ph(x) _ 9Pfi(m) _ 0, azflgw) —9,

0:171 1, 812 ) 8{131822 0:62811
Ofa(x) _ Ofa(z) *fa(x) P fa(x) _ *falx) _ 2? O fa(x)
dll 2x17 6:82 - 2x27 Bm’;’ - 27 6{1:16.’/62 - 8%26@’1 - O’ 612 2

32 Analogicky tieZ oznadenia v zmysle poznamky 2.2.14: f1,(a), fi,(a), ..., fii (a) = éi)yz( )y e
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KedZe v8etky parcidlne derivacie druhého radu st konStanty, vSetky ostatné parcidlne
derivécie tretieho a vyssich radov st nulové.

Ph(x) _ fi(m) _ Pfix) . fi(m)  h=) P fi(m) -0
Ow‘;’ - amfawg T 011012011 - é)z‘ll - 8x?0z2 - - aa:‘i’ - -
Pfa(x) _ fa(m) _ Pfalx) __ fa(m)  falm) _  _ 0fa(m) 0
Ow:f - ('):rfawg T 011012011 - c'?:xv‘l1 - 89:?0:& - - Ba:‘;’ - -

b) Funkcia f(z) = f(z;y) = arctg R%? — {(2;0),z€ R} — R.
Pre kazdé x = (z;y) € R?, y # 0 existuji vietky parcidlne derivacie vietkych radov a plati

1 Y —1 =

v ¥ _ . - S
fo(x) = 1+(y%)2 = = pEEwER fy(x) = 1_,_(%)2 =i = Zty2)
2 2
_ 0y _ “omy _ @)y’ oy
Jea() = @422 (@1y2)2° fzy(x) T T @d? T @B
_ =@y’ —(=z)2e 2Py’ _0—(=2)2y _ _ 2ay
fyz(x) = (@Z+y2)? = @y fyy(x) = @y T @yo)

¢) Funkcia f(z) = f(x;y) = 2° + 2%y°> + y: R> - R.
Pre kazdé x = (z;y) € R? existuju vietky parcidlne derivacie vietkych radov a plati
f2ks|: fo(x) = 322 + 2292, fy(x) = 222y + 1.
" 4ks|:  fou(x) =62 + 29, Jay(®) = fya(z) = 4oy, Ty () = 222
f/” [8 kb] fwmm(w) = bz, fwzy(m) = fmyw(x) = fyzw(w) = 4y,
Joyy(®) = fyay(®) = fyya(@) = 4z, fyyy(x) =0.m

V predchéadzajticom priklade sa zmieSané parcialne derivacie podl'a rovnakych premen-
nych rovnali, ale ako ukazuju nasledujice priklady, nemusi to byt vzdy pravda.

Priklad 2.2.22.

T e |x| > ,
Funkcia f: R? — R je definovana (obr. 2.2.30) vztahom f(z;y) = { y pre el =y

0 prez| <yl
Pre parcialne derivécie prvého radu funkcie f v bode (0;0) plati

£2(0;0) = 2100 _ iy JEODZSO0) _ i £0-00 _ 1y 0 —

)

t—0 t—0 - t—0
) — 9f(0:0) _ qs o f(058)—f(050) _ q: 0 0:¢4—=0-0 _ i, O
F(050) = G = Jimy JOEZFOR  fig 230 < iy § = .

Aby sme mohli vypoditat parcidlne derivacie druhého radu f v bode (0;0) potrebujeme
uréit fr(x;0), fy(z;0) pre  # 0 a f(0;y), f,(0;y) pre y # 0. Je zrejmé, Ze pri ich vypocte
mozeme volit body (¢;y) tak, aby platilo |t| < |y| (obr. 2.2.30 v strede) a body (z;t) tak,
aby platilo |t| > |y| (obr. 2.2.30 vpravo). Pre a # 0, resp. y # 0 plati

x t—0 t—0 -

fo(2;0) = 3fé$§0) — lim f($+t;?zgf($§0) — |iy (&tt)0—20 _

Af(0y) _ s )= f(0y) _ 1s =0 _ 7J; —
Fo(0y) = PEE2 = lim FOELZFO9 — Tim 95 = lim § =0,
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) — Of(z0) s fmst)—f(250) s t—z0 _ 1 t_
fy(xvo)_Ty_}% t—0 _}E,%:Et 0 —}g’%%—x’

o) — 9fOy) g fOy+)—f(Oy) 50 0=0 50 0
fy(05y) = =%, %g% t—0 }g% t=0 }g% ¢ =0
Pre parcialne derivacie druhého radu funkcie f v bode (0;0) potom plati

L) = P00 _ o (970:0)) _ ) FEEP-EE 00 g0
fou(050) = Tz~ = 5 (T ) = i —Fp P = lim 35 = lim =0,
L) = 100 _ o (9700) _ i HEEP - 0-0 g0
Foy(050) = Sz, = 3y ("o ) = I —F g = lim =g = lim 7 =0,
9f(£:0)  9£(0;0)
Fua(0;0) = 2400 _ 0 (O7O0)) _ g 0w~ o _ fim =0 = |
Y\t Oyox ox oy 50 t—0 o t=0 ’
9f(0;t) _ 9£(0;0)
0) = 2000 _ 9 (9F(0:0) _ iy T8~ ow iy 920 — ]y O —
Fu(0:0) = =52~ = g5 ( 7oy ) = I ———5—— = lim =5 = lim 3 = 0.

To znamena, 7e sa druhé zmieSané parcialne derivacie v bode (0;0) nerovnaji. m

]
El

y=z Y

(0; y+t)
11(ty) 1
(0:9) @)

—1 1 =il ° 1(@+1:0)
(:0) *

[ > 1yl

y=-x y=-x

BCE

Obr. 2.2.30: Funkcia f: R2 — R
z prikladu 2.2.22

Uvazujme funkciu f: R? — R definovant f(z;y) = ¢ 2°Fv* pre (z;y) # (0;0),
0 pre (z;y) = (0;0).

Prvé parcialne derivacie funkcie f sme vypocitali v priklade 2.2.15. Pre x # 0, y # 0 plati
ot 2203 —4° 25 —4a39? —pt
F2(0:0) =0, f,(0;0) =0, fulz;y) = i, fylzy) = “apmet
5 .5
fe(2;0) = % =0, fy(.T;O) = % =z, [(0;y) = yzi =Y, fy(();y) = y*04 =0.

Pre parcialne derivacie druhého radu v bode 0 = (0;0) plati

Priklad 2.2.23. { :L’y(z2fy2)

. Ju(t:0)—f2(0) _ 1: 0-0 _ . Jo(05)—f2(0) _ 1: —t—=0 _ __
fT’I‘(O) = %g% t—0 - }g% t—0 0, ny(O) - %g% t—0 - }g% -0 1,

— lim LeBEOD=F(0) _ g5, 120 — Tim 2O =F,(0) _ 454, 0=0 _
fya(0) = lim 27252 = lim =5 = 1, f,, (0) = lim 22255202 = lim =5 = 0.

Pre parcialne derivacie druhého radu v bode = (x;y) # (0;0) plati

_ _ (42®y+8ay®)- (2 +y°)° — (e y+4a®y® —y°) 22 +y°) 20
Fua(®@) = (fu)a() = ety
_ (4xPy+82y°%)- (22 +y?) —da(aty+4ayP —y®) 12295 —423yP
= (Z+y2)3 = T @Ity?)d
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Foo(@) = (fa)y (@) = EH20° 50 G249 Gy aa®y® —3") 2249 2

CEEETL
_ (z* +122%y°% —59*) - (2® +o?) — 4y (e y+422y° —y°) _ 20 49xty® —9x%y* —y8
(@21 92)3 (@2ty2)? )
Jyo(@) = (fy)z(x) = (5904—129023;2—y4)'(w2+y2()22—(w:)zhzyz—wy4)~2($2+y2)~2$
Te+y
_ (5x4—12aczy2—y4)~((z22+y22))—34ac(z5—4m3y2—my4) _ 1;6+9z(4y;7921;23y47y6
2ty 24y ’
fyy(@) = (fy)y(z) = (—SZBy—4$y3)-(w2+y2)z—2(w52—)4}1;1:31/2—$y4)~2(a:2+y2)~2y
xe+y
_ (8rfy—day®) (2 4+y?) —dy(a® —da®y? —ayt) _ de®yP 1200y g
= @ y?)° = TG

Veta 2.2.13.

Funkcia f: A — R, kde A C R", n€N je oblast, indexy i,j€{1,2,...,n}, i # j.

Parcialne derivacie %, % su diferencovatelné v bode a = (aj;as;...;a,) € A.
©:0 Ox;

. . R o - R . 9% f(a) _ 9*f(a)
= Druhé parcialne derivacie podla x; a x; si zamenitelné, t. j. w0z, = 07,03
Dokaz.

Funkcie g g - % st diferencovatelné v bode a, t. j. st definované v nejakom okoli O(a) C A
i J

a existuji (veta 2.2.3) druhé parcialne derivécie gif a(?, gif é‘;) .

10T jOT;
V nasledujucich uvahach sa budia vo funkeii f a dalsich uvazovanych funkciach menit iba
hodnoty i-tych a j-tych zloziek, pri¢om hodnoty ostatnych zloziek budta zodpovedat bodu

a € A a nebudi sa menit. Kvoli prehladnosti ozna¢me funkciu®?

g(xixg) = flar; .. 52552555 an)

= flar;...;0i—1505 G415 . 50515 T55 Q5415 - -5 )t O(as;a5) = R.

9%g(aiza;) 9g(aiza;) .
9z:;0x; '  Ox;0x; a plati:

Je zrejmé, 7e existuji aj parcidlne derivécie

9g(aj;aj+t) dg(ajiay)

d%glaiza;) o (9g(a)) _ lim EED e
Oxz;0z; ~ Ox; \ Oz, )
af(alz...;a.'_l;aﬁ»t;a>+1;.,.:ar,) af(a)

~ lim T o _ o (0f@) _ P
- t—0 t - ij OwL - 6118Ij7

5 9g(a;+tia;)  Og(az;ay)

0%g(as;a;) 9 [(Og(a)) _ lim CED ~ T o,

OxjOx; — Ox; ox - 50 t

Of(arisai_1ia;+tia;413ian)  9f(a) 5

lim G D (af(a)> _ 9°f(a)
t—0 t Ox; 6:6_7» 61_78mi'

Pre pevné t€ R a premenné x € O(a;), resp. € O(a;) oznaéme
pi(x) = g(w;a; +t) —g(zia;), v€0(a), ¢;(x) =gla; +t;x) — g(ai;x), €O0(ay).
Pre te R, t # 0 také, aby (a; + t;a; +t) € O(a;; a;), uvazujme funkciu
G(t) = glai +t;a; +t) — gla; + t;a;) — glai;a; +t) + g(ai; a;)
= pi(ai +1) — i(a;) = @jla; +1) — @;(a;).

33Kedze sa menia iba premenné z; a x;, postadi nam okolie O(a;; a;), t. j. (z:;7;) €O0(as; a;y).
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Pre derivacie funkcif ¢;, ¢; plati

/ _ Og(zsaj+t)  Og(wsay) _ Of(ar;.sms.saj+t.san)  Of(ai;.ws. . a55..500)

wl(x) - de B 6301] - 6.@1] o ox; ’ ) ’LEO(CLi)?
/ _ 9g(aittiz)  dglaizz) _ df(ar;..;aitt;. @5 5an)  Of(ai5..5a45..5%5..5a0)

QO](J)) - Oxj - Ox - ox - Ox ’ J)EO(CL]').

Funkcia ¢; spliia na intervale I; s hranicami a;, a; + t predpoklady Lagrangeovej vety
o strednej hodnote (dosledok 2.2.4.b). Potom existuje®* a; + 0;t € I;, 0; € (0; 1) tak, Ze

G(t) = gi(ai + 1) — wi(a;) = pi(a; +0;t) - (ai +t —a;) =t - @i(a; + 0:t).

Pre limitu funkcie G(¢)/t? v bode 0 plati

: t . i(aitt)—@i(a; o toi(ait0it . "(a;+0;t
lim G(Q) — lim s4>,(¢l,+t)2 eiai) _ im %(ij ) _ iy Pilaitbit)
t—0 t—0 t—0 t—0
! (as) ag(“‘i3dj+t)769<‘Li;aj) (’)2f( )
= lim 282 — Jim — 2% for  — o),
=0 t—0 € 9zi9z;

Analogicky funkcia ¢; splia predpoklady Lagrangeovej vety o strednej hodnote na inter-
vale I s hranicami aj, a; +t a existuje a; + 0;t€l;, 0;€(0;1) tak, ze

G(t) = @jla; +t) — pjla;) = ¢jla; +0t) - (a; +t —a;) =t @j(a; +0;).

Pre limitu funkcie G(t)/t? v bode 0 analogicky plati

.Gt . Aa;+)—@;i(a; .t (a;+0,t . pli(aj+0;t
lim 90 = Jim L2+ 0ia) _ pypy PG ) 25(0stO50)
t—0 t—0 t—0 t—0
, 9g(aj+tia;) Bg(ai;ay) 5
— 1im %4%) — im oz; grj _ _ 9 fla)
t—0 ¢ t—0 t Ow;dw;

Ofa) _ jipy i;) = /@) 4 eta je dokézanAa. m

To znamena, Ze w0z, — 1M B = Fpiag,

Désledok 2.2.13.a.
Funkcia f: A — R, kde A C R"™, n € N je oblast, vSetky parcidlne derivicie prvého
radu %, 1 =1,2,...,n su diferencovatelné v bode a = (ay;az;...;a,)€A.

f(a) _ & f(a)

9700, = 03,0, (st zamenitelné).

— Pre Tubovolné i,5€{1,2,...,n} plati

K tomu, aby boli druhé parciilne derivicie zamenitelné postaci ich spojitost v danom
bode. Spojitost funkcie sa vicginou overuje jednoduchsie, ako diferencovatelnost. LenZe
pri praktickych problémoch nés zaujimaja hlavne problematické body a body nespojitosti
indikuja problémy.

Veta 2.2.14 (Schwarzova).
Funkcia®® f: A — R, kde A C R", n€ N je oblast, indexy i,j€{1,2,...,n}, i # j.

2 2
Druhé parcidlne derivacie gqj{gg?, %{g‘;z s spojité v bode a = (ay;as;...;a,)€A.

= Druhé parcidlne derivacie podla z; a z; s zamenitelné, t. j O*fa) _ 9°f(a)
p p i &Ly 0 V) Bmi0w; = Bw0m

34Usetka spajajica body a; a a; +t ma rovnicu y = a; +z(a; +t—a;) = a; +xt, € (0;1). To znamena,
ze bod a; + 6;t, 0; € (0;1) leZi na tsecke medzi bodmi a; a a; + t.

35 Karl Hermann Amandus Schwarz [1843—1921] — nemecky matematik, znamy predovietkym vdaka
svojim pracam z oblasti komplexnej analyzy.
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Dokaz.
Dokaz je podobny dokazu predchadzajicej vety 2.2.13 (zaciatok dokazu je identicky).
Pouzijeme rovnaké pomocné funkcie g, G, ¢;, ¢; ako pri uvedenom dokaze:

9(ziszy) = flars.. 525052555 an)
= fl@1;. . Q13X Qig1s - 2515 D53 Qg5 - . -5 G ) s O(ag5a5) — R.

2 2
7 definicie funkcie g vyplyva, Ze %, afgw existuju, su spojité v bode a a plati
0w 0,

9g(aj;aj+t) -~ 9g(aj;aj)

*fla) _ 9%g(aizay) _ li GER D,
Bwiazj - 81161] - tlr% I
- 2 2 9g(a;+tia;)  Og(a;iay)
0% f(a) _ 0°g(aisa;) _ lim Pa; 0w,
Oz;0xz; —  Oz;0x; 414

Dalej z toho vyplyva, Ze existuju v nejakom okoli O(a;; aj) a plati

*glaituizaj+u;) _ 9°glaiiay)

62g(ai+u,i;aj+ujv) o 82g(ai;aj)
al‘iamj 81’101] - :

axj (’)Cbl 31]' 811

i lim
(uq;03)—(0;0) (ui3vi)—(050)
Pre pevné t€ R a premenné z € O(a;), resp. x €O(a;) oznaéme

pi(z) = g(w;a; + 1) — g(x;05), 2€0(ai), ¢;(x) = g(ai +t;x) — glai; ), 2€0(ay).
Pre te R, t # 0 také, aby (a; + t;a; +t) € O(a;; a;), uvazujme funkciu
G(t) = gla; +t;aj +t) — gla; +t;a;) — glas; a; +t) + g(ai; aj)
= pila; + 1) — pi(ai) = p;j(a; +1) — @;(a;).
Pre derivacie funkcii ¢;, ¢; plati

9g(w;a; 9g(=;a; 9g(aitt; 9g(a;
ol (z) = Q(Z;ZH)_ gt(;w?])’ re0(a), ¢)j(z)= g(((l?;;tz)_ gézjz), ze0(a;).

Funkcia ¢; spliia na intervale I; s hranicami a;, a; + t predpoklady Lagrangeovej vety
o strednej hodnote (dosledok 2.2.4.b). Potom existuje®® a; + 6;t € I;, 6, € (0;1) tak, ze

G(t) = pila; +t) — pi(a;) = @i(a; + 0;t) - (a; +t — a;)

2] i+0ita;+t o i+0it;a;
=t glla; +0;t) =t |22 ity ) _ 99(a o a])} .
. -t 2 . Lt
Ozna¢me funkciu 9 (x) = %ﬂ;‘m), z€0(a;). Potom ¢(z) = %gz;t,x)’ ze0(a;).

Na intervale s hranicami a;, a;+1 spliia funkcia 1; predpoklady Lagrangeovej vety o stred-
nej hodnote a existuje ¥; € (0;1) tak, Ze plati

Via; +1) —¥i(a;) = ¥i(a; +9;t) - (a; +t —a;) =t-Pj(a; +9,t).

L. 829(ai+0,it;aj+z9jt) _ 0g(ai+0;t;aj+t)  Og(ai+bitia;) _ G(t)
ariamj - Ox; ox; - t

Pre limitu funkcie G(¢)/t?> v bode 0 potom plati

. . 2g(a;4+0it;a;4+9,t =0;t =0 .
lim 76'(;) = lim L9lactbitia;+0,t) [ul - ] = lim
up =Vt — 0

%g(aituisa;+u;) _ 0°f(a) 21
t—0 t—0 O0z;i0z; (2.17)

6116»@ o leaxj .

- Vg —0
36Usecka spajajica body a; a a; +t ma rovnicu y = a; +z(a; +t —a;) = a; +xt, x €(0; 1). To znamena,
ze bod a; + 0;t, 0; € (0;1) leZi na tsecke medzi bodmi a; a a; + t.
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Analogicky funkcia ¢; spliia predpoklady Lagrangeovej vety o strednej hodnote na inter-
vale I s hranicami aj, a; + t. Potom existuje a; + 6;t€l;, 0; € (0;1) tak, ze

G(t) = pjla; +1) — pjla;) = i(a; + 0;t) - (a; +t — ay)
—¢. QOlv(aj + GJt) —¢. |:8g(a,i+t;aj+9jt) - dg(a;;a;+60;t)
J .

O:rj Bzz:j

n2 . .
, 2€0(a;), potom i (x) = W, x€0(a;).

Funkcia ¢; spliia predpoklady Lagrangeovej vety o strednej hodnote na intervale s hrani-
cami a;, a; + t. Potom existuje 9; € (0;1) tak, Ze plati

02g(ai+19it;aj+0jt) _ Og(a;i+ta;+0;t)  Odg(aiza;j+0;t)  G(t)
81_7‘3I7; - 3@7‘ 81_7 - t "

Ak oznac¢ime () = W
J

— -

Pre limitu funkcie G(t)/t? v bode 0 potom analogicky plati

= lim
U; —0
Vi —0

lim €& — lim

82g(ai+19it;aj+01t) o [u1=19it—>0]
=0 t° t—0 x;0w;

?g(aituisa;+u;) _ 0°f(a)
UQIth%O (2'18)

BIJ' ox; - 3:6_]' oxz; *

Zo vztahov (2.17) a (2.18) vyplyva tvrdenie vety

0f(a) G) _ 9*f(a) g
8.LL6J,] t—0 t2 o 6LJ8.L1.

Poznamka 2.2.16.

Podmienka i # j vo vetdach 2.2.13 a 2.2.14 je prakticky zbytocnd. Pre i = j platia tvrdenia
fla) _ 9f(a) _ 9°f(a)

Owi0x; — Ow;d0x; — Ox?

oboch wviet trividlne, pretoZe

Obe tieto vety mdzeme pomocou matematickej indukcie rozsirit na zmieSané parcidlne
derivacie 'ubovolného radu ke N, k > 2.

Désledok 2.2.14.a.
Funkcia f: A — R, kde A C R", n€ N je oblast, parcialne derivacie stupna ke N, k > 2

ok ok
8.16”8:16712...8.1/% ’ ijlasz...amjk
st spojité v bode a = (a1;as;. .. ;a,) € A, pricom iy, ia, ..., €{1,2,...,n} st Tubovolné
indexy a j1, j2, . .., jr je ich Tubovolna permutécia.’
) . TP ok f _ o f
—> Uvedené parcialne derivicie su zamenitelné, t. j. B, Oas, - Or, — Oay, O, 0w,

Dosledok 2.2.14.b.
Funkcia f: A — R, kde A C R™, n € N je oblast, vSetky parcidlne derivacie funkcie f
stupnia k€ N, k > 2 st spojité v bode a = (a1;as;...;a,) € A.
= VSetky parcialne derivacie f v bode a podl'a rovnakych premennych az do radu k
(vratane) st zamenitelné, pricom parcialne derivacie do radu k — 1 (vratane) st
zamenitelné v nejakom okoli O(a).

37Skupiny indexov 1,42, ...,%, a j1,72,-..,j% obsahuji rovnaké prirodzené &sla 1,2,...,n, ktoré sa
moZu opakovat, ale mozu byt zoradené v inom poradi. St preusporiadané.
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Poznamka 2.2.17.

Zamenitelnost parcidlnych derivdcii prakticky znamend, Ze nezdleZi na poradi premennijch,
podla ktorych derivujeme. Parcidlnych derivdcii funkcie f R™ — R stupria k€ N v danom
bode je n*. Ak si zamenitelné, potom sa ich pocet’® redukuje na cislo (”ﬂ‘f*l).

Nech f: A - R, A C R", n€ N je oblast, k € N. Hovorime, Ze funkcia f je k-krat
diferencovatel'na (diferencovatelna k-teho radu) v bode a = (aj;a9;...;a,) € A,
ak su vSetky jej parcidlne derivécie radu k—1 diferencovatelné v bode a.

Ak je funkcia f diferencovatelna k-teho radu v kazdom bode a € B, kde B C A, potom
sa nazyva diferencovatel'na k-teho radu na mnoZine B.

Poznamka 2.2.18.

Ak je f: A — R diferencovatelnd k-teho radu v bode a € A, potom su vsetky parcidlne
derivdcie nizich raidov diferencovatelné v nejakom okoli O(a) C A a podla vety 2.2.13
st zamenitelné vietky zmiesané parcidlne derivdcie do rddu k, ktoré sa ligia iba poradim
deriwovania.

S pojmom diferencovatelnost (prvého radu) sme definovali aj diferencial a derivéiciu
funkcie. Prva derivacia f’ funkcie f: R™ — R™ je matica typu m X n zloZené z prvych
parcialnych derivacii.

Logickym rozsirenim je vyjadrenie f” (pokial existuje) pomocou parcialnych derivacii
druhého radu. Druhych parcialnych derivacif je mn?, pri¢om kazda zo zloZiek fi, fa,..., fm
mé n? druhych parcialnych derivacii. Takto by sme mohli pokracovat po I'ubovolni deri-
vaciu radu k€ N, kde pocet parcialnych derivacii radu k je mnk.

Preto sa obmedzime (ako sme deklarovali v avode tejto ¢asti) na funkcie f: R" — R
a uvahy a tvrdenia v pripade vektorovej funkcie aplikujeme na kazda zlozku samostatne.

Nech f: A — R, A C R", n€ N je oblast. Ak je f v bode a € A diferencovatelna,
potom jej (prva) derivacia (gradient) v bode @ méa tvar n-rozmerného vektora

(@) = grad f(a) = (af(a). of(a). . Bf(a))'

Oxy ' Oxg S Oxp

Ak je f v bode a € A diferencovatelna druhého radu, potom druha derivaciu funk-
cie f v bode a definujeme ako $tvorcova maticu typu n x n

’f(a) 2°f(a) . 2*f(a)

Ox? Ox10xo 0x10x,
. Pfla) 2*fa) . . 0%f(a)
" _ (97 f(a) _ Oxo0x1 Ox2 x0T,
f"(a) = ( 52752 = 2
Ox;0x

& f(a) 0%f(a) 8f(a)

02,01 O0Tndzo oxn

Matica f”(a) je symetrickd podla hlavnej diagonaly, pretoZe zmieSané parcidlne derivacie

st zamenitelné (poznamka 2.2.18), t. j. gifa(';) = gifg;) pre i,7€{1,2,...,n}, i # 7,
i ki J i

Poznamka 2.2.19.
Ak ezistuji vsetky parcidlne derivdcie druhého rdadu funkcie f v bode a € A, ale niektoré
z prisluchajicich dvojic nie si zamenitelné, potom ich tieZ moZeme zapisat v tvare matice.

38Kombinacie s opakovanim k-tej triedy z n prvkov.
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Tdto matica nebude symetrickd podla hlavnej diagondly a nebude reprezentovat derivd-
ciu f"(a), pretoZe funkcia f nebude diferencovatelnd druhého radu.®

Priklad 2.2.24.
Uvazujme zlozent funkciu F(u;v) = f(a(u;v); B(u;0)): R? — R z prikladu 2.2.20.

Predpokladajme, Ze funkcia f(x;y): R? — R je diferencovatelna druhého radu v R? a vnii-
torné zlozky x = a(u;v), y = B(u;v): R? — R st tiez diferencovatelné druhého radu v R2.
Ak pouZijeme rovnaké oznacenie (z;y) = g(u;v) = (a(u;v); B(u;v)): R? — R?, potom
F(u;v) = f(g(u;v)) a pre prvi derivaciu F’ (vid priklad 2.2.20) plati*®

Oy Qy

Druh4 derivacia F” = (F,; F,)’ obsahuje derivacie funkcii F,, F),, ktoré st opét zlozené
funkcie, pricom f(z;y), fy(z;y): R* — R majt vnitorné zlozky = = a(u;v), y = B(u;v).
Funkcie av,, o, Bu, By st funkcie dvoch premennych (u;v) € R?. Potom plati

(au)/ = (auu; O‘u'u)a (O[U)/ = (avu;avv)a (ﬂu)/ = (ﬂuua Buv)a (Bv)/ = (/Bvu; /8’[)1})'

Funkcie F, = faoy + fyBu, Fo = foow + fyBy derivujeme ako stcet a stcin funkcii. Plati

(Fu)/ = (Fuu; Fuv) = (fa:au + fyﬂu)/ = (fm)/au + fr(auy =+ (fy)/ﬂu + fy(ﬂu)/

Qy Qg

= (oui foy) (Bu By) ot ) + (o ) - <ﬁu m) Ty (B B,
(Fv)l = (Fvu;Fvv) = (fwav + fy/Bv)/ = (fw)/av + fw(av)/ + (fy)lﬁv + fy(ﬁv)l

Ay Oy Ay Qg

= (faca:yfzy) (ﬁu 5v> +fw(avu;avv) + (fyzafyy) : (ﬁu ﬁv) +fy(ﬁvu§ﬁvv)-

Z diferencovatelnosti druhého radu (veta 2.2.13) vyplyva zamenitelnost zmiesanych par-
cidlnych derivacii foy = fyz, Quv = Qvus Buv = Bou- Po jednoduchych tpravach dostaneme

P (i) = (R ). oo
Fuu = fra(aw)® + 2 foyouBu + fuy(Bu)® + frtuu + fyBuu
Fuy = frauaw + foy(auBy + auBu) + fyyBubo + foouw + fyBuv = Fou,
Foo = foa(w)? + 2feyonBo + Fuy(Bo)® + fotws + fyBov-

e Specidlne pre F(u;v) = f(z;y) = f(u® +v*;u® — v?): R? — R plati

F' = (Fu;Fv) = (fa:7f1/) ) (gz ;Z) = (2ufa: + Qufy;2vf:c - 2Ufy)-

2

Pre derivacie funkcii z = a(u;v) = u? + v%, y = B(u;v) = u? — v? plati

z: o = (g ay) = (U2 +02) = (2u;20), y: B = (Bu;Bo) = (U2 —v?2) = (2u; —2v).

39Keby bola, potom by mala zamenitelné vietky prislusné parcialne derivacie druhého radu.
40Kvoli prehladnosti uvadzame nasledujtce vztahy bez premennych u, v.
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Funkcie ay = By = 2u, @y = —fu = 20 st opit funkeie premennych (u;v) a plati
= s (2u) = (222,209 — (2,0), oy, = B0 (20) = (222280) = (0:2).
7 toho vyplyva
(Fu)' = (Fuui Fuw) = [20(Fe + £,))" = () (fo + f) + 20 () + 20 (£,
= (20) - (fo + £,) + 20 (far i) ( ! 2“) 2u (fyai Fyn)- (2“ gjj) 7
(Fo) = (Fous Foo) = [20(fs = )] = (20)' - (fa = fy) + 20+ (f2) =20+ (£,
52 (o= £,) 420+ (i o) - (2 _35) ~ 20 (fyai fyn)- @Z _;Z) .

Po roznasobeni a jednoduchych apravach (fy, = fy. st zamenitelné) dostaneme

Fuu = 40> (fox + 2fay + fyy) +2(fo + fy)s  Fuv = 400(foe — fyy) = Fou,
Fyy = 4U2(fm + Qfxy + fyy) + 2(foc + fy)

e Speciélne pre prevod f(x;9): R? — R do polarnych stradnic (pr. 2.1.3, pr. 2.2.7), t. j
pre funkciu F(p; ) = f (¥(p;¢)) = f ((pcosg; psing)): (0;00) x R — R plati

Fl(pi9) = (Fi Fy) = (fai fy) - W' = (Fi £y) - (Zﬁ’ﬁ:ﬁ ‘55;‘;@
= (focosp+ fysing; —fupsing + fypcosp).
Funkcie F,, F, st opift zlozené funkcie. Potom plati
(Fp) = (Fpp; Fpp) = [fmcosgo—i—fysimpy
= (faai foy) ¥ cos @ + f2(0; —sin @) + (fyas fuy) V' sing + £, (0; cos ),
(Fp) = (Fop; Fpp) = [ = fopsing + fypcose]’
= —(faw; foy )W psing — fo(sing; pcos ) + (fya; fuy) W' posp + fy(cos p; —psing).
Po roznasobeni a jednoduchych apravach (fy, = fy. st zamenitelné) dostaneme
= frz €082 @ + [y sin2p + fiy sin? ¢, (2.19)
Fpp = *(fyy faz)psin2p + foypcos2p — fosing + f, cosp = Fyp,
o = frap?sin® @ — foyp®sin 20 + fy,p? cos® o — fupcos — fypsing.

e Uvazujme funkciu f(z;y) = i—ff]: R? — R a jej vyjadrenie v polarnych stradniciach,
t.j. Fp; ) = %: (0;00) x R — R, ¢ # § +km, k€ Z. Pre derivicie funkcie f plati

f =2y —2sin ¢ _ —2y)2(xz—y) _ 4y 4sin
x

T (@—y)? T plcosp—singp)?’ T (w y)* T (@=y)® T p2(cosp—sing)3’
foy = —2(w—y)®—(=2y)2(z—y)(=1) _ —2(z—y)—4y _ —2(z+y) _ —2(sinp+tcos¢)
ry (z—y)* (z—y)3 (z—y)3 p?(cos p—sin ¢)3’
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f o 20 2 cos ¢ f _ 0—2x2(z—y)(—-1) _ 4z __ 4 cos

Y7 (z—y)?  plcosp—sing)?’ vy (z—y)* T (z—y)® T p*(cosp—sing)3?
f _ 2@—y)?—222(xz—y) _ 2(x—y)—4x _ —2(z+y) _ —2(sinp+cosp)

ve = =L = TEy® = G-9)° — Plesp-smg)

Potom pre prva deriviciu funkcie F' plati
(. — . _ . U — —2sinp . 2 cos @ . COSs @ —psin<p
F (p7 SD) - (Fpa FQO) - (fza fy) \Il - (p(COS ©p—sin Lp)Q’ p(cos«pfsin @)2) (singo pCOS g0>
. cos @ —psin
W%smgp;cosgp)( v-r SD)

sinp pcosyp
2

= plcosp—simgp)? (—sin g cos g + cos psin p; psin® ¢ + pcos? p)

— 2 . — . 2
— p(cos p—sin )2 (O’p) =(0; (coscp—sinzp)2>'

Ak dosadime do vzorcov (2.19), potom pre druhé parcidlne derivacie funkcie F' plati

Fpp = fmc COSzSﬁ + fxy sin2<p + fyy Sin290

_ 4singpcos? o + —2(sin p+cos ¢)-2sin @ cos + 4cospsin®p 0
— p?(cos p—sinp)3 p?(cos p—sin )3 p2(cosp—sinp)3 —

— _ 1 : .
Fop = Fpp = 5(fyy — fox)psin2¢ + foypcos2p — fpsinp + f, cos o
_ 4cosp-2psinpcosyp  4sinp-2psin g cos @ + —2(sin p+cos @) p(cos? p—sin
— 2p2(cos p—sinp)3 2p2(cos p—sin ¢)3 p2(cos p—sin )3
—2sin psin g 2cospcosp
+ z =0,

" p(cos p—sin @)2 p(cos p—sin p)
— 2 in2 2 o 2 .2 5 “3
Fop = foup™sin® g — foyp®sin2¢ + fy,p° cos™ p — fupcose — fypsing
_ 4singp?sin® _ —2(sin p+cos Lp)-2p2 sin p cos ¢ + 4 cos pp? cos® @
p2(cos p—sin )3 p?(cos p—sin )3 p2(cos p—sin )3
—2sin p cos p 2cos ppsinp __ 4(sin p+cos @)

" p(cos p—sin @)2 p(cosp—sinp)? — (cosp—sinp)3”

)

Priamy vypocet je najjednoduchsi a najprehladnejsi (vid pr. 2.2.20):
/
— . _ +si —(0- 2
P = (F/”FS") - (22:57:2:‘;) - (0’ (COSLP*Sintp)Q).

e _ 92(cosp—sing) "2 —2.2(—sinp—cosp) __ 4(sin p4-cos )
Kedze F‘F@ - Op - (cos p—sin ¢)3 T (cosp—sin )3

F,) F,, F 0 0
F”:<(p >:<pp W)Z 4(sin p+cos . m
(FLP)/ F<PP F<P<P 0 (c(os gogisin Lpfg
Priklad 2.2.25.

Nech z = f(z;y): A — R je dvakrat diferencovatelna funkcia na oblasti A C R? taka, ze
pre nejaké (x;y) € A splha Laplaceovu diferencialnu rovnicu

potom plati

2 T 2 x;
Faa(@;y) + fyy(xiy) =0, t. . G 4 20w —q,

Pre prevod stradnic z kartezidnskeho do polarneho tvaru plati x = pcos g, y = psin¢.
Funkcia f ma v polarnych suradniciach tvar F(p; ) = f(pcosp; psing). Zo vztahu (2.19)
z prikladu 2.2.24 vyplyva

Fpp = fuu €05> 9+ fay sin 20 + fy, sin® ¢,
Fop = feep?sin® o — foyp?sin2p + f,,p% cos? p — fopcosp — fypsinep.
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Ked prvi rovnost vynasobime p? a pripoé¢itame k druhej, dostaneme
PP Fpp + Fpp = frap? cos® o + froyp?sin2p + fy,p? sin? ¢
+ faap? sin® © — foyp? sin2¢ + fy,p? cos®  — fapcosp — fypsing
= faep® + fyyp® = p(focosp + fysing) = (foe + fyy)p* — pF, = 0 — pF, = —pF),.

Z toho vyplyva vyjadrenie Laplaceovej rovnice v polarnych sturadniciach.

P?Fop(pi @) + Fop(pip) + pEy(p;0) = 0. m

Nech funkcia f: A — R je k-krat diferencovatelna v bode a = (a1;aq;...;a,) €A, kde
A C R", neN je oblast, k€ N. To znamené, %e vSetky prisluchajice zmieSané parcidlne
derivacie funkcie f v bode a az do radu k st zamenitelné.

Nech h = (hy;he;...;h,) € R™ je lubovolny vektor taky, Ze plati a + h€ A. Ozna¢me
« = a+h, h = x — a. Diferencidlom k-teho radu (k-tym diferencidlom) funkcie f
v bode a nazyvame formu k-teho stupiia (homogénny polynoém k-teho stupiia) v tvare

k
k
resp. d“f(a, 2 —a) = [F (01— )+ + 2L (20 —a)]” f(a).
Predchadzajuce zapisy su formalne a naznac¢uji pouzitie polynomickej vety. Formalne

" . . PR af .. of . .. sz o 0"f(a)
vyrazy umocnime, ale namiesto stcinov - Bz, Vytvorime parcidlne derivacie 5—- o5

k _ k! 9" f(a) i
d f(a’ h) = Z lin! 9zl fgin -hyt - hy
'Ll++ln:k o "

0<141,...,in <k

resp. d*f(a,x — a) = > il!'l?}in! . am?l f(;;in (x1 —a1) (T — ap)™.
i i =k Lo

0<i1,...,in <k

Specialne pre k = 0 definujeme diferencial 0-teho radu (0-ty diferencial) funkcie f
v bode a vztahom d°f(a,h) = f(a), resp. d’f(a,x — a) = f(a).

Diferenciél (prvého radu) d' f(a, h) = df(a, h) predstavuje lineArnu formu a na zéklade
definicie diferencovatelnosti a definicie parcialnych derivacii prvého radu funkcie f plati

df(a,h) = f'(a)-h" = grad f(a)-h"
(2412, 240, Y (i )T = Dy Py 4 P

Oxy ' Oxo """ Oz, )

Diferenciél druhého radu d?f(a,h) predstavuje kvadratickti formu s maticou f”(a)
a ma velky vyznam hlavne pri hladani extrémov funkcie f. MoZeme ho vyjadrit v tvare

f(a,h) =h-f"(a)h" [o°j(a) 0*fl@)  8°f(a)

Ox? dx,0x2  Ox10T,
*fla) 9*f(a) .. . 9*f(a)
= (h1shaj... hy)- | 97202 023 922020 | (hy3hoy. .. hy)T

Pf(a) Pfla) | Pfla)
0x,0x1 Ox,0T2 oxn
= ZHepg 4 208D ppy + 20 LD pg o+ 2521y, 2

Ox10x2 Ox10x3 Ty —10Tp
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Diferenciél tretieho radu d*f(a,h) predstavuje formu tretieho stupiia a po pouZiti
polynomickej vety ho mézeme pisat v tvare

@ f(a,h) = LR + 3L p2hy 1+ 35 L@ p3 + 30 L p2pg 4. 4 TS

Poznamka 2.2.20.
Polynomickd (multinomickd) veta je rozsirenim zndmej binomickej vety

(w1 + @) =3 oy ah= ¥ fgatey
1=0 i1 +i2 =k
0<i1,is <k

z k-tej mocniny dvoch séitancov na k-tu mocninu n séitancov, kde k,n€ N. Plati

(ll+12++xn)k: Z L(ETJJZQZIIJ;{I

] ) i1 ligl iy, !
i1+ in =k
0< i, .. in <k

Priklad 2.2.26.
Nech je funkcia f: R?> — R trikrat diferencovatelna v bode a = (ay;ay).

Ak oznacime x = (x;y), potom plati:

(@~ a) = @)z @) = () @) (30
= fol@)-(x — az) + fyla)-(y - ay),
Efla,x - a) = (z - a)-"(a)-(z — a)” e
= (7 - taiy - o) (fZ(«% flfi’(Z))'(;Zi)

= foo(@)-(z — )2 + 2fuy(@)- (@ — ar)-(y — a,) + fyy(@)-(y — a,)?,

@ fla,w—a) = 3 () 5518 (o @)y )
T = feea(@) (2 — 00) 4 3funy (@) (x — a0y — ay)
+3fryy(a)'(x —ag)-(y — ay)2 + fyyy(a)(y - ay)3~ u

Priklad 2.2.27.
Funkcia f(z) = f(z;y) = 23 + 2y*: R? — R je trikrat diferencovatelna v R?.

Pre vietky & = (x;y) € R? plati:

fl(®) = (B2* +y*22y),  fulz) =32 +4y?,  fy(z) = 2zy,

f//(w) = (gz ;g)’ fm:r(w) = 6z, fxy(w) = fyx(w) =2y, fyy(w) =2z,

fzyy( ) yzy( x) = fyyz(w)zz, Fyyu(@) = 0.
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Napriklad pre 0 = (0;0), (1;2) a pre Tubovolné a = (a;a,) € R? plati:

f'(az; ay) = (3a2 + a2; 2aa,),  f'(0;0) = (0;0),  f'(1;2) = (7;4),

Pasa) = (o). roeo=(g0). raa=(G;).

Pre prvy, druhy a treti diferencial f v bodoch a = (az;ay), 0 = (0;0) a (1;2) plati:
df(a,@ — a) = (32 + a2)- (¢ — a,) + 20,0, (y — a,),
df(0,xz)=0, df ((1;2),:1} — (1;2)) =T(x—-1)4+4(y—2) =Tx +4y — 9,
d*fla,z — a) = 6a,(z — az)* + 2-2ay(x — a;)-(y — ay) + 2a,(y — ay)?,
d?f(0,2) =0, d*f((1;2),z— (1;2)) =6(x — 1) +8(z — 1)-(y — 2) +2(y — 2)?,
dBfla,z—a)=6(x—a,;)®+32(x—a) (y—ay)?,
d®f(0,x) = 62° + 6xy?, d*f ((1;2),z - (1;2)) =6(z—1)*+6(x—1)-(y—2)°. m

Priklad 2.2.28.
Uvazujme funkciu f(x) = f(z;y) = arctg 7 R? —{(z;0),z€ R} — R z prikladu 2.2.21 b).

Pre vietky & = (z;y) € R?, y # 0 existuji prva a druha derivacia funkcie f a plati

—2xy - y2>

- _1 : — 1
(@) = e (ys =), f(x) = [ (mg —y? 2wy

Pre prvy a druhy diferencial funkcie f v bode a = (ay;ay,) € R%, a, # 0 plati:

df(a,z —a) = agi}ra% [ay(x —ay) — az(y — ay)] = azg;zgy7
—2agay (z—as)?+2(a} —a))(z—as)(y—ay)+2acay (y—ay)*
d2f(a'7 T — a’) = (a2 +a2)? Y Y .
Napriklad pre a = (1;1), e = (0; 1) plati:
—92(x—1)2 _1)2 12 (2—1)2
df(@z—a)=25" dflaz—a)= 2200 G @)

df(es,x —€3) =, d®f(eg,®x —€3) = —2x(y—1). m

Priklad 2.2.29.
Nech je funkcia f(x) = f(z;y;2): R® — R trikrat diferencovatelnd v bode a € D(f),
a = (agz;ay;a;) anech h = (hy; hy; hy) je také, ze a + heO(a) C D(f). Potom plati:

df(a,h) = f'(a)-h" = fo(a)hs + fy(a)hy + fy(a)h.,
d%f(a,h) = h-f"(a)-h" = f..(a)h? + fyy(@)h + f..(a)h?
+2foy(@)hghy + 2fr.(a)hyh, + 2f,.(@)hyh.,
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Bf(a,h) = foza(@)h + fyyy(@)hi + frzz(a)h3 + 3 fowy(@)h2hy + 3fraz(a)h2h.
+3fxyy(a)hmh§ + 3fr..(a)hh? + 3fyyz(a)h§hz +3fyz2 (a)hyhz + 6 foyz(a)hyhyh.
e Specialne pre (trikrat diferencovatelnt) funkciu f(z;y;z) = 3 + 2y22: R® — R plati:
fo =322 +y?2, fy=2myz, f.=ay?
fow = 62, fyy =212z, f..=0, foy=2yz, [foz=v> [y =22y,
foow =6, fyyy =0, forz =0, fozy =0, foz:=0,
Joyy =22, fazz =0, fyy =22, [y2 =0, fay. =2y
Pre diferencialy f do tretieho radu v bode a = (az;ay;a.), b = (hy;hy; h,) plati:
df(a,h) = (3a2 + afjaz)hgg + 2aza,6,h, + awaihz,
d®f(a,h) = 6a,h? + daya hyhy + 2a§h$hz + 2axazh§ + dagayhyh.,
d3f(a,h) = 6h2 + 6a.h,h2 + 12a,h,hyh. + 6a,h2h. .
Napriklad pre €1 = (1;0;0), e2 = (0;1;0), €3 = (0;0;1), 0 = (0;0;0), a = (1; 1; 1) plati
df(e1,h) = 3hs, df(e2,h) =0, df(es,h) =0,
df(0,h) =0, df(a,h) = 4h, + 2h, + h.,
d?f(e1,h) = 6h2, d%f(e2,h) = 2hh., d*f(e3,h) =0,
d?f(0,h) =0, d*f(a,h) = 6h3 + 4hyhy + 2hyh. + 22 + 4hyh.,
4 f(e1,h) = 6h3 + 6h2h., d®f(ea,h) = 6h3 + 12h,hyh., d°f(es,h) = 6h3 + 6h,h2,
d?f(0,h) =0, d*f(a,h)=6h3 + 6hyh? + 12h,hyh. +6h2h.. m

Priklad 2.2.30.
Funkcia f(x;y;2) = eT¥T2: R3 — R je k-krat diferencovatelna v R® pre kazdé ke N.
Pre vietky & = (x;y; 2) € R® plati

fl@) =emtvrs —erever,  OLEL = O = OFE = e" el e® = f(x).

To znamena, Ze st vietky parcidlne derivacie kazdého radu podla premennych v Iubovol-
nom poradi v bode & € R? rovnaké a pre vietky i,j,l€ N, i+ j + [ = k plati

_ 6kf(a') — pOztay+a, _ pagz pa a.
fla) = grmgyigm =TT = el etu etz

Pre k-ty diferencial funkcie f v bode a = (az;ay;a.), b = (hy; hy; h) plati
k _ K. 0% f(a)  pipinl k! i 17l

iGN DxtoyI B2 g

ititl=k ititl=k
0<%,4,1<k 0<%i,4,1<k
= f(a) Z i!];;l! hgchjyhlz = f(a)(hw + hy + hz) = glotaytas (hz + hy + hz)k-
itit+l=k
3 0<i,j,l<k i
Specilne pre 0 = (0;0;0) plati f(0) = e"T0F0 =1, d*f(0,h) = (hy + hy+h.) .m
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